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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

 Στην παρούσα εργασία γίνεται μία προσπάθεια για την καλύτερη κατανόηση της 

συμπεριφοράς μιας μικροφυσαλίδας με ελαστικό, πολυμερικό κέλυφος όταν βρίσκεται 

μέσα σε κλειστό αγωγό και ταλαντώνεται υπό την επίδραση μιας ακουστικής 

διαταραχής. Ο κύριος στόχος της εργασίας είναι η παρατήρηση της ιδιοσυχνότητας της 

φυσαλίδας και οι μεταβολές που εκείνη υφίσταται, καθώς το μέγεθος του αγωγού 

πλησιάζει το μέγεθός της φυσαλίδας και το πλάτος της επιβαλλόμενης διαταραχής 

μεγαλώνει. Αρχικά, παρουσιάζεται μια σύντομη ιστορική αναδρομή, καθώς και οι 

εφαρμογές  που βρίσκουν οι μικροφυσαλίδες γενικότερα στον ιατρικό τομέα. Στη 

συνέχεια, αναφέρονται και αναλύονται οι θεωρητικές σχέσεις και οι παραδοχές που 

χρησιμοποιήθηκαν στην συγκεκριμένη μελέτη. Κατανοείται, έτσι, το θεωρητικό 

υπόβαθρο για την υπολογιστική προσομοίωση που πραγματοποιείται στα επόμενα 

κεφάλαια. Το τρίτο κεφάλαιο της εργασίας έχει ως στόχο, την επεξήγηση της 

κατασκευής του υπολογιστικού πλέγματος που χρησιμοποιήθηκε για τις προσομοιώσεις 

καθώς και τον τρόπο με τον οποίο αυτό επιλύνεται. Ταυτόχρονα, γίνεται και μια σύντομη 

αναφορά στην ανάλυση Fourier που χρησιμοποιείται σε ένα τμήμα της εργασίας. Στο 

τέταρτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα που προέκυψαν από τις 

προσομοιώσεις. Πρώτα η φυσαλίδα μελετάται κατά την ταλάντωσή της σε μη 

περιορισμένη ροή και στη συνέχεια περιορίζεται μέσα σε κλειστό αγωγό. Από τα 

αποτελέσματα είναι φανερό ότι η ακτίνα του αγωγού έχει μεγάλη επίδραση στην 

ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας και στο πλάτος της ταλάντωσής της, ενώ το πλάτος της 

επιβαλλόμενης διαταραχής δεν επηρεάζει αισθητά την συγκεκριμένη φυσαλίδα που 

μελετάται στην εργασία. Τέλος εξάγονται τα συμπεράσματα από αυτή τη μελέτη και 

προτείνονται περιοχές για περαιτέρω έρευνα.  
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 Ένας από τους σημαντικότερους παράγοντες για την ανάπτυξη της ιατρική επιστήμης 

είναι η μελέτη και η απεικόνιση των οργάνων του ανθρώπινου σώματος. Αποτελούσαν πάντα 

πρόκληση για τους επιστήμονες και για αυτό έχουν δημιουργηθεί αρκετές τεχνολογίες που 

σκοπό έχουν να λύσουν τέτοιου είδους προβλήματα. Οι ακτίνες Χ ανακαλύφθηκαν από τον 

Γερμανό φυσικό Wilhelm Röntgen το 1895. Η απεικόνιση με ακτίνες Χ ήταν η πρώτη 

μέθοδος η οποία εφαρμόστηκε για διαγνωστική απεικόνιση στην ιατρική. Επειδή όμως 

ανήκουν στις ιονίζουσες ακτινοβολίες προκαλούν βλάβες στο σώμα και καταστροφή των 

ιστών. Αν και χρησιμοποιούνται ευρέως ακόμα και σήμερα, έστω και με μεγαλύτερη 

ασφάλεια, η επικίνδυνη φύση τους δεν έχει αλλάξει. 

  Η απεικόνιση με χρήση ραδιοϊσοτόπων, υποκατηγορία της οποίας είναι το λεγόμενο 

PET-Scan, βασίζεται επίσης στην ανίχνευση ακτινών γ μετά από διάσπαση ενός 

ραδιοφαρμάκου σε επιλεγμένες περιοχές στον οργανισμό. Όπως φαίνεται όμως, ραδιενέργεια 

έχουμε και σε αυτή την περίπτωση. Μια τεχνική απεικόνισης η οποία δεν ενέχει καθόλου 

ακτινοβολία είναι οι υπέρηχοι. Οι υπέρηχοι αποτελούν σήμερα μια από τις πιο διαδεδομένες 

μεθόδους απεικόνισης στην ιατρική, καθώς πρόκειται για μια μη επεμβατική μέθοδο, χωρίς 

παρενέργειες. Επίσης, έχουν μικρότερο κόστος από τις ακτίνες Χ και παρέχουν την 

δυνατότητα για δημιουργία εικόνας σε πραγματικό χρόνο. Εξαιτίας όμως των χαμηλής-

ενέργειας ακουστικών κυμάτων που χρησιμοποιούνται, ορισμένες φορές υπάρχουν δυσκολίες 

στην διαπέραση των στρώσεων των ιστών του σώματος, με αποτέλεσμα να μην είναι 

ευκρινής η προς εξέταση περιοχή.  

 Τη λύση σε αυτό το πρόβλημα μπορούν να δώσουν οι μικροφυσαλίδες τύπου 

Contrast-Agent. Οι μικροφυσαλίδες αποτελούνται από αέριο, συνήθως διαλυτό στο αίμα το 

οποίο περιβάλλεται από ένα λεπτό ελαστικό κέλυφος. Το κέλυφος επιτρέπει την ασφαλή 

μεταφορά των μικροφυσαλίδων στο επιθυμητό σημείο χωρίς να υποστούν αλλοιώσεις. Με τη 

χρήση τους, αυξάνεται η επανασκέδαση του ηχητικού σήματος λόγω της συμπιεστότητας του 

αερίου που περιέχεται με αποτέλεσμα την μεγιστοποίηση της αντίθεσης με το ηχητικό σήμα 
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που παράγουν τα όργανα και οι ιστοί και τελικά την καλύτερη και πιο ευκρινή απεικόνιση της 

περιοχής που εξετάζεται. 

 

1.1 Ιστορική Αναδρομή 

 

Την παρατήρηση για την αύξηση του υπερηχητικού σήματος έκανε τυχαία ο Dr. Claude 

Joyner στα τέλη του 1960. Κατά τη διάρκεια μιας μελέτη για την καρδία, έκανε έγχυση 

πράσινης βαφής ινδοκυανίνης ταυτόχρονα με ένα καρδιογράφημα m [1]. Αυτό που 

παρατήρησε ήταν ότι κάθε έγχυση της βαφής προκαλούσε παροδική αύξηση του 

υπερηχητικού σήματος. Αρχικά, θεωρούνταν ότι αυτή η αύξηση οφείλεται στη φύση της 

βαφής. Περαιτέρω έρευνα όμως από τους Dr. Raymond Gramiak και Dr. Pravin Shah [2] και 

Kramkeu et al [3] έδειξε ότι δεν ευθυνόταν η βαφή, αλλά φυσαλίδες, οι οποίες είχαν 

σχηματιστεί στην άκρη του καθετήρα που χρησιμοποιούσαν.  

Αρχικά, για τη διάγνωση με χρήση υπέρηχων χρησιμοποιούνταν αιωρήματα φυσαλίδων 

μέσα σε βιο-συμβατά υγρά, όπως είναι η πράσινη ινδοκυανίνη και η δεξτερόζη. Επίσης, 

παρατηρήθηκε ότι μίξη αλατούχου διαλύματος με λίγο από το αίμα του ασθενούς είχε ως 

αποτέλεσμα μεγαλύτερης διάρκειας αυξημένη αντίθεση, κάτι το οποίο οδήγησε και στη 

δημιουργία ενός από τα πρώτα Contrast Agents, του Albunex®. Στη συνέχεια όμως επειδή τα 

αποτελέσματα in-vivo δεν ήταν ικανοποιητικά, δημιουργήθηκαν νέα Contrast Agents τα 

οποία περιείχαν αέρια με μεγαλύτερο μοριακό βάρος, έτσι ώστε να μειωθεί η διάχυση του 

αερίου μέσω του τοίχους της φυσαλίδας στο αίμα. Μάλιστα, ενώ παλαιότερα τα υλικά αυτά 

δεν μπορούσαν να αποθηκευτούν και έπρεπε να προετοιμάζονται ακριβώς πριν τη χρήση 

τους, πλέον τα πιο σύγχρονα Agents παρέχουν τη δυνατότητα αποθήκευσης σε μορφή σκόνης 

μέσα σε αλατούχο διάλυμα [4]. 
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1.2 Λειτουργία μικροφυσαλίδων Contrast Agents 

 

Οι μικροφυσαλίδες τύπου Contrast Agent είναι φυσαλίδες οι οποίες περιβάλλονται 

εξωτερικά από ελαστικό κέλυφος από πολυμερές, λιπίδιο ή πρωτεΐνη, ενώ στο εσωτερικό 

τους περιέχουν ένα αδρανές αέριο που συνήθως χαρακτηρίζεται από υψηλή πυκνότητα, 

υψηλό μοριακό βάρος και χαμηλή διαλυτότητα. Η διάμετρός τους κυμαίνεται από 1 μέχρι 10 

μm κάτι το οποίο τους επιτρέπει ανεμπόδιστη κίνηση από την περιοχή στην οποία θα γίνει η 

έγχυση μέσω του κυκλοφορικού συστήματος. Ακριβώς λόγω του μεγέθους τους καθώς και 

λόγω του μικρού αριθμού που εισέρχεται στο σώμα κάθε φορά μπορούν να χρησιμοποιούνται 

με ασφάλεια, καθώς ελαχιστοποιείται ο κίνδυνος για τυχόν ανεπιθύμητες συνέπειες όπως, για 

παράδειγμα, η πνευμονική εμβολή. Εξαιτίας του κελύφους, οι φυσαλίδες μεταφέρονται 

σχετικά αναλλοίωτες στην επιθυμητή περιοχή με το μεγαλύτερο μέρος του αερίου να μην 

διαχέεται στο αίμα. Επίσης, το μέγεθος των ξεχωριστών φυσαλίδων δεν επιτρέπει την δίοδο 

τους μέσω των ενδοαγγειακών συνόρων και έτσι απεικονίζουν πραγματικά, μόνο το 

εσωτερικό των αγγείων [5]. 

 Προς το παρόν, τέτοιες μικροφυσαλίδες χρησιμοποιούνται κυρίως για την ενίσχυση 

του υπερηχητικού σήματος, με αποτέλεσμα την ευκρινέστερη απεικόνιση ακόμα και πολύ 

μικρών αγγείων. Όταν διαταράσσεται το πεδίο της πίεσης, η μικροφυσαλίδα εκτελεί 

ταλάντωση και εκπέμπει, έτσι, ένα ισχυρό σήμα πίεσης λόγω σκέδασης. Το σήμα αυτό, είναι 

δυνατό να αναλυθεί και να εξαχθεί το φάσμα συχνοτήτων ταλάντωσης [6]. Αν η διαταραχή 

είναι μικρή, το φάσμα αποτελείται μόνο από τη συχνότητα της διαταραχής, ενώ αν η 

διαταραχή είναι αρκετά μεγάλη, τότε το φάσμα περιέχει και επιπλέον υπεραρμονικές η 

υποαρμονικές συχνότητες. Συνεπώς, αν κανείς μελετήσει αυτό το φάσμα συχνοτήτων, γίνεται 

δυνατή η ταυτοποίηση των μικροφυσαλίδων και ο διαχωρισμός του σήματος που εκπέμπουν 

από αυτό που εκπέμπουν τα υπόλοιπα όργανα του σώματος κατά τη διάρκεια των υπερήχων. 

 Ένας σημαντικός παράγοντας ο οποίος κάνει ακόμα πιο εύκολη την ταυτοποίηση των 

εν λόγω σωματιδίων, είναι η ιδιοσυχνότητά τους. Όταν οι μικροφυσαλίδες βρίσκονται σε 

κατάσταση συντονισμού, το πλάτος ταλάντωσής τους καθώς και το επανασκεδαζόμενο σήμα 

πίεσης που επιστρέφουν είναι μέγιστο, με αποτέλεσμα σε εκείνο το σημείο να μεγιστοποιείται 

η διαφορά μεταξύ των διαφόρων σημάτων και να αυξάνεται η αντίθεση.  
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 Επίσης, η κατάρρευση της μικροφυσαλίδας είναι ένα φαινόμενο που έχει μεγάλη 

σημασία, καθώς μπορεί να χρησιμοποιηθεί με διαφορετικούς τρόπους για να βοηθήσει τον 

τομέα της ιατρικής. Αν είναι γνωστός ο συνδυασμός πιέσεων και συχνοτήτων που οδηγούν 

στην κατάρρευση, τότε γίνεται δυνατή η επιλεκτική  έγχυση φαρμάκων μέσω της φυσαλίδας 

σε πολύ συγκεκριμένες μη υγιείς περιοχές του σώματος [8]. Με αυτόν τον τρόπο, μειώνονται 

στο ελάχιστο οι ανεπιθύμητες παρενέργειες της εκάστοτε θεραπείας. Για παράδειγμα, η 

χημειοθεραπεία εφαρμόζεται σε ασθενείς με καρκίνο και έχει πολύ σοβαρές επιπτώσεις για 

τον οργανισμό. Αν καταστεί δυνατό το φάρμακο να τροφοδοτείται στοχευμένα με 

μικροφυσαλίδες  στην πάσχουσα περιοχή, τότε όχι μόνο η θεραπεία θα ήταν ταχύτερη, αλλά 

και ο ασθενής θα υπέφερε λιγότερο. 

 Αντίστοιχης σημασίας είναι και οι πιέσεις-συχνότητες ασφαλείας, έτσι ώστε να μην 

εμφανιστεί κατάρρευση. Σε αρκετές εφαρμογές στην ιατρική [7], οι φυσαλίδες είναι δυνατό 

να προσκολληθούν σε κύτταρα και λόγω των ταλαντώσεων που εκτελούν, να δημιουργηθεί 

ένα ροϊκό πεδίο το οποίο με τη σειρά του βοηθάει στη δημιουργία πόρων στα κύτταρα 

(sonoporation). Έτσι, αυξάνεται η απορροφητικότητα των κυττάρων σε φάρμακα ή πρωτεΐνες 

και η εκάστοτε θεραπεία είναι αποτελεσματικότερη.    

 Σύμφωνα με όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, είναι φανερό ότι η μελέτη του φάσματος 

συχνοτήτων των μικροφυσαλίδων είναι ιδιαίτερα σημαντική και μπορεί να βοηθήσει στην 

ανάπτυξη νέων εφαρμογών και δυνατοτήτων. Για να γίνουν όλα αυτά, όμως, 

πραγματικότητα, πρέπει να υπάρξει μια σύνδεση ανάμεσα στις διάφορες ιδιότητες που έχουν 

οι εκάστοτε μικροφυσαλίδες (ακτίνα, μέτρο ελαστικότητας, πάχος μεμβράνης, υλικό 

μεμβράνης) και στη συμπεριφορά που εκείνες εμφανίζουν για διαφορετικές πιέσεις και 

συχνότητες. 
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1.3 Βιβλιογραφική Ανασκόπηση 

 

Η εισαγωγή των ελαστικών κελυφών για την σταθεροποίηση των μικροφυσαλίδων 

μέσα στον οργανισμό [9], έχει κάνει εφικτή τη χρήση τους ως contrast agents για την ιατρική 

απεικόνιση με χρήση υπερήχων. Μέχρι σήμερα, οι έρευνες και οι μελέτες που αφορούν την 

αλληλεπίδραση των μικροφυσαλίδων με τους υπερήχους έχουν προχωρήσει πολύ [10]. 

Επίσης, ήδη έχουν αναπτυχθεί τεχνικές για την καλύτερη ανάλυση των απεικονίσεων σε πιο 

δυσπρόσιτες περιοχές του σώματος, όπως ο εγκέφαλος, με τη χρήση μόνο μίας 

μικροφυσαλίδας [11][12].   

 Προηγούμενες μελέτες χαρακτηρίζουν την απόκριση των μικροφυσαλίδων 

μελετώντας μεγάλο αριθμό ταυτόχρονα και βγάζουν συμπεράσματα για τη συνολική 

απόκριση του δείγματος [13][14]. Όταν ακολουθείται τέτοια μέθοδος, όμως, δεν γίνεται 

κατανοητή η συμπεριφορά που έχει κάθε ξεχωριστή φυσαλίδα και χάνεται, έτσι, ένα μεγάλο 

κομμάτι χρήσιμων πληροφοριών, όπως η ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας ή τα χαρακτηριστικά 

της διαταραχής που οδηγούν σε κατάρρευση. Επίσης, οι περισσότερες μελέτες που έχουν 

γίνει, τοποθετούν τη φυσαλίδα σε περιβάλλον μη περιορισμένης ροής [15-19]. Καθώς, όμως, 

η φυσαλίδα εκτελεί μη γραμμική ταλάντωση και τα αγγεία στα οποία βρίσκεται έγκλειστη 

είναι μικρά σε σχέση με το μέγεθος της, η φυσική συχνότητά της επηρεάζεται σημαντικά [20-

22]. Γι’ αυτό καθίσταται σημαντική η μελέτη της συμπεριφοράς της φυσαλίδας όταν 

βρίσκεται υπό την επίδραση των τοιχωμάτων ενός αγωγού. 

 Από τους πρώτους που ερευνήσαν το συγκεκριμένο  φαινόμενο ήταν οι Oguz και 

Prosperetti [20] και οι Sassaroli και Hynynen[23-24]. Χρησιμοποιώντας μια γραμμική 

προσεγγιστική μέθοδο και υποθέτοντας ότι η μικροφυσαλίδα δεν περικλειόταν από ελαστικό 

περίβλημα, προέβλεψαν τη μείωση της φυσικής συχνότητας της φυσαλίδας, όταν η τελευταία 

βρίσκεται μέσα σε αγωγό με σταθερά τοιχώματα και αυξάνεται το μέγεθός της σε σχέση με 

το μέγεθος του αγωγού. 

 Υπάρχει αναλυτική προσεγγιστική σχέση για την εξακρίβωση της ιδιοσυχνότητας 

φυσαλίδας η οποία όμως βασίζεται πάνω σε μια μη περιορισμένη ροή. Καθώς όμως τα αγγεία 

του αίματος έχουν διάμετρο 4-8μm και η διάμετρος της φυσαλίδας είναι σε παρόμοια μεγέθη, 
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μπορεί κανείς να κατανοήσει ότι η ροή είναι σαφώς περιορισμένη και ασκεί σημαντική 

επίδραση πάνω στην ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας. 

 Σύμφωνα με τη μέθοδο που χρησιμοποιήθηκε από τους Tsiglifis και Pelekasis [25] και 

de Jong et al [26-27] προκύπτει, από την επίλυση του γραμμικού προβλήματος ανιξώδους και 

αστρόβιλης ροής γύρω από σφαιρική φυσαλίδα με τη μέθοδο των γραμμικών διαταραχών, η 

παρακάτω αναλυτική σχέση για την ιδιοσυχνότητα φυσαλίδας με ελαστικό κέλυφος: 

𝜔଴ = −
𝜇௦

𝜌𝑅଴
ଶ + ඨ

1

4
ቆ

4𝜇௦

𝜌𝑅଴
ଶቇ

ଶ

+
1

𝜌𝑅଴
ଷ ൤3𝛾(2𝜎 + 𝑃௦௧𝑅଴) − 2𝜎 +

2𝜒

1 − 𝜈
൨ = 2𝜋𝑓଴                 (1.1) 

Όπου 𝜇௦ το ιξώδες της μεμβράνης, ρ η πυκνότητα του ρευστού, 𝑅଴ η ακτίνα της φυσαλίδας, γ 

η πολυτροπική σταθερά του αερίου, σ η επιφανειακή τάση, 𝑃௦௧ η στατική πίεση του ρευστού, 

χ το επιφανειακό μέτρο ελαστικότητας και τέλος ν ο λόγος Poisson. Η σχέση αυτή 

χρησιμοποιήθηκε και από την παρούσα εργασία, έτσι ώστε να υπολογιστεί η ιδιοσυχνότητα 

της φυσαλίδας σε μη περιορισμένη ροή. Η τιμή που βρέθηκε (36.8 MHz), αποτελεί μια βάση 

για περαιτέρω σύγκριση με τα υπολογιστικά αποτελέσματα στα επόμενα κεφάλαια. 

 Κατά τους Oguz και Prosperetti [20] προκύπτει η παρακάτω προσεγγιστική σχέση, η 

οποία περιγράφει την ιδιοσυχνότητα μιας φυσαλίδας που βρίσκεται, όμως, σε μη 

περιορισμένη  ροή.  

𝑓

𝑓௢
=

𝑎

ට
𝐿

𝑅௢
−

4
3𝑎ଶ + 2

𝛥𝐿
𝑅௢

                                                                                                                    (1.2) 

Όπου με 
௙

௙೚
 έχουμε το λόγο των συχνοτήτων της φυσαλίδας σε περιορισμένη προς μη 

περιορισμένη ροή, 𝛼 =
ோ೚

ோ೟
, με 𝑅௧την ακτίνα του αγωγού και ΔL ένας παράγοντας που 

προστίθεται στο συνολικό μήκος αγωγού, έτσι ώστε να ληφθεί υπόψιν η επίδραση της μάζας 

ρευστού που βρίσκεται εκτός του αγωγού. Για το ΔL ισχύει ότι: 𝛥𝐿 = 1.22𝑅௧ . Η παραπάνω 

σχέση βασίζεται στην υπόθεση ότι το μέγεθος της φυσαλίδας είναι μεγάλο σε σχέση με την 

ακτίνα του αγωγού. 

 Σύμφωνα με την  ίδια εργασία, προτείνεται η παρακάτω σχέση 1.3 για τον 

υπολογισμό της συχνότητας μιας φυσαλίδας, η οποία βρίσκεται έγκλειστη μέσα σε αγωγό: 
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𝜔 = −
2𝜇௦

𝜌𝑅଴
ଷ

〈𝛷఍〉

𝛷଴
± ඨ

1

4
ቆ

4𝜇௦

𝜌𝑅଴
ଷቇ

ଶ

ቆ
〈𝛷఍〉

𝛷଴
ቇ

ଶ

−
〈𝛷఍〉

𝛷଴
ቆ

4𝜒ெோ

𝜌𝑅଴
ଷ +

3𝛾𝑃
଴

𝜌𝑅଴
ଶ −

2𝜎

𝜌𝑅଴
ଷቇ                     (1.3) 

Ο όρος 
〈ఃഅ〉

ఃబ
 αντικατοπτρίζει την επίδραση του εγκλεισμού στη συχνότητα της φυσαλίδας. 

Περαιτέρω, 𝑃
଴
 είναι οι μεταβολές της πίεσης που ασκεί το αέριο εντός της φυσαλίδας στη 

μεμβράνη και  𝜒ெோ  το μέτρο επιφανειακής διαστολής Mooney-Rivlin για την επιφάνεια. Στη 

σχέση 1.3 ο όρος ට
ଵ

ସ
ቀ

ସఓೞ

ఘோబ
యቁ

ଶ

ቀ
〈ఃഅ〉

ఃబ
ቁ

ଶ

−
〈ఃഅ〉

ఃబ
ቀ

ସఞಾೃ

ఘோబ
య +

ଷఊ௉ಸబ

ఘோబ
మ −

ଶఙ

ఘோబ
యቁ εκφράζει τη συχνότητα της 

φυσαλίδας, ενώ ο όρος −
ଶఓೞ

ఘோబ
య

〈ఃഅ〉

ఃబ
 εκφράζει την απόσβεση της ταλάντωσής της λόγω της 

επίδρασης του αγωγού, λαμβάνοντας ταυτόχρονα υπόψιν και  τα φυσικά της χαρακτηριστικά. 

 Τα παραπάνω χαρακτηριστικά της ακουστικής απόκρισης επαληθεύτηκαν και στο 

πλαίσιο της διπλωματικής εργασίας του κ. Χρυσοστομίδη [28]. 

  Αξίζει να σημειωθεί ότι όταν ο λόγος 
ோ೟

ோబ
→  ∞, τότε το 

〈ఃഅ〉

ఃబ
→ 1 και η φυσαλίδα 

ανακτά την ιδιοσυχνότητα που έχει σε μη περιορισμένη ροή: 

𝜔଴ = −
2𝜇௦

𝜌𝑅଴
ଷ ± 𝑖ඨቆ

4𝜒ெோ

𝜌𝑅଴
ଷ +

3𝛾𝑃
଴

𝜌𝑅଴
ଶ −

2𝜎

𝜌𝑅଴
ଷቇ −

1

4
ቆ

4𝜇௦

𝜌𝑅଴
ଷቇ

ଶ

                                                    (1.4) 

 

 Γενικότερα, οι πειραματικές έρευνες που έχουν διεξαχθεί μέχρι στιγμής, έχουν 

συμπεράνει ότι όταν η φυσαλίδα βρίσκεται έγκλειστη μέσα σε αγωγό, επηρεάζεται σημαντικά 

το πεδίο ροής γύρω της[29][30], καθώς και η ακουστική της απόκριση [31]. Επίσης, από 

έρευνες οπτικής απεικόνισης, έχει αποδειχθεί ότι το πλάτος ταλάντωσης μιας φυσαλίδας 

μειώνεται υπό την παρουσία τοιχωμάτων[32-34]. 
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1.4 Οργάνωση της εργασίας 

  

 Στην παρούσα εργασία γίνεται προσπάθεια να κατανοηθεί καλύτερα η συμπεριφορά 

μιας μικροφυσαλίδας με πολυμερικό κέλυφος η οποία ταλαντώνεται μέσα σε έναν αγωγό. Η 

φυσαλίδα εκτελεί μόνο ταλάντωση εξαιτίας της ακουστικής διαταραχής που της επιβάλλεται. 

Οι μεταβλητές οι οποίες είναι καίριας σημασίας στη συγκεκριμένη μελέτη είναι η ακτίνα του 

αγωγού καθώς και το πλάτος της επιβαλλόμενης διαταραχής.  

 Αρχικά, γίνεται αριθμητική προσομοίωση χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των 

πεπερασμένων στοιχείων για μια φυσαλίδα η οποία βρίσκεται σε ελεύθερη ροή, δηλαδή τα 

τοιχώματα του αγωγού είναι αρκετά μακριά ώστε να μην επηρεάζουν την ταλάντωση και 

διεγείρεται από μια επιβαλλόμενη ακουστική διαταραχή. Αυτό γίνεται έτσι ώστε να 

κατανοηθεί καλύτερα η συμπεριφορά της εν λόγω φυσαλίδας όταν δεν βρίσκεται μέσα σε 

κάποιον αγωγό και περαιτέρω για να υπάρχει ένα μέτρο σύγκρισης για τις επόμενες δοκιμές 

στις οποίες η μικροφυσαλίδα είναι έγκλειστη. 

Στη συνέχεια, ακολουθώντας παρόμοια διαδικασία, έγινε και πάλι αριθμητική 

προσομοίωση της μικροφυσαλίδας, αλλά αυτή τη φορά μέσα σε κλειστό αγωγό μεγάλου 

μήκους, από την οποία βλέπουμε την απόκριση που εκείνη έχει για τις διαφορετικές τιμές της 

συχνότητας της επιβαλλόμενης ακουστικής διαταραχής, του πλάτους της διαταραχής και της 

ακτίνας του αγωγού. Το σημαντικό σε αυτές τις δοκιμές είναι να εξαχθεί ένα συμπέρασμα για 

την ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας καθώς και το πλάτος της ταλάντωσης που εκτελεί, καθώς 

αυτά τα δύο μεγέθη αποτελούν κρίσιμους παράγοντες στις ιατρικές εφαρμογές.  

Για περαιτέρω ανάλυση, από τον ίδιο κώδικα εξαχθήκαν και δεδομένα πίεσης-χρόνου 

για τη φυσαλίδα σε ένα συγκεκριμένο σημείο του αγωγού. Χρησιμοποιώντας ανάλυση FFT, 

προέκυψαν διαγράμματα πλάτους-συχνότητας από τα οποία μπορεί να εξακριβωθεί η 

συχνότητα συντονισμού της φυσαλίδας. 

Τέλος, επαναλαμβάνοντας την αντίστοιχη προσομοίωση αλλά αυτή τη φορά με τη 

μέθοδο των συνοριακών στοιχείων (BEM), εξαχθήκαν αποτελέσματα έτσι ώστε να 

επικυρωθεί περαιτέρω η εγκυρότητα των δύο προηγούμενων μεθόδων και να υπάρξει μια πιο 

ολοκληρωμένη σύγκριση μεταξύ των τριών.  
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Σχήμα 2.1 Διάταξη που μελετήθηκε. Φυσαλίδα μέσα σε αγωγό. 

2. ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 

 

2.1 Σχέσεις και παραδοχές 

 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, στη συγκεκριμένη μελέτη εξετάζεται η απόκριση μιας 

φυσαλίδας η οποία περιβάλλεται από πολυμερικό κέλυφος και βρίσκεται μέσα σε αγωγό με 

σταθερά τοιχώματα και μήκος αρκετά μεγαλύτερο από την ακτίνα της φυσαλίδας. Η 

φυσαλίδα εκτελεί μόνο ταλάντωση υπό την επίδραση συνημιτονοειδούς ακουστικής 

διαταραχής και η όλη διάταξη φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

 

Για την απλούστευση του προβλήματος και την ελαχιστοποίηση του υπολογιστικού 

χρόνου, θεωρείται ότι υπάρχει συμμετρία ως προς τον άξονα z και τελικά το πρόβλημα το 

οποίο λύνεται διαμορφώνεται τελικά όπως στο σχήμα 2.2. 

 

 

 

 

Σχήμα 2.2 Σχηματική απεικόνιση της διάταξης που επιλύεται υπολογιστικά. 
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Για την υπολογιστική επίλυση του προβλήματος χρησιμοποιούνται ορισμένες σχέσεις 

και παραδοχές. Στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου γίνεται προσπάθεια για την πλήρη 

αναφορά και επεξήγηση των θεωρητικών σχέσεων και εξισώσεων που διέπουν το πρόβλημα.    

Αρχικά, η φυσαλίδα θεωρείται ότι έχει ακτίνα 𝑅଴ και ότι η ακτίνα του αγωγού είναι 

𝑅௧  όπως φαίνεται και στο σχήμα 2.2. Η φυσαλίδα επίσης είναι βυθισμένη μέσα σε 

ασυμπίεστο υγρό με πυκνότητα ρ και ιξώδες μ, καθώς έχει επιφανειακή τάση σ. Η 

αδιαστατοποίηση των μεταβλητών έγινε ως εξής. Ως χαρακτηριστικό μήκος θεωρείται η 

ακτίνα της φυσαλίδας 𝑅଴. Παίρνοντας ως δεδομένο ότι ως 𝜔௙ θεωρείται η ιδιοσυχνότητα της 

εξωτερικής ακουστικής διαταραχής, η χαρακτηριστική ταχύτητα ορίζεται ως 𝜔௙𝑅଴ και ο 

χρόνος αδιαστατοποιείται σύμφωνα με την ποσότητα 
ଵ

ఠ೑
. Ως χαρακτηριστική πίεση θεωρείται 

η ποσότητα 𝜌𝜔𝑓
2𝑅0

2 και επίσης, θεωρείται ότι μακριά από τα τοιχώματα επικρατεί 

ατμοσφαιρική πίεση 𝑃௦௧. 

Για την περιγραφή της ροής στο πρόβλημα, χρησιμοποιούνται οι εξισώσεις Navier-

Stokes (Σχέση 2.1) καθώς και η εξίσωση της συνέχειας (Σχέση 2.2) και παρατίθενται 

παρακάτω σε αδιάστατη μορφή: 

𝜕𝑢ሬ⃗

𝜕𝑡
+ ൫𝑢ሬ⃗ ∙ ∇ሬሬ⃗ ൯𝑢ሬ⃗ = −∇ሬሬ⃗ 𝑃 +

1

𝑅𝑒
∇ଶ𝑢ሬ⃗                                                                                         (2.1) 

∇ሬሬ⃗ 𝑢ሬ⃗ = 0                                                                                                                                      (2.2) 

Στις παραπάνω σχέσεις έχουμε: 

   𝑢ሬ⃗ = (𝑢௥ , 𝑢௭ , 0) και 

  𝑅𝑒 =
ఘఠ೑

మோబ
మ

ఓ
 ο αριθμός Reynolds για την ροή που περιβάλλει την φυσαλίδα.  

Επίσης, ο όρος λόγω βαρύτητας στις εξισώσεις Navier-Stokes θεωρείται αμελητέος για 

οριζόντιους αγωγούς γι’ αυτό και αγνοείται. 

Η κινηματική συνθήκη στην διεπιφάνεια της φυσαλίδας ορίζεται ως: 

𝑢௥ =
𝜕𝑟

𝜕𝑡
,      𝑢௭ =

𝜕𝑧

𝜕𝑡
                                                                                                             (2.3) 
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και η ταχύτητα της ροής στα τοιχώματα του αγωγού θεωρείται μηδενική, άρα: 

𝑢௥(𝑟 = 𝑎) = 0,    𝑢௭(𝑟 = 𝑎) = 0                                                                                        (2.4) 

Όπου 𝛼 =
ோ೟

ோబ
 η αδιάστατη ακτίνα του αγωγού. 

Στον άξονα συμμετρίας z και για τα τμήματα που βρίσκονται εκτός της φυσαλίδας ισχύει η 

παρακάτω κινηματική συνθήκη: 

𝑢௥(𝑟 = 0) = 0,       
𝜕𝑢௭

𝜕𝑟
ฬ

௥ୀ଴
= 0                                                                                       (2.5)  

Στη διεπιφάνεια, η κίνηση των σωματιδίων περιγράφεται με τη χρήση της λαγκραντζιανής 

μεταβλητής ξ, η οποία συνδέεται με το μήκος τόξου της διεπιφάνειας με τη σχέση 2.6: 

𝜕𝑆

𝜕𝜉
= ට𝑟క

ଶ + 𝑧క
ଶ,      0 ≤ 𝜉 ≤ 1                                                                                             (2.6) 

 Όσον αφορά την πίεση, για την κατάσταση ισορροπίας χρησιμοποιείται η εξίσωση 

Young-Laplace: 

𝑃 (𝑡 = 0) = 𝑃௦௧ +
2

𝑊𝑒
                                                                                                         (2.7) 

Όπου έχουμε 𝑃  η πίεση στο εσωτερικό της φυσαλίδας, 𝑃௦௧ η (ατμοσφαιρική) πίεση που 

επικρατεί μακριά από τα τοιχώματα και 𝑊𝑒 =
ఘఠ೑

మோబ
మ

ఙ
  ο αριθμός Weber, ο οποίος συγκρίνει 

τις δυνάμεις αδράνειας με τις δυνάμεις της επιφανειακής τάσης. 

 Στο εσωτερικό της φυσαλίδας η πίεση μεταβάλλεται σε σχέση με το χρόνο και η  

μεταβολή θεωρείται αδιαβατική. Θεωρούμε επίσης την πυκνότητα και το ιξώδες του αερίου 

που βρίσκεται στο εσωτερικό αμελητέα, καθώς το ίδιο ισχύει και για τη μεταφορά 

θερμότητας μεταξύ της φυσαλίδας και του ρευστού που την περιβάλλει. Σύμφωνα με αυτά 

ισχύει ότι: 

𝑃 (𝑡 = 0)𝑉
ఊ(𝑡 = 0) = 𝑃 (𝑡)𝑉

ఊ(𝑡)                                                                                  (2.8) 

Με  𝑉  συμβολίζεται ο όγκος της φυσαλίδας και γ είναι η σταθερά του αερίου. 
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 Καθώς το κέλυφος της φυσαλίδας είναι από πολυμερές υλικό, ισχύει ο γραμμικός 

καταστατικός νόμος neo – Hookean. Οι τάσεις δίνονται από τις σχέσεις 2.9 και 2.10: 

𝑡௦௦
ு =

𝐸

1 − 𝜈ଶ

1

2𝜆ఝ
ൣ𝜆௦

ଶ − 1 + 𝜈൫𝜆ఝ
ଶ − 1൯൧                                                                           (2.9) 

𝑡ఝఝ
ு =

𝐸

1 − 𝜈ଶ

1

2𝜆௦
ൣ𝜆ఝ

ଶ − 1 + 𝜈(𝜆௦
ଶ − 1)൧                                                                        (2.10) 

 

Όπου Ε είναι το αδιάστατο μέτρο ελαστικότητας, ν ο λόγος Poisson και 𝜆௦, 𝜆ఝ  είναι οι 

παραμορφώσεις στις δύο κύριες κατευθύνσεις. 

𝐸 =
𝜒

𝜌𝜔௙
ଶ𝑅଴

ଷ                                                                                                                        (2.11) 

Με χ το επιφανειακό μέτρο διαστολής για το οποίο ισχύει:  

𝜒 = 3𝐺ଷ஽𝛿                                                                                                                            (2.12) 

Ως 𝐺ଷ஽  ορίζεται το μέτρο διάτμησης της μεμβράνης και δ είναι το πάχος του κελύφους γύρω 

από τη φυσαλίδα.   

  Το ισοζύγιο δυνάμεων στη διεπιφάνεια της φυσαλίδας σε αδιάστατη μορφή 

παρουσιάζεται παρακάτω: 

൬−𝑃𝐼 +
1

𝑅𝑒
𝜏௟൰ ∙ 𝑛ሬ⃗ + 𝑃 ∙ 𝑛ሬ⃗ =

ቀ∇ሬሬ⃗ 𝑠 ∙ 𝑛ሬ⃗ ቁ 𝑛ሬ⃗

𝑊𝑒
+ 𝛥𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ =

2𝑘௠

𝑊𝑒
𝑛ሬ⃗ + 𝛥𝐹ሬሬሬሬሬ⃗                                 (2.13) 

Όπου έχουμε τους εξής συμβολισμούς: 

𝐼: Μοναδιαίος τανυστής τάσεων του υγρού 

𝜏௟: Αποκλίνων τανυστής τάσεων του υγρού 

∇ሬሬ⃗ ௦: Επιφανειακή κλίση 

𝑘௠: Μέση καμπυλότητα 

𝛥𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ : Δύναμη που ασκείται στην επιφάνεια λόγω ιξωδοελαστικών ιδιοτήτων της μεμβράνης 

𝑛ሬ⃗ : Μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στη διεπιφάνεια  
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Η δύναμη 𝛥𝐹ሬሬሬሬሬ⃗  δίνεται από τη σχέση: 

𝛥𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝛥𝐹௡ ∙ 𝑛ሬ⃗ + 𝛥𝐹௧ ∙ 𝑒௦ሬሬሬ⃗ = 

= ൤𝑘௦𝜏௦௦ + 𝑘ఝ𝜏ఝఝ −
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑆
(𝑟𝑞)൨ 𝑛ሬ⃗ − ൤

𝜕𝜏௦௦

𝜕𝑆
+

1

𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑆
൫𝜏௦௦ − 𝜏ఝఝ൯ + 𝑘௦𝑞൨ 𝑒௦ሬሬሬ⃗              (2.14) 

Όπου περαιτέρω έχουμε τις διατμητικές τάσεις q, το μοναδιαίο εφαπτομενικό διάνυσμα στην 

επιφάνεια 𝑒௦ሬሬሬ⃗ , το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στη διεπιφάνεια 𝑛ሬ⃗  και τις καμπυλότητες στις δύο 

κύριες κατευθύνσεις 𝑘௦ και 𝑘ఝ. 

𝑘௦ =
𝑟క𝑧కక

(𝑟క
ଶ + 𝑧క

ଶ)ଷ/ଶ
−

𝑧క𝑟కక

൫𝑟క
ଶ + 𝑧క

ଶ൯
ଷ
ଶ

                                                                                     (2.15) 

𝑘ఝ =
𝑧క

𝑟൫𝑟క
ଶ + 𝑧క

ଶ൯
ଵ
ଶ

                                                                                                               (2.16) 

𝑒௦ሬሬሬ⃗ =
𝑟క

൫𝑟క
ଶ + 𝑧క

ଶ൯
ଵ
ଶ

𝑒௥ሬሬሬ⃗ +
𝑧క

൫𝑟క
ଶ + 𝑧క

ଶ൯
ଵ
ଶ

𝑒௭ሬሬሬ⃗                                                                                (2.17) 

𝑛ሬ⃗ =
𝑧క

൫𝑟క
ଶ + 𝑧క

ଶ൯
ଵ
ଶ

𝑒௥ሬሬሬ⃗ +
𝑟క

൫𝑟క
ଶ + 𝑧క

ଶ൯
ଵ
ଶ

𝑒௭ሬሬሬ⃗                                                                                  (2.18) 

𝑞 =
1

𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑆
൤

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑚௦) − 𝑚ఝ൨                                                                                              (2.19) 

Στη σχέση 2.19 με 𝑚௦ και 𝑚ఝ συμβολίζονται οι ροπές κάμψης στις δύο κύριες διευθύνσεις 

που παίρνουν τιμές: 

𝑚௦ =
𝑘௕

𝜆ఝ
൫𝐾௦ + 𝜈𝐾ఝ൯                                                                                                          (2.20) 

𝑚ఝ =
𝑘௕

𝜆௦
൫𝐾ఝ + 𝜈𝐾௦൯                                                                                                         (2.21) 

με 𝑘௕ το μέτρο δυσκαμψίας του κελύφους, ν, όπως αναφέρθηκε ήδη είναι ο λόγος Poisson και 

ως 𝐾௦ και 𝐾ఝ  έχουμε τις καμπτικές τάσεις στην εφαπτομενική και στην αζιμούθια διεύθυνση 

αντίστοιχα για τις οποίες ισχύουν: 



 

14 
  

𝐾௦ = 𝜆௦𝑘௦ − 𝑘௦
ோ                                                                                                                    (2.22) 

𝐾ఝ = 𝜆ఝ𝑘ఝ − 𝑘ఝ
ோ                                                                                                                  (2.23) 

Στις παραπάνω σχέσεις, τα 𝑘௦
ோ και 𝑘ఝ

ோ , αναφέρονται στην αδιάστατη ακτίνα καμπυλότητας 

στις κύριες διευθύνσεις, εκεί που η μεμβράνη δεν δέχεται καμπτικές ροπές. Καθώς το σχήμα 

μας είναι σφαιρικό, ισχύει ότι: 𝑘௦
ோ = 𝑘ఝ

ோ = 1. 

Τέλος για την επιφανειακή κλίση km έχουμε ότι: 

𝑘௠ =
𝑘௦ + 𝑘ఝ

2
                                                                                                                      (2.24) 

 Επομένως, σύμφωνα με τα παραπάνω, γίνεται εφικτή η προσομοίωση της φυσαλίδας 

με πολυμερικό κέλυφος μέσα στον αγωγό. Το κύριο μέλημα της εργασίας, είναι να προσφέρει 

μια καλύτερη κατανόηση για την επιρροή που έχει το πλάτος της επιβαλλόμενης διαταραχής 

καθώς και η ακτίνα του αγωγού στην ιδιοσυχνότητα της μικροφυσαλίδας και το πλάτος 

ταλάντωσης που εκείνη εκτελεί. Τα χαρακτηριστικά μεγέθη της φυσαλίδας μένουν κατά 

κύριο λόγο σταθερά κατά τη διάρκεια αυτής της μελέτης, έτσι ώστε να υπάρχει μια βάση για 

την σύγκριση μεταξύ των διαφορετικών μεθόδων που χρησιμοποιήθηκαν. 

Ορισμένα από αυτά τα χαρακτηριστικά παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Για το ρευστό έξω από τη φυσαλίδα θεωρούνται οι παρακάτω τιμές: 

Ιξώδες: 𝜇 = 0,001 [𝑃𝑎 ∙ 𝑠] 

Πυκνότητα: 𝜌 = 998 ቂ
௞௚

௠యቃ 

Λόγος Poisson: 𝜈 = 0.5 

   

𝑅௢[𝜇𝑚] δ[μm] 𝑘௕[𝑁 ∙ 𝑚] 𝜎[𝑁/𝑚] 𝐺௦[𝑃𝑎] 𝛾 𝜇௦[𝑃𝑎 ∙ 𝑠] 

1.5 0.05 1.25∙ 10ିଵସ 0 300∙ 10଺ 1.07 0.048 

Πίνακας 2.1 Ιδιότητες φυσαλίδας 
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Σχήμα 2.3 Σχηματική απεικόνιση του ροϊκού πεδίου φυσαλίδας που υποβάλλεται σε ακουστική διαταραχή. 

2.2 Περιγραφή της διάταξης 

 

Όπως αναφέρθηκε, στο πρόβλημα που επιλύεται, φυσαλίδα βρίσκεται μέσα σε αγωγό 

και ταλαντώνεται υπό την επίδραση ακουστικής διαταραχής με πλάτος ε και συχνότητα 𝜔௙. 

Το πεδίο ταχυτήτων είναι αδιατάρακτο, όπως φαίνεται και στο σχήμα 2.3: 

 

 

 

 

 

 

 

 Πρακτικά, αυτό σημαίνει ότι δημιουργείται ένα στάσιμο κύμα με πολύ μεγαλύτερο 

μήκος κύματος από το μέγεθος της φυσαλίδας. Έτσι, μπορεί να υποτεθεί με ακρίβεια ότι η 

πίεση παραμένει σταθερή σε μια περιοχή κοντά στη φυσαλίδα (πάνω στον άξονα z) και ότι 

είναι συνάρτηση μόνο του χρόνου. Η κυματική εξίσωση που περιγράφει την διαταραχή έχει 

ως εξής: 

𝑃 = 𝑃௦௧ ൤1 + cos ൬
2𝜋𝑧

𝐿/𝑅௢
൰ cos൫𝜔௙𝑡൯൨                                                                                            (2.25) 

 Οι εξισώσεις και οι παραδοχές που αναλύθηκαν στην προηγούμενη ενότητα 2.1 

περιγράφουν τη ροή, ενώ οι συνοριακές συνθήκες μακριά από τη φυσαλίδα κατά την αξονική 

διεύθυνση έχουν την παρακάτω μορφή, όπως φαίνεται και στο σχήμα 2.3. 

𝑧 = 0:   𝑃 →  𝑃ஶ = 𝑃௔௧௠ൣ1 + 𝜀 cos൫𝜔௙𝑡൯൧, 𝑢ሬ⃗ → 0                                                            (2.26) 

𝑧 → ∞:  𝑃 →  𝑃ஶ = 𝑃௔௧௠ൣ1 + 𝜀 cos൫𝜔௙𝑡൯൧,     𝑢ሬ⃗ → 0                                                                (2.27) 

 Με αυτό τον τρόπο, μελετάται η επίδραση του πλάτους ε και της μείωσης της ακτίνας 

του αγωγού στην ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας.  
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Σχήμα 3.2 Φυσικό πεδίο 

3. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 

 

3.1 Κατασκευή Πλέγματος – Ελλειπτική μέθοδος 

 

 Το πλέγμα το οποίο χρησιμοποιήθηκε για την αριθμητική επίλυση του προβλήματος 

κατασκευάστηκε με την ελλειπτική τεχνική.  Η ελλειπτική τεχνική κατασκευής πλέγματος αν 

και απαιτεί μεγάλο υπολογιστικό χρόνο, ενδείκνυται για περιπτώσεις που οι παραμορφώσεις 

είναι έντονες και αποφέρει μεγάλη ακρίβεια στους υπολογισμούς. Ο τρόπος που λειτουργεί, 

έχει ως εξής: Για να μπορέσει να μετατραπεί ικανοποιητικά το φυσικό πεδίο στο 

υπολογιστικό, για κάθε συντεταγμένη του υπολογιστικού πεδίου, λύνεται μια μερική 

διαφορική εξίσωση. 

 

 

 

 

 

 

 

Οι διαφορικές εξισώσεις που χρησιμοποιούνται είναι ένας συνδυασμός σταθμισμένων 

συναρτήσεων, σκοπός των οποίων είναι, να ελέγχουν την πυκνότητα, την ομαλότητα και την 

ορθογωνιότητα του πλέγματος. Επομένως, εκείνες είναι που επηρεάζουν την ποιότητα του 

υπολογιστικού πλέγματος  που θα προκύψει και κατά συνέπεια κρίνουν και την ακρίβεια των 

υπολογισμών. Η εργασία βασίζεται σε έναν οιoνεί-ελλειπτικό μετασχηματισμό όπως 

αναπτύχθηκε από τους Vlachomitrou – Pelekasis [35], ο οποίος έχει το πλεονέκτημα ότι 

μπορεί να ακολουθήσει ικανοποιητικά μεγάλες παραμορφώσεις του όγκου ελέγχου, 

απαιτώντας όμως την ελάχιστη δυνατή ανακατασκευή του πλέγματος. Δύο από τα πλέγματα 

που προέκυψαν από τις δοκιμές παρουσιάζονται παρακάτω: 

Σχήμα 3.1 Υπολογιστικό πεδίο 
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Σχήμα 3.3 Αριθμητικό πλέγμα για αγωγό με 𝛼 = 2 → 𝑅௧ = 2𝑅௢,
௅

ோ೚
= 16  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στη συνέχεια του κεφαλαίου γίνεται προσπάθεια για περαιτέρω ανάλυση της 

ελλειπτικής τεχνικής κατασκευής πλέγματος που χρησιμοποιήθηκε. 

 Αρχικά, το πεδίο επίλυσης χωρίζεται σε τρία επιμέρους τμήματα όπως απεικονίζεται 

και στο σχήμα 3.2. Στη συνέχεια, το πλέγμα δημιουργείται από αριστερά προς τα δεξιά και 

Σχήμα 3.4 Αριθμητικό πλέγμα για αγωγό με 𝛼 = 8 → 𝑅௧ = 8𝑅௢,
௅

ோ೚
= 16 
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για την αρχή κάθε περιοχής, χρησιμοποιούνται ως οριακές συνθήκες οι συντεταγμένες στο 

τέλος της προηγούμενης. Δηλαδή, το πλέγμα κατασκευάζεται από 𝑧 = 0 μέχρι 𝑧 = 𝑧ଵ, στη 

συνέχεια χρησιμοποιούμε τα σημεία της γραμμής 𝑧 = 𝑧ଵ ως οριακές συνθήκες και 

κατασκευάζεται η περιοχή 2 μέχρι 𝑧 = 𝑧ଶ και με τον αντίστοιχο τρόπο δημιουργείται και το 

πλέγμα στην περιοχή 3. 

Το σχήμα της φυσαλίδας στην αρχή περιγράφεται από την σχέση: 

𝑟ଶ

𝑏ଶ
+

(𝑧 − 𝑧௖௠)ଶ

𝑅௘௤
ଶ

= 1                                                                                                             (3.1) 

Όπου 𝑅௘௤ η αδιάστατη ακτίνα της φυσαλίδας. 

Η αρχική συνθήκη για να ξεκινήσει η κατασκευή του πλέγματος είναι για b=0 και θεωρείται 

η παρακάτω λύση: 

𝑟 = 𝑟ஶ𝜂                                                                                                                                     (3.2) 

            𝑧 = ቐ

𝜉𝑧ଵ + 𝑧ଵ ,                          − 1 ≤ 𝜉 ≤ 0

𝜉(𝑧ଶ − 𝑧ଵ) + 𝑧ଵ,                  0 ≤ 𝜉 ≤ 1

𝜉(𝑧ஶ − 𝑧ଶ) + 2𝑧ଶ − 𝑧ஶ,    1 ≤ 𝜉 ≤ 2
                                                                     (3.3) 

Όπου 𝑟ஶ = 𝛼,     𝑧ଶ = 𝑧ଵ + 2𝑅௘௤ ,    𝑧ஶ =
௅

ோబ
 

Στη συνέχεια το πλέγμα κατασκευάζεται σταδιακά και μέχρι 𝑏 = 𝑅௘௤, όπου το σχήμα είναι 

σφαιρικό και αποτελεί την αρχή για την μετέπειτα επίλυση της ροής.  

Άρα γίνεται ο μετασχηματισμός (𝑟, 𝑧, 𝑡)
|௃|
→ (𝜂, 𝜉, 𝑡) και όπου |𝐽| έχουμε την ιακωβιανή του 

μετασχηματισμού για την οποία ισχύει: 

|𝐽| = 𝑟ఎ𝑧క − 𝑟క𝑧ఎ ,         0 ≤ 𝜂 ≤ 1,    − 1 ≤ 𝜉 ≤ 2                                                         (3.4) 

Οι συντεταγμένες των κόμβων στο υπολογιστικό πεδίο προσδιορίζονται με την επίλυση των 

διαφορικών εξισώσεων 3.5 και 3.6. 

∇ሬሬ⃗ ∙ ቌ𝜀ଵඨ
𝑟క

ଶ + 𝑧క
ଶ

𝑟ఎ
ଶ + 𝑧ఎ

ଶ
+ 1 − 𝜀ଵቍ ∇ሬሬ⃗ 𝜉 = 0                                                                                   (3.5) 
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Η παραπάνω εξίσωση δημιουργεί τις η-καμπύλες οι οποίες έχουν σταθερό ξ και είναι σχεδόν 

κάθετες στην επιφάνεια. Στη συγκεκριμένη σχέση έγκειται και η κύρια διαφορά από τη 

συνηθισμένη ελλειπτική μεθοδολογία. Ο όρος ඨ
௥഍

మା௭഍
మ

௥ആ
మା௭ആ

మ  εξασφαλίζει όσο γίνεται την 

καθετότητα των η-καμπυλών στη διεπιφάνεια. Το 𝜀ଵ αποτελεί μια εμπειρική παράμετρο η 

οποία καθορίζει την ομαλότητα του πλέγματος σε σχέση με την καθετότητα και παίρνει τιμές 

μεταξύ 0 και 1. 

Η τιμή του καθορίζεται με δοκιμή και σφάλμα ανάλογα με το εκάστοτε πρόβλημα και στην 

προκειμένη περίπτωση παίρνει την τιμή 𝜀ଵ = 0.1. 

Η εξίσωση 3.6 παράγει αντίστοιχα τις ξ-καμπύλες που είναι όσο το δυνατόν παράλληλες προς 

τη διεπιφάνεια και πρέπει να είναι ικανές να ακολουθούν τις παραμορφώσεις που εκείνη έχει. 

∇ሬሬ⃗ ∙ ∇ሬሬ⃗ 𝜂 = 0                                                                                                                                (3.6) 

 Οι παραπάνω διαφορικές εξισώσεις λύνονται με τη βοήθεια της μεθόδου 

πεπερασμένων στοιχείων Galerkin και τελικά μετασχηματίζονται στις: 

ඵ ቌ𝜀ଵඨ
𝑟క

ଶ + 𝑧క
ଶ

𝑟ఎ
ଶ + 𝑧ఎ

ଶ
+ 1 − 𝜀ଵቍ ∇ሬሬ⃗ 𝜉 ∙ ∇ሬሬ⃗ 𝛣௜𝑑𝑟𝑑𝑧 + 𝐿ଵ = 0                                                     (3.7) 

ඵ ∇ሬሬ⃗ 𝜂 ∙ ∇ሬሬ⃗ 𝛣௜𝑑𝑟𝑑𝑧                                                                                                                    (3.8) 

Με 𝛣௜  συμβολίζονται οι διτετραγωνικές συναρτήσεις βάσης Lagrange. Εφαρμόζοντας το 

θεώρημα της απόκλισης προκύπτουν ορισμένοι επικαμπύλιοι όροι, οι οποίοι μηδενίζονται 

έτσι ώστε να εγγυάται η ορθογωνιότητα των καμπυλών στα σύνορα του πλέγματος. 

 Στα σύνορα έχουμε γνωστές συντεταγμένες, άρα δεν γράφουμε τις εξισώσεις 

πλέγματος. Αντί για αυτές χρησιμοποιούμε την τιμή της εκάστοτε συντεταγμένης ως 

ουσιαστική οριακή συνθήκη. Έτσι τελικά στα σύνορα εφαρμόζονται οι παρακάτω οριακές 

συνθήκες: 

𝜉 = 1 → 𝑧 = 0                                                                                                                        (3.9) 
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𝜉 = 2 → 𝑧 = 𝑧ஶ =
𝐿

𝑅଴
                                                                                                       (3.10) 

𝜂 = 0 → 𝑟 = ቊ
0,    − 1 ≤ 𝜉 ≤ 0  𝜅𝛼𝜄  1 ≤ 𝜉 ≤ 2

𝑏ඥ1 − (𝑧 − 𝑧௖௠)ଶ,       0 ≤ 𝜉 ≤ 1
                                                       (3.11) 

𝜂 = 1 → 𝑟 = 𝑟ஶ = 𝑎                                                                                                           (3.12) 

 Επίσης, χρησιμοποιείται η μέθοδος της ποινής στα σύνορα καθώς πρέπει να γίνει 

έλεγχος της κατανομής των κόμβων. Πιο συγκεκριμένα, η μέθοδος εφαρμόζεται μόνο για την 

κινούμενη διεπιφάνεια (όπου 𝜂 = 0) και στις καμπύλες 𝜉 = 0 και 𝜉 = 1. Συνεπώς, στα 

συγκεκριμένα σημεία η εξίσωση 3.7 παίρνει τη μορφή: 

ඵ ቌ𝜀ଵඨ
𝑟క

ଶ + 𝑧క
ଶ

𝑟ఎ
ଶ + 𝑧ఎ

ଶ
+ 1 − 𝜀ଵቍ ∇ሬሬ⃗ 𝜉 ∙ ∇ሬሬ⃗ 𝛣௜𝑑𝑟𝑑𝑧 + 𝐿 න

𝜕𝐵௜

𝜕𝜉
ට𝑤ଵ𝑟క

ଶ + 𝑤ଶ𝑧క
ଶ𝑑𝜉 = 0      (3.13) 

Όπου έχουμε επιπλέον: 

𝐿: Παράμετρος ποινής με τιμές 𝐿 = 𝛰(10ଷ − 10ହ) 

𝑤ଵ, 𝑤ଶ: Βάρη για τα οποία ισχύει: 𝑤ଵ + 𝑤ଶ = 2 

Τα βάρη επιλέγονται με δοκιμή και σφάλμα ανάλογα με το πρόβλημα που επιλύεται. Στην 

περίπτωση που μελετάται στην παρούσα εργασία έχουν επιλεχθεί οι τιμές που 

παρουσιάζονται στον πίνακα παρακάτω: 

  

 

 

 

 

 Τέλος, αξίζει να αναφερθεί και ο κανόνας της αλυσίδας, ο οποίος χρησιμοποιείται για 

να υπολογιστούν οι χωρικές και χρονικές παράγωγοι των μεταβλητών που αναφέρθηκαν 

παραπάνω. 

 𝐋 𝒘𝟏 

𝜼 = 𝟎 10ଷ 1 

𝝃 = 𝟎 10ଷ 0.5 

𝝃 = 𝟏 10ଷ 0.5 

Πίνακας 3.1 Παράμετροι για την εφαρμογή της μεθόδου ποινής 
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𝜕

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜂௧

𝜕

𝜕𝜂
+ 𝜉௧

𝜕

𝜕𝜉
                                                                                                    (3.14) 

𝜕

𝜕𝑟
= 𝜂௥

𝜕

𝜕𝜂
+ 𝜉௥

𝜕

𝜕𝜉
                                                                                                             (3.15) 

𝜕

𝜕𝑧
= 𝜂௭

𝜕

𝜕𝜂
+ 𝜉௭

𝜕

𝜕𝜉
                                                                                                             (3.16) 

Για τα ηr, ηz, ξr, ξz ισχύει ότι: 𝜂௥ =
௭഍

|௃|
, 𝜂௭ = −

௥഍

|௃|
,   𝜉௥ = −

௭ആ

|௃|
,   𝜉௭ =

௥ആ

|௃|
,   𝑑𝑟𝑑𝑧 = |𝐽|𝑑𝜂𝑑𝜉   

 Για να καταστεί δυνατός ο υπολογισμός του σχήματος της διεπιφάνειας της 

φυσαλίδας, χρησιμοποιείται το ισοζύγιο δυνάμεων που αναφέρθηκε στην προηγούμενη 

ενότητα (Σχέση 2.13). Για την επίλυση του ισοζυγίου, χρησιμοποιούνται αντίστοιχα Galerkin 

FEM. Εξαιτίας όμως της ύπαρξης μιας τέταρτης τάξης χωρικής παραγώγου, η 

διακριτοποίηση εδώ πραγματοποιείται με κυβικές συναρτήσεις splines. Το ισοζύγιο 

δυνάμεων δεν εφαρμόζεται ως φυσική οριακή συνθήκη. Αντίθετα, μέσω αυτού, υπολογίζεται 

το σχήμα στη διεπιφάνεια και στη συνέχεια το σχήμα που προκύπτει χρησιμοποιείται ως 

ουσιαστική συνοριακή συνθήκη για τη δημιουργία του πλέγματος. 

 

3.2 Αριθμητική Επίλυση 

 

 Όπως αναφέρθηκε ήδη, για την αριθμητική επίλυση του συστήματος που προκύπτει 

από τις εξισώσεις που παρατέθηκαν παραπάνω, χρησιμοποιείται η μέθοδος πεπερασμένων 

στοιχείων Galerkin. Παρακάτω γίνεται μια πιο εκτενής περιγραφή του τρόπου που αυτή 

εφαρμόζεται 

 Αρχικά, για την χρονική ολοκλήρωση του προβλήματος, χρησιμοποιείται το πλήρως 

άρρητο σχήμα Euler. Για την προσομοίωση της ταχύτητας χρησιμοποιούνται διτετραγωνικές 

συναρτήσεις βάσεις Lagrange, ενώ για την πίεση χρησιμοποιούνται διγραμμικές. Αυτό 

συμβαίνει, διότι έτσι αποφεύγονται οι αριθμητικές διαταραχές που προκύπτουν από τη μη 

ικανοποίηση του κριτηρίου ευστάθειας που περιγράφεται  από τους Babuska [37-38] και 
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Brezi[39]. Συνεπώς, οι εξισώσεις Navier-Stokes και η εξίσωση της συνέχειας μετατρέπονται 

στις εξισώσεις 3.17 και 3.18: 

ම 𝛣௜

𝜕𝑢ሬ⃗

𝜕𝑡
∙ 𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ 𝑑𝑉 + ම 𝛣௜(𝑢ሬ⃗ ∙ ∇ሬሬ⃗ )𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ 𝑑𝑉 + ම 𝛣௜∇ሬሬ⃗ 𝑝 ∙ 𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ 𝑑𝑉 −

1

𝑅𝑒
ම ∇ሬሬ⃗ ∙ 𝜏 ∙ 𝛣ప𝑒௞

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑑𝑉 = 0        (3.17) 

ම 𝛣௟,௜∇ሬ⃗ ∙ 𝑢ሬ⃗ 𝑑𝑉 = 0                                                                                                                           (3.18) 

Στη συνέχεια ολοκληρώνεται παραγωντικά η εξίσωση (3.17) και προκύπτει: 

ම 𝛣௜

𝜕𝑢ሬ⃗

𝜕𝑡
∙ 𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ 𝑑𝑉 + ම 𝛣௜(𝑢ሬ⃗ ∙ ∇ሬሬ⃗ )𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ 𝑑𝑉 − ම 𝑝∇ሬሬ⃗ (𝛣௜𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ )𝑑𝑉 +

1

𝑅𝑒
ම 𝜏: ∇ሬሬ⃗ (𝛣௜𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ )𝑑𝑉

+ ර 𝛣௜𝑁ሬሬ⃗ ∙ ൬𝑝𝐼 −
1

𝑅𝑒
𝜏 ∙ 𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ ൰ 𝑑𝐴 = 0                                                            (3.19) 

Όπου έχουμε: 

𝛣௜: Διτετραγωνικές συναρτήσεις βάσης Lagrange  

𝛣௟,௜: Διγραμμικές συναρτήσεις βάσης Lagrange 

𝑑𝑉 = 𝑟𝑑𝑟𝑑𝑧𝑑𝜃: Διαφορικός όγκος 

𝑒௞ሬሬሬሬ⃗ : αναφέρεται στα 𝑒௥ሬሬሬ⃗ , 𝑒௭ሬሬሬ⃗  ώστε να προκύψουν οι συνιστώσες του ισοζυγίου ορμής στις r και z 

κατευθύνσεις. 

𝑑𝐴 = 𝑟𝑑𝑆𝑑𝜃 

Η εξίσωση 3.19 δεν γράφεται στη διεπιφάνεια της φυσαλίδας καθώς εκεί υπάρχει 

ανάγκη για επίλυση τέταρτης τάξης χωρικής παραγώγου, κάτι το οποίο είναι αδύνατο με τις 

συναρτήσεις βάσεις που χρησιμοποιούνται. Γι’ αυτό το λόγο αντί για την εξίσωση 3.19, 

επιβάλλουμε την εξίσωση κινηματικής συνθήκης στη διεπιφάνεια (Σχέση 2.3) ως αναγκαία 

οριακή συνθήκη. 

 Στο τέλος της ενότητας 3.1 αναφέρεται ότι για τον υπολογισμό του σχήματος της 

διεπιφάνειας χρησιμοποιείται το ισοζύγιο δυνάμεων. Το ισοζύγιο για να μπορέσει να 

επιλυθεί, πρώτα διακριτοποιείται ως εξής με συναρτήσεις βάσης κυβικών splines: 

න 𝑏௜ ൬−𝑝𝐼 +
1

𝑅𝑒
𝜏𝑙൰ ∙ 𝑛ሬ⃗ 𝑑𝑆 + න 𝑏௜𝑃 ∙ 𝑛ሬ⃗ 𝑑𝑆 − න 𝑏௜

2𝑘௠

𝑊𝑒
𝑛ሬ⃗ 𝑑𝑆 + න 𝑏௜𝛥𝐹ሬሬሬሬሬ⃗ 𝑑𝑆 = 0      (3.20) 
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Με: 𝑑𝑆 = ට𝑟క
ଶ + 𝑧క

ଶ𝑑𝜉  το μήκος ολοκλήρωσης. 

Και 𝑏௜ οι μονοδιάστατες συναρτήσεις βάσης splines. 

 Για την αντιμετώπιση της μη γραμμικότητας των εξισώσεων που προκύπτουν 

χρησιμοποιείται η μέθοδος Newton-Raphson. Σε κάθε επανάληψη της μεθόδου λύνεται ένα 

σύστημα της μορφής: 

𝐽 ∙ 𝑑𝐶 = 𝑅                                                                                                                              (3.21) 

Όπου: 

𝑅: Διάνυσμα των υπολοίπων 

𝑑𝐶: Διάνυσμα αγνώστων 

Στο διάνυσμα των αγνώστων συμπεριλαμβάνονται το σχήμα της φυσαλίδας, οι πιέσεις του 

ρευστού και του εσωτερικού της φυσαλίδας, καθώς και οι δύο συνιστώσες της ταχύτητας. 

𝐽: Ιακωβιανή του μετασχηματισμού (σε μορφή Arrow) 

O πίνακας 𝐽 προκύπτει από την παραγώγιση των υπολοίπων ως προς τους αγνώστους. 
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3.3 Ανάλυση με FFT 

 

Για το τρίτο μέρος της παρούσας εργασίας, εξαχθήκαν από τον κώδικα που 

εκτελέστηκε δεδομένα πίεσης-χρόνου σε συγκεκριμένο σημείο του αγωγού, έτσι ώστε να 

γίνει πάνω σε αυτά ανάλυση Fourier.. Η πίεση μετρήθηκε σε δύο διαφορετικά σημεία 𝐼ଵ και 

𝐼ଶ όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

 

 

 

 

 

 

 

Η πίεση στο σημείο 𝐼ଶ , αναπαριστά την πίεση στην έξοδο του αγωγού και θεωρείται ως 

𝑃ஶ. Στη συνέχεια, υπολογίζεται η διαφορά 𝑃(𝐼ଵ) − 𝑃(𝐼ଶ) η οποία πρακτικά περιγράφει τη 

διαταραχή της πίεσης σε εκείνο το σημείο (𝐼ଵ). Τα δεδομένα αυτά, αρχικά διαστατοποιούνται 

και έπειτα, μέσω του προγράμματος Origin, μετασχηματίζεται η χρονοσειρά της πίεσης, που 

εξάχθηκε, στο πεδίο της συχνότητας με ανάλυση FFT (Fast Fourier Transform). Τα 

διαγράμματα που παράγονται (πλάτος – συχνότητα) εμφανίζουν τη συχνότητα συντονισμού 

της φυσαλίδας ως μια κορυφή (peak) όπου παρατηρείται και το μέγιστο πλάτος. Τέτοιου 

είδους διαγράμματα εμφανίζονται και αναλύονται εκτενώς στην ενότητα 4.2.   

Σχήμα 3.5 Σημεία μέτρησης πίεσης για την ανάλυση με FFT 
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4. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗΣ ΜΕΛΕΤΗΣ 

 

4.1 Φυσαλίδα σε μη περιορισμένη ροή 

 

4.1.1 Απόκριση με FEM 

 Αρχικά, πριν μελετηθεί η συμπεριφορά της φυσαλίδας ενώ βρίσκεται μέσα σε αγωγό, 

γίνεται προσομοίωση για την απόκρισή της σε μη περιορισμένη ροή. Αυτό γίνεται εφικτό αν 

κανείς υποθέσει για την  ακτίνα του σωλήνα Rt: 𝑅𝑡 → ∞. Οι προσομοιώσεις αυτές είναι 

σημαντικές, καθώς θέτουν μια βάση για σύγκριση με τις μετέπειτα δοκιμές και βοηθούν στην 

καλύτερη κατανόηση της επιρροής που έχει ο αγωγός στην ταλάντωση της φυσαλίδας.  

 Στο σύνολο των δοκιμών, επιλέγεται να διατηρηθεί σταθερό μήκος αγωγού, καθώς 

και σταθερή ακτίνα φυσαλίδας με λόγο: 
௅

ோ௢
= 16. Η φυσαλίδα περιγράφεται από τις ιδιότητες 

που παρουσιάστηκαν και στον πίνακα 2.1, ενώ οι ιδιότητες της ροής φαίνονται κάτω από τον 

πίνακα 2.1. Κύριος στόχος της μελέτης είναι η παρατήρηση της μεταβολής της 

ιδιοσυχνότητας της φυσαλίδας ανάλογα με το πλάτος της ακουστικής διαταραχής που της 

επιβάλλεται, καθώς και της ακτίνας του αγωγού όταν βρίσκεται σε περιορισμένη ροή. Η τιμή 

που αναμένεται να βρεθεί για την ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας, όταν η τελευταία είναι 

ελεύθερη, είναι κοντά στην πρόβλεψη της θεωρητικής σχέσης 1.1, δηλαδή 36.8 MHz.   

 Για τον λόγο αυτόν, λοιπόν, σύμφωνα με τη διαδικασία που περιγράφηκε στις 

ενότητες 2 και 3 γίνονται δοκιμές για την απόκριση της φυσαλίδας για διάφορες τιμές της 

συχνότητας και του πλάτους της επιβαλλόμενης ακουστικής διαταραχής. Παρακάτω 

παρουσιάζεται ένα από τα διαγράμματα που εξαχθήκαν από τα αποτελέσματα, από το οποίο 

μπορεί κανείς να εξακριβώσει την ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας για την προκειμένη 

περίπτωση της μη περιορισμένης ροής.  
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Σχήμα 4.1 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 →  ∞ για διαφορετικές συχνότητες της επιβαλλόμενης 
εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 0.5).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

    

  

Όπως φαίνεται και από το διάγραμμα στον κάθετο άξονα έχουμε την (αδιάστατη) 

ακτίνα της φυσαλίδας και στον οριζόντιο άξονα έχουμε τον (αδιάστατο) χρόνο. Η κάθε μία 

από τις καμπύλες, παρουσιάζει την απόκριση που έχει η φυσαλίδα σε μια ακουστική 

διαταραχή με συχνότητα (σε MHz) που φαίνεται στο υπόμνημα. Τα κομμάτια τα οποία 

παρουσιάζουν ιδιαίτερη σημασία, είναι οι κορυφές οι οποίες σχηματίζονται, καθότι σε 

εκείνες η φυσαλίδα εκτελεί την ταλάντωση με το μέγιστο πλάτος. Για να εξακριβωθεί η 

ιδιοσυχνότητα, αρκεί να γίνουν αρκετές δοκιμές, έτσι ώστε να βρεθεί το σημείο μετά από το 

οποίο η ακτίνα της φυσαλίδας αρχίζει να φθίνει. Σε εκείνο το σημείο η φυσαλίδα εκτελεί την 

ταλάντωση με το μέγιστο πλάτος και εκείνη η συχνότητα αποτελεί την ιδιοσυχνότητα της 

φυσαλίδας. Για να διακρίνεται πιο εύκολα το σημείο αυτό, παρατίθεται μια μεγέθυνση του 

διαγράμματος 4.1 στην τελευταία κορυφή. 
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Σχήμα 4.2 Μεγέθυνση στην τελευταία κορυφή του σχήματος 4.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Από το σχήμα 4.2 μπορεί κανείς να διακρίνει την συχνότητα για την οποία αρχίζει η 

μείωση της (μέγιστης) ακτίνας της φυσαλίδας. Στη συγκεκριμένη περίπτωση είναι για 

διαταραχή με συχνότητα 38.6 MHz, άρα αυτή αποτελεί και την ιδιοσυχνότητα της 

φυσαλίδας. Η τιμή αυτή φαίνεται ότι είναι αρκετά κοντά σε εκείνη που υπολογίστηκε από τη 

θεωρητική σχέση 1.1 (36.8MHz). Οι δοκιμές αυτές έγιναν για πλάτος της εξωτερικής 

διαταραχής: 𝜀 = 0.5. 

 Η συγκεκριμένη μεταβλητή, όμως, είναι σημαντική και αξίζει να παρατηρηθεί η 

συμπεριφορά της φυσαλίδας και για μεγαλύτερα ε. Έτσι, παρακάτω παρουσιάζονται τα 

αντίστοιχα διαγράμματα που έγιναν για προσομοιώσεις με 𝜀 = 1 για φυσαλίδα σε μη 

περιορισμένη ροή. 
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 Αντίστοιχα και σε αυτό το διάγραμμα η διαφορά στη συχνότητα της διαταραχής 

μεταξύ των δοκιμών είναι μικρή. Αυτό συμβαίνει, έτσι ώστε να διαπιστωθεί με ακρίβεια η 

ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας. Η διαφορά αυτή καθιστά τη μεγέθυνση αναγκαία για να 

μπορεί κανείς με ακρίβεια να συμπεράνει την ιδιοσυχνότητα.   

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.3 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 →  ∞ για διαφορετικές συχνότητες της επιβαλλόμενης εξωτερικής 
διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 1).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 

Σχήμα 4.4 Μεγέθυνση στην τελευταία κορυφή του σχήματος 4.3 
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Σχήμα 4.5 Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της ακτίνας της μικροφυσαλίδας για συχνότητα 𝑓 = 38.6 𝑀𝐻𝑧 σε αγωγό με 𝛼 →  ∞ για 
δύο διαφορετικές τιμές του πλάτους της διαταραχής. 

 Όπως φαίνεται και σε αυτή την περίπτωση έχουμε 𝑓௢ = 38.6 𝑀𝐻𝑧. Αυτό σημαίνει ότι 

ο διπλασιασμός του πλάτους της διαταραχής δεν είχε καμία επίδραση πάνω στην 

ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας. Για να υποστηριχθεί περαιτέρω αυτό το αποτέλεσμα έγινε και 

το διάγραμμα για 𝑓௢ = 38.6 𝑀𝐻𝑧, αλλά για τις δύο διαφορετικές τιμές του ε: 𝜀 = 0.5 και 

  𝜀 = 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Σύμφωνα, λοιπόν, με το παραπάνω σχήμα είναι φανερό ότι το πλάτος της διαταραχής 

ε δεν επηρέασε καθόλου την τιμή της ιδιοσυχνότητας, όσον αφορά τις δοκιμές της μη 

περιορισμένης ροής, ενώ όπως ήταν αναμενόμενο, αυξήθηκε η μέγιστη τιμή που φτάνει η 

ακτίνα της φυσαλίδας. 
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4.2 Φυσαλίδα μέσα σε αγωγό 

 

4.2.1 Απόκριση με FEM 

 Στο δεύτερο μέρος των δοκιμών, η φυσαλίδα τοποθετήθηκε μέσα σε κλειστό 

αγωγό με αρκετά μεγάλο μήκος ως προς το μέγεθος της φυσαλίδας, ώστε να μην επηρεάζεται 

από αυτό η ταλάντωση της. Έγιναν πολλές προσομοιώσεις για διάφορους συνδυασμούς τιμών 

των Rt και ε. Καθώς ο όγκος των αποτελεσμάτων που εξήχθησαν από τις δοκιμές ήταν 

μεγάλος, αντίστοιχα μπορούν να σχεδιαστούν και πολλά διαγράμματα. Γι’ αυτό το λόγο, 

παρουσιάζονται, επιλεκτικά, ορισμένα από τα διαγράμματα που περιέχουν τις περισσότερες 

πληροφορίες. 

 Οι προσομοιώσεις ξεκίνησαν για τιμή του πλάτους της διαταραχής 𝜀 = 0.5, όπως 

και στην προηγούμενη ενότητα, και ακτίνα σωλήνα 𝛼 =
ோ೟

ோ೚
= 8 →  𝑅௧ = 8𝑅௢. Για τέτοιες 

τιμές της ακτίνας του αγωγού είναι αναμενόμενο, η φυσαλίδα να συμπεριφέρεται παρόμοια 

με την περίπτωση που η ροή δεν είναι περιορισμένη. Στη συνέχεια, η μεταβλητή α σταδιακά 

ελαττώνεται μέχρι και την τιμή 𝛼 = 1.5 →  𝑅௧ = 1.5𝑅௢. Όταν ολοκληρωθούν και οι δοκιμές 

για τον πιο στενό αγωγό, η διαδικασία ξεκινάει από την αρχή με το ε να αυξάνεται σταδιακά. 

 Συνολικά, έγιναν δοκιμές για τιμές των α και ε: 

𝜀 = 0.5 → 𝑎 = 1.5 , 2 , 3 , 4 , 8 

𝜀 = 1 →  𝑎 = 1.5 , 2 , 3 , 4 , 8 

𝜀 = 1.5 →  𝑎 = 1.5 , 2 , 3 , 4 , 8 

𝜀 = 3 → 𝑎 = 3 

𝜀 = 4 → 𝑎 = 3 

 Το ε επιλέχθηκε να αυξηθεί περαιτέρω για μια μεσαία τιμή του λόγου α (𝛼 = 3), 

έτσι ώστε να παρατηρηθεί αν υπάρχει οποιαδήποτε αλλαγή στη συμπεριφορά της φυσαλίδας 

για 𝜀 > 1.5. Για τιμή όμως 𝜀 = 5 ο κώδικας δεν κατάφερε να συγκλίνει σε λύση, ενώ ακόμα 

και για  𝜀 = 4 και για ορισμένες συχνότητες της εξωτερικής διαταραχής, δεν μπόρεσαν να 

εξαχθούν αποτελέσματα. 
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 Για πλάτος της εξωτερικής διαταραχής 𝜀 = 0.5 επιλέγονται να παρουσιαστούν τα 

διαγράμματα για 𝛼 = 1.5, 𝛼 = 4 𝜅𝛼𝜄 𝛼 = 8, καθώς αποτελούν τα όρια και μια ενδιάμεση στο 

πρόβλημα που επιλύνεται και αρκούν για να παρατηρήσει κανείς την αλλαγή στην απόκριση 

της φυσαλίδας. Άρα έχουμε τα παρακάτω σχήματα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Όπως φαίνεται, η συχνότητα συντονισμού της μικροφυσαλίδας για 𝛼 = 8 →  𝑅௧ =

8𝑅௢, βρίσκεται στα 36.9 MHz. Η τιμή αυτή είναι πολύ κοντά στην αντίστοιχη της μη 

περιορισμένης ροής, καθώς και της τιμής που προέβλεπε η θεωρητική σχέση 1.1 κάτι το 

οποίο ήταν αναμενόμενο.  

 Στη συνέχεια, το α υποδιπλασιάζεται (𝛼 = 4 →  𝑅௧ = 4𝑅௢) και η απόκριση της 

φυσαλίδας φαίνεται στο διάγραμμα του σχήματος 4.7. 

 

Σχήμα 4.6 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 8 για διαφορετικές συχνότητες της επιβαλλόμενης εξωτερικής 
διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 0.5).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 
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Σχήμα 4.8 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 1.5 για διαφορετικές συχνότητες 
της επιβαλλόμενης εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 0.5).Στο υπόμνημα οι συχνότητες 
που παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Συνεπώς, για τον αγωγό με ακτίνα 𝑅௧ = 4𝑅௢, η συχνότητα συντονισμού της 

φυσαλίδας βρίσκεται στα 30.2MHz. Σύμφωνα με το αποτέλεσμα αυτό, αναμένεται περαιτέρω 

μείωση της για μικρότερες τιμές της ακτίνας του αγωγού. Πράγματι αυτό γίνεται φανερό για 

αγωγό με  𝛼 = 1.5 →  𝑅௧ = 1.5𝑅௢. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.7 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 4 για διαφορετικές συχνότητες της επιβαλλόμενης 
εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 0.5).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 
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Σχήμα 4.10 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 4 για διαφορετικές συχνότητες της 
επιβαλλόμενης εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 1).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που 
παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 

 Η συχνότητα διαταραχής που δίνει σε αυτή την περίπτωση τη μέγιστη ακτίνα της 

φυσαλίδας είναι 13.6 MHz. Όπως φαίνεται, η μείωση της συχνότητας συντονισμού γίνεται 

πιο ραγδαία όσο περισσότερο πλησιάζει η ακτίνα του αγωγού την ακτίνα της φυσαλίδας. 

 Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσματα για πλάτος διαταραχής 𝜀 = 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.9 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 1.5 για διαφορετικές συχνότητες της 
επιβαλλόμενης εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 1).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που 
παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 
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Σχήμα 4.11 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 8 για διαφορετικές συχνότητες της 
επιβαλλόμενης εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 1).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που 
παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 

Σχήμα 4.12 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 1.5 για διαφορετικές 
συχνότητες της επιβαλλόμενης εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 1.5).Στο υπόμνημα οι 
συχνότητες που παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Από τα διαγράμματα αυτά είναι φανερό πως το ε δεν επηρεάζει καθόλου τη 

συχνότητα συντονισμού της φυσαλίδας, άσχετα με το πώς αλλάζει η ακτίνα του σωλήνα. 

Αυτό πιθανώς ισχύει διότι οι τιμές του ε για τις οποίες διεξήχθησαν οι προσομοιώσεις είναι 

σχετικά μικρές και αν το ε αυξανόταν αρκετά να υπήρχαν μικρές αλλαγές στην συχνότητα 

συντονισμού. 

 Για να συμπληρωθεί η εικόνα και να υποστηριχθεί περαιτέρω το συμπέρασμα που 

εξάχθηκε από τα προηγούμενα δεδομένα, έγιναν αντίστοιχες προσομοιώσεις για τιμή 𝜀 = 1.5. 

Τα γραφήματα παρατίθενται παρακάτω:  
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Σχήμα 4.13 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 4 για διαφορετικές συχνότητες της 
επιβαλλόμενης εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 1.5).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που 
παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 

Σχήμα 4.14 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 8 για διαφορετικές συχνότητες της 
επιβαλλόμενης εξωτερικής διαταραχής (πλάτος διαταραχής: 𝜀 = 1.5).Στο υπόμνημα οι συχνότητες που 
παρουσιάζονται έχουν μονάδες MHz. 
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Σχήμα 4.15 Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 1.5 στην ιδιοσυχνότητα (𝑓 =
13.6 𝑀𝐻𝑧) για διαφορετικές τιμές του πλάτους διαταραχής ε.  

 Ακόμα και  για 𝜀 = 1.5 η συχνότητα συντονισμού δεν άλλαξε. Το μόνο που θα 

μπορούσε κανείς να παρατηρήσει στην προκειμένη περίπτωση είναι μια αύξηση στην 

αδιάστατη ακτίνα φυσαλίδας, όσο αυξάνεται το ε, που φαίνεται στον κάθετο άξονα. 

 Είναι σημαντικό, για να μπορεί κανείς να κάνει μια πιο άμεση σύγκριση μεταξύ των 

αποτελεσμάτων, να σχεδιαστούν, στο ίδιο γράφημα, οι αποκρίσεις της φυσαλίδας, όταν ένα 

εκ των δύο μεγεθών α και ε παραμένει σταθερό, καθώς το άλλο μεταβάλλεται. Για το λόγο 

αυτό, παρουσιάζονται αρχικά γραφήματα για τρεις τιμές του πλάτους της διαταραχής ε, 

σταθερή ακτίνα του αγωγού σε κάθε γράφημα και κάθε φορά οι καμπύλες αντιστοιχούν στη 

συχνότητα συντονισμού της εκάστοτε ακτίνας του αγωγού. 
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Σχήμα 4.16 Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 4 στην ιδιοσυχνότητα (𝑓 = 30.2 𝑀𝐻𝑧)
για διαφορετικές τιμές του πλάτους διαταραχής ε. 

Σχήμα 4.17 Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 8 στην ιδιοσυχνότητα (𝑓 = 36.9 𝑀𝐻𝑧)
για διαφορετικές τιμές του πλάτους διαταραχής ε. 
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Σχήμα 4.18 Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της ακτίνας της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 3 στην ιδιοσυχνότητα (𝑓 = 25.3𝑀𝐻𝑧) για 
διαφορετικές τιμές του πλάτους διαταραχής ε. 

 Επιπλέον, επιλέχθηκε ο αγωγός με 𝛼 = 3 →  𝑅௧ = 3𝑅௢ για τον οποίον έγιναν και 

προσομοιώσεις για μεγαλύτερες τιμές του ε. Το διάγραμμα του σχήματος 4.18 είναι το 

διάγραμμα που προέκυψε από τις δοκιμές. Ακόμα όμως και εδώ, η ιδιοσυχνότητα της 

φυσαλίδας δεν φαίνεται να επηρεάζεται από το πλάτος της διαταραχής που της επιβάλλουμε. 

Το μόνο που διαφέρει είναι και πάλι το μέγεθος της ακτίνας της. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Τέλος, με σταθερό 𝜀 = 0.5 σχεδιάζεται η απόκριση της φυσαλίδας για τις διάφορες 

τιμές της ακτίνας αγωγού που χρησιμοποιήθηκαν και κάθε φορά στην αντίστοιχη 

ιδιοσυχνότητα. 
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Σχήμα 4.19 Σύγκριση χρονικής εξέλιξης της ακτίνας της φυσαλίδας για πλάτος διαταραχής 𝜀 = 0.5 και για διαφορετικές τιμές 

του 𝛼 =
ோ೟

ோ೚
. Η κάθε καμπύλη είναι σχεδιασμένη στην ιδιοσυχνότητα που προκύπτει για κάθε αγωγό. Οι συχνότητες είναι 

εκφρασμένες σε MHz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Τελικά, οι ιδιοσυχνότητες που βρέθηκαν για κάθε τιμή της μεταβλητής α είναι: 

 

 Οι παραπάνω δοκιμές και τα διαγράμματα που παρουσιάστηκαν αφορούσαν κυρίως 

συχνότητες κοντά στην ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας για την εκάστοτε διάταξη. Έχει όμως 

ενδιαφέρον να παρατηρηθεί και η συμπεριφορά της φυσαλίδας, όταν η συχνότητα της 

διαταραχής  που της επιβάλλεται αποκτά τιμές μεγαλύτερες ή μικρότερες της ιδιοσυχνότητας. 

 Για το λόγο αυτό παρουσιάζονται τα παρακάτω διαγράμματα για αγωγό με 𝛼 = 1.5. 

 

Πίνακας 4.1 Ιδιοσυχνότητες φυσαλίδας ως προς τη μεταβλητή α, όπως προέκυψαν από την ανάλυση με FEM. 

𝒂 =
𝑹𝒕

𝑹𝒐
 1.5 2 3 4 8 

𝒇 [𝑴𝑯𝒛] 13.6 18 25.3 30.2 37 
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Σχήμα 4.20 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας σε διαφορετικές συχνότητες για αγωγό με α=1.5 και πλάτος διαταραχής ε=0.5. (α) Λίγο
κάτω από την ιδιοσυχνότητα (f=12.1 MHz), (β) στην ιδιοσυχνότητα (f=13.6 MHz), (γ) λίγο πάνω από την ιδιοσυχνότητα (f=15.1 MHz), (δ) 
μακριά από την ιδιοσυχνότητα (f=22MHz). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Οι διαφορές στα παραπάνω διαγράμματα έγκεινται στο γεγονός ότι η ακουστική 

απόκριση της φυσαλίδας είναι το αποτέλεσμα δύο διαφορετικών ταλαντώσεων. Της σταθερής 

ταλάντωσης λόγω της διαταραχής 𝜔௙, καθώς και μιας φυσικής ταλάντωσης στη φυσική 

συχνότητα  𝜔଴. Όταν τα δύο αυτά μεγέθη έχουν αρκετή διαφορά μεταξύ τους, τότε ανάλογα 

με το πιο είναι μεγαλύτερο, λαμβάνεται και διαφορετική απόκριση για τη φυσαλίδα. Αν το 

𝜔଴ > 𝜔௙ (Σχήμα 4.20 α) τότε φαίνεται ότι οι σταθερές ταλαντώσεις επιτυγχάνονται 

ταχύτερα, ενώ, αν 𝜔଴ < 𝜔௙ (Σχήμα 4.20 γ, δ) οι δύο διαφορετικοί τύποι ταλάντωσης είναι πιο 

εμφανείς και το μέγιστο εμφανίζεται πιο σύντομα. 
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Σχήμα 4.21 Χρονική εξέλιξη της ακτίνας της φυσαλίδας με τις νέες ιδιότητες για αγωγό με 𝛼 = 3
και για συχνότητα εξωτερικής διαταραχής 𝑓 = 4.5𝑀𝐻𝑧.  

Σχήμα 4.22 Μεγέθυνση στις τελευταίες κορυφές που σχηματίζονται στο 
σχήμα 4.21. 

 Για την ολοκλήρωση των προσομοιώσεων με πεπερασμένα στοιχεία (FEM), 

επιλέχθηκε να αλλάξουν ορισμένες ιδιότητες του κελύφους της φυσαλίδας, έτσι ώστε να 

παρατηρηθεί, εάν στη νέα περίπτωση υπάρχει επιρροή από το πλάτος της επιβαλλόμενης 

διαταραχής. 

 Για το σκοπό αυτό, επιλέχθηκε να χρησιμοποιηθεί για ακόμα μια φορά ο αγωγός με 

λόγο ακτινών 𝛼 = 3 → 𝑅௧ = 3𝑅௢. Οι ιδιότητες του κελύφους, οι οποίες απέκτησαν νέες τιμές 

είναι οι εξής: 

Μέτρο διάτμησης: 𝐺௦ = 300𝑀𝑃𝑎 →  𝐺௦ = 50𝑀𝑃𝑎 

Ιξώδες κελύφους: 𝜇௦ = 0.048 𝑃𝑎 ∙ 𝑠 →  𝜇௦ = 1 𝑃𝑎 ∙ 𝑠 

Πάχος κελύφους: 𝛿 = 50𝑛𝑚 → 𝛿 = 15 𝑛𝑚 

 Σύμφωνα με τα παραπάνω έγιναν εκ νέου προσομοιώσεις της φυσαλίδας για πλάτη 

διαταραχής 𝜀 = 0.5 , 𝜀 = 1 , 𝜀 = 1.5 , 𝜀 = 2.5 , 𝜀 = 3.5. Αρχικά, για πλάτος 𝜀 = 0.5 βρέθηκε 

η συχνότητα συντονισμού της φυσαλίδας σε αυτές τις νέες συνθήκες, η οποία είναι 

𝑓 = 4.5𝑀𝐻𝑧. Στη συνέχεια, με προοδευτική αύξηση του ε παρατηρήθηκαν ορισμένες μικρές 

αλλαγές σε αντίθεση με τις προηγούμενες περιπτώσεις που μελετήθηκαν. Παρακάτω 

παρατίθεται το διάγραμμα για συχνότητα διαταραχής 𝑓 = 4.5𝑀𝐻𝑧 και για τις τιμές του ε που 

αναφέρθηκαν παραπάνω: 
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Σχήμα 4.23  Σύγκριση μέγιστης ακτίνας φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 3 και για πλάτος διαταραχής 𝜀 = 0.5.   

 Από το διάγραμμα 4.22 φαίνεται πως υπάρχει μια μετατόπιση της κορυφής που 

δημιουργείται προς τα δεξιά, δηλαδή πιο μετά στο χρόνο. Το γεγονός αυτό έρχεται σε 

αντίθεση με τα δεδομένα των προηγούμενων προσομοιώσεων, καθώς σε διαγράμματα όπως 

τα 4.15 - 4.19 οι κορυφές βρίσκονται ακριβώς η μία κάτω από την άλλη. Για να εξακριβωθεί 

αν υπάρχει κάποια αλλαγή στη συχνότητα συντονισμού, έγιναν δοκιμές για τα διαφορετικά 

πλάτη για συχνότητες διαταραχής 𝑓 = 4.4𝑀𝐻𝑧 , 𝑓 = 4.5 𝑀𝐻𝑧 , 𝑓 = 4.6 𝑀𝐻𝑧. Τρία από τα 

διαγράμματα που προέκυψαν παρουσιάζονται παρακάτω. Η μορφή των διαγραμμάτων ήταν 

παρόμοια με το σχήμα 4.21, αλλά έγινε μεγέθυνση στην τελευταία κορυφή, έτσι ώστε να 

είναι πιο ευδιάκριτη η διαφορά μεταξύ των τριών συχνοτήτων. 
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Σχήμα 4.24 Σύγκριση μέγιστης ακτίνας φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 3 και για πλάτος διαταραχής 𝜀 = 2.5.  

Σχήμα 4.25 Σύγκριση μέγιστης ακτίνας φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 3 και για πλάτος διαταραχής 𝜀 = 3.5.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 Όπως γίνεται φανερό από τα σχήματα 4.23 - 4.25 υπάρχει πραγματικά μια αλλαγή στη 

συχνότητα συντονισμού, η οποία είναι πιο έντονη και φτάνει να πέσει στα 4.4MHz, όταν το 

πλάτος διαταραχής έχει πλέον την τιμή 𝜀 = 3.5. 

 Αυτό σημαίνει πως το πλάτος διαταραχής έχει όντως μια επίδραση στη συχνότητα 

συντονισμού της φυσαλίδας. Η επίδραση αυτή, όμως, εξαρτάται κατά πολύ από το μέτρο 

διάτμησης, δηλαδή το πόσο μαλακό είναι το κέλυφος. Τα προηγούμενα κελύφη που 

μελετήθηκαν είχαν μεγάλο 𝐺௦ με αποτέλεσμα να πρέπει να αυξηθεί κατά πολύ περισσότερο 

το ε, έτσι ώστε να μπορεί παρατηρηθεί αλλαγή στη συχνότητα συντονισμού.  
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Σχήμα 4.27 Απόκριση φυσαλίδας από FFT ανάλυση πίεσης. Αγωγός με 𝛼 = 8 και πλάτος 
διαταραχής 𝜀 = 0.5. Οι συχνότητες της διαταραχής έχουν μονάδες MHz.(Πλάτος [Pa] –
Συχνότητα [Hz])   

Σχήμα 4.26 Μεγέθυνση στις κορυφές του σχήματος 4.27 

4.2.2 Απόκριση από FFT ανάλυση της πίεσης 

 Στο τρίτο κομμάτι των δοκιμών, έγινε FFT ανάλυση σε δεδομένα πίεσης όπως 

αναλύθηκε στο κεφάλαιο 3.3. Από αυτή την ανάλυση, εξάγονται διαστατοποιημένα 

διαγράμματα πλάτους  – συχνότητας από τα οποία, επίσης, μπορεί κανείς να διαπιστώσει την 

ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας σε κάθε περίπτωση. 

 Αρχικά, για να γίνει πιο κατανοητός ο τρόπος με τον οποίο γίνεται δυνατός ο 

προσδιορισμός της ιδιοσυχνότητας, παρατίθενται τα διαγράμματα για 𝜀 = 0.5 και 𝛼 = 1.5, 

𝛼 = 8. 
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Σχήμα 4.29 Απόκριση φυσαλίδας από FFT ανάλυση πίεσης. Αγωγός με 𝛼 = 1.5 και πλάτος 
διαταραχής 𝜀 = 0.5. Οι συχνότητες της διαταραχής έχουν μονάδες MHz. .(Πλάτος [Pa] –
Συχνότητα [Hz])   

Σχήμα 4.28 Μεγέθυνση στις κορυφές του σχήματος 4.29 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Στα διαγράμματα αυτά, έχουμε τη διαφορά ότι στον οριζόντιο άξονα βρίσκεται η 

συχνότητα σε Hz, ενώ στον κάθετο άξονα το πλάτος έχει μονάδες Pa. Η κάθε καμπύλη 

αντιστοιχεί σε μια ξεχωριστή συχνότητα της εξωτερικής επιβαλλόμενης διαταραχής, όπως 

φαίνονται στο υπόμνημα. Στις κορυφές που σχηματίζονται, μπορεί κανείς, σε κάθε κορυφή, 

να βρει τις συντεταγμένες της από το γράφημα και συνεπώς τη συχνότητα στην οποία 

εντοπίζεται και με τι πλάτος. Έτσι, η συχνότητα στην οποία βρίσκεται η ψηλότερη κορυφή, 

αποτελεί και τη συχνότητα συντονισμού για τις συγκεκριμένες συνθήκες της προσομοίωσης. 

 Θα μπορούσε κανείς να παρατηρήσει ότι η συχνότητα διαταραχής που επιβάλλεται 

δεν αντιστοιχεί απόλυτα στην συχνότητα που έχει η φυσαλίδα σε κάθε προσομοίωση. Για 

παράδειγμα, για την κορυφή που φαίνεται στο σχήμα 4.28 και η οποία αντιστοιχεί σε 

συχνότητα διαταραχής 𝑓 = 14.2 𝑀𝐻𝑧, η συχνότητα που παρατηρείται στη φυσαλίδα έχει την 

τιμή 𝑓 = 13.98 𝑀𝐻𝑧 που αποτελεί και την ιδιοσυχνότητα στο συγκεκριμένο αγωγό. Αυτό 

οφείλεται σε υπολογιστικό σφάλμα και με πύκνωση του πλέγματος πιθανώς να εξαλειφόταν. 

 Οι τιμές των ιδιοσυχνοτήτων που προκύπτουν από την ανάλυση της πίεσης 

βρίσκονται στον παρακάτω πίνακα: 
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Σχήμα 4.30 Σύγκριση, στην ιδιοσυχνότητα (𝑓ఋఐఈఛఈఘఈఞήచ = 38.4 𝑀𝐻𝑧), της απόκρισης της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 8 και 
για τρεις διαφορετικές τιμές του πλάτους διαταραχής ε. .(Πλάτος [Pa] – Συχνότητα [Hz])   

Όσον αφορά την επίδραση του πλάτους της διαταραχής, και από αυτή τη μελέτη 

φαίνεται καθαρά ότι η μεταβλητή ε δεν επηρεάζει τη συχνότητα συντονισμού για καμία από 

τις τιμές που χρησιμοποιήθηκαν. Στα διαγράμματα 4.30 και 4.31 φαίνεται η απόκριση της 

φυσαλίδας για τρεις διαφορετικές τιμές του ε και για δύο ξεχωριστές ακτίνες αγωγού, όπως 

και προηγουμένως, 𝛼 = 8 και 𝛼 = 1.5.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒂 =
𝑹𝒕

𝑹𝒐
 1.5 2 3 4 8 

𝒇 (𝑭𝑭𝑻) [𝑴𝑯𝒛] 13.98 17.81 24.69 29.59 36.19 

Πίνακας 4.2 Ιδιοσυχνότητες φυσαλίδας ως προς τη μεταβλητή α, όπως προέκυψαν από την ανάλυση της χρονοσειράς της πίεσης 
με FFT.. 
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Σχήμα 4.32 Απόκριση 
φυσαλίδας σε αγωγό με 

 𝛼 = 3 για πέντε 
διαφορετικές τιμές του 

πλάτους ε. Από πάνω προς 
τα κάτω οι ομάδες 

κορυφών που 
σχηματίζονται είναι για 

𝜀 = 4, 𝜀 = 3, 
 𝜀 = 1.5, 𝜀 = 1, 𝜀 = 0.5.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Όπως φαίνεται από τις καμπύλες των διαγραμμάτων, η απόκριση της φυσαλίδας είναι 

ίδια για τις παραπάνω τιμές του ε. Στον αγωγό με  𝛼 = 3 έγιναν και πάλι περαιτέρω δοκιμές 

για μεγαλύτερες τιμές του πλάτους και τα αποτελέσματα φαίνονται στο σχήμα 4.32. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.31 Σύγκριση, στην ιδιοσυχνότητα (𝑓ఋఐఈఛఈఘఈఞήచ = 14.2 𝑀𝐻𝑧), της απόκρισης της φυσαλίδας για αγωγό με 𝛼 = 1.5 και 
για τρεις διαφορετικές τιμές του πλάτους διαταραχής ε. .(Πλάτος [Pa] – Συχνότητα [Hz])   
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Σχήμα 4.33 Μορφοποίηση του σχήματος 4.32 με διαφορετικούς χρωματισμούς για διαφορετικές τιμές του πλάτους διαταραχής ε.
.(Πλάτος [Pa] – Συχνότητα [Hz])   

 Κάθε μία από τις ομάδες κορυφών του γραφήματος ανταποκρίνεται σε μια 

συγκεκριμένη τιμή του πλάτους διαταραχής ε, ενώ σε κάθε ομάδα υπάρχουν 4 καμπύλες που 

αντιπροσωπεύουν τις συχνότητες διαταραχής, με τιμές από αριστερά προς τα δεξιά: 

 𝑓 = 25.9𝑀𝐻𝑧, 𝑓 = 26.2𝑀𝐻𝑧, 𝑓 = 26.5 𝑀𝐻𝑧, 𝑓 = 26.8 𝑀𝐻𝑧. Το σχήμα 4.32 μπορεί να 

μορφοποιηθεί έτσι ώστε να είναι λίγο πιο ευδιάκριτες οι ομάδες των κορυφών όπως 

παρακάτω. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Αρκεί κανείς να παρατηρήσει ότι για όλα τα διαφορετικά ε, η κορυφή με το 

μεγαλύτερο πλάτος στην κάθε ομάδα είναι η δεύτερη (𝑓 = 26.2𝑀𝐻𝑧) και γίνεται εμφανές ότι 

η αύξηση του ε δεν επηρεάζει τη συχνότητα συντονισμού της φυσαλίδας. 
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 Επίσης, ενδιαφέρον έχει να προσέξει κανείς και σε αυτή την περίπτωση την απόκριση 

της φυσαλίδας στο ίδιο διάγραμμα για ίδιο ε, αλλά για διαφορετικές τιμές της ακτίνας του 

αγωγού. Ένα τέτοιο διάγραμμα παρουσιάζεται παρακάτω: 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από αυτό, είναι φανερή η μείωση της συχνότητας συντονισμού της φυσαλίδας όταν 

μειώνεται η ακτίνα του αγωγού στον οποίο βρίσκεται. Επίσης, η μεταβολή του πλάτους είναι 

πιο ευδιάκριτη σε αυτό το σχήμα και φαίνεται ότι παίρνει τις μεγαλύτερες τιμές για δύο 

σχετικά μικρές τιμές της ακτίνας του αγωγού, δηλαδή για  𝛼 = 2 και 𝛼 = 3.  

 Τέλος, παρατίθεται ένα συνολικό γράφημα το οποίο αποτελείται από το προηγούμενο 

σχήμα 4.34, ενώ έχουν προστεθεί και οι αντίστοιχες καμπύλες στη συχνότητα συντονισμού 

κάθε αγωγού και για μεγαλύτερες τιμές του πλάτους της διαταραχής ε.  

 

Σχήμα 4.34 Σύγκριση απόκρισης φυσαλίδας για 𝜀 = 0.5 και για διαφορετικές τιμές α του αγωγού. Κάθε φορά η καμπύλη 
σχεδιάζεται στην αντίστοιχη ιδιοσυχνότητα του εκάστοτε αγωγού. Στο υπόμνημα αναφέρεται η τιμή 𝑅௧ = 𝑎𝑅௢, καθώς και η 
συχνότητα της διαταραχής που δίνει την ιδιοσυχνότητα της φυσαλίδας (σε MHz.). .(Πλάτος [Pa] – Συχνότητα [Hz])   
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Σχήμα 4.35 Επέκταση πάνω στο σχήμα 4.34. Προστέθηκαν οι αντίστοιχες καμπύλες αλλά για μεγαλύτερες τιμές του πλάτους ε.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Οι συχνότητες συντονισμού που δίνει ως αποτέλεσμα η ανάλυση της πίεσης έχουν 

πολύ μικρή διαφορά σε σχέση με αυτές που βρέθηκαν στις προσομοιώσεις με FEM, όπως 

φαίνεται από τον παρακάτω πίνακα: 

Πίνακας 4.3 Σύγκριση ιδιοσυχνοτήτων που προέκυψαν από ανάλυση της πίεσης και προσομοίωση με FEM. 

𝒂 =
𝑹𝒕

𝑹𝒐
 1.5 2 3 4 8 

𝒇 (𝑭𝑬𝑴) [𝑴𝑯𝒛] 13.6 18 25.3 30.2 37 

𝒇 (𝑭𝑭𝑻) [𝑴𝑯𝒛] 13.98 17.81 24.69 29.59 36.19 
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Σχήμα 4.36 Μεταβολή της ιδιοσυχνότητας με τη μεταβολή του λόγου 1/α. Σύγκριση μεθόδου 
συνοριακών στοιχείων με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων που χρησιμοποιήθηκε στην εργασία. 
Για την προσομοίωση ισχύει L/Ro=16. 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

f/
f0

1/α (Ro/Rt)

FEM

BEM

4.2.3 Απόκριση με χρήση BEM 

Στο τελευταίο μέρος των δοκιμών, γίνεται μια σύγκριση των αποτελεσμάτων της 

παρούσας εργασίας με τη σχέση που προτείνει στην εργασία του ο Αλ. Χρυσοστομίδης [28]. 

Πρόκειται για μια προσεγγιστική σχέση για τον υπολογισμό της ιδιοσυχνότητας μιας 

φυσαλίδας σε περιορισμένη ροή. Η συχνότητα της φυσαλίδας για περιορισμένη ροή, αν και 

αναφέρεται στο κεφάλαιο 1.3, ξαναγράφεται παρακάτω για τη διευκόλυνση του αναγνώστη: 

𝜔 = −
2𝜇௦

𝜌𝑅଴
ଷ
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𝛷଴
± ඨ

1

4
ቆ
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ଷቇ

ଶ

ቆ
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ቇ

ଶ

−
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4𝜒ெோ
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ଷ +

3𝛾𝑃
଴

𝜌𝑅଴
ଶ −

2𝜎

𝜌𝑅଴
ଷቇ                     (4.1) 

Ενώ η συχνότητα της φυσαλίδας για μικρή φυσαλίδα σε σχέση με τον αγωγό, δηλαδή 

 
ோ೟

ோ೚
→  ∞, δίνεται από τη σχέση: 

𝜔଴ = −
2𝜇௦

𝜌𝑅଴
ଷ ± 𝑖ඨቆ
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ଶ −
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ଷቇ −

1

4
ቆ
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𝜌𝑅଴
ଷቇ

ଶ

                                                    (4.2) 

Σύμφωνα με τα παραπάνω λοιπόν, το διάγραμμα που προέκυψε εφαρμόζοντας τη 

σχέση 4.1 για τα δεδομένα που χρησιμοποιηθήκαν και για την ανάλυση με τη μέθοδο των 

πεπερασμένων στοιχείων, φαίνεται παρακάτω. 
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Σχήμα 4.37 Μεταβολή της ιδιοσυχνότητας με τη μεταβολή της μεταβλητής α.. Σύγκριση μεθόδου συνοριακών 
στοιχείων με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων που χρησιμοποιήθηκε στην εργασία. Για την προσομοίωση 
ισχύει L/Ro=16. 
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 Είναι φανερό ότι καθώς η ακτίνα του αγωγού μεγαλώνει, η συχνότητα συντονισμού 

της φυσαλίδας φτάνει πολύ κοντά στην τιμή που έχει όταν η ροή είναι μη περιορισμένη. 

Επίσης, παρατηρείται μια μικρή απόκλιση της μεθόδου των συνοριακών στοιχείων με τα 

δεδομένα της μελέτης, όταν η ακτίνα της φυσαλίδας γίνεται σημαντική σε σχέση με την 

ακτίνα του αγωγού. 

 Είναι χρήσιμο να παρουσιαστεί και το αντίστοιχο διάγραμμα, αλλά αυτή τη φορά με 

αντεστραμμένο τον οριζόντιο άξονα, δηλαδή τη μεταβλητή α, καθώς έτσι είναι πιο ευκρινής 

η διαφορά που παρουσιάζουν οι δύο μέθοδοι. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Η απόκλιση είναι φανερό ότι είναι ελάχιστη. Παρόλα αυτά, το μέγιστό της 

παρατηρείται στη μεγαλύτερη ακτίνα του αγωγού (𝛼 = 8). Εκεί φαίνεται ότι για τη μέθοδο 

των πεπερασμένων στοιχείων ο λόγος 𝑓/𝑓଴ ξεπερνάει τη μονάδα, κάτι το οποίο μπορεί να 

οφείλεται και σε υπολογιστικό λάθος, καθώς θα περίμενε κανείς για τόσο μεγάλο αγωγό η 

φυσαλίδα να δίνει την ίδια απόκριση με αυτή στη μη περιορισμένη ροή. 
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5. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Στην παρούσα εργασία μελετήθηκε η συμπεριφορά μικροφυσαλίδας με πολυμερικό 

κέλυφος (contrast agent) όταν ταλαντώνεται υπό την επίδραση ακουστικής διαταραχής και 

βρίσκεται σε περιορισμένη ροή μέσα σε αγωγό.  

Αρχικά, με τις προσομοιώσεις της ταλάντωσης της φυσαλίδας για μη περιορισμένη 

ροή, βρέθηκε η ιδιοσυχνότητά της και συγκρίθηκε με εκείνη που προκύπτει από τη 

θεωρητική σχέση 1.1. Όπως φαίνεται, τα δύο αποτελέσματα έχουν μικρή διαφορά, που 

σημαίνει ότι το μοντέλο που χρησιμοποιήθηκε ήταν ακριβές.  

Στη συνέχεια, όταν η φυσαλίδα τέθηκε μέσα στον αγωγό, παρατηρήθηκε η μεταβολή 

της ιδιοσυχνότητάς της καθώς η ακτίνα του αγωγού έτεινε στην ακτίνα της. Το αποτέλεσμα 

που εξάχθηκε είναι ότι, όταν η ακτίνα του αγωγού είναι αρκετά μεγάλη, τότε η φυσαλίδα 

συμπεριφέρεται σαν να είναι σε μη περιορισμένη ροή. Όταν όμως η ακτίνα του αγωγού 

μειώνεται, η συχνότητα συντονισμού της φυσαλίδας μειώνεται και αυτή αισθητά και μάλιστα 

φτάνει περίπου στο 1/3 της αρχικής της τιμής όταν η ακτίνα του αγωγού είναι πλέον 1.5 φορά 

η ακτίνα της φυσαλίδας.   

Όσον αφορά το πλάτος της επιβαλλόμενης διαταραχής, από τις δοκιμές που έγιναν, 

παρατηρήθηκε ότι δεν επηρεάζει αισθητά τη συχνότητα συντονισμού της φυσαλίδας, 

τουλάχιστον για το εύρος τιμών που χρησιμοποιήθηκε. Για τις διαφορετικές τιμές του 

πλάτους ε, το μόνο που φαίνεται να μεταβάλλεται είναι, όπως ήταν αναμενόμενο, η μέγιστη 

τιμή που λαμβάνει η ακτίνα της φυσαλίδας. Όταν, όμως, οι ιδιότητες της φυσαλίδας 

μεταβλήθηκαν, παρατηρήθηκε μια μεγαλύτερη επίδραση του πλάτους ε στην  συχνότητα 

συντονισμού, που σημαίνει ότι τα πιο μαλακά κελύφη δέχονται πιο έντονα την επίδραση του 

πλάτους της διαταραχής και ότι για να γινόταν μια αλλαγή αισθητή, όσον αφορά την πρώτη 

φυσαλίδα, έπρεπε το πλάτος να αυξηθεί σε αρκετά μεγαλύτερες τιμές. 

Τα παραπάνω αποτελέσματα επιβεβαιώθηκαν περαιτέρω με την ανάλυση Fourier που 

πραγματοποιήθηκε σε δεδομένα πίεσης-χρόνου ενός σημείου του αγωγού. Στην ανάλυση 

αυτή, οι τιμές των συχνοτήτων συντονισμού που λήφθηκαν, για τις διάφορες τιμές του λόγου 

ακτίνα αγωγού προς ακτίνα φυσαλίδας α, έχουν πολύ μικρή απόκλιση από εκείνες που έδωσε 
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η προσομοίωση με FFT. Οι τιμές αυτές παρέμειναν ακριβώς ίδιες για όλα τα πλάτη 

διαταραχής που χρησιμοποιήθηκαν. Άρα η μελέτη της απόκρισης σε ακουστικές διαταραχές 

είναι αρκετά αξιόπιστη μέθοδος. 

  Είναι ιδιαίτερα σημαντικό να συνεχιστούν αυτές μελέτες της απόκρισης των 

μικροφυσαλίδων, καθώς η σημασία τους, ειδικά για τον ιατρικό τομέα, είναι μεγάλη και 

έχουν ακόμα να προσφέρουν πολλά. Κατά τη διάρκεια της παρούσας εργασίας, οι μεταβλητές 

που διερευνήθηκαν, καθώς και το εύρος τους, ήταν πολύ συγκεκριμένες και είναι δυνατό και 

χρήσιμο να δεχτούν περαιτέρω μελέτη. Το πλάτος της διαταραχής, για παράδειγμα, φαίνεται 

ότι είναι δυνατό να επηρεάζει περισσότερο τη συχνότητα συντονισμού της φυσαλίδας, αλλά 

για τιμές ε>4. Σε τέτοιες τιμές του πλάτους, όμως, οι προσομοιώσεις που έγιναν δεν 

απέφεραν αποτελέσματα. 

Επίσης, είναι σημαντικό να βρεθεί για κάθε τύπο φυσαλίδας, ανάλογα και με τα 

χαρακτηριστικά της, το εύρος των πιέσεων και συχνοτήτων για τα οποία η φυσαλίδα είναι 

σταθερή και τα αντίστοιχα για τα οποία καταρρέει. Με αυτό τον τρόπο, οι μικροφυσαλίδες, 

θα μπορούν να χρησιμοποιηθούν σε ακόμα περισσότερες εφαρμογές και θα επιφέρουν 

σημαντική ανάπτυξη στον κλάδο της ιατρικής.  
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