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Ηµεροµηνία:      ��/..�/20�� 
 

Ο  ∆ηλών 
 
 
 

(Υπογραφή) 

 (1) «Όποιος εν γνώσει του δηλώνει ψευδή γεγονότα ή αρνείται ή αποκρύπτει τα αληθινά µε 
έγγραφη υπεύθυνη δήλωση του άρθρου 8 παρ. 4 Ν. 1599/1986 τιµωρείται µε φυλάκιση 
τουλάχιστον τριών µηνών. Εάν ο υπαίτιος αυτών των πράξεων σκόπευε να προσπορίσει στον 
εαυτόν του ή σε άλλον περιουσιακό όφελος βλάπτοντας τρίτον ή σκόπευε να βλάψει άλλον, 
τιµωρείται µε κάθειρξη µέχρι 10 ετών. 
 

 

 

 
Με ατοµική µου ευθύνη και γνωρίζοντας τις κυρώσεις 

(1)
, που προβλέπονται από της διατάξεις της παρ. 6 του άρθρου 22 

του Ν. 1599/1986, δηλώνω ότι: 

1.    ∆εν παραθέτω κοµµάτια βιβλίων ή άρθρων ή εργασιών άλλων αυτολεξεί χωρίς να τα περικλείω σε 

εισαγωγικά και χωρίς να αναφέρω το συγγραφέα, τη χρονολογία, τη σελίδα. Η αυτολεξεί παράθεση χωρίς 

εισαγωγικά χωρίς αναφορά στην πηγή, είναι λογοκλοπή. Πέραν της αυτολεξεί παράθεσης, λογοκλοπή θεωρείται 
και η παράφραση εδαφίων από έργα άλλων, συµπεριλαµβανοµένων και έργων συµφοιτητών µου, καθώς και η 

παράθεση στοιχείων που άλλοι συνέλεξαν ή επεξεργάσθηκαν, χωρίς αναφορά στην πηγή. Αναφέρω πάντοτε µε 

πληρότητα την πηγή κάτω από τον πίνακα ή σχέδιο, όπως στα παραθέµατα. 

2.    ∆έχοµαι ότι η αυτολεξεί παράθεση χωρίς εισαγωγικά, ακόµα κι αν συνοδεύεται από αναφορά στην πηγή σε 

κάποιο άλλο σηµείο του κειµένου ή στο τέλος του, είναι αντιγραφή. Η αναφορά στην πηγή στο τέλος π.χ. µιας 

παραγράφου ή µιας σελίδας, δεν δικαιολογεί συρραφή εδαφίων έργου άλλου συγγραφέα, έστω και 

παραφρασµένων, και παρουσίασή τους ως δική µου εργασία.  

3.    ∆έχοµαι ότι υπάρχει επίσης περιορισµός στο µέγεθος και στη συχνότητα των παραθεµάτων που µπορώ να 

εντάξω στην εργασία µου εντός εισαγωγικών. Κάθε µεγάλο παράθεµα (π.χ. σε πίνακα ή πλαίσιο, κλπ), 
προϋποθέτει ειδικές ρυθµίσεις, και όταν δηµοσιεύεται προϋποθέτει την άδεια του συγγραφέα ή του εκδότη. Το 

ίδιο και οι πίνακες και τα σχέδια 

4. ∆έχοµαι όλες τις συνέπειες σε περίπτωση λογοκλοπής ή αντιγραφής. 
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Πρόλογος 
 

 

Στην παρούσα πτυχιακή εργασία θα αναφερθούµε στη µελέτη ακολουθιών 

Fibonacci καθώς και διαφόρων γνωστών ακολουθιών µε παρόµοιες ιδιότητες, οι οποίες 

έχουν βρει εφαρµογή σε ποικίλους κλάδους επιστηµών.  

Κάθε κεφάλαιο της πτυχιακής αυτής εργασίας αριθµείται και υποδιαιρείται σε 

τµήµατα τα οποία αριθµούνται µε δύο αριθµούς, ενώ µερικά αριθµούνται µε τρεις 

αριθµούς. Ο πρώτος αριθµός αναφέρεται στο κεφάλαιο, ο δεύτερος στην ενότητα και ο 

τρίτος, όπου υπάρχει, στην υποδιαίρεση της ενότητας. Επίσης, οι ορισµοί, τα 

θεωρήµατα, οι προτάσεις, οι παρατηρήσεις και τα παραδείγµατα αριθµούνται µε δύο 

αριθµούς, απ’ τους οποίους ο πρώτος αντιστοιχεί στο κεφάλαιο και ο δεύτερος στη 

σειρά εµφάνισής τους. Οι τύποι αριθµούνται µε τρεις αριθµούς, απ’ τους οποίους ο 

πρώτος αντιστοιχεί στο κεφάλαιο, ο δεύτερος στην ενότητα και ο τρίτος στη σειρά 

εµφάνισής του ενώ οι πίνακες και τα σχήµατα έχουν µόνο έναν αριθµό που αναφέρεται 

στη σειρά εµφάνισής τους στην πτυχιακή εργασία.  

 Αρχικά, στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται  αναφορά  σε ορισµούς, προτάσεις και 

θεωρήµατα από τη Γραµµική Άλγεβρα, τα οποία είναι απαραίτητα στην ανάπτυξη και 

απόδειξη της θεωρίας που αναπτύσσεται στα επόµενα κεφάλαια. Επίσης, γίνεται µία 

σύντοµη ανασκόπηση σε ορισµούς και προτάσεις που αφορούν στις ακολουθίες. 

Γίνεται αναφορά στην ακολουθία Fibonacci, η οποία αποτελεί µια αναδροµική 

ακολουθία µε τύπο 1 2n n nf f f− −= +  και αρχικές συνθήκες 1 2 1f f= = ,  που πήρε το 

όνοµά της από το δηµιουργό Leonard Fibonacci.  Η  γεωµετρική της ερµηνεία εκφράζει 

τη διαίρεση ενός ευθυγράµµου τµήµατος σε δύο τµήµατα (µέσος και άκρος λόγος) και 

την κατασκευή της χρυσής σπείρας. Ο λόγος των δύο τµηµάτων µας δίνει έναν σταθερό 

αριθµό 1.618ϕ = , ο οποίος είναι χαρακτηριστικός για τη συγκεκριµένη ακολουθία. 

Επιπλέον εκτός από την ακολουθία Fibonacci υπάρχουν και άλλες δηµοφιλείς 

ακολουθίες, οι οποίες σχετίζονται µε την ακολουθία Fibonacci, δίνονται και αυτές από 

αναδροµικό τύπο, όπως για παράδειγµα, η ακολουθία Tribonacci, Tetranacci, Padovan,  

στις οποίες γίνεται αναφορά και θα τις συναντήσουµε και στα επόµενα κεφάλαια. 
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Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται η µελέτη ακολουθιών Fibonacci, της οποίας ο n −

οστός όρος της δίνεται από τον αναδροµικό τύπο 
1

k

j

n n j
f f

=
−=∑ , όπου k  είναι ο 

φυσικός αριθµός που δείχνει το πλήθος των όρων που προστίθενται και µε αρχικές 

συνθήκες 
1 2

1
k

f f f= = = =⋯ . Ορίζεται ένας κατάλληλος πίνακας Fibonacci, 
kQ , µε 

τη βοήθεια του οποίου κάθε όρος της ακολουθίας σχετίζεται µε αυτόν τον πίνακα. Η 

µέγιστη πραγµατική  ιδιοτιµή του kQ  είναι η φασµατική ακτίνα του, η οποία έχει τιµές 

µεταξύ 1 και 2. Αποδεικνύεται ότι ο αναδροµικός τύπος της ακολουθίας Fibonacci 

δίνεται και µε «κλειστό τύπο», ο οποίος συνδέεται µε όλες τις ιδιοτιµές του αντίστοιχου 

πίνακα Fibonacci kQ . Το όριο της n − οστής ρίζας στο άπειρο καθώς και ο λόγος του 

επόµενου όρου της ακολουθίας προς τον προηγούµενο είναι ίσος µε τη φασµατική 

ακτίνα του kQ . Τέλος γίνεται µελέτη της n − οστής δύναµης του πίνακα kQ  σε σχέση 

µε τους όρους της αντίστοιχης ακολουθίας Fibonacci. 

  Στο τρίτο κεφάλαιο, δοθέντων δύο φυσικών αριθµών ,k m  γίνεται η µελέτη 

ακολουθιών Fibonacci µε άθροισµα k − όρων µετά από m−  όρους, της οποίας ο n −

οστός όρος της δίνεται από τον αναδροµικό τύπο 
1

k m

j m

n n j
f f

+

= +
−= ∑ , µε αρχικές συνθήκες 

1 2
1

k m
f f f += = = =⋯ . Ορίζεται ένας κατάλληλος πίνακας Fibonacci, 

,k mR , µε τη 

βοήθεια του οποίου κάθε όρος της ακολουθίας σχετίζεται µε αυτόν. Αποδεικνύεται ότι 

ο αναδροµικός τύπος της ακολουθίας Fibonacci δίνεται και µε «κλειστό τύπο», ο 

οποίος συνδέεται µε όλες τις ιδιοτιµές του αντίστοιχου πίνακα Fibonacci 
,k mR . 

Χαρακτηριστικές οριακές ιδιότητες των όρων της ακολουθίας συνδέονται µε τις 

ιδιοτιµές του πίνακα ,k mR . Τέλος, αποδεικνύεται ότι η n − οστή δύναµη του πίνακα 

,k mR  εξαρτάται από  τους όρους της αντίστοιχης ακολουθίας Fibonacci και δίνεται η 

σχέση που συνδέει τα στοιχεία του πίνακα 
.

n

k mR  µε τους όρους της ακολουθίας. 

Στο τέλος της πτυχιακής εργασίας υπάρχουν τα συµπεράσµατα, ένας κατάλογος µε 

τα σχετικά συγγράµµατα, τα οποία αναφέρονται στο κείµενο, καθώς και δύο 

παραρτήµατα. Στο πρώτο δίνονται ορισµένες πληροφορίες για τη ζωή και το έργο του 

µαθηµατικού Leonardo Pisano και στο δεύτερο αναφέρονται κώδικες-συναρτήσεις, που 

αναπτύχθηκαν χρησιµοποιώντας το λογισµικό Matlab [18] και Octave [6] και 

γράφτηκαν µε σκοπό να υπολογίζον τους όρους των ακολουθιών Fibonacci, 
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χαρακτηριστικά µεγέθη των Fibonacci πινάκων kQ , 
,k mR   καθώς και των δυνάµεών 

τους n

kQ , ,

n

k mR . 

 

                Λαµία , Ιούνιος 2015 
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Κεφάλαιο 1 

 

Βασικές  έννοιες  

 

 

 

1.1  Βασικές  έννοιες Γραµµικής Άλγεβρας  

1.1.1 Ορισµοί πινάκων 

Ορισµός 1.1 

Πίνακας A  ονοµάζεται µια ορθογώνια διάταξη των m n⋅  πραγµατικών αριθµών, 
,i ja , 

τοποθετηµένοι σε m  γραµµές και σε n  στήλες ως εξής: 

    

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

  

Οι αριθµοί 
,i ja  ονοµάζονται στοιχεία του πίνακα, τα οποία ανήκουν στο σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών, ℝ . Στη συνέχεια, ο m n×  πίνακας A  συµβολίζεται 
,i ja    , 

1, 2,..., , 1, 2,...,i m j n= =  .  

Αν διαγραφούν κάποιες γραµµές ή στήλες από τον πίνακα A , ο πίνακας που προκύπτει 

ονοµάζεται υποπίνακας του A . Ένας πίνακας A  ονοµάζεται σύνθετος πίνακας ή 

πίνακας block, αν τα στοιχεία του είναι πίνακες µικρότερου µεγέθους από αυτό του A . 

Οι υποπίνακες αυτοί είναι τέτοιοι ώστε τα στοιχεία – υποπίνακες που βρίσκονται στην 

ίδια στήλη, έχουν όλα τον ίδιο αριθµό στηλών. Ο σύνθετος πίνακας συµβολίζεται 

( )ijA A=  , όπου ijA  είναι το στοιχείο-υποπίνακας, που προκύπτει από τη διαµέριση του 

αρχικού πίνακα A  και βρίσκεται στην i − γραµµή και j − στήλη του πίνακα A .  
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Για παράδειγµα, έστω ο πίνακας  

    
1311 12

2321 22

2 1 6 1 0 3

4 1 1 1 7 0

2 5 2 1 1 2

1 0 1 2 4 3

AA A
A

AA A

 
    = =   − − 
 

− 

  

όπου [ ]11 2 1A = , [ ]12 6A = , [ ]13 1 0 3A = , 21

4 1

2 5

1 0

A

 
 = − 
  

, 22

1

2

1

A

 
 =  
  

, και  

23

1 7 0

1 1 2

2 4 3

A

 
 = − 
 − 

. 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται ορισµένες κατηγορίες πινάκων, που συναντώνται στα 

επόµενα κεφάλαια. 

 

Ορισµός 1.2 

� Ένας 1 n×  πίνακας λέγεται πίνακας-γραµµή , ενώ ένας 1m×  πίνακας λέγεται 

και πίνακας-στήλη ή διάνυσµα-πίνακας-στήλη. 

� Εάν όλα τα στοιχεία ενός m n×  πίνακα είναι ίσα µε µηδέν, ο πίνακας αυτός 

ονοµάζεται µηδενικός και συµβολίζεται µε 0m n×   ή µε 0, όταν δεν υπάρχει 

σύγχυση για τις διαστάσεις του πίνακα. 

� Έστω 
ijA a =    ένας m n×  πίνακας. Ο n m×  πίνακας 

jia    ονοµάζεται 

ανάστροφος του A  και συµβολίζεται µε TA . 

Για παράδειγµα, εάν 

1 3

2 8

3 4

A

 
 = − 
 − 

,  τότε 
1 2 3

3 8 4

T
A

− 
=  − 

. 

� Έστω 
ijA a =    ένας m n×  πίνακας. Ο m n×  πίνακας 

ija 
   ονοµάζεται 

απόλυτη τιµή του A  και συµβολίζεται µε A . 

Για παράδειγµα, εάν 

5 3

2 8

3 9

A

− 
 = − 
 − 

,  τότε 

5 3

2 8

3 9

A

 
 =  
  

. 
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� Εάν ένας m n×  πίνακας έχει ίδιο αριθµό γραµµών και στηλών ( m n= ), ο 

πίνακας αυτός ονοµάζεται τετραγωνικός.  

� Ένας n n×  τετραγωνικός πίνακας λέγεται διαγώνιος, αν για κάθε i j≠  ισχύει 

0ija = , δηλαδή αν κάθε στοιχείο, που δεν βρίσκεται στη διαγώνιο, είναι ίσο µε 

µηδέν. Οι πίνακες αυτοί συµβολίζονται και ως 11 22i ( , ,..., )nnd ag a a aA = . 

Ειδικότερα, ο n n×  διαγώνιος πίνακας που έχει όλα τα διαγώνια στοιχεία ίσα µε 

1 ονοµάζεται µοναδιαίος και συµβολίζεται i (1,1,...,1)nI d ag= . 

� Ένας n n×  τετραγωνικός πίνακας λέγεται άνω τριγωνικός, αν για κάθε i j>  

ισχύει 0ija = , δηλαδή αν τα στοιχεία που βρίσκονται κάτω από την κύρια 

διαγώνιο είναι µηδέν. 

Αντίθετα ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται κάτω τριγωνικός, αν για κάθε 

i j<  ισχύει 0ija = , δηλαδή αν τα στοιχεία που βρίσκονται πάνω από την κύρια 

διαγώνιο είναι µηδέν.  

 

Ορισµός 1.3 

Ένας m n×  πίνακας A  ονοµάζεται θετικός (positive) πίνακας και συµβολίζεται µε 

0A > , όταν όλα τα στοιχεία του είναι θετικοί αριθµοί. 

Αν ο πίνακας A  έχει όλα τα στοιχεία του µεγαλύτερα ή ίσα του µηδενός ονοµάζεται 

µη-αρνητικός (non-negative) πίνακας και συµβολίζεται 0A ≥ . 

Για παράδειγµα, ο πίνακας 
1 2 4

8 5 7

 
 
 

 είναι θετικός, ενώ ο πίνακας 
2 0

3 1

 
 
 

 είναι µη-

αρνητικός. 

 

Ορισµός 1.4 

Έστω n n×  πραγµατικός πίνακας A . Ο πίνακας A ονοµάζεται ανάγωγος (irreducible), 

αν για οποιονδήποτε n n×  πραγµατικό πίνακα µετάθεσης P  ισχύει 
1 2

3 4

T
A A

P AP
A A

 
=  
 

, 

µε 0iA ≠  για κάθε 1, 2,3, 4i = , όπου 
1A είναι ένας r r× πίνακας µε 1 1r n≤ ≤ −  και 

4A  

είναι ένας ( ) ( )n r n r− × −  πίνακας. 
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Σε διαφορετική περίπτωση ο A  ονοµάζεται µη-ανάγωγος (reducible), δηλαδή, υπάρχει 

πίνακας µετάθεσης P  έτσι ώστε 
1 2

4
0

T
A A

P AP
A

 
=  
 

. 

 

 Για να διαπιστωθεί αν ένας τετραγωνικός πίνακας είναι ανάγωγος ή µη-ανάγωγος, 

δεν εξετάζεται η ύπαρξη του πίνακα µετάθεσης P  και η επαλήθευση της σχέσης που 

διατυπώνεται στον Ορισµό 1.4, αλλά εφαρµόζεται η ακόλουθη πρόταση, όπου 

διατυπώνεται ένα ικανό και αναγκαίο κριτήριο για την απόδειξη της αγωγιµότητας ενός 

πίνακα, [8].   

 

Πρόταση 1.5 

Ο n n×  πραγµατικός πίνακας A  είναι ανάγωγος αν και µόνο αν ισχύει  

                                                          ( ) 1

0
n

n
I A

−
+ > ,                                            (1.1.1) 

όπου A  σηµειώνει την απόλυτη τιµή του πίνακα A , (Ορισµός 1.2). 

 

 

1.1.2  Χαρακτηριστικά ποσά. Σηµαντικότερα θεωρήµατα µη-αρνητικών πινάκων  

 Έστω ένας n n×  τετραγωνικός πίνακας A  και ένα 1n×  διάνυσµα-πίνακας-στήλη 

x  τέτοιο ώστε να ισχύει                         

                                                 Ax xλ= , µε 0x ≠ ,                                               (1.1.2) 

για κάποιον αριθµό (πραγµατικό ή µιγαδικό) λ . Η τιµή του λ  ονοµάζεται ιδιοτιµή 

(eigenvalue) του πίνακα A  και το x  ονοµάζεται ιδιοδιάνυσµα (eigenvector), 

αντίστοιχο της ιδιοτιµής λ . 

Οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα ονοµάζονται χαρακτηριστικά ποσά ή ιδιοποσά 

του πίνακα A . 

 

Ορισµός 1.6 

Το σύνολο των ιδιοτιµών του n n×  πίνακα A  ονοµάζεται φάσµα (spectrum) του 

πίνακα και συµβολίζεται ( )Aσ . Η µεγαλύτερη ιδιοτιµή, κατά απόλυτη τιµή, του πίνακα 

ονοµάζεται φασµατική ακτίνα (spectral radius) και συµβολίζεται µε ( )Aρ , δηλαδή 

                                                     ( ) max{ : ( )}A Aρ λ λ σ= ∈ .                             (1.1.3) 
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 Η ισότητα (1.1.2) γράφεται ισοδύναµα 0 ( ) 0Ax x A I xλ λ− = ⇔ − = . Αν 

γνωρίζουµε την ιδιοτιµή λ  είναι εύκολο να υπολογίσουµε το αντίστοιχο µη µηδενικό 

ιδιοδιάνυσµα λύνοντας το γραµµικό σύστηµα, που προκύπτει από την εξίσωση 

( ) 0A xλ− Ι = ,  για 0x ≠ . 

Για να υπολογίσουµε όλες τις ιδιοτιµές λ∈F  ενός τετραγωνικού πίνακα A , πρέπει να 

ισχύει η διανυσµατική εξίσωση (1.1.2), η οποία οδηγεί σε ένα γραµµικό σύστηµα, το 

οποίο έχει µη µηδενική λύση αν και µόνο αν  

                     [ ]

11 12 1

21 22 2

1 2

det 0 det 0

n

n

n n nn

a a a

a a
A I

a a

λ
α λ

λ

α λ

− 
 − − = ⇔ =
 
 

− 

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

.            (1.1.4) 

∆ηλαδή όλες οι ιδιοτιµές λ  του πίνακα A  πρέπει να ικανοποιούν την εξίσωση (1.1.4), 

η οποία ονοµάζεται χαρακτηριστική εξίσωση του τετραγωνικού πίνακα A . 

Αναπτύσσοντας την ορίζουσα στο αριστερό µέρος της χαρακτηριστικής εξίσωσης 

(1.1.4) καταλήγουµε σε ένα πολυώνυµο n -οστού βαθµού, το οποίο γράφεται 

        [ ] [ ] 1

1 1 0( ) ( 1) det det ...n n n

A nA I I A b b bχ λ λ λ λ λ λ−
−= − − = − = + + + + ,   (1.1.5) 

και ονοµάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A  µε συντελεστές ib , 0,1,..., 1i n= −

. 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο µπορεί να αναλυθεί πάντοτε σε πρωτοβάθµιους 

παράγοντες στο σύνολο των µιγαδικών αριθµών ℂ  και να γραφεί στη µορφή 

                                        1 2

1 2( ) ( ) ( ) ( ) i

A i

νν νχ λ λ λ λ λ λ λ= − − −⋯ , 

όπου 1 2, ,..., iλ λ λ   είναι οι διακεκριµένες ρίζες του ( )Aχ λ  στο ℂ , και 1 2, ,..., iν ν ν  η 

πολλαπλότητα κάθε ρίζας, η οποία ονοµάζεται αλγεβρική πολλαπλότητα. 

Είναι φανερό ότι, για έναν n n×  πίνακα A  ισχύει 1 2 ... i nν ν ν+ + + = . 

Αν για κάποιο i  ισχύει 1iν = , η ιδιοτιµή χαρακτηρίζεται απλή, διαφορετικά 

ονοµάζεται πολλαπλή. 

 

Πρόταση 1.7 

Έστω ο n n×  πίνακας A  και 1 2, ,..., nλ λ λ  είναι οι ιδιοτιµές του.  

i) Οι ιδιοτιµές ενός άνω (κάτω) τριγωνικού πίνακα είναι τα διαγώνια στοιχεία του.  

ii) det A =
1 2 0... ( 1)n

n bλ λ λ⋅ ⋅ ⋅ = − , όπου 0b  είναι ο σταθερός όρος του 

χαρακτηριστικού πολυωνύµου (1.1.5). 
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 Στο επόµενο θεώρηµα παρουσιάζεται ένα διάστηµα µέσα στο οποίο κυµαίνεται 

η φασµατική ακτίνα ενός µη-αρνητικού πίνακα, τα άκρα του διαστήµατος είναι το άνω 

και κάτω φράγµα της, τα οποία εξαρτώνται από τα στοιχεία του πίνακα, [8, Theorem 

8.1.22], [13, Theorem 7], [14].   

 

Θεώρηµα 1.8  

Έστω A  ένας n n×  µη-αρνητικός πραγµατικός πίνακας ( 0A ≥ ). Τότε ισχύουν: 

                                                 
1 1

1 1

min{ } ( ) max{ }
n n

i j i j
i n i n

j j

a A aρ
≤ ≤ ≤ ≤

= =

≤ ≤∑ ∑                        (1.1.6) 

και 

                                                
1 1

1 1

min{ } ( ) max{ }
n n

i j i j
j n j n

i i

a A aρ
≤ ≤ ≤ ≤

= =

≤ ≤∑ ∑                         (1.1.7) 

 

 Στο ακόλουθο θεώρηµα, το οποίο αποτελεί τη γενίκευση του θεωρήµατος Perron-

Frobenius, συγκεντρώνονται όλες οι ιδιότητες που έχει η φασµατική ακτίνα ενός µη-

αρνητικού και ανάγωγου πίνακα, (Ορισµός 1.3, Ορισµός 1.4, αντίστοιχα). Όπως 

αποδείχθηκε και [4, Θεώρηµα 2.10] η φασµατική ακτίνα ενός µη-αρνητικού και 

ανάγωγου πίνακα είναι µία πραγµατική θετική ιδιοτιµή αλγεβρικής πολλαπλότητας 

ίσης µε 1.  

 

Θεώρηµα 1.9 

Έστω A  ένας n n×  µη-αρνητικός ( 0A ≥ ) και ανάγωγος πίνακας. Τότε ισχύουν τα 

παρακάτω: 

i) ( )Aρ > 0. 

ii) ( )Aρ  είναι µια ιδιοτιµή του A . 

iii) Υπάρχει ένα θετικό διάνυσµα x  τέτοιο ώστε να ισχύει ( )Ax A xρ= , και 

iv) ( )Aρ  είναι µια αλγεβρικά (εποµένως και γεωµετρικά) απλή ιδιοτιµή του A . 
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Ορισµός  1.10 

Έστω A  ένας n n×  µη-αρνητικός ( 0A ≥ ) και ανάγωγος πίνακας. Αν ο πίνακας A  έχει 

µια µόνο ιδιοτιµή πάνω στην περιφέρεια του κυκλικού δίσκου, µε κέντρο (0,0) και 

ακτίνα ( )Aρ , ονοµάζεται αρχικός πίνακας (primitive). Σε αντίθετη περίπτωση, όπου 

υπάρχουν περισσότερες από µια ιδιοτιµές πάνω στην περιφέρεια του κυκλικού δίσκου, 

µε κέντρο (0,0) και ακτίνα ( )Aρ , ο πίνακας A  ονοµάζεται µη-αρχικός (imprimitive). 

 

 Η επόµενη πρόταση δίνει ικανές και αναγκαίες συνθήκες, σύµφωνα µε τις οποίες 

µπορούµε να εξετάσουµε αν ένας µη-αρνητικός πίνακας A  είναι αρχικός. Η µια 

συνθήκη εξαρτάται από ένα φυσικό αριθµό k  άγνωστο, και σχετίζεται µε την k −

δύναµη του πίνακα A , γνωστή εκ των προτέρων, η οποία εξαρτάται από το µέγεθος 

του πίνακα A . 

 

Θεώρηµα 1.11 

Έστω ένας n n×  µη-αρνητικός ( 0A ≥ ) και ανάγωγος πίνακας A . Τα επόµενα είναι 

ισοδύναµα: 

1. Ο A  είναι αρχικός πίνακας. 

2. kA  > 0, για κάποιο 1k ≥ . 

3. 
2 2 2n nA − +

 > 0. 
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1.2  Βασικές έννοιες για τις ακολουθίες-Ακολουθία Fibonacci 

1.2.1 Οι σηµαντικότεροι ορισµοί των ακολουθιών 

Ορισµός 1.12 

Ονοµάζουµε ακολουθία πραγµατικών αριθµών  οποιαδήποτε συνάρτηση  

:a →ℕ ℝ . 

∆ηλαδή, µια ακολουθία έχει πεδίο ορισµού το ℕ  και οι τιµές της είναι οποιοσδήποτε 

πραγµατικός αριθµός. Έτσι, µια ακολουθία είναι ένα άπειρο πλήθος πραγµατικών  

αριθµών, που προκύπτουν ως εικόνες της συνάρτησης ( )a n , για κάθε n∈ℕ , η δε 

αντίστοιχη τιµή ( )a n  της συνάρτησης συµβολίζεται ως na . Η εικόνα-τιµή της 

ακολουθίας ονοµάζεται και όρος της ακολουθίας. Επίσης, ο όρος 
1na +  χαρακτηρίζεται 

ως επόµενος όρος του na  και ο 1na −  προηγούµενος του na . Η ανεξάρτητη µεταβλητή n

, η οποία παίρνει ως τιµές το σύνολο των φυσικών αριθµών ℕ  ονοµάζεται δείκτης και 

δείχνει τη σειρά επιλογής των όρων της ακολουθίας. Στη συνέχεια  

Στη συνέχεια, όταν αναφερόµαστε σε µία ακολουθία αντί για :a →ℕ ℝ  θα 

σηµειώνουµε 

                                                     { }n n
a

∈N
 ή  { }

1,2,...n n
a

=
 ή για συντοµία { }na ,  

και θα γράφουµε   

                     ( )na a n= ,   για κάθε n∈ℕ , 

τον τύπο της ακολουθίας, ο οποίος ονοµάζεται γενικός όρος της ακολουθίας, όταν 

δίνεται µόνο ως συνάρτηση του n∈ℕ . 

 

Παράδειγµα 1.13 

Για τις ακολουθίες : 

i) { }n n
a

∈N
 µε γενικό όρο na n= , γράφουµε τους όρους της  1, 2,3, 4, , ,n… …  

ii) { }n n
a

∈N
 µε γενικό όρο 

1
na

n
= , γράφουµε τους όρους της 

1 1 1 1
1, , , , , ,

2 3 4 n
… …  

iii) { }n n
a

∈N
  µε  γενικό όρο 1na = , γράφουµε τους όρους της 1,1,1,1, ,1,… …  

iv) { }n n
a

∈N
 µε γενικό όρο na m n= − , και οποιονδήποτε m∈R , γράφουµε τους όρους 

της ακολουθίας 1, 2, 3, , ,m m m m n− − − −… …  
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Ορισµός 1.14 

Μια ακολουθία { }n n
a

∈N
 χαρακτηρίζεται αύξουσα, αν 1n na a+ ≥  για κάθε  n∈ℕ , 

γνησίως αύξουσα, αν 1n na a+ >  για κάθε n∈ℕ , φθίνουσα, αν 1n na a+ ≤  για κάθε n∈ℕ  

και γνησίως φθίνουσα, αν 
1n na a+ <  για κάθε n∈ℕ . Η { }n n

a
∈N

 χαρακτηρίζεται 

µονότονη, αν είναι αύξουσα ή φθίνουσα, και γνησίως µονότονη, αν είναι γνησίως 

αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα. Η { }n n
a

∈N
χαρακτηρίζεται σταθερή, αν όλοι οι όροι της 

είναι ίσοι µεταξύ τους, δηλαδή υπάρχει c ώστε { } { }, ,...na c c=  για κάθε n∈ℕ . 

 

Παράδειγµα 1.15 

i) Η ακολουθία { }n n
a

∈N
µε γενικό όρο 2

na n=  είναι γνησίως αύξουσα, επειδή για 

κάθε n∈ℕ  ισχύει  2 2

1 ( 1)n na n n a+ = + > = , το οποίο επαληθεύει τον Ορισµό 1.14. 

ii) Η ακολουθία { }n n
a

∈N
 µε γενικό όρο 

1
na

n
=  είναι γνησίως φθίνουσα, επειδή για 

κάθε n∈ℕ  
1

1 1

1
n na a

n n
+ = < =

+
, επαληθεύoντας τον Ορισµό 1.14.  

 

Ορισµός 1.16 

Λέµε ότι η ακολουθία { }n n
a

∈N
 συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό a  ή ότι η { }n n

a
∈N

 

τείνει στον a  ή ότι ο a   είναι το όριο της { }n n
a

∈N
, αν  

για κάθε 0ε > , υπάρχει 0n ∈ℕ   ώστε να ισχύει na a ε− < , για κάθε n∈ℕ , 0n n≥ . 

Το ότι η ακολουθία { }n n
a

∈N
συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό a συµβολίζεται µε  

    lim n
n

a a
→∞

=     ή     na a→ ,  όταν n→∞  . 

Αν η ακολουθία { }n n
a

∈N
 δεν συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό ή όταν το όριό της είναι 

κάποιο άπειρο ( )±∞ , τότε λέµε ότι η { }n n
a

∈N
 αποκλίνει . 

 

Παράδειγµα 1.17 

Η ακολουθία  { }n n
a

∈N
 µε γενικό όρο 

1
na

n
=  συγκλίνει στο 0. 

Απόδειξη : Για κάθε 0ε >  έχουµε 
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11
0na a

nn
ε− = = <− . 

Οπότε αρκεί να υπάρχει φυσικός αριθµός 
0n  τέτοιος ώστε 

0n n≥  . Προφανώς  
1

n
ε<  

για κάθε 
1

n
ε

>  , οπότε θεωρούµε κάθε φυσικό αριθµό 
0n  µε 

0

1
n

ε
>  , µε αποτέλεσµα 

κάθε δείκτης 0n n>  είναι µεγαλύτερος του 
1

ε
 . Συνεπώς ικανοποιούνται οι απαιτήσεις 

του Ορισµού 1.16, άρα η ακολουθία { }n n
a

∈N
 µε γενικό όρο 

1
na

n
=  συγκλίνει στο 0.                                                                                                             

□ 

 

 

1.2.2 Ορισµός ακολουθίας Fibonacci  

 Έστω µία ακολουθία  µε όρους  1,1,2,3,5,8,13,21,…. 

Παρατηρούµε ότι κάθε όρος της παραπάνω ακολουθίας προκύπτει ως άθροισµα των 

ακριβώς δύο προηγούµενων όρων της. Αυτό µπορούµε να το σηµειώσουµε ως εξής 

       1 2n n nf f f− −= + , για κάθε 2n ≥ , και µε αρχικές συνθήκες 1 2 1f f= = .         (1.2.1) 

  Από την (1.2.1), για 2n =  µπορούµε να βρούµε τον επόµενο όρο 
3f  από τους δύο 

προηγούµενούς του,  

3 2 1 1 1 2f f f= + = + = , 

για 3n =  µπορούµε να βρούµε τον επόµενο όρο 4f  από τους δύο προηγούµενούς του,  

4 3 2 3f f f= + =  κτλ. 

 Σε τέτοιες περιπτώσεις ακολουθιών, όπου δεν δίνεται ο γενικός όρος της 

ακολουθίας λέµε ότι η ακολουθία ορίζεται από έναν αναδροµικό τύπο και για να 

υπολογιστούν οι όροι της απαιτούνται οι τιµές κάποιων αρχικών όρων, οι οποίες 

ονοµάζονται  αρχικές συνθήκες. Χρειάζεται να παρατηρήσουµε ότι στην (1.2.1) και 

στον αναδροµικό τύπο 1 2n n nf f f− −= + , για διαφορετικές αρχικές συνθήκες προκύπτουν 

διαφορετικές τιµές της ακολουθίας.  

Για παράδειγµα, αν 1 2f =  και 2 1f =  έχουµε την ακολουθία 2,1,3,4,7,11,18,29,... .  

 Η ακολουθία που υπολογίζεται από την (1.2.1) αποτελεί µια από τις πιο δηµοφιλείς 

ακολουθίες παγκοσµίως, η οποία ονοµάζεται ακολουθία Fibonacci και συµβολίζεται 
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ως { }n n
f

∈N
 από το δηµιουργό της (Leonard Pisano Fibonacci). Η ακολουθία Fibonacci 

από την (1.2.1) έχει όρους  

                                             1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,...                            (1.2.2) 

Η σπουδαιότητα της έγκειται στη γεωµετρική ερµηνεία και στην ύπαρξη διαφόρων 

µαθηµατικών τύπων. 

 

 

1.2.3 Γεωµετρική ερµηνεία της ακολουθίας Fibonacci 

 Υψώνουµε στο τετράγωνο τους όρους της ακολουθίας στην (1.2.2), οπότε 

προκύπτει :  

1   1   2  3   5    8    13    21     34      55      89     144 

1   1   4  9  25  64  169  441  1156  3025  7921  20736…..  

 

 Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τα παραπάνω αποτελέσµατα κατασκευάζουµε τον 

Πίνακα 1 ως ακολούθως. 

 

Πίνακας  1: Άθροισµα τετραγώνων των όρων της ακολουθίας-Γινόµενο των δύο 

τελευταίων όρων 

      Άθροισµα τιµών τετραγώνων                       Fibonacci  

1                            1x1 

1+1=2                            1x2 

1+1+4 = 6                            2x3 

1+1+4+9=15                            3x5 

1+1+4+9+25=40                            5x8 

1+1+4+9+25+64=104                            8x13 

1+1+4+9+25+64+169=273                           13x21 

1+1+4+9+25+64+169+441=714                           21x34 

1+1+4+9+25+64+441+1156=1870                           34x55 

1+1+4+9+25+64+441+1156+3025=4895                           55x89 

1+1+4+9+25+64+441+1156+3025+7921 =12816                           89x144 

 Η σχέση των τετραγώνων της ακολουθίας εξηγείται ως εξής : προσθέτοντας τις 

τιµές των τετραγώνων, για παράδειγµα, 1+1+4 = 6, το αποτέλεσµα δεν σχετίζεται µε τις 



τιµές της ακολουθίας, αλλά  το γινόµενο των τιµών της 

του αθροίσµατος των τετραγώνων (6=2

  Έτσι, αν δηµιουργήσουµε τετράγωνα µε εµβαδόν των αντίστοιχων τιµών της 

ακολουθίας θα έχουµε το αντίστοιχο γεωµετρικό σχήµα γνωστό και ως 

(βλέπε Σχήµα 1) .   

Σχήµα 1:  

 

Από το Σχήµα 1, το συνολικό εµβαδόν ισούται µε το άθροισµα των τιµών των  

τετραγώνων  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 3 5 8 13 21 34 55 8E = + + + + + + + + + + + =

(89 144)× . 

 Η χρυσή σπείρα, δεν αποτελεί µόνο ένα αξιοπερίεργο µαθηµατικό φαινόµενο αλλά 

έχει την αίσθηση του ωραίου και της αρµονίας καθώς συναντάται σχεδόν

φύση, ξεκινώντας  από ένα απλό πετάλι ενός φυτού

ενός ολόκληρου γαλαξία, (βλέπε, 

ακολουθία Fibonacci.    

τιµές της ακολουθίας, αλλά  το γινόµενο των τιµών της ακολουθίας µας δίνει τις τιµές 

του αθροίσµατος των τετραγώνων (6=2x3). 

αν δηµιουργήσουµε τετράγωνα µε εµβαδόν των αντίστοιχων τιµών της 

ακολουθίας θα έχουµε το αντίστοιχο γεωµετρικό σχήµα γνωστό και ως χρυσή σπείρα

1:   Χρυσή σπείρα (Golden Ratio) 

, το συνολικό εµβαδόν ισούται µε το άθροισµα των τιµών των  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 114= + + + + + + + + + + + =

δεν αποτελεί µόνο ένα αξιοπερίεργο µαθηµατικό φαινόµενο αλλά 

την αίσθηση του ωραίου και της αρµονίας καθώς συναντάται σχεδόν παντού στη 

εκινώντας  από ένα απλό πετάλι ενός φυτού, (βλέπε, Σχήµα 2) µέχρι το σχήµα 

βλέπε, Σχήµα 3), το κοινό σηµείο αναφοράς τους είναι η 

 

Σχήµα 2 
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ακολουθίας µας δίνει τις τιµές 

αν δηµιουργήσουµε τετράγωνα µε εµβαδόν των αντίστοιχων τιµών της 

χρυσή σπείρα, 

 

, το συνολικό εµβαδόν ισούται µε το άθροισµα των τιµών των  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 128169 114= + + + + + + + + + + + =  

δεν αποτελεί µόνο ένα αξιοπερίεργο µαθηµατικό φαινόµενο αλλά 

παντού στη 

µέχρι το σχήµα 

, το κοινό σηµείο αναφοράς τους είναι η 



1.2.4 Πρόβληµα των κουνελιών

 Στο βιβλίο του Fibonacci,

προβλήµατα συµπεριλαµβανοµένου και του κλασσικού προβλήµατος µε τα κουνέλια.

Έστω ότι έχουµε 2 νεογέννητα κουνέλια, ένα 

αριθµό των κουνελιών που θα παραχθούν κατά την διάρκεια ενός χρόνου αν :

1) Κάθε ζευγάρι χρειάζεται ένα µήνα για να γίνει ώριµο ζευγάρι.

2) Κάθε ζευγάρι παράγει ένα ζευγάρι κάθε µήνα, από το δεύτερο µήνα και µετά.

3) Κανένα ζευγάρι δεν πεθαίνει στη διάρκεια ενός έτους.

 

 Επιπλέον για ευκολία, υποθέτουµε το πρώτο ζευγάρι των κουνελιών γεννήθηκε 

στις 1
η
 Ιανουαρίου. Θα χρειαστεί ένα µήνα για να γίνει ώριµο ζευγάρι, και έτσι θα 

υπάρξει µόνο ένα ζευγάρι στις 1

παλαιό και θα παράξουν ένα καινούριο ζευγάρι και θα έχουµε σύνολο δύο ζευγάρια. 

Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, θα υπάρξουν τρία ζευγάρια στις 1

ζευγάρια  στις 1
η
 Μάιου κτλ. Στον Πίνακα 2, βλέπουµε το σύνολο 

προκύπτουν. 

 

Πίνακας 2: Σύνολο ζευγαριών που προκύπτουν κατά τους µήνες

Αριθµός 

ζευγαριών 

Ιαν Φευ 

Αποτελέσµατα 0 1 

Μωρά 1 0 

Σύνολο 1 1 

                                                     

 

Σχήµα 3 

 

 

Πρόβληµα των κουνελιών 

, Liber Abaci (βλέπε, Παράρτηµα Α), περιέχει

συµπεριλαµβανοµένου και του κλασσικού προβλήµατος µε τα κουνέλια.

Έστω ότι έχουµε 2 νεογέννητα κουνέλια, ένα αρσενικό και ένα θηλυκό. Θα βρούµε τον 

αριθµό των κουνελιών που θα παραχθούν κατά την διάρκεια ενός χρόνου αν : 

Κάθε ζευγάρι χρειάζεται ένα µήνα για να γίνει ώριµο ζευγάρι. 

Κάθε ζευγάρι παράγει ένα ζευγάρι κάθε µήνα, από το δεύτερο µήνα και µετά.

υγάρι δεν πεθαίνει στη διάρκεια ενός έτους.  

Επιπλέον για ευκολία, υποθέτουµε το πρώτο ζευγάρι των κουνελιών γεννήθηκε 

Ιανουαρίου. Θα χρειαστεί ένα µήνα για να γίνει ώριµο ζευγάρι, και έτσι θα 

υπάρξει µόνο ένα ζευγάρι στις 1
η
 Φεβρουαρίου. Στις 1

η
 Μαρτίου, θα είναι δύο µήνες 

παλαιό και θα παράξουν ένα καινούριο ζευγάρι και θα έχουµε σύνολο δύο ζευγάρια. 

Συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο, θα υπάρξουν τρία ζευγάρια στις 1
η
 Απριλίου,  πέντε 

Μάιου κτλ. Στον Πίνακα 2, βλέπουµε το σύνολο των ζευγαριών που 

Πίνακας 2: Σύνολο ζευγαριών που προκύπτουν κατά τους µήνες 

 Μαρ Απρ Μαϊ Ιουν Ιουλ 

1 2 3 5 8 

1 1 2 3 5 

2 3 5 8 13 
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έχει διάφορα 

συµπεριλαµβανοµένου και του κλασσικού προβλήµατος µε τα κουνέλια. 

αρσενικό και ένα θηλυκό. Θα βρούµε τον 

 

Κάθε ζευγάρι παράγει ένα ζευγάρι κάθε µήνα, από το δεύτερο µήνα και µετά. 

Επιπλέον για ευκολία, υποθέτουµε το πρώτο ζευγάρι των κουνελιών γεννήθηκε 

Ιανουαρίου. Θα χρειαστεί ένα µήνα για να γίνει ώριµο ζευγάρι, και έτσι θα 

Μαρτίου, θα είναι δύο µήνες 

παλαιό και θα παράξουν ένα καινούριο ζευγάρι και θα έχουµε σύνολο δύο ζευγάρια. 

Απριλίου,  πέντε 

των ζευγαριών που 

Αυγ 

13 

8 

21 



 

1.2.5 Μαθηµατικοί τύποι 

 Πέρα από την γεωµετρική αναπαράσταση της ακολουθίας ,έχουµε διάφορες 

µαθηµατικές εφαρµογές στις οποίες συναντάµε τις τιµές της ακολουθίας.

 Από παλιά, αρχαίοι πολιτισµοί χρησιµοποιούσαν τη σχηµατική αναπαράσταση 

αριθµών για την επίλυση διάφορων προβληµάτων καθώς και 

αριθµητικών πράξεών τους. Για παράδειγµα

αριθµητικά τετράγωνα ή τρίγωνα

αριθµοί όπως,  

µπορούν να αναπαρασταθούν µε µορφή τριγώνων

4). 

                                          . 

Σχήµα 4: 

 

 

Ορισµός 1.18 

 Έστω ,k m  µη-αρνητικοί ακέραιοι αριθµοί. Για 

n

k

 
 
 

 ορίζεται από τη σχέση 

        

όπου ! 1 2 3n n= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅… , µε 0! 1! 1= =

Επίσης, ο διωνυµικός συντελεστής στη βιβλιογραφία συµβοίζεται και ως 

nCk . 

  

Για παράδειγµα, όταν 5n =  και 

                       

Επιπλέον  για 0k = , έχουµε  

Πέρα από την γεωµετρική αναπαράσταση της ακολουθίας ,έχουµε διάφορες 

µαθηµατικές εφαρµογές στις οποίες συναντάµε τις τιµές της ακολουθίας. 

Από παλιά, αρχαίοι πολιτισµοί χρησιµοποιούσαν τη σχηµατική αναπαράσταση 

αριθµών για την επίλυση διάφορων προβληµάτων καθώς και για τον υπολογισµό 

αριθµητικών πράξεών τους. Για παράδειγµα, οι Πυθαγόρειοι χρησιµοποιούσαν 

τρίγωνα για την αναπαράσταση διαφόρων αριθµών. Έτσι

1,3,6,10,16, 21  

µπορούν να αναπαρασταθούν µε µορφή τριγώνων  (τριγωνικοί αριθµοί, βλέπε Σχήµα 

 

Σχήµα 4: Τρίγωνα και τριγωνικοί αριθµοί 

αρνητικοί ακέραιοι αριθµοί. Για k n≤ , ο διωνυµκός συντελεστής 

   
( )

!

! !

n n

k k n k

 
=  − 

 ,                                            

0! 1! 1= =  .  

Επίσης, ο διωνυµικός συντελεστής στη βιβλιογραφία συµβοίζεται και ως ( , )C n k

5 και 3k =  από την (1.2.3) έχουµε: 

              
( )

5 5! 5 4 3 2 1
10

3 3! 5 3 ! 3 2 1 2 1

  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = =  − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

.   
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Πέρα από την γεωµετρική αναπαράσταση της ακολουθίας ,έχουµε διάφορες 

Από παλιά, αρχαίοι πολιτισµοί χρησιµοποιούσαν τη σχηµατική αναπαράσταση 

τον υπολογισµό 

υθαγόρειοι χρησιµοποιούσαν 

ν αναπαράσταση διαφόρων αριθµών. Έτσι, 

(τριγωνικοί αριθµοί, βλέπε Σχήµα 

, ο διωνυµκός συντελεστής 

                   (1.2.3) 

( , )C n k   και 
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( )

! !
1

0 0! 0 ! 1 !

n n n

n n

 
= = =  − ⋅ 

. 

Ακόµη για k n=  προκύπτει  

     
( )

! !
1

! ! 0! !

n n n

n n n n n

 
= = =  − ⋅ 

 .   

 

 Ο διωνυµικός συντελεστής 
n

k

 
 
 

, όπου 0 k n≤ ≤ , µπορεί να πάρει µορφή τριγώνου, 

το οποίο ονοµάζεται τρίγωνο του Pascal  (βλέπε, Σχήµα 5 και Σχήµα 6). 

 

                                                                  1                                         0
η
  γραµµή 

                                                             1         1                                   1
η 

 γραµµή 

                                                        1         2        1                              2
η 

 γραµµή 

                                                  1         3          3        1                        3
η
  γραµµή 

                                              1       4         6         4        1                    4
η
  γραµµή 

                                         1       5       10        10        5         1             5
η
  γραµµή          

                                     1        6       15      20      15       6         1          6
η
  γραµµή 

                                                       

                                                  Σχήµα 5: Τρίγωνο Pascal 

 

 

Το τρίγωνο Pascal περιλαµβάνει διάφορες ενδιαφέρουσες ιδιότητες: 

• Κάθε γραµµή ξεκινάει και τελειώνει σε 1. 

• Το τρίγωνο Pascal είναι συµµετρικό ανάµεσα στη γραµµή που περνάει από την 

µέση. 

• Κάθε εσωτερικός αριθµός σε κάθε γραµµή είναι το άθροισµα των ακριβώς 

αριστερά και δεξιά αριθµών της προηγούµενης γραµµής. 

• Το άθροισµα των αριθµών οποιασδήποτε γραµµής είναι δύναµη του 2. 
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Σχήµα 6: Τρίγωνο Pascal 

 

 

 Θεώρηµα 1.19  [11, ∆ιωνυµικό θεώρηµα] 

Έστω x   και y  πραγµατικοί αριθµοί και 0n ≥ . Τότε  

                                               
0

( )
k

n k r r

r

n
x y x y

r

−

=

 
+ =  

 
∑  .                                        (1.2.4) 

(α + β)
ο
  =               1                 

(α + β)
1 

 =            1α +  1β             

(α + β)
2
  =         1α

2
  +  2αβ  +  1β

2
           

(α + β)
3
  =      1α

3
  +  3α

2
β  +  3αβ

2
  +  1β

3
        

(α + β)
4
  =   1α

4
  +  4α

3
β +  6α

2
β

2
 +  4αβ

3
 +  1β

4
    

(α + β)
5 

 = 1α
5
  +  5α

4
β +  10α

3
β

2
 +  10α

2
β

3
 +  5αβ

4
 +  1β

5
 

 Σχήµα 7: Οι συντελεστές του Θεωρήµατος 1.19 είναι όροι της ακολουθίας Fibonacci 

 Επιπλέον η ακολουθία Fibonacci εµφανίζεται στο τρίγωνο του Pascal ως 

αθροίσµατα στοιχείων µε  λίγη περισσότερη σχετική  κλίση (βλέπε, Σχήµα 7).  
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1
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2
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Θεώρηµα 1.20  [11, Τύπος του 

                                                                

όπου 
2

n 
 
 

 είναι το κάτω ακέραιο µέρος της διαίρεσης του 

 

Παράδειγµα 1.21 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο (1.2.5) του Θεωρήµατος 1.20, µπορούµε να υπολογίσουµε:

1

3

0

2 2 1
1 1 2

0 1i

i
f

i=

−     
= = + = + =     

     
∑

1

4

0

3 3 2
1 2 3

0 1i

i
f

i=

−     
= = + = + =     

     
∑

2

6

0

5 5 4 3

0 1 2i

i
f

i=

−       
= = + + = + + =       

       
∑

 

1.2.6  Γνωστές ακολουθίες 

 Όπως αναφέρθηκε στην Π

τον ακόλουθο αναδροµικό τύπο 

ακολουθία Fibonacci, υπάρχουν διάφορες 

θα ασχοληθούµε µε τις ακολουθίες, που είναι γνωστές µε το όνοµα 

Tetranacci, Padovan, Lucas και

παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.

 Από τον Πίνακα 3, παρατηρούµε ότι κάθε ακολουθία µπορεί να διαφέρει στον 

τύπο της από τις υπόλοιπες, καθώς και στις αρχικές συνθήκες.

 

                                                     Σχήµα 8 

[11, Τύπος του Lucas] 

                                                                
/2

1

0

n

n

i

n i
f

i

  

+
=

− 
=  

 
∑   ,  0n ≥ ,                    (1.2.5)

είναι το κάτω ακέραιο µέρος της διαίρεσης του n  δια 2. 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο (1.2.5) του Θεωρήµατος 1.20, µπορούµε να υπολογίσουµε:

1 1 2= = + = + =  

1 2 3= = + = + =   

5 5 4 3
1 4 3 8

0 1 2

       
= = + + = + + =       

       
  

στην Παράγραφο 1.2.2, η ακολουθία Fibonacci ορίζεται από 

ό τύπο 1 2n n nf f f− −= + , για 1 2 1f f= = . Ωστόσο εκτός από την 

υπάρχουν διάφορες ακολουθίες  µε παρόµοιες ιδιότητες.  Εµείς 

θα ασχοληθούµε µε τις ακολουθίες, που είναι γνωστές µε το όνοµα Tribonacci

και Perrin, [1, 2, 10, 12, 17, 20, 21, 22], οι οποίες 

παρουσιάζονται στον Πίνακα 3. 

παρατηρούµε ότι κάθε ακολουθία µπορεί να διαφέρει στον 

καθώς και στις αρχικές συνθήκες. Για παράδειγµα

21 

,                    (1.2.5) 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο (1.2.5) του Θεωρήµατος 1.20, µπορούµε να υπολογίσουµε: 

ορίζεται από 

εκτός από την 

ακολουθίες  µε παρόµοιες ιδιότητες.  Εµείς 

Tribonacci,    

, οι οποίες 

παρατηρούµε ότι κάθε ακολουθία µπορεί να διαφέρει στον 

Για παράδειγµα, η Lucas 
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µε τη Fibonacci έχουν ακριβώς ίδιο αναδροµικό τύπο 1 2n na a− −+ , αλλά διαφορετικές 

αρχικές συνθήκες.   

                           

Πίνακας 3: Γνωστές ακολουθίες 

   Όνοµα         Όροι   Αναδροµικός Τύπος     Αρχικές   

   Συνθήκες 

Tribonacci 

 

 1,1, 2.4.7.13, 24, 44,...   
-1 -2 -3n n n nf f f f= + +  , 4n ≥   

1 2 31, 2f f f= = =   

Tetranacci 

 

1,1, 2, 4,8,15, 29,56,...   
-1 -2 -3 -4n n n n nf f f f f= + + +  ,  

5n ≥  

1 2 31, 2f f f= = =  , 

4 4f =   

Padovan 

 

1,0,0,1,0,1,1,1, 2, 2,3, 4,...

  
-2 -3n n na a a= +  , 5n ≥  

1 2 31, 0a a a= = =  

 Lucas 

 

2,1,3, 4,7,11,18, 29,...   
-1 -2n n nl l l= +  , 3n ≥  1 2= 2, = 1ℓ ℓ  

Perrin 

 

3,0, 2,3, 2,5,5,7,10,...   
-2 -3n n np p p= +  , 4n ≥  1 2 3= 3, = 0, = 2 p p p

 

Fibonacci 1,1, 2,3,5,8,13, 21,34,...   1 2n n nf f f− −= +
 , 

3n ≥
 1 2 1f f= =

  

  

 

  Αντίστοιχα, η ακολουθία Padovan και η ακολουθία Perrin έχουν ίδιο τύπο 

-2 -3n n na a a= + , αλλά διαφορετικές αρχικές συνθήκες, (Πίνακας 3). Επίσης η ακολουθία 

Perrin µε την ακολουθία Lucas είναι διαφορετικές στο βήµα, δηλαδή, πόσα βήµατα 

πίσω πάµε για να προσθέσουµε τους όρους της ακολουθίας.  

 Στην παρούσα πτυχιακή εργασία θα ασχοληθούµε µε ακολουθίες µε παρόµοιες 

ιδιότητες, όπως των προαναφερθέντων ακολουθιών. Για παράδειγµα, µια ακολουθία µε 

τύπο -1 -2 -3n n n nf f f f= + + ,  η οποία µοιάζει µε την ακολουθία Tribonacci, έχει όµως 

διαφορετικές αρχικές συνθήκες. Επίσης, θα παρουσιάσουµε ένα γενικό όρο 

υπολογισµού ακολουθιών Fibonacci, οι οποίες προκύπτουν από το άθροισµα k − όρων 

µετά από m−  όρους και θα µελετήσουµε αυτές τις ακολουθίες µε τη βοήθεια 

κατάλληλων πινάκων.  
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Κεφάλαιο 2 

 

Ακολουθία Fibonacci  µε άθροισµα  k – όρων  

 

 

Στο παρόν κεφάλαιο δίνεται ο αναδροµικός ορισµός της ακολουθίας Fibonacci, της 

οποίας κάθε όρος της προκύπτει από το άθροισµα k  διαδοχικών όρων της ακολουθίας, 

για κάθε φυσικό αριθµό k , και ορίζεται ο αντίστοιχος πίνακας Fibonacci, kQ , µε τη 

βοήθεια του οποίου κάθε όρος της ακολουθίας σχετίζεται µε αυτόν τον πίνακα. 

Αποδεικνύεται ότι ο αναδροµικός τύπος της ακολουθίας Fibonacci δίνεται από 

«κλειστό τύπο», ο οποίος συνδέεται µε όλες τις ιδιοτιµές του αντίστοιχου πίνακα 

Fibonacci 
kQ .  Χαρακτηριστικές οριακές ιδιότητες των όρων της ακολουθίας 

συνδέονται µε τις ιδιοτιµές του πίνακα kQ . H n -οστή δύναµη του πίνακα kQ  

υπολογίζεται ως συνάρτηση κατάλληλων όρων της ακολουθίας Fibonacci. 

  

 

2.1  Ακολουθία και πίνακας Fibonacci αθροίσµατος k-όρων 

2.1.1 Ακολουθία Fibonacci αθροίσµατος k-όρων 

Ορισµός 2.1 

Έστω ένας φυσικός αριθµός k , µε 1, 2,3,k = …  . Ορίζουµε ως ακολουθία Fibonacci 

αθροίσµατος k -όρων την ακολουθία αριθµών, που ο n− οστός δίνεται από την 

ακόλουθη αναδροµική σχέση : 

       
1

-1 -2 -( -1) - -

k

j

n n n n k n k n j
f f f f f f

=

= + + + + =∑⋯  , για κάθε  1n k≥ +              (2.1.1) 

µε αρχικές συνθήκες   

    
1 2

1
k

f f f= = = =⋯ .                                                        (2.1.2)     

Η ακολουθία των παραπάνω αριθµών Fibonacci συµβολίζεται µε  
( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …
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Παρατήρηση 2.2 

i) Από τις σχέσεις (2.1.1), (2.1.2) παρατηρούµε ότι όλοι οι όροι της ακολουθίας είναι 

θετικοί ακέραιοι αριθµοί, δηλαδή είναι φυσικοί αριθµοί. 

ii) Για 1k =  από τις σχέσεις (2.1.1), (2.1.2) είναι φανερό ότι όλοι οι όροι της 

ακολουθίας είναι ίσοι µε τη µονάδα, πρόκειται για σταθερή ακολουθία και δεν έχει κάτι 

το ιδιαίτερο, οπότε από εδώ και στο εξής εξετάζεται η περίπτωση, όπου 2k ≥ . 

iii) Η ακολουθία 
( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

 που ορίστηκε στον Ορισµό 2.1.1 για τις διάφορες τιµές 

του k  µε 2k ≥ , παράγει ακολουθίες σαν αυτές που αναφέρθηκαν στο Κεφάλαιο 1,  

(βλέπε, Πίνακα 3). Συγκεκριµένα,  

• για 2k =  , από τη (2.1.1) και (2.1.2) προκύπτει η ακολουθία Fibonacci, 

1,1,2,3,5,8,13,… 

• για 3k = , από τη (2.1.1) και (2.1.2) προκύπτει η ακολουθία 1,1,1,3,5,9,17,31,..., 

που είναι παρόµοια µε την Tribonacci, (βλέπε, Πίνακα 3). 

• για 4k = , από τη (2.1.1) και (2.1.2) προκύπτει η ακολουθία 

1,1,1,1,4,7,13,25,49,…, που είναι παρόµοια µε την Tetranacci, (βλέπε, Πίνακα 

3). 

 

 

2.1.2 Σχέση πινάκων και όρων της ακολουθίας Fibonacci  

Για τους φυσικούς αριθµούς ,k n  µε 2k ≥  και 1n k≥ + , από τη (2.1.1) και (2.1.2) 

µπορούµε να ορίσουµε το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα : 

                 
1 2 ( 1)n n n n k n kf f f f f− − − − −= + + + +⋯    

                 11 nnf f −− =   

          2 2n nf f− −=   

         3 3n nf f− −=   

                        ⋮   

               
( 1) ( 1)n k n kf f− − − −=   

 Έτσι, όπως και στην [1], χρησιµοποιώντας τον 1k ×  πίνακα-στήλη µε στοιχεία τους 

k − όρους της ακολουθίας Fibonacci, το παραπάνω γραµµικό σύστηµα µπορεί να 

γραφεί µε τη µορφή πινάκων ως ακολούθως: 
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1

1 2

( 2) ( 1)

( 1)

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1 0

n n

n n

n k n k

n k n k

f f

f f

f f

f f

−

− −

− − − −

− − −

    
    
    
    =
    
    
        

⋯

⋯

⋮ ⋮

⋮ ⋱ ⋮

⋯

             (2.1.3) 

 

Από τη (2.1.3) µπορούµε να καταλήξουµε στον επόµενο ορισµό, ο οποίος έχει 

παρουσιασθεί  [1, 7, 9, 10, 11] και µερικές χαρακτηριστικές ιδιότητες του πίνακα που 

ορίζεται στον ορισµό έχουν µελετηθεί. 

 

Ορισµός 2.3 

Ο k k×  πίνακας των συντελεστών του γραµµικού συστήµατος στη (2.1.3) είναι ένας 

σύνθετος πίνακας  

                       
1

1 2

1 1 1

1 0 0
1

0 1 0

0 0 1 0

k

k

Q
Q

I Q−

 
 
  
 = = 
  
 
  

⋯

⋯
ɶ

ɶ
⋮ ⋱ ⋮

⋯

,                     (2.1.4) 

όπου  1Qɶ   είναι ο 1 ( 1)k× −  πίνακας-γραµµή µε όλα τα στοιχεία του να είναι ίσα µε το 

1, 1kI −  είναι ο ( 1) ( 1)k k− × −  µοναδιαίος πίνακας και 2Qɶ  είναι το  διάνυσµα-πίνακας-

στήλη ( 1) 1k − ×  µε τα στοιχεία του να είναι όλα ίσα µε το µηδέν. Στη συνέχεια, ο k k×  

σύνθετος πίνακας kQ  ονοµάζεται k −Fibonacci πίνακας. 

 

Παρατήρηση 2.4 

Γνωστές ακολουθίες που αναφέρθηκαν στο (iii) της Παρατήρησης 2.2 µπορούν να 

αναπαρασταθούν και να µελετηθούν µέσω του αντίστοιχου k − Fibonacci πίνακα, όπως 

αυτός κατασκευάζεται από τη (2.1.4), για τις διάφορες τιµές του k : 

i) για 2k =  , η ακολουθία Fibonacci στο (iii) της Παρατήρησης 2.2 έχει αντίστοιχο 

πίνακα τον 2

1 1

1 0
Q

 
 
 

=  . 
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ii) για 3k =  , η ακολουθία 
(3)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

 στο (iii) της Παρατήρησης 2.2 έχει 

αντίστοιχο πίνακα τον 
3

1 1 1

1 0 0

0 1 0

Q

 
 =  
  

 . 

iii) για 4k =  , η ακολουθία 
(4)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

 στο (iii) της Παρατήρησης 2.2 έχει 

αντίστοιχο πίνακα τον 4

1 1 1 1

1 0 0 0
.

0 1 0 0

0 0 1 0

Q

 
 
 =
 
 
    

 

 

 

Πρόταση 2.5   

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ( )
kQχ λ  του πίνακα kQ ,  δίνεται από τον τύπο : 

                           
1

1

0 1 1

( )
kQ

k k k
k i k i k k i

i i i

χ λ λ λ λ λ λ λ
−

− −

= = =

= − = − = −∑ ∑ ∑                   (2.1.5) 

Απόδειξη : 

Η απόδειξη της (2.1.5) βασίζεται στη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής ως προς k .  

Αρχικά από τη (2.1.4) και για 2k =  υπολογίζουµε ότι ο αντίστοιχος πίνακας Fibonacci 

είναι 2

1 1

1 0
Q

 
 
 

= . Από την (1.1.5)  υπολογίζουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο 

του 2Q  είναι 
2

2
2 2 2

1

( ) 1Q

i

i

χ λ λ λ λ λ −

=

= − − = −∑ , το οποίο επαληθεύει τη (2.1.5) για 

2k = . 

Θεωρούµε ότι η (2.1.5) ισχύει για κάποιο k  (υπόθεση της επαγωγής), δηλαδή ότι ισχύει 

η ισότητα: 

1
1

0 1 1

( )
kQ

k k k
k i k i k k i

i i i

χ λ λ λ λ λ λ λ
−

− −

= = =

= − = − = −∑ ∑ ∑ . 

Θα αποδείξουµε ότι η (2.1.5) ισχύει και για 1k + . Χρησιµοποιώντας την (1.1.5) για τον 

πίνακα 1kQ +  την παραπάνω υπόθεση της επαγωγής και αναπτύσσοντας την ορίζουσα 

του πίνακα 1 1k kI Qλ + +−  ως προς την ( 1)k + −στήλη µπορούµε να γράψουµε : 
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1 1 1

2 2( 1)

3 1 1

1 1

]

1 1 1 1

1 0

0( ) det[ det

0 0

0 10

1 0 0

0 1 0

0 1( 1) ( 1)det ( 1) det[ ]

0 10 0

( 1) ( 1) ( ) 1

kQ k k

k k
k k

k k
k k k k i k k i

i i

I Q

I Q

λ
λ

χ λ λ

λ

λ
λ

λ λ
λ

λ λ λ λ λ

λ

+ + +

+ +

+ − + + −

= =

 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
  

=

− − − −
−

= − =

−

−
−

−= − − + − −

−

= − − + − = − −∑ ∑

⋯

⋱ ⋱ ⋮

⋮

⋯

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱

⋯

1
1 1

1

.
k

k k i

i

λ
+

+ + −

=

−∑

  

Συνεπώς η (2.1.5) ισχύει και για 1k + , άρα ισχύει για κάθε φυσικό αριθµό k , που 

σηµαίνει ότι η απόδειξη της (2.1.5) ολοκληρώθηκε.                                                     □ 

 

2.1.3 Ιδιότητες των ιδιοτιµών του k −Fibonacci πίνακα 
kQ  

Στον Ορισµό 1.6 και στην (1.1.3) ορίστηκε η φασµατική ακτίνα ενός τετραγωνικού 

πίνακα, η οποία σχετίζεται µε το µέτρο των ιδιοτιµών του πίνακα. Για τη φασµατική 

ακτίνα ( )kQρ  του k − Fibonacci πίνακα kQ , µπορούµε να υπολογίσουµε ένα άνω και 

ένα κάτω φράγµα της αξιοποιώντας την πληροφορία ότι ο πίνακας είναι µη αρνητικός, 

χωρίς να τον υπολογισµό των ιδιοτιµών του. Αν συµβολίσουµε µε 
ijq  το ij -στοιχείο 

του k − Fibonacci πίνακα kQ , επειδή οι τιµές του πίνακα είναι 0 ή 1, εφαρµόζοντας την 

(1.1.6) και (1.1.7) του Θεωρήµατος 1.8 έχουµε, αντίστοιχα 

1 1
1 1

1 min{ } ( ) max{ }
k k

i j k i j
i n i n

j j

q Q q kρ
≤ ≤ ≤ ≤

= =

= ≤ ≤ =∑ ∑ , 

και 

1 1
1 1

1 min{ } ( ) max{ } 2
k k

i j k i j
j n j n

i i

q Q qρ
≤ ≤ ≤ ≤

= =

= ≤ ≤ =∑ ∑ , 

από όπου συνυπολογίζοντας ότι 2k ≥  καταλήγουµε  

                               1 ( ) 2.kQρ≤ ≤
                

                       (2.1.6) 
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Επιπλέον µπορούµε να αποδείξουµε ότι kQ  είναι ανάγωγος πίνακας, (βλέπε, Ορισµό 

1.4 και Πρόταση 1.5),  επειδή εύκολα επαληθεύεται ότι ισχύει η (1.1.1),  δηλαδή,                     

                                                              ( ) 1
0

k

k kI Q
−

+ > .                                       (2.1.7) 

Συνδυάζοντας την αναγωγιµότητα του kQ  από τη (2.1.7) µε [13, Theorem 7] και την 

(2.1.6)  συµπεραίνουµε 

                                                                 1 ( ) 2.kQρ< <                                       (2.1.8) 

Επίσης, από τη (2.1.5) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο σταθερός όρος του 

χαρακτηριστικού πολυωνύµου του k − Fibonacci πίνακα kQ  είναι 1−  και  

εφαρµόζοντας το (ii) της Πρότασης 1.7 καταλήγουµε  

                                                       1det ( 1) ( 1) ( 1)k k

kQ += − − = −  ,                          (2.1.9) 

από όπου συµπεραίνουµε ότι για οποιαδήποτε τιµή του k  , ο k − Fibonacci πίνακας kQ  

είναι πάντα αντιστρέψιµος, άρα καµία ιδιοτιµή του δεν µπορεί να είναι ίση µε το µηδέν. 

Αν θεωρήσουµε ότι το σύνολο των ιδιοτιµών του k − Fibonacci πίνακα kQ είναι 

1 2 3 1, , , , , ( )k kQλ λ λ λ ρ−… , συνδυάζοντας την παραπάνω παρατήρηση µε τη µη ύπαρξη 

µηδενικής ιδιοτιµής και το Θεώρηµα 1.9 µπορούµε να πούµε ότι ισχύει: 

                                                 0 ( )i kQλ ρ< < , µε  1, 2, , 1i k= −… .                 (2.1.10) 

 

Παράδειγµα 2.6 

Για 2k =  η ακολουθία Fibonacci σύµφωνα µε το (i) της Παρατήρησης 2.4 ο 2−

Fibonacci πίνακας είναι  

2

1 1

1 0
Q

 
 
 

= , 

και από τη (2.1.5), (βλέπε, Παράρτηµα Β, συνάρτηση k_Fibonacci_Matrix), 

υπολογίζεται το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 2Q , που είναι  

2

2 1( )Q λ λχ λ = − − . 

Οι ρίζες του είναι  

1

1 5
0.618..

2
λ

−
= = − ,   και    

2

1 5
1,618...

2
λ

+
= = , 

που είναι γνωστές από την κατασκευή της χρυσής σπείρας, (βλέπε, Κεφάλαιο 1, 

Σχήµατα 1-3). Η φασµατική ακτίνα είναι  
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2( ) 1.618Qρ = , 

από όπου είναι φανερό ότι επαληθεύεται η (2.1.8), δηλαδή 

                                                            21 ( ) 1.618 2Qρ< = <  .                                      

Επιπλέον  1

2 2 2 2

1 0 1 1 2 1
( ) 0

0 1 1 0 1 1
I Q I Q

     
+ = + = + = >     

     
 .  

Συνεπώς, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.5 ο πίνακας 2Q  είναι ανάγωγος.                      □ 

                  

Παράδειγµα 2.7 

Για 3k = , η ακολουθία 
(3)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

 σύµφωνα µε το (ii) της Παρατήρησης 2.4 ο 3−

Fibonacci πίνακας είναι  

3

1 1 1

1 0 0

0 1 0

Q

 
 =  
  

, 

και από τη (2.1.5), (βλέπε, Παράρτηµα Β, συνάρτηση k_Fibonacci_Matrix), 

υπολογίζεται το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 
3Q , που είναι  

3

3 2 1( )Q λ λ λχ λ = − − − . 

Οι µιγαδικές ρίζες είναι  

2 0.4196 0.6063iλ = − + ,  και  3 0.4196 0.6063iλ = − − , 

η δε πραγµατική είναι  

1 1.8393λ = . 

Η φασµατική ακτίνα είναι 

3( ) 1.8393Qρ = , 

από όπου είναι φανερό ότι επαληθεύεται η (2.1.8), δηλαδή,  

                                                               31 ( ) 2Qρ< < .                                                □ 
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2.2 Μη αναδροµικός τύπος ακολουθίας Fibonacci 

Προηγουµένως, για την ακολουθία Fibonacci 
( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

 ,  ο n− οστός όρος της 

δίνεται από τον αναδροµικό τύπο (2.1.1) και µε αρχικές συνθήκες ίσες µε 1. 

Επίσης είναι γνωστό ότι η συνάρτηση δέλτα (delta ή Dirac function) και η βηµατική 

(Heaviside step function)  ορίζονται αντίστοιχα ως εξής : 

                             
0

0

0

1,

0,
n n

n n

n n
δ −

=
= 

≠
 ,      

0

0

0

1,

0,
n n

n n
u

n n
−

≥
= 

<
                             (2.2.1) 

 Με τη χρήση της συνάρτησης δέλτα και αν λάβουµε υπόψη ότι οι k  όροι της 

ακολουθίας, που έχουν αρνητικό δείκτη,  είναι ίσοι µε το µηδέν   

                      
( 1) 1 0 0kf f f− − −= = = =… ,                               (2.2.2) 

οι όροι της ακολουθίας   
( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

 µπορούν να δίνονται από «κλειστό τύπο» και 

όχι από αναδροµικό, όπως περιγράφεται στην παρακάτω πρόταση. 

 

Πρόταση 2.8  

Έστω ένας φυσικός αριθµός k  µε 2k ≥ . Για κάθε 1n ≥ , ο n−  οστός όρος nf  της 

ακολουθίας 
( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

µπορεί να δοθεί από την ακόλουθη αναδροµική σχέση 

                      
1

1 1 1 1

k jk k k

n n i n j n i j
i j j i

f f δδ
−−

− − − −
= = = =

= + −∑ ∑ ∑∑ ,                   (2.2.3)     

µε αρχικές συνθήκες όπως στη (2.2.2). 

 

Η (2.2.3) µπορεί να γραφεί  

1 2 2

1 2 ( 2)
1 1 1 1 1

k k k k

n n i n j n i n i n k i n k
i j i i i

f f δ δ δ δ δ
− −

− − − − − − − − − −
= = = = =

− = − − − − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑⋯ ,  

από όπου χρησιµοποιώντας z-µετασχηµατισµό παράγεται η ( )F z : 

1 2 2
1 ( 1) (1 ) (2 ) ( 2) ( )

1 1 1

1 2 ( 1)

2 3 3
1 ( 1) (1 ) (2 ) ( 3) ( 1)

1 1 1

1 2 ( 1)

( )
1

( 2)

1

k k
k k i i k i k

i i i

k k

k k
k i i k i k k

i i i

k k

z z z z z z z

F z
z z z z

z z z z z z k z

z z z z

− −
− − − − − + − + − + − −

= = =
− − − − −

− −
− − − − + − + − + − − − −

= = =
− − − − −

+ + + − − − − −
=

− − − − −

+ + − − − − − − −
=

− − − − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

⋯ ⋯

⋯

⋯ ⋯

⋯
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2 3 3
1 ( 1) (1 ) (2 ) ( 3) ( 1)

1 1 1

1

2 3 3
1 ( 1) (1 ) (2 ) ( 3) ( 1)

1 1 1

3
1 (2 )

1

( 2)

1
( 1)

( 2)

( )
k

k k
k i i k i k k

i i i

k k

k

k k
k i i k i k k

i i i

k

Q

k
i

i

z z z z z z k z

z z
z

z z z z z z k z

z

z z

zχ

− −
− − − − + − + − + − − − −

= = =

−

− −
− − − − + − + − + − − − −

= = =

−
− − +

=

+ + − − − − − − −
=

− − −

+ + − − − − − − −
=

− −
=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

⋯ ⋯

⋯

⋯ ⋯

4 2
(3 ) ( 3) ( 1)

1 1

( 2)

(2.2.4)
( )

k

k
i k i k k

i i

k

Q

z z z k z

z zχ

−
− + − + − − − −

= =

− − − − −∑ ∑⋯

 

Από τη (2.2.4) είναι σηµαντικό να πούµε ότι οι πόλοι της ( )F z  είναι οι ιδιοτιµές του 

πίνακα kQ . Επιπλέον οι βαθµοί των πολυωνύµων του αριθµητή και του παρονοµαστή 

είναι ίσοι. Έτσι γράφοντας την ( )F z  σε άθροισµα απλών κλασµάτων προκύπτει: 

                 
1

1 1
1

( ) 2
1 ( ) 1

k
j

jk j

cc
F z k

Q z zρ λ

−

− −
=

= − + +
− −∑ ,                     (2.2.5) 

όπου , ( )kc Qρ ∈ℝ  και οι υπόλοιπες σταθερές 
jc  είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί 

αριθµοί. 

 

Τώρα είµαστε σε θέση να αποδείξουµε έναν «κλειστό τύπο», ο οποίος υπολογίζει όλους 

τους όρους της ακολουθίας 
( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

 ως συνάρτηση όλων των ιδιοτιµών του k −

Fibonacci πίνακα kQ , τύπος που διατυπώνεται στην ακόλουθη πρόταση. 

 

Πρόταση 2.9  

 Έστω 1 2 1, , , , ( )k kQλ λ λ ρ−…  οι ιδιοτιµές του  k − Fibonacci πίνακα kQ  µε 2k ≥ . Ο n−  

οστός όρος 
nf  της ακολουθίας δίνεται από τη σχέση  

                                                  ( )
1

1

( ) ( )
k

n n

n k j j

j

f c Q cρ λ
−

=

= +∑ ,                           (2.2.6) 

όπου , jc c  για κάθε 1, 2, , 1j k= −… είναι οι προσδιοριστέοι συντελεστές, που 

προκύπτουν από τη (2.2.5). 

Απόδειξη : 

Χρησιµοποιώντας αντίστροφο z-µετασχηµατισµό και στα δύο µέλη της (2.2.5) για 

οποιαδήποτε τιµή του n  έχουµε: 
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1

1

( 2) ( ( )) ( )
k

n n

n n k n j j n

j

uf k c Q c uδ ρ λ
−

=

= − + +∑  

Συνδυάζοντας την παραπάνω ισότητα µε τους ορισµούς της βηµατικής και της δέλτα 

συνάρτησης δ  στη (2.2.1) προκύπτει η σχέση στη (2.2.6).                                          □ 
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2.3 Χαρακτηριστικές οριακές τιµές της ακολουθίας Fibonacci  

k- αθροίσµατος  

Πρόταση 2.10 

Για δοθέντα φυσικό αριθµό k , µε 2k ≥ , οι όροι της ακολουθίας 
( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

 της 

(2.1.1) ικανοποιούν τις παρακάτω χαρακτηριστικές ιδιότητες ορίων  

                           1lim ( )n
k

n
n

f
Q

f
ρ+

→∞
= ,                     (2.3.1) 

                                   lim ( )n
n k

n
f Qρ

→∞
= ,                     (2.3.2) 

όπου ( )kQρ  είναι η φασµατική ακτίνα του  k − Fibonacci πίνακα 
kQ . 

Απόδειξη: 

Θεωρούµε ότι η τριγωνοµετρική µορφή των σταθερών 
jc  στη (2.2.5) είναι ji

j jc c e
θ=

, και των αντίστοιχων ιδιοτιµών jλ του kQ  ότι είναι ji

j j e
ωλ λ= , για κάθε 

1, 2,..., 1j k= − . Αντικαθιστώντας τις πολικές µορφές των ,j jc λ  στη (2.2.6) έχουµε : 

( )

( )

( )

1

1

1
( )

1

1

1

( ) ( )

( )

( ) (cos( ) sin( )) (2.3.3)

j j

j j

k
n i i n

n k j j

j

k
nn i n

k j j

j

k
nn

k j j j j j j

j

f c Q c e e

c Q c e

c Q c n i n

θ ω

θ ω

ρ λ

ρ λ

ρ λ θ ω θ ω

−

=

−
+

=

−

=

= +

= + ⋅

= + ⋅ + + +

∑

∑

∑

  

Από τη (2.3.3) µπορούµε να γράψουµε : 

( )

( )

( )

1
11

11

1

1

1
1

1

1

( ) (cos( ( 1) ) sin( ( 1) ))

lim lim

( ) (cos( ) sin( ))

( ) ( (cos( ( 1) ) sin( ( 1) )))
( )

lim

(

k
nn

k j j j j j j

jn

k
n n nn

n
k j j j j j j

j

n
k

n j

k j j j j j

j k

n

c Q c n i n
f

f
c Q c n i n

Q c c n i n
Q

Q

ρ λ θ ω θ ω

ρ λ θ ω θ ω

λ
ρ θ ω θ ω

ρ

ρ

− ++

=+
−→∞ →∞

=

+
−

+

=

→∞

+ ⋅ + + + + +

=
+ ⋅ + + +

+ + + + + +

=

∑

∑

∑

( )
1

1

) ( (cos( ) sin( )))
( )

n
k

n j

k j j j j j

j k

c c n i n
Q

λ
θ ω θ ω

ρ

−

=

+ + + +∑

                                                 

(2.3.4) 
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Επιπλέον, επειδή οι ακολουθίες 
1,2,3,...{cos( )}j j nnθ ω =+  και 

1,2,3,...{sin( )}j j nnθ ω =+   είναι 

φραγµένες, και επειδή η ανισότητα στη (2.1.10) συνεπάγεται 1
( )

j

kQ

λ

ρ
< , για κάθε 

1, 2,..., 1j k= − , συµπεραίνουµε ότι 

1

lim lim 0
( ) ( )

n n

j j

n n
k kQ Q

λ λ

ρ ρ

+

→∞ →∞
= = .  

Από τις παραπάνω φραγµένες ακολουθίες και τις οριακές ιδιότητες έχουµε: 

            

1

lim (cos( ( 1) ) sin( ( 1) ))
( )

lim (cos( ) sin( )) 0
( )

n

j

j j j j
n

k

n

j

j j j j
n

k

n i n
Q

n i n
Q

λ
θ ω θ ω

ρ

λ
θ ω θ ω

ρ

+

→∞

→∞

+ + + + + =

= + + + =

                     (2.3.5) 

Είναι φανερό ότι η (2.3.1) προκύπτει µετά από αντικατάσταση της (2.3.5) στη (2.3.4). 

Για να αποδείξουµε την (2.3.2) χρησιµοποιείται η άσκηση [16, Chapter 1], στην οποία 

αναφέρεται ότι: «για µια µη µηδενική ακολουθία 
1,2,3,

{ }
n n

a = …
, αν 1| |

lim ,
| |

n

n
n

a
a

a

+

→∞
=  τότε 

ισχύει  lim | |n
n

n
a a

→∞
= ». Είναι προφανές ότι η κάθε ακολουθία 

( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

είναι 

θετικών όρων, οπότε συνδυάζοντας την παραπάνω άσκηση µε την απόδειξη της (2.3.1) 

προκύπτει άµεσα  η απόδειξη της (2.3.2).                                    □ 

 

Παράδειγµα 2.11 

Έστω η ακολουθία 
(2)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

 του Παραδείγµατος 2.6 οι ιδιοτιµές του 2−Fibonacci 

πίνακα 2Q  είναι 2( ) 1.618Qρ = , 1 0.618λ = − και οι σταθεροί όροι του κλάσµατος στη 

(2.2.5) προσδιορίζονται µε την υλοποίηση της συνάρτησης kmst (βλέπε, Παράρτηµα 

Β)  και είναι 
1 0.4472c c= = , 

2 0.4472c = − . 

Για 1n ≥ , ο κλειστός τύπος για το n− οστό όρο της ακολουθίας Fibonacci υπολογίζεται 

από τη (2.2.6) και είναι  

         0.4472(1.618) ( 0.4472)( 0.618)n n

nf = + − −  . 

Οι χαρακτηριστικές οριακές τιµές της ακολουθίας δίνονται από (2.3.1)  και (2.3.2) : 

                                                   1lim lim 1.618n n
n

n n
n

f
f

f
+

→∞ →∞
= =                                       □ 
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Παράδειγµα 2.12  

Έστω η ακολουθία 
(3)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

 του Παραδείγµατος 2.7 οι ιδιοτιµές του 3− Fibonacci 

πίνακα 
3Q  είναι  

3( ) 1.8393Qρ = ,  1 0, 4196 0.6063iλ = − + ,  και  2 0,4196 0.6063iλ = − − . 

Οι σταθεροί όροι του κλάσµατος στη (2.2.5) προσδιορίζονται µε την υλοποίηση της 

συνάρτησης kmst, (βλέπε, Παράρτηµα Β)  και είναι ίσοι µε 1 0.2368c c= = , 

2 0.6184 0.0374c i= − − , και 3 0.6184 0.0374c i= − + . 

Για 1n ≥ , ο κλειστός τύπος για το n− οστό όρο της ακολουθίας Fibonacci υπολογίζεται 

από τη (2.2.6) και είναι  

0.2368(1.8393)

( 0.6184 0.0374 )( 0.4196 0.6063 ) ( 0.6184 0.0374 )( 0.4196 0.6063 ) .

n

n

n n

f

i i i i

= +

+ − − − + + − + − −
Οι χαρακτηριστικές οριακές τιµές της ακολουθίας δίνονται από (2.3.1)  και (2.3.2) : 

                                                   1 1.8393lim limn n
n

n n
n

f
f

f
+

→∞ →∞
= =                                      □ 
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2.4 ∆υνάµεις k- Fibonacci πίνακα kQ   

Πρόταση  2.13 

Έστω 
( )

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

η ακολουθία Fibonacci k − αθροίσµατος στη (2.2.3) µε αρχικές 

συνθήκες στη (2.2.2) και ο αντίστοιχος k − Fibonacci πίνακας kQ . Για n k≥ , η n−

οστή δύναµη του k − Fibonacci πίνακα ορίζεται ως      

                                                                  
,

ˆn

k i jQ q =                         (2.4.1) 

όπου 
,

ˆ
i jq  ορίζει τον ij −  οστό στοιχείο του n

kQ , για 1 i≤ , j k≤ . Οι θετικοί ακέραιοι  

,
ˆ

i jq  δίνονται από  

                       
1

,1 1

1

1
ˆ

1

k

i n i r

r

q f
k

−

− + +
=

=
− ∑                        (2.4.2) 

        
1

,

1

1
ˆ

1

k

i k n i r

r

q f
k

−

− +
=

=
− ∑                                   (2.4.3) 

και  

                               
1 1

, 1

1

1
ˆ ( )

1

j k

i j n i r n i r

r r j

q f f
k

− −

− + − + +
= =

= +
− ∑ ∑ ,  για 2 1j k≤ ≤ − .  (2.4.4) 

Απόδειξη: 

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής ως προς n  και για 2k ≥   

έχουµε : 

Για 2n k= = , τα στοιχεία του πίνακα (2.4.1) ορίζονται από τη (2.4.2)-(2.4.4) ως 

ακολούθως: 

                

2

1,1 1,2 3 22

2

2,1 2,2 2 1

ˆ ˆ 2 1 1 1
      

ˆ ˆ 1 1 1 0

q q f f
Q

q q f f

       
= = = =       

     
  .          (2.4.5) 

Υποθέτοντας ότι η (2.4.1) ισχύει για n k≥ , οι σχέσεις (2.4.2)-(2.4.4) είναι αληθείς για 

n  , όπου 2n ≥ .  Έτσι έχουµε 

          

11 12 13 1

21 22 23 2

1

31 32 33 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ 1 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ 0 1 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ 0 0 1 0

k

k

n n

k k k k

k k k kk

q q q q

q q q q

Q Q Q q q q q

q q q q

+

   
   
   
   = =
   
   
     

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯ ⋯
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                          [ ]
[ ]

11 12 11 13 11 14 11

21 22 21 23 21 24 21

31 32 31 33 31 34 31

1 2 1 3 1 4 1

1 2 1 3 1 4 1

1 2 3 4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆq +q q +q q +q q (2.4.6)

q q q q

k k k k k k k

i

q q q q q q q

q q q q q q q

q q q q q q q

q q q q q q q

q

+ + + 
 + + + 
 = + + +
 
 
 + + + 

=

= =

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ⋯ , j
  

  

όπου ˆ
jq ,

jqɶ  συµβολίζουν τη j − οστή στήλη των 
n

kQ  ,
1n

kQ +
 αντίστοιχα, και µε 

,i jqɶ

σηµειώνονται τα στοιχεία του 
1n

kQ
+

. 

Παρατηρούµε ότι η τελευταία στήλη του πίνακα 
1n

kQ +
 ταυτίζεται µε την πρώτη στήλη 

του 
n

kQ . Έτσι τα στοιχεία της k − οστής στήλης του πίνακα 
1n

kQ +
 δίνονται από την 

(2.4.2), δηλαδή,  

1 1

, 1 ( 1)

1 1

1 1

1 1

k k

i k n i r n i r

r r

q f f
k k

− −

− + + + − +
= =

= =
− −∑ ∑ɶ . 

Συνεπώς, η (2.4.3) ισχύει και για 1n+ , άρα ισχύει για κάθε φυσικό αριθµό n , που 

σηµαίνει ότι η απόδειξη της (2.4.3) ολοκληρώθηκε.   

Επιπλέον η πρώτη στήλη του πίνακα 
1n

kQ +
 είναι ίση µε το άθροισµα της πρώτης και 

της δεύτερης στήλης του 
n

kQ , τα στοιχεία της πρώτης στήλης του πίνακα 
1n

kQ +
 δίνονται 

από τη (2.4.2) και (2.4.4) ως ακολούθως: 

1 1

,1 ,1 ,2 1 1 1
1 2

1 1

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

1 1
ˆ ˆ ( )

1 1

1
( ) (2.4.7)

1

k k

i i i n i r n i n i r
r r

k k

n i r n i r n i
r r

q q q f f f
k k

f f f
k

− −

− + + − + − + +
= =

− −

+ − + + − + + −
= =

= + = + +
− −

= + +
−

∑ ∑

∑ ∑

ɶ

  

Στην (2.4.7) θέτοντας 1rτ = − , λαµβάνοντας υπόψη ότι ο ( 1)n kν− + + − οστός όρος 

της ακολουθίας για 0v ≥  και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (2.2.3), (2.2.2) µπορούµε να 

γράψουµε:  

                                                       1
1

k

n rn k
r

f f νν − +− + +
=

=∑                                       (2.4.8) 

Η (2.4.7) µπορεί να γραφεί ως ακολούθως µετά τη χρησιµοποίηση της (2.4.8) : 
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2 2

,1 ( 2) ( 2) ( 1)
0 1

2 2

( 2) ( 2) ( 2) ( 1)
1 1

2 2

1 2 2( 1) 1
1 1

2

( 1) 1
1

1
( )

1

1
( )

1

1
( )

1

1
(

1

k k

i n i n i n i

k k

n i n i n i n i

k k

n i n i n in i

k

nn i

q f f f
k

f f f f
k

f f f f
k

f f
k

τ τ
τ τ

τ τ
τ τ

ττ
τ τ

τ
τ

− −

+ − + + − + + −
= =

− −

+ − + + − + + − + −
= =

− −

− + − + − + ++ − + +
= =

−

+ − + +
=

= + +
−

= + + +
−

= + + +
−

= +
−

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

ɶ

1

2 1

( 1) 1 1 ( 1) 1
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Συνεπώς, η (2.4.2) ισχύει και για 1n+ , άρα ισχύει για κάθε φυσικό αριθµό n , που 

σηµαίνει ότι η απόδειξη της (2.4.2) ολοκληρώθηκε.   

Ακόµα από τη σχέση (2.4.6) είναι προφανές ότι, για 2 1j k≤ ≤ −  η j −  οστή 

στήλη του πίνακα 
1n

kQ
+

 ισούται µε το άθροισµα της πρώτης ( 1)j + −  οστής στήλης του 

n

kQ . Έτσι τα στοιχεία της j −  οστής στήλης του πίνακα 
1n

kQ +
 δίνονται από την (2.4.2) 

και (2.4.4)  ως ακολούθως : 

1 1

( 1) ( 1)

1 1 1

1 1

, ,1 1 1( 1)
1 1 1

1
( ) (2.4.9)
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Θέτοντας  1rτ = −  στην (2.4.9) και χρησιµοποιώντας τη (2.4.8) έχουµε : 
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Συνεπώς, η (2.4.4) ισχύει και για 1n+ , άρα ισχύει για κάθε φυσικό αριθµό n , 

που σηµαίνει ότι η απόδειξη της (2.4.4) ολοκληρώθηκε.                                              □ 
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Η Πρόταση 2.13 είναι χρήσιµη σε περιπτώσεις που χρειάζεται να αποδειχθούν 

ιδιότητες µη-αρνητικών πινάκων, που σχετίζονται είτε µε το αν ο πίνακας είναι 

ανάγωγος, (βλέπε, Ορισµό 1.4 και  Πρόταση 1.5) είτε αν ο πίνακας είναι αρχικός, 

(βλέπε, Ορισµό 1.10 και Θεώρηµα 1.11 (ii)-(iii)). 

 

Παράδειγµα 2.14 

Έστω 2k = . Ο αντίστοιχος 2−Fibonacci πίνακας είναι 

2

1 1

1 0
Q

 
 
 

= , 

όπως στο Παράδειγµα 2.6.  Ο πίνακας 
2

nQ  υπολογίζεται εύκολα για κάθε 2n ≥  από τις 

(2.4.2) και  (2.4.3) ως εξής  

                         
1

1,1 1

1

ˆ ,n r n

r

q f f+ +
=

= =∑         

  

1

1,2 1

1

ˆ ,n r n

r

q f f− +
=

= =∑
 

                         
1

2,1 2 1

1

ˆ ,n r n

r

q f f− + +
=

= =∑
                

1

,2 2 1

1

ˆ ,i n r n

r

q f f− + −
=

= =∑  

οπότε 

                                             
1,1 1,2 1

2

2,1 2,2 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

n

n nn

n n

q q f f

q q f f
Q

+

−

   
= =   

  
.                          (2.4.10) 

Υπενθυµίζεται ότι οι όροι της αντίστοιχης ακολουθίας Fibonacci είναι 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,…, οπότε για τις διάφορες τιµές του 2n ≥  ο πίνακας 
2

nQ  στη 

(2.4.10) υπολογίζεται µε την υλοποίηση της συνάρτησης k_Fibonacci_Matrix 

(βλέπε, Παράρτηµα Β)  και είναι : 

• Για 3n =  : 

                         
4 33

2

3 2

3 2

2 1

f f

f f
Q

   
= =   

  
   

• Για 4n = : 

                         
5 44

2

4 3

5 3

3 2

f f

f f
Q
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  . 

• Για 25n = : 

           
26 2525

2

25 24

121393 75025

75025 46238

f f

f f
Q

   
= =   
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Επιπλέον  
1

2 2 2 2

1 0 1 1 2 1
( ) 0

0 1 1 0 1 1
I Q I Q

     
+ = + = + = >     

     
 .  

Συνεπώς, 2Q  είναι ανάγωγος πίνακας, (βλέπε, Πρόταση 1.5).                       

Επίσης, από τη (2.4.5) έχουµε ότι  

2

2

2

1 1 2 1
 >0

1 0 1 1
Q

   
= =   
   

. 

Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.11 (iii), 2Q  είναι αρχικός πίνακας.                    □ 

 

Παράδειγµα 2.15 

Έστω 3k = . O αντίστοιχος 3− Fibonacci πίνακας είναι 

3

1 1 1

1 0 0

0 1 0

Q

 
 =  
  

, 

όπως στο Παράδειγµα 2.7.  Ο πίνακας 
3

nQ  υπολογίζεται εύκολα για κάθε 3n ≥  από τις 

(2.4.2) και  (2.4.3) ως εξής:                   
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Υπενθυµίζεται ότι οι όροι της αντίστοιχης ακολουθίας (3)

1,2,3,...
{ }

n n
f = Fibonacci είναι 

1,1,1,3,5,9,17,31,57,105,… , οπότε για τις διάφορες τιµές του 3n ≥ , ο πίνακας 
3

nQ  στη 

(2.4.11) υπολογίζεται µε την υλοποίηση της συνάρτησης k_Fibonacci_Matrix 

(βλέπε, Παράρτηµα Β)  και είναι : 

• Για 3n =  : 
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• Για 4n = : 
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• Για 25n = : 
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Επιπλέον  από τον πίνακα  
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υπολογίζουµε  
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. 

Συνεπώς, 3Q  είναι ανάγωγος πίνακας, (βλέπε, Πρόταση 1.5).                       

Επίσης, από τη (2.4.11) έχουµε ότι  

6 7 5 7 5 6
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. 

Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.11 (iii), 3Q  είναι αρχικός πίνακας.                    □ 
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Παράδειγµα 2.16 

Έστω 5k = , οπότε ο αντίστοιχος 5−  Fibonacci πίνακας 5Q  έχει τη µορφή  
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Ο πίνακας 
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nQ  υπολογίζεται εύκολα για κάθε 5n ≥  από τις (2.4.2) και  (2.4.3) ως εξής:  
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⋯

      (2.4.12)  

Υπενθυµίζεται ότι οι όροι της αντίστοιχης ακολουθίας (5)

1,2,3,...
{ }

n n
f = Fibonacci είναι 

1,1,1,1,5,9,17,33,65,129,… , οπότε για τις διάφορες τιµές του 5n ≥ , ο πίνακας 
5

nQ  στη 

(2.4.12) υπολογίζεται µε την υλοποίηση της συνάρτησης k_Fibonacci_Matrix 

(βλέπε, Παράρτηµα Β)  και είναι : 

 

• Για 5n =  
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5

5

2 3 4 5 1 2 3 4

16 15 14 12 8

8 8 7 6 4
1

4 4 4 3 2
4

2 2 2 2 1

1 1 1 1 1

f f f f f f f f

f f f f f f f f

Q

+ + + + + +   
   
   
   = =
   
   
   + + + + + +   

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

   

• Για 6n = :                   
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• Για 25n = : 
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 .            (2.4.13) 

Επιπλέον  από τον πίνακα  
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Συνεπώς, 5Q  είναι ανάγωγος πίνακας, (βλέπε, Πρόταση 1.5).                       

Επίσης, παρατηρούµε ότι ο πίνακας στη (2.4.13) είναι θετικός, συνεπώς σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα 1.11 (ii), 5Q  είναι αρχικός πίνακας.                                                                 □ 
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Κεφάλαιο 3 

 

 

Ακολουθία Fibonacci  άθροισµα k – όρων 

µετά από m –όρους 

 

Στο παρόν κεφάλαιο δίνεται ο αναδροµικός ορισµός της ακολουθίας Fibonacci, της 

οποίας κάθε όρος της προκύπτει από το άθροισµα k  διαδοχικών όρων της ακολουθίας 

µετά από m προηγούµενους όρους από αυτόν, δοθέντων k m+  αρχικών όρων που είναι 

όλοι ίσοι µε τη µονάδα, όπου ,k m  φυσικοί αριθµοί. Για κάθε τέτοια ακολουθία 

Fibonacci ορίζεται και ο αντίστοιχος πίνακας Fibonacci 
,k mR  µε τη βοήθεια του οποίου 

κάθε όρος της ακολουθίας σχετίζεται µε αυτόν τον πίνακα. Αποδεικνύεται ότι ο 

αναδροµικός τύπος της ακολουθίας Fibonacci δίνεται από «κλειστό τύπο», ο οποίος 

συνδέεται µε όλες τις ιδιοτιµές του αντίστοιχου πίνακα Fibonacci ,k mR . 

Χαρακτηριστικές οριακές ιδιότητες των όρων της ακολουθίας συνδέονται µε τις 

ιδιοτιµές του πίνακα 
,k mR . H n -οστή δύναµη του πίνακα Fibonacci 

,k mR  υπολογίζεται 

ως συνάρτηση κατάλληλων όρων της ακολουθίας Fibonacci. 

 

 

3.1  Ορισµός k-αθροίσµατος  µετά από m-όρους  µιας  ακολουθίας 

Fibonacci 

3.1.1 Ακολουθία Fibonacci αθροίσµατος k-όρων µετά από m-όρους 

Ορισµός 3.1 

Έστω φυσικοί αριθµοί ,k m  , µε 1, 2,3,k = …  , 1, 2,3,m = …  Ορίζουµε ως ακολουθία 

Fibonacci  k − αθροίσµατος  όρων µετά από m−  όρους την ακολουθία αριθµών, όπου 

ο n− οστός όρος  δίνεται από την ακόλουθη αναδροµική σχέση :            

         
1

1 2 -

k m

j m

n n m n m n m k n j
f f f f f

+

= +
− − − − − −= + + + = ∑⋯ , για κάθε 1n k m≥ + +       (3.1.1) 
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µε αρχικές συνθήκες    

       
1 2

1
k m

f f f += = = =⋯ .                                                  (3.1.2)     

Η ακολουθία των παραπάνω αριθµών Fibonacci  συµβολίζεται µε ( ),

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

  

 

Παρατήρηση 3.2 

i) Από τις σχέσεις (3.1.1), (3.1.2) παρατηρούµε ότι όλοι οι όροι της ακολουθίας είναι 

θετικοί ακέραιοι αριθµοί, δηλαδή φυσικοί αριθµοί. 

ii) Για οποιαδήποτε τιµή του φυσικού αριθµού k  και 0m =  οι σχέσεις (3.1.1), (3.1.2) 

είναι φανερό ότι ανάγονται στους αντίστοιχους τύπους του Κεφαλαίου 2, δηλαδή 

στους (2.1.1) και (2.1.2). Συνεπώς, η µελέτη των Fibonacci ακολουθιών 

( ),0

1,2,3,
{ }k

n n
f = …

έχει µελετηθεί στο προηγούµενο κεφάλαιο. Στο παρόν κεφάλαιο 

γενικά θα µελετήσουµε την περίπτωση των Fibonacci ακολουθιών ( ),

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

µε 2k ≥  και 1m ≥ . 

iii) Η ακολουθία ( ),

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

 , για διάφορες τιµές των ,k m  µε 2k ≥  και 1m ≥  

παράγει ακολουθίες σαν αυτές που αναφέρθηκαν στο Κεφάλαιο 1,  (βλέπε, Πίνακα 

3). 

 Συγκεκριµένα, για 2k =  και 1m = , η (3.1.1) και (3.1.2) προκύπτει η ακολουθία 1, 

1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, …, που είναι παρόµοια µε την Padovan,  (βλέπε, Πίνακα 3). 

 

3.1.2 Σχέση πινάκων και όρων ακολουθίας Fibonacci 

Για 2k ≥  και 0m ≥ , από την (3.1.1) και (3.1.2) µπορούµε να ορίσουµε το 

ακόλουθο γραµµικό σύστηµα : 

                 

1 2 ( 1)

1 1

1 1

( 1) ( 1)

n n m n m n m k n m k

n n

n m n m

n m n m

n m k n m k

f f f f f

f f

f f

f f

f f

− − − − − − − − −

− −

− −

− − − −

− − − − − −

= + + + +

=

=

=

=

⋯

⋮

⋮

   

Έτσι, όπως και στην [1], χρησιµοποιώντας τον ( ) 1k m+ ×  πίνακα-στήλη µε στοιχεία 

τους ,k m − όρους της ακολουθίας Fibonacci, το παραπάνω γραµµικό σύστηµα µπορεί 

να γραφτεί µε τη µορφή πινάκων ως ακολούθως : 
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1

1 2

1 1

( 2) ( 1)

( 1)

0 0 0 1 1 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0

0 0 1 0

n n

n n

n m n m

n m n m

n m k n m k

n m k n m k

f f

f f

f f

f f

f f

f f

−

− −

− −

− − − −

− − − − − −

− − − − −

    
    
    
    
    
    =    
    
    
    
   

       

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮⋯ ⋯

⋯

⋯ ⋮

⋮ ⋮⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱

⋯ ⋯



         (3.1.3) 

 

Από την (3.1.3) µπορούµε να καταλήξουµε στον επόµενο ορισµό, ο οποίος έχει 

παρουσιασθεί  [1, 11] και µερικές χαρακτηριστικές ιδιότητες του πίνακα που ορίζεται 

στον ορισµό έχουν µελετηθεί. 

 

Ορισµός 3.3 

Ο ( ) ( )k m k m+ × +  πίνακας του γραµµικού συστήµατος στη (3.1.3) είναι ένας σύνθετος 

πίνακας 

                              
1 2

,

3 4

0 0 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1 0

k m

R R
R

R R

 
 
 
  

= =   
   

 
 
 

… …

⋯

⋮

⋮

⋱

⋯

 ,                    (3.1.4) 

όπου 1R   είναι ο 1 m×  πίνακας-γραµµή µε όλα τα στοιχεία του να είναι ίσα µε το  0,  ο 

2R  είναι ο 1 k×  πίνακας-γραµµή µε τα στοιχεία του να είναι ίσα µε το 1. Επιπλέον ο 

3R  είναι ο ( 1) ( 1)k m k m− − × − − µοναδιαίος πίνακας και 4R  είναι το διάνυσµα-

πίνακας-στήλη ( 1) 1k m+ − ×  µε τα στοιχεία του να είναι όλα ίσα µε το 0. Στη συνέχεια, 

ο ( ) ( )k m k m+ × +  σύνθετος πίνακας ,k mR  ονοµάζεται ,k m − Fibonacci πίνακας. 

 

Παρατήρηση 3.4 

Γνωστές ακολουθίες που αναφέρθηκαν στο (ii) της Παρατήρησης 3.2 µπορούν να 

αναπαρασταθούν και να µελετηθούν µέσω του αντίστοιχου ,k m − Fibonacci πίνακα, 

όπως αυτός κατασκευάζεται από τη (3.1.4) για τις διάφορες τιµές του k , m . 
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• Για 2k =   και 1m = , η ακολουθία 
(2,1)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

 στο (iii) της Παρατήρησης 

3.2 έχει αντίστοιχο πίνακα τον  

         2,1

0 1 1

1 0 0

0 1 0

R

 
 =  
  

 . 

Πρόταση 3.5 

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο 
,

( )
k mRχ λ  του πίνακα 

,k mR   δίνεται από τον τύπο : 

                     
,

1
1

0 1 1

( )
k mR

k k k
k m i k m i k m k i

i i i

χ λ λ λ λ λ λ λ
−

+ + − + −

= = =

= − = − = −∑ ∑ ∑            (3.1.5) 

Απόδειξη : 

Η απόδειξη της (3.1.5) βασίζεται στη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής ως προς k .  

Αρχικά από την (3.1.4) και για 2k =  και 1m =  υπολογίζουµε ότι ο αντίστοιχος 

πίνακας Fibonacci είναι 2,1

0 1 1

1 0 0

0 1 0

R

 
 
 
  

= . Από την (1.1.5) υπολογίζουµε ότι το 

χαρακτηριστικό πολυώνυµο του 2,1R  είναι 
2,1

2
3 3 2

1

( ) 1
R

i

i

χ λ λ λ λ λ −

=

= − − = −∑ , το 

οποίο επαληθεύει την (3.1.5) για 2k = και 1m = . 

Θεωρούµε ότι για µια σταθερή τιµή του m  η (3.1.5) ισχύει για κάποιο k , (υπόθεση της 

επαγωγής), δηλαδή, ότι ισχύει η ισότητα: 

,

1
1

0 1 1

( )
k mR

k k k
k m i k m i k m k i

i i i

χ λ λ λ λ λ λ λ
−

+ + − + −

= = =

= − = − = −∑ ∑ ∑ . 

Θα αποδείξουµε ότι η (3.1.5) ισχύει και για 1k + . Χρησιµοποιώντας την (1.1.5) για τον 

πίνακα 1,k mR +  την παραπάνω υπόθεση της επαγωγής και αναπτύσσοντας την ορίζουσα 

του πίνακα 1 1,k m k mI Rλ + + +−  ως προς την ( 1)k m+ + − στήλη µπορούµε να γράψουµε:
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1, 1 1,

2 2( 1)
,

3

1

0 1 1

1 0

0( ) det( ) det

0 0

0 10

1 0 0

0 1 0

0 1( 1) ( 1)det ( 1) det( )

0 10 0

( 1) ( 1) ( )

k mR k m k m

k m k m
k m k m

k
k m k m k m k i

i

k

x I R

I R

λ
λ

λ λ

λ

λ
λ

λ λ
λ

λ λ λ

λ

+ + + +

+ + + +
+

+ + + + −

=

+

 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
  

− −
−

= − =

−

−
−

−= − − + − −

−

= − − + −

=

∑

⋯

⋱ ⋱ ⋮

⋮

⋯

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱

⋯

1 1

1

1
1 1

1

1
k

m k i

i

k
k m k i

i

λ

λ λ

+ + −

=

+
+ + + −

=

− −

= −

∑

∑

  

Συνεπώς η (3.1.5) ισχύει και για 1k + , άρα ισχύει για κάθε φυσικό αριθµό k , m  που 

σηµαίνει ότι η απόδειξη της (3.1.5) ολοκληρώθηκε.                                                     □      

                   

                             

3.1.3 Ιδιότητες των ιδιοτιµών του k,m-Fibonacci πίνακα ,k mR
 

Στον Ορισµό 1.6 και στην (1.1.3) ορίστηκε η φασµατική ακτίνα ενός τετραγωνικού 

πίνακα, η οποία σχετίζεται µε το µέτρο των ιδιοτιµών του πίνακα. Για τη φασµατική 

ακτίνα ,( )k mRρ  του ,k m − Fibonacci πίνακα 
,k mR , µπορούµε να υπολογίσουµε ένα 

άνω και ένα κάτω φράγµα της αξιοποιώντας την πληροφορία ότι ο πίνακας είναι µη 

αρνητικός, χωρίς να τον υπολογισµό των ιδιοτιµών του. Αν συµβολίσουµε µε 
ijr  το ij -

στοιχείο του ,k m − Fibonacci πίνακα ,k mR , επειδή οι τιµές του πίνακα είναι 0 ή 1, 

εφαρµόζοντας την (1.1.6) και (1.1.7) του Θεωρήµατος 1.8 έχουµε, αντίστοιχα
                           

                              

                      
,1 1

1 1

1 min ( ) max
k m k m

ij ijk mi k m i k m
j j

r r kRρ
+ +

≤ ≤ + ≤ ≤ +
= =

≤ == ≤∑ ∑   

και 

                   ,1 1
1 1

21 min ( ) max
k m k m

ij ijk mj k m j k m
i i

r rRρ
+ +

≤ ≤ + ≤ ≤ +
= =

≤ == ≤∑ ∑   

από όπου συνυπολογίζοντας ότι 2k ≥  και 0m > , καταλήγουµε  
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                                                              ,1 ( ) 2.k mRρ≤ ≤
       

                               (3.1.6) 

Επιπλέον µπορούµε να αποδείξουµε ότι 
,k mR  είναι ανάγωγος πίνακας, (βλέπε, Ορισµό 

1.4 και Πρόταση 1.5),  επειδή εύκολα επαληθεύεται ότι ισχύει η (1.1.1),  δηλαδή,                     

                                                              ( ) 1

,
0

k m

k m k m
I R

+ −

+ + > .                              (3.1.7) 

Συνδυάζοντας την αναγωγιµότητα του 
,k mR  από την (3.1.7) µε [13, Theorem 7] και την 

(3.1.6)  συµπεραίνουµε ότι για τη φασµατική ακτίνα του 
,k mR ισχύει 

                                                                 
,1 ( ) 2.k mRρ< <                                     (3.1.8) 

Επίσης, από την (3.1.5) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο σταθερός όρος του 

χαρακτηριστικού πολυωνύµου του ,k m − Fibonacci πίνακα 
,k mR  είναι 1−  και  

εφαρµόζοντας το (ii) της Πρότασης 1.7 καταλήγουµε  

                                               1

,det ( 1) ( 1) ( 1)k m k m

k mR + + += − − = −  ,                         (3.1.9) 

από όπου συµπεραίνουµε ότι για οποιαδήποτε τιµή του k , m , ο ,k m − Fibonacci 

πίνακας ,k mR  είναι πάντα αντιστρέψιµος, άρα καµία ιδιοτιµή του δεν µπορεί να είναι 

ίση µε το µηδέν. Αν θεωρήσουµε ότι το σύνολο των ιδιοτιµών του ,k m − Fibonacci 

πίνακα ,k mR
 

είναι 1 2 3 1 ,, , , , , ( )k m k mRλ λ λ λ ρ+ −… , συνδυάζοντας την παραπάνω 

παρατήρηση µε τη µη ύπαρξη µηδενικής ιδιοτιµής και το Θεώρηµα 1.9 µπορούµε να 

πούµε ότι ισχύει: 

                                           ,0 ( )i k mRλ ρ< < , µε  1, 2, , 1i k m= + −…                 (3.1.10) 

 

Παράδειγµα 3.6 

Για 2k = , 1m =  η ακολουθία Fibonacci  1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, …, σύµφωνα µε την 

Παρατήρηση 3.4, ο 2,1−Fibonacci πίνακας είναι 

                                               2,1

0 1 1

1 0 0

0 1 0

R

 
 
 
  

=  . 

 

Από την (3.1.5), (βλέπε, Παράρτηµα Β, συνάρτηση km_Fibonacci_Matrix), 

υπολογίζεται το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 
2,1R , που είναι  

                                                 2,1

3 1( )R λ λχ λ = − − . 
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Οι ρίζες του 
2,1

( )Rχ λ  είναι  

                  
1 0.66235 0.56227iλ = − +

 
και 

2 0.66235 0.56227iλ = − −  και 
3 1.32472λ = . 

Η φασµατική ακτίνα είναι  

                                                           
2,1( ) 1.32472,Rρ =

 
   

από όπου είναι φανερό ότι επαληθεύεται η (3.1.8), δηλαδή, 

                                           2,1( ) 1.324721 2Rρ =< < .                                                   □ 

                             

Παράδειγµα 3.7 

Για 2k = , 2m =  η ακολουθία Fibonacci 
(2,2)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

  έχει όρους  1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 

4, 4, 5, 7,8,9, …, και ο 2,2− Fibonacci πίνακας υπολογίζεται από την (3.1.4) ότι είναι 

                  
2,2

0 0 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

R

 
 
 =
 
 
 

. 

Από την (3.1.5), (βλέπε, Παράρτηµα Β, συνάρτηση km_Fibonacci_Matrix), 

υπολογίζεται το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα 
2,2R , που είναι  

                                                 2,2

4 1( )R λ λχ λ = − − . 

Οι ρίζες του είναι  

           1 0.24812 1.0339iλ = − + ,
 2 0.24812 1.0339iλ = − − , 

 3 0.72449λ = −  και 

4 1.22074λ = . 

Η φασµατική ακτίνα είναι  

                                                     
2,2( ) 1.22074Rρ = ,

 
   

από όπου είναι φανερό ότι επαληθεύεται η (3.1.8), δηλαδή, 

                                           2,2( ) 1.220741 2Rρ =< < .                                                   □ 
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3.2  Μη αναδροµικός τύπος ακολουθίας Fibonacci αθροίσµατος k-

όρων µετά από m-όρους 

Προηγουµένως, για την ακολουθία Fibonacci ( ),

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

 ,  ο n  -οστός όρος 

της δίνεται από τον αναδροµικό τύπο (3.1.1) µε αρχικές συνθήκες ίσες µε την τιµή 1 . 

 Με τη χρήση της συνάρτησης δέλτα (όπως ορίστηκε στη (2.2.1), Κεφάλαιο 2) και αν 

λάβουµε υπόψη ότι οι k m+   όροι της ακολουθίας, που έχουν αρνητικό δείκτη,  είναι 

ίσοι µε το µηδέν   

                      
( 1) 1 0 0k mf f f− + − −= = = =… ,                            (3.2.1) 

οι όροι της ακολουθίας   
( ),

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

 µπορούν να δίνονται από «κλειστό τύπο» και 

όχι από αναδροµικό, όπως περιγράφεται στην παρακάτω πρόταση. 

 

 

Πρόταση 3.8 

Έστω οι φυσικοί αριθµοί ,k m , µε 2k ≥  και 0m ≥ . Για κάθε 1n ≥ , ο n  -οστός όρος 

nf   της ακολουθίας ( ),

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

  µπορεί να δοθεί από την ακόλουθη αναδροµική 

σχέση : 

                      
1

1 1 1 1

k jk k m k

n n m i n j n m i j
i j j i

f f δ δ
−+ −

− − − − − −
= = = =

= + −∑ ∑ ∑∑            (3.2.2)     

µε αρχικές συνθήκες όπως στη (3.3.1). 

 

Η (3.2.2) µπορεί να γραφεί 

1 2 2

1 2 ( 2)
1 1 1 1 1

k k m k k

n n m i n j n m i n m i n m k i n k m
i j i i i

f f δ δ δ δ δ
+ − −

− − − − − − − − − − − − − − −
= = = = =

− = − − − − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑⋯  

όπου χρησιµοποιώντας z-µετασχηµατισµό παράγεται η ( )F z : 

1 2 2
1 ( 1) ( ) (1 ) (2 ) ( 2) ( )

1 1 1

( 1) ( 2) ( 1) ( )

2 3 3
1 ( 1) ( 1 ) ( 2 ) ( 3) (

1 1 1

( )
1

k k
k m k m m i m i k m i k m

i i i

m m m k m k

k k
k m m i m i k m i k

i i i

z z z z z z z

F z
z z z z

z z z z z z

− −
− − + − − + − + + − + + − + + − − +

= = =
− + − + − + − − +

− −
− − + − − + + − + + − + + − −

= = =

+ + + − − − − −
=

− − − − −

+ + − − − − −
=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

⋯ ⋯

⋯

⋯ ⋯
1) ( )

( 1) ( 2) ( 1) ( )

( 2)

1

m k m

m m m k m k

k z

z z z z

+ − − +

− + − + − + − − +

− −

− − − − −⋯
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2 3 3
1 ( 1) ( 1 ) ( 2 ) ( 3) ( 1) ( )

1 1 1

1

2 3 3
1 ( 1) ( 1 ) ( 2 ) ( 3) ( 1) (

1 1 1

( 2)

1
( 1)

( 2)

k k
k m m i m i k m i k m k m

i i i

k m k

k m

k k
k m m i m i k m i k m

i i i

z z z z z z k z

z z
z

z z z z z z k z

− −
− − + − − + + − + + − + + − − + − − +

= = =

+ −
+

− −
− − + − − + + − + + − + + − − + − −

= = =

+ + − − − − − − −
=

− − −

+ + − − − − − − −
=

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

⋯ ⋯

⋯

⋯ ⋯

,

,

)

( )

3 4 2
1 (2 ) (3 ) ( 3) ( 1) ( )

1 1 1

( )

( 2)

(3.2.3)
( )

k m

k m

k m

k m

R

k k
m i i k m i k m k m

i i i

k m

R

z x z

z z z z z k z

z x z

+

− +

− −
− − + + − + − + + − − + − − +

= = =
+

− − − − − − −
=

∑ ∑ ∑⋯

  

Από την (3.2.3) είναι σηµαντικό να πούµε ότι οι πόλοι της ( )F z  είναι οι ιδιοτιµές 

του πίνακα 
,k mR  . Επιπλέον, οι βαθµοί των πολυωνύµων του αριθµητή και του 

παρονοµαστή είναι ίσοι. Έτσι γράφοντας την ( )F z σε άθροισµα απλών κλασµάτων 

προκύπτει  : 

                
1

1 1
1,

( ) 2
1 ( ) 1

k m
j

jk m j

cc
F z k

R z zρ λ

+ −

− −
=

= − + +
− −∑   ,               (3.2.4) 

όπου 
,, ( )k mc Rρ ∈ℝ , και οι υπόλοιπες σταθερές 

jc  είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί 

αριθµοί. 

 

Τώρα είµαστε σε θέση να αποδείξουµε έναν «κλειστό τύπο», ο οποίος υπολογίζει 

όλους τους όρους της ακολουθίας 
( ),

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

 ως συνάρτηση όλων των ιδιοτιµών 

του k − Fibonacci πίνακα ,k mR , τύπος που διατυπώνεται στην ακόλουθη πρόταση.   

 

Πρόταση 3.9 

 Έστω 1 1 1, , , k mλ λ λ + −…  ,
,( )k mRρ  οι ιδιοτιµές του ,k m − Fibonacci πίνακα 

,k mR  µε 2k ≥  

και 1m ≥ . Ο n− οστός όρος nf   της ακολουθίας δίνεται από τη σχέση : 

                                    ( )
1

,

1

( ) ( )
k m

n n

n k m j j

j

f c R cρ λ
+ −

=

= + ∑                                      (3.2.5) 

όπου , jc c  για κάθε 1, 2, , 1j k m= + −…   είναι προσδιοριστέοι συντελεστές, που 

προκύπτουν από την (3.2.4). 
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Απόδειξη : 

Χρησιµοποιώντας αντίστροφο z-µετασχηµατισµό και στα δύο µέλη της (3.2.4) για 

οποιαδήποτε τιµή του n έχουµε : 

                                       
,

1

1

( 2) ( ( )) ( )
k m

k m
n n

n n n j j n
j

f k c R u c uδ ρ λ
+ −

=

= − + + ∑     

Συνδυάζοντας την παραπάνω ισότητα µε τους ορισµούς της βηµατικής και της δέλτα 

συνάρτησης δ , προκύπτει η σχέση στη (3.2.5).                                                           □                               
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3.3 Χαρακτηριστικές οριακές τιµές της ακολουθίας Fibonacci 

αθροίσµατος k-όρων µετά από m-όρους  

Πρόταση 3.10 

Για τους φυσικούς αριθµούς k , m  µε 2k ≥  και 0m ≥ , οι όροι της ακολουθίας 

( , )

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

 της (3.1.1) ικανοποιούν τις παρακάτω χαρακτηριστικές ιδιότητες ορίων  

                               1
,lim ( )n

k m
n

n

f
R

f
ρ+

→∞
= ,                                    (3.3.1) 

                                      ,lim ( )n
n k m

n
f Rρ

→∞
= ,                                    (3.3.2) 

όπου 
,( )k mRρ  είναι η φασµατική ακτίνα του  ,k m − Fibonacci πίνακα 

,k mR . 

Απόδειξη : 

Θεωρούµε ότι η τριγωνοµετρική µορφή των σταθερών 
jc  στην (3.2.4) είναι 

ji

j jc c e
θ= , και των αντίστοιχων ιδιοτιµών jλ του 

,k mR  ότι είναι ji

j j e
ωλ λ= , για 

κάθε 1, 2,..., 1j k m= + − . Αντικαθιστώντας τις πολικές µορφές των ,j jc λ  στην (3.2.5) 

έχουµε : 

( )

( )

( )

1

,

1

1
( )

,

1

1

,

1

( ) ( )

( )

( ) (cos( ) sin( )) (3.3.3)

j j

j j

k m
n i i n

n k m j j

j

k m
nn i n

k m j j

j

k m
nn

k m j j j j j j

j

f c R c e e

c R c e

c R c n i n

θ ω

θ ω

ρ λ

ρ λ

ρ λ θ ω θ ω

+ −

=

+ −
+

=

+ −

=

= +

= + ⋅

= + ⋅ + + +

∑

∑

∑

  

Από την (3.3.3) µπορούµε να γράψουµε : 

( )

( )

( )

1
11

,

11

1

,

1

1

1

,

,

( ) (cos( ( 1) ) sin( ( 1) ))

lim lim

( ) (cos( ) sin( ))

( ) ( (cos( ( 1) ) sin( ( 1) )
( )

lim

k m
nn

k m j j j j j j

jn

k mn n nn
n

k m j j j j j j

j

n

n j

k m j j j j j

k m

n

c R c n i n
f

f
c R c n i n

R c c n i n
R

ρ λ θ ω θ ω

ρ λ θ ω θ ω

λ
ρ θ ω θ ω

ρ

+ − ++

=+
+ −→∞ →∞

=

+
+

→∞

+ ⋅ + + + + +

=
+ ⋅ + + +

+ + + + + +

=

∑

∑

( )

1

1

1

,

1 ,

))

( ) ( (cos( ) sin( )))
( )

k m

j

n
k m

n j

k m j j j j j

j k m

R c c n i n
R

λ
ρ θ ω θ ω

ρ

+ −

=

+ −

=

+ + + +

∑

∑

 

 

(3.3.4) 
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Επιπλέον, επειδή οι ακολουθίες 
1,2,3,...{cos( )}j j nnθ ω =+  και 

1,2,3,...{sin( )}j j nnθ ω =+   είναι 

φραγµένες, και επειδή η ανισότητα στην (3.1.10) συνεπάγεται 
,

1
( )

j

k mR

λ

ρ
< , για κάθε 

1, 2,..., 1j k m= + − , συµπεραίνουµε ότι 

1

, ,

lim lim 0
( ) ( )

n n

j j

n n
k m k m

R R

λ λ

ρ ρ

+

→∞ →∞
= = .  

Από τις παραπάνω φραγµένες ακολουθίες και τις οριακές ιδιότητες έχουµε: 

            

1

,

,

lim (cos( ( 1) ) sin( ( 1) ))
( )

lim (cos( ) sin( )) 0
( )

n

j

j j j j
n

k m

n

j

j j j j
n

k m

n i n
R

n i n
R

λ
θ ω θ ω

ρ

λ
θ ω θ ω

ρ

+

→∞

→∞

+ + + + + =

= + + + =

                   (3.3.5) 

Είναι φανερό ότι η (3.3.1) προκύπτει µετά από αντικατάσταση της (3.3.5) στη (3.3.4). 

Για να αποδείξουµε την (3.3.2) χρησιµοποιείται η άσκηση [16, Chapter 1], στην οποία 

αναφέρεται ότι: «για µια µη µηδενική ακολουθία 
1,2,3,

{ }
n n

a = …
, αν 1| |

lim ,
| |

n

n
n

a
a

a

+

→∞
=  τότε 

ισχύει  lim | |n
n

n
a a

→∞
= ». Είναι προφανές ότι η κάθε ακολουθία 

( , )

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

είναι 

θετικών όρων, οπότε συνδυάζοντας την παραπάνω άσκηση µε την απόδειξη της (3.3.1) 

προκύπτει άµεσα  η απόδειξη της (3.3.2).                             □         

 

Παράδειγµα 3.11 

Έστω η ακολουθία 
(2,1)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

. Όπως αναφέρθηκε στο Παράδειγµα 3.6, οι ιδιοτιµές 

του 2,1−Fibonacci πίνακα 
2,1R είναι  

2,1( ) 1.32472Rρ = ,    1 0.66235 0.5622iλ = − + ,   2 0.66235 0.5622iλ = − − , 

και οι σταθεροί όροι του κλάσµατος στην (3.2.4) προσδιορίζονται µε την υλοποίηση 

της συνάρτησης kmst (βλέπε, Παράρτηµα Β) και είναι  

0.54511c = ,     1 0.27255 0.07397c i= − + ,
      2 0.27255 0.07397c i= − +  . 

Για 1n ≥ , ο «κλειστός τύπος»-µη αναδροµικός για το n− οστό όρο της ακολουθίας 

Fibonacci υπολογίζεται από την (3.2.5) και είναι  

0.54511(1.32472)

( 0.27255 0.07379 )( 0.66235 0.5622 )

( 0.27255 0.07379 )( 0.66235 0.5622 )

n

n

n

n

f

i i

i i

= +

+ − + − +

+ − − − −
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Οι χαρακτηριστικές οριακές τιµές της ακολουθίας 
(2,1)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

δίνονται από την 

(3.3.1)  και (3.3.2) : 

                                                 

1lim lim 1.32472n n
n

n n
n

f
f

f
+

→∞ →∞
= =                                     □ 

 

Παράδειγµα 3.12  

Έστω η ακολουθία 
(2,2)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

 . Όπως αναφέρθηκε στο Παράδειγµα 3.7, οι ιδιοτιµές 

του 2,2− Fibonacci πίνακα 
2,2R  είναι : 

     
2,2( ) 1.22074Rρ = ,  1 0.24812 1.0339iλ = − + ,   

2 1 0.24812 1.0339iλ λ= = − − , και 

    3 0.72449λ = −  

Οι σταθεροί όροι του κλάσµατος στην (3.2.4) προσδιορίζονται µε την υλοποίηση της 

συνάρτησης kmst, (βλέπε, Παράρτηµα Β)  και είναι ίσοι µε  

       0.59122c = , 1 0.13687 0.00951c i= − + , 2 1 0.13687 0.00951c c i= = − − ,  και  

       3 0.31747c = − . 

Για 1n ≥ , ο κλειστός τύπος για το n− οστό όρο της ακολουθίας Fibonacci υπολογίζεται 

από την (3.2.5) και είναι  

0.59122(1.22074) ( 0.13687 0.00951 )( 0.24812 1.0339 )

( 0.13687 0.00951 )( 0.24812 1.0339 ) 0.31747( 0.72449)

n n

n

n n

f i i

i i

= + − + − +

+ − − − − − −  

Οι χαρακτηριστικές οριακές τιµές της ακολουθίας 
(2,2)

1,2,3,
{ }

n n
f = …

 δίνονται από την 

(3.3.1)  και (3.3.2) : 

                                            1lim lim 1.22074n n
n

n n
n

f
f

f
+

→∞ →∞
= =                       □                         
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3.4 ∆υνάµεις k,m-Fibonacci Πίνακα 
k,mR   

Πρόταση  3.13 

Έστω 
( , )

1,2,3,
{ }k m

n n
f = …

η ακολουθία Fibonacci ,k m − αθροίσµατος στην (3.2.2) µε 

αρχικές συνθήκες όπως στην (3.2.2) και ο αντίστοιχος ,k m − Fibonacci πίνακας 
,k mR .  

Για 2 1n k m≥ + + , η n− οστή δύναµη του ,k m − Fibonacci πίνακα ορίζεται ως  

   

                                                  
, ,

ˆn

k m i jR r =   ,                                                        (3.4.1) 

όπου ,î jr  ορίζει τον ij −  οστό όρο του ,

n

k mR  ,για 1 i≤ , j k m≤ + . Οι θετικοί ακέραιοι του 

,î jr  δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις 

                      
,

1
ˆ ( )

1
i j n k j i n j ir f f

k
+ + − − −= −

−
,  µε  1 j m≤ ≤                       (3.4.2) 

                        
1

, 1 1

1

1
ˆ ( )

1

k m j

i j n k i r n i r

r

r f f
k

+ + −

+ + − − + − −
=

= −
− ∑  ,   1m j k m+ ≤ ≤ +             (3.4.3) 

Απόδειξη : 

Η απόδειξη βασίζεται στη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής ως προς n , και είναι 

ανάλογη αυτής που έγινε στο Κεφάλαιο 2, στην Πρόταση 2.13.                                  □ 

 

Παράδειγµα 3.14 

Έστω  µε 2k =  και 1m = .  Ο αντίστοιχος 2,1−Fibonacci πίνακας είναι: 

                2,1

0 1 1

1 0 0

0 1 0

R

 
 =  
  

      . 

Ο πίνακας 
2,1

nR  υπολογίζεται σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13  για κάθε 

2 1 5n k m≥ + + =  από τις (3.4.2) και  (3.4.3) ως εξής : 

              1,1 2
ˆ

n nr f f+= −
                    

2

1,2 2 1 1 2

1

ˆ ( )n r n r n n n n

r

r f f f f f f+ − − + − −
=

= − = − + −∑
 

             2,1 1 1
ˆ

n nr f f+ −= −
                   

2

2,2 1 1 2 1 3

1

ˆ ( )n r n r n n n n

r

r f f f f f f+ − − − − − −
=

= − = − + −∑
 

             
3,1 2
ˆ

n nr f f −= −
                    

2

3,2 2 1 3 2 4

1

ˆ ( )n r n r n n n n

r

r f f f f f f− − − − − − −
=

= − = − + −∑
 

             3,1 1 1
ˆ

n nr f f+ −= −
   

                3,2 2
ˆ

n nr f f −= −
               

3,3 1 3
ˆ

n nr f f− −= −  
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οπότε
  

     

1,1 1,2 1,3 2 1 1 2 1 1

2,1 2,1 2,2 2,3 1 1 2 1 3 2

3,1 3,2 3,3 2 1 3 2 4 1 3

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

n

n n n n n n n n

n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

r r r f f f f f f f f

R r r r f f f f f f f f

r r r f f f f f f f f

+ + − − + −

+ − − − − −

− − − − − − −

  − − + − − 
   = = − − + − −   
   − − + − −  

.  (3.4.4) 

Υπενθυµίζεται ότι οι όροι της αντίστοιχης ακολουθίας Fibonacci είναι 

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,…, οπότε για τις διάφορες τιµές του 5n ≥ , ο πίνακας 
2,1

nR  στη (3.4.4) 

υπολογίζεται µε την υλοποίηση της συνάρτησης km_Fibonacci_Matrix (βλέπε, 

Παράρτηµα Β)  για 2k = , 1m =  και είναι : 

• Για 5n =  : 

          

5

7 5 6 4 5 3 6 4

5

2,1 6 4 5 3 4 2 5 3

5 3 4 2 3 1 4 3

2 2 1 0 1 1

1 2 1  = 1 0 0

1 1 1 0 1 0

f f f f f f f f

R f f f f f f f f

f f f f f f f f

− − + − −     
     = − − + − − =     
     − − + − −     

       (3.4.5)      

• Για 10n =  : 

                         

12 10 11 9 10 8 11 9

10

2,1 11 9 10 8 9 7 10 8

10 8 9 7 8 6 9 7

7 9 5

5 7 4

4 5 3

f f f f f f f f

R f f f f f f f f

f f f f f f f f

− − + − −   
   = − − + − − =   
   − − + − −   

   

• Για 11n = : 

                         

13 11 12 10 11 9 12 10

11

2,1 12 10 11 9 10 8 11 9

11 9 10 8 9 7 10 8

9 12 7

7 9 5

5 7 4

f f f f f f f f

R f f f f f f f f

f f f f f f f f

− − + − −   
   = − − + − − =   
   − − + − −   

   

• Για 25n = : 

           

27 25 26 24 25 23 26 24

25

2,1 26 24 25 23 24 23 25 23

25 23 24 22 23 21 24 22

465 616 351

351 465 265

265 351 200

f f f f f f f f

R f f f f f f f f

f f f f f f f f

− − + − −   
   = − − + − − =   
   − − + − −   

 

Επιπλέον  

2

2

3 2,1

1 0 0 0 1 1 2 3 2

( ) 0 1 0 1 0 0 2 2 1 0

0 0 1 0 1 0 1 2 1

I R

      
      + = + = >      
            

 .  

Συνεπώς, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.5, ο πίνακας 2,1R  είναι ανάγωγος.         

Επίσης, από την (3.4.5) έχουµε 

5

2,1

2 2 1

1 2 1 0

1 1 1

R

 
 = > 
  

. 
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Συνεπώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.11 (iii), 2,1R  είναι αρχικός πίνακας.                 □ 

 

 

Παράδειγµα 3.15 

Έστω µε 2k =  και 2m = .  Από αντίστοιχος 2,2− Fibonacci πίνακας είναι: 

                2,2

0 0 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

R

 
 
 =
 
 
 

      . 

Ο πίνακας 
2,2

nR  υπολογίζεται σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13, για κάθε 

2 1 7n k m≥ + + =   από τις (3.4.2) και  (3.4.3) ως εξής 

1,1 2
ˆ

n nr f f+= −
                    

1,2 3 1
ˆ

n nr f f+ += +
         

2

1,3 2 1 1 2

1

ˆ ( )n r n r n n n n

r

r f f f f f f+ − − + − −
=

= − = − + −∑  

2,1 1 1
ˆ

n nr f f+ −= −
                 

2,2 2
ˆ

n nr f f+= +
     

2

2,3 1 1 2 1 3

1

ˆ ( )n r n r n n n n

r

r f f f f f f+ − − − − − −
=

= − = − + −∑
 

 

         

⋮

                     

⋮

                                                      

⋮

  
4,1 1 3
ˆ

n nr f f− −= −         

   

      
4,2 2
ˆ

n nr f f −= −
            

2

4,3 1 3 2 4 3 5

1

ˆ ( )n r n r n n n n

r

r f f f f f f− − − − − − − −
=

= − = − + −∑
 

1

1,4 2 1 1

1

ˆ ( )n r n r n n

r

r f f f f+ − − + −
=

= − = −∑
 

1

2,4 1 1 2

1

ˆ ( )n r n r n n

r

r f f f f+ − − − −
=

= − = −∑
 

                               

⋮

  1

4,4 1 3 2 4

1

ˆ ( )n r n r n n

r

r f f f f− − − − − −
=

= − = −∑  
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1,1 1,2 1,3 1,4

2,1 2,2 2,3 2,4

2,2

3,1 3,2 3,3 3,4

4,1 4,2 4,3 4,4

2 3 1 1 1 2 1 1

1 1 2 2 1 3 2

2 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

n

n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n

r r r r

r r r r
R

r r r r

r r r r

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f

f f f f f

+ + + + − − + −

+ − + − − − −

− + −

 
 
 =
 
 
 

− − − + − −

− − − + − −
=

− − 1 3 2 4 1 3

1 3 2 2 4 3 5 2 4

n n n n n

n n n n n n n n n n

f f f f f

f f f f f f f f f f

− − − − − −

− − − − − − − − −

 
 
 
 − + − −
 

− − − + − − 

             (3.4.6) 

Οι όροι της αντίστοιχης ακολουθίας (2,2)

1,2,3,...
{ }

n n
f = Fibonacci είναι 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 

4, 4, 5, 7,8,9, …,  οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 3.13 για τις διάφορες τιµές του 

7n ≥ , ο πίνακας 
2,2

nR  στη (3.4.6) υπολογίζεται µε την υλοποίηση της συνάρτησης 

km_Fibonacci_Matrix (βλέπε, Παράρτηµα Β) για 2k = , 2m =  και είναι : 

• Για 10n = : 

12 10 13 11 11 9 10 8 11 9

11 9 12 10 10 8 9 7 10 810

2,2

10 8 11 9 9 7 8 6 9 7

9 7 10 8 8 6 7 5 8 6

3 3 2 1

1 3 3 11
(3.4.7)

1 1 3 22

2 1 1 1

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f
R

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f

− − − + − −   
   − − − + − −   = =
   − − − + − −
   

− − − + − −   

                 

• Για 11n = : 

           

13 11 14 12 12 10 11 9 12 10

12 10 13 11 11 9 10 8 11 911

2,2

11 9 12 10 10 8 9 7 10 8

10 8 11 9 9 7 8 6 9 7

3 2 4 3

3 3 2 1

1 3 3 1

1 1 3 2

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f
R

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f

− − − + − −   
   − − − + − −   = =
   − − − + − −
   

− − − + − −   

  . 

• Για 25n = : 

27 25 28 26 26 24 25 23 26 24

26 24 27 25 25 23 24 22 25 2325

2,2

25 23 26 24 24 22 23 21 24 22

24 22 25 23 23 21 22 20 23 21

43 49 64 37

37 43 49 27

27 37 43 22

22 27 37 21

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f
R

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f

− − − + − −  
  − − − + − −  = =
 − − − + − −
 

− − − + − −  





 
 



 

Επιπλέον από τον πίνακα 

 

                                      
4 2,2

1 0 1 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

I R

 
 
 + =
 
 
 

, 
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υπολογίζουµε  

3

3

4 2,2

1 0 1 1 2 4 6 3

1 1 0 0 3 2 4 3
[ ] 0

0 1 1 0 3 3 2 1

0 0 1 1 1 3 3 1

I R

   
   
   + = = >
   
   
   

. 

Συνεπώς, 
2,2R  είναι ανάγωγος πίνακας, (βλέπε, Πρόταση 1.5). 

Επίσης, παρατηρούµε ότι ο πίνακας στη (3.4.7) είναι θετικός, συνεπώς σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα 1.11 (iii), 
2,2R  είναι αρχικός πίνακας.                                                       □                                                       

 

 

Παράδειγµα 3.16 

Έστω 3k =  και 2m = . O αντίστοιχος 3,2−Fibonacci πίνακας είναι: 

3,2

0 0 1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

R

 
 
 
 =
 
 
  

 

Ο πίνακας 
3,2

nR  υπολογίζεται εύκολα από την Πρόταση 3.13, για κάθε 3 4 1 8n ≥ + + = ,  

από τις (3.4.2) και  (3.4.3) ως εξής : 

1,1 3

1
ˆ ( )

2
n nr f f+= −   ⋯   

1,2 2 1

1
ˆ ( )

2
n nr f f+ −= −

    

⋯

  
3

1,3 3 2 1 1 2 3

1

1 1
ˆ ( ) ( )

2 2
n r n r n n n n n n

r

r f f f f f f f f+ − − + − + − −
=

= − = − + − + −∑
   

⋯

  

2

1,4 3 2 1 1 2

1

1 1
ˆ ( ) ( )

2 2
n r n r n n n n

r

r f f f f f f+ − − + − + −
=

= − = − + −∑
   

⋯

  

1,5 2 1

1
ˆ ( )

2
n nr f f+ −= −

  

⋯
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1,1 1,2 1,5

2,1 2,2 2,5

3,23,2

5,1 5,2 5,5

3 2 1 2 1

1 4 2 5

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ

1

2

n

n

n n n n n n

n n n n

r r r

r r r

rR

r r r

f f f f f f

f f f f

+ + − + −

− − − −

 
 
 
 =
 
 
  

− − − 
 
 
 =
 
 
 − − 

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋮

⋯

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

               (3.4.8) 

Οι όροι της αντίστοιχης ακολουθίας (3,2)

1,2,3,...
{ }

n n
f = Fibonacci είναι 

1,1,1,1,1,3,3,3,5,7,9,11… , οπότε για τις διάφορες τιµές του 8n ≥ , ο πίνακας 3,2

nR  στη 

(3.4.8) υπολογίζεται µε την υλοποίηση της συνάρτησης km_Fibonacci_Matrix (βλέπε, 

Παράρτηµα Β)  3k =  και 2m = , και είναι : 

• Για 10n = : 

      

13 10 12 9 12 9

10

3,2

9 6 8 5

4 6 8 6 3

3 4 6 5 3
1

3 3 4 3 2
2

2 3 3 2 1

1 2 3 2 1

f f f f f f

R

f f f f

− − −   
   
   
   = =
   
   
   − −   

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

               (3.4.9) 

• Για 15n = : 

       

18 15 17 14 17 14

15

3,2

13 1014 11

18 24 31 23 13

13 18 24 28 10
1

10 13 18 14 8
2

8 10 13 10 6

6 8 10 7 4

f f f f f f

R

f ff f

− − −   
   
   
   = =
   
   
   −−   

⋯

⋱ ⋮⋮

⋯

  . 

• Για 30n = : 

33 30 32 29 32 29

30

3,2

29 26 28 25

1028 1601 2121 1601 912

912 1208 1601 1209 689
1

689 912 1208 912 520
2

520 689 912 668 392

392 520 689 520 296

f f f f f f

R

f f f f

− − −   
   
   
   = =
   
   
   − −   

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

 

Επιπλέον από τον πίνακα 
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5 3,2

1 0 1 1 1

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

I R

 
 
 
 + =
 
 
    

υπολογίζουµε 

4

4

5 3,2

1 0 1 1 1 6 11 15 11 5

1 1 0 0 0 5 6 11 10 6

[ ] 00 1 1 0 0 6 5 6 5 4

0 0 1 1 0 4 6 5 2 1

0 0 0 1 1 1 4 6 4 1

I R

   
   
   
   + = = >
   
   
      

. 

Συνεπώς, 3,2R  είναι ανάγωγος πίνακας, (βλέπε, Πρόταση 1.5).              

Επίσης, παρατηρούµε ότι ο πίνακας στη (3.4.9) είναι θετικός, συνεπώς σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα 1.11 (ii), 3,2R  είναι αρχικός πίνακας.                                                                □                                                  
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Συµπεράσµατα  

 
 

      Στην παρούσα πτυχιακή εργασία έγινε µελέτη ακολουθιών Fibonacci, οι οποίες 

δίνονται από τoν αναδροµικό τύπο ως εξής: κάθε όρος της ακολουθίας Fibonacci 

προκύπτει από το άθροισµα k  διαδοχικών όρων της ακολουθίας µετά από m

προηγούµενους όρους από αυτόν, δοθέντων k m+  αρχικών όρων όλοι ίσοι µε τη 

µονάδα, όπου ,k m  φυσικοί αριθµοί. Οι ακολουθίες αυτές µπορούν να 

αναπαρασταθούν µέσω ενός τετραγωνικού πίνακα, ο οποίος ανάλογα µε το είδος της 

ακολουθίας συµβολίζεται µε kQ  ή 
,k mR , και ονοµάζεται πίνακας Fibonacci. Ο πίνακας 

Fibonacci kQ , αντιστοιχεί στην ακολουθία Fibonacci, που κάθε όρος της ισούται µε το 

άθροισµα των k  προηγούµενων όρων του για 0m = , και ο πίνακας 
,k mR  αντιστοιχεί 

στην ακολουθία Fibonacci, που κάθε όρος της ισούται µε το άθροισµα των k  όρων της 

µετά από m  προηγούµενους όρους από αυτόν, µε 1m ≥  . 

Στην παρούσα πτυχιακή αποδείχτηκε ότι κάθε όρος της ακολουθίας Fibonacci 

µπορεί εύκολα να υπολογιστεί και από µη αναδροµικό τύπο, ως συνάρτηση όλων των 

ιδιοτιµών των πινάκων kQ , ,k mR . Επιπλέον αποδεικνύονται τα ακόλουθα : 

• Το εύρος της φασµατικής ακτίνας των πινάκων kQ , ,k mR  , κυµαίνεται µεταξύ των 

αριθµών 1 και 2. 

• Το όριο  του λόγου,  δύο διαδοχικών όρων της ακολουθίας Fibonacci, καθώς n  

τείνει στο άπειρο ισούται µε τη φασµατική ακτίνα των πινάκων 
kQ ,

,k mR  , και 

• Το όριο της n -οστής ρίζας του n -οστού όρου της ακολουθίας Fibonacci, καθώς n  

τείνει στο άπειρο ισούται µε τη φασµατική ακτίνα των πινάκων 
kQ ,

,k mR . 

Για τους φυσικούς αριθµούς , ,k m n  µε 2k ≥ , 0m ≥  και 2 1n k m≥ + + , οι n− οστές 

δυνάµεις των πινάκων kQ , 
,k mR  υπολογίζονται ως συνάρτηση κατάλληλων όρων της 

αντίστοιχης ακολουθίας Fibonacci (βλέπε, Πρόταση 2.13, Πρόταση 3.13), καθώς τα 

στοιχεία των πινάκων Fibonacci σχετίζονται άµεσα µε τους όρους της αντίστοιχης 

ακολουθίας. Στο τελευταίο θεώρηµα αποδεικνύεται ότι οι πίνακες ,

n

k mR  είναι αρχικοί 

και ανάγωγοι, το οποίο σηµάνει ότι βρίσκουν εφαρµογή σε διάφορους τοµείς των 

θετικών επιστηµών, όπως κρυπτογραφία, θεωρία γραφηµάτων, φασµατική ανάλυση 

κτλ. 
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Για να υπολογιστούν οι όροι των ακολουθιών Fibonacci και των αντίστοιχων όρων των 

πινάκων Fibonacci, αναπτύχθηκαν κώδικες σε περιβάλλον Matlab/Octave. 
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Παράρτηµα Α 
 

 O Fibonacci ήταν πολύ γνωστός στην εποχή του και 

αναγνωρίζεται σήµερα ως ο µεγαλύτερος µαθηµατικός του Μεσαίωνα. Γεννήθηκε τη 

δεκαετία του 1170 και πέθανε αυτή του 1240. Άγαλµά του υπάρχει στο νεκροταφείο 

δίπλα στον Καθεδρικό Ναό της Pisa (Πίζας), κοντά στον περίφηµο πύργο. Το όνοµά 

του έχει δοθεί σε δύο δρόµους της πόλης της Πίζας και σε δύο αντίστοιχα της 

Φλωρεντίας. Το πραγµατικό του όνοµα ήταν Leonardo Pisano, όµως ο ίδιος 

αποκαλούσε τον εαυτό του Fibonacci, σύντµηση του Filius Bonacci (γιος του Bonacci), 

από το όνοµα του πατέρα του. Ο πατέρας του Leonardo, Guglielmo Bonacci, ήταν 

τελωνειακός υπάλληλος στη Βορειοαφρικανική πόλη Bugia. Ο Fibonacci µεγάλωσε 

εκεί και η εκπαίδευσή του επηρεάστηκε σηµαντικά από τους Μαυριτανούς, αλλά και 

από τα ταξίδια που έκανε αργότερα σε όλο το µήκος της µεσογειακής ακτής. Έτσι, 

γνώρισε πολλούς εµπόρους και έµαθε τα αριθµητικά συστήµατα, που αυτοί 

χρησιµοποιούσαν για τις συναλλαγές και τους λογαριασµούς τους. Σύντοµα 

διαπίστωσε τα πλεονεκτήµατα του «Ινδοαραβικού» αριθµητικού συστήµατος και έγινε 

από τους πρώτους, που το εισήγαγαν στην Ευρώπη. Πρόκειται για το αριθµητικό 

σύστηµα που χρησιµοποιείται και σήµερα µε δέκα ψηφία, ένα εκ των οποίων το µηδέν, 

και την υποδιαστολή.  

Το βιβλίο του, Liber abbaci (βιβλίο των υπολογισµών), το οποίο ολοκληρώθηκε το 

1202, έπεισε αρκετούς Ευρωπαίους µαθηµατικούς να χρησιµοποιήσουν το «νέο» 

σύστηµα. Το βιβλίο, γραµµένο στα λατινικά, περιγράφει µε λεπτοµέρεια τους 

µαθηµατικούς κανόνες που σήµερα διδάσκονται στο δηµοτικό για την πρόσθεση, την 

αφαίρεση, τον πολλαπλασιασµό και τη διαίρεση και περιέχει πολλές ασκήσεις-

παραδείγµατα µε λεπτοµέρειες για την εφαρµογή αυτών των κανόνων. 
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Κατά το 1220, ο Leonardo, έγραψε το Practica Geometriaes, βιβλίο το οποίο αφιέρωσε 

στον ∆άσκαλο Dominique, για τον οποίο όµως δεν υπάρχουν καταγραφές σε κανένα 

αρχείο. Σε αυτό το έργο του ο Leonardo, συστηµατοποίησε το αντικείµενο της 

πρακτικής γεωµετρίας µε ειδίκευση στις µετρήσεις σωµάτων. Έχει συµπεριλάβει 

επίσης κάποια θέµατα άλγεβρας και τριγωνοµετρίας, καθώς και τετραγωνικών και 

κυβικών ριζών, αναλογιών και απροσδιόριστων προβληµάτων. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 
 

Χρήση Matlab/Octave για τον υπολογισµό των 

όρων  της ακολουθίας Fibonacci 
 

      Στη συνέχεια, παρουσιάζονται οι κώδικες που αναπτύχθηκαν µε χρήση του 

εµπορικού λογισµικού Matlab [18] και του λογισµικού Octave [6], που είναι ελεύθερος 

κλώνος ανοικτού κώδικα του λογισµικού Matlab, προκειµένου να υπολογιστούν οι όροι 

των ακολουθιών Fibonacci { }( ),

1,2,3,

k m

n n
f

= …
για διάφορες τιµές των φυσικών αριθµών 

,k m , (βλέπε τη συνάρτηση  kmst), και χαρακτηριστικών µεγεθών και ιδιοτήτων των 

αντίστοιχων πινάκων Fibonacci, (βλέπε τη συνάρτηση  k_Fibonacci_Matrix ή 

km_Fibonacci_Matrix). 

 

 

 

function[F,C,P,f]= kmst(k,m,n) 

%  INPUT 

%  m  gap 

%  k  number of previous sum  

%  n  the numbers of the terms of the sequence      

%OUTPUT 

% f = all the n first terms  

% C = constants numbers C1,C2... 

% P = Poles l1,l2.... 

% F = Fibonacci Matrix 

 

Z1=zeros(1,k+m+1); 

Z2 = Z1; 

Z = Z1; 

 

a=zeros(1,m); 

b=ones(1,k); 

c=eye(m+k-1,m+k-1); 

d=zeros(m+k-1,1); 

F=[a b;c d];      % The k,m Fibonacci Matrix 

E =max( eig(F));        

B = poly(F); 

for j=1:(k+m) 

    Z1(1,j+1)=1; 

end 

 

for t=1:k-1 

    for i=1:k-t 

     Z(1,m+i+t+1) = 1;    

     Z2(1,m+i+t+1) = Z(1,m+i+t+1)+Z2(1,m+i+t);  

    end 
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end 

A = Z1-Z2; 

[C,P,K] = residuez(A,B);  %  Calculate the poles and zeros of non recursive Fibonacci 

formula (2.3.3) 

for i=1:n 

    f(i) = sum(C.*(P.^(i))) ;   % The Terms of  non-recursive k,m- Fibonacci Formula  

end 

end                %End of kmst 
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� Η συνάρτηση k_Fibonacci_Matrix υπολογίζει τη n− οστή δύναµη του k −
Fibonacci πίνακα kQ ,  για n k≥ .  

 

function [Q,f]= k_Fibonacci_Matrix(k,n1,n) 

% k Fibonacci matrix n>k 

%        INPUT 

% k number of sum 

% n1 all the terms of sequence  

% n the pow of fibonacci matrix 

%        OUTPUT 

%  Q fibonacci matrix 

%  f sequence 

 

f=zeros(1,n1); 

for i=1:k 

    f(1,i)=1; 

end 

for i=(k+1):n1 

    for j=1:k 

       f(1,i)=f(1,i-j)+f(1,i); 

    end 

end 

Q = zeros(k,k); 

Q1 = zeros(1,k-1); 

for i=1:k 

    for r=1:k-1 

      Q1(1,r)=f(1,n-i+1+r); 

    end 

    Q(i,1) = (1/(k-1))*sum(Q1(1,1:k-1)); 

 end 

 

for i=1:k 

    for r=1:k-1 

      Q1(1,r)=(f(1,n-i+r)); 

    end 

    Q(i,k) = (1/(k-1))*sum(Q1(1,1:k-1)); 

 end 

 

for i=1:k 

    for j=2:k-1 

        for r=1:j 

           Q1(1,r)=(f(1,n-i+r)); 

        end  

        for r=j:k-1 

           Q1(1,r)=(f(1,n-i+1+r)); 

        end  

      Q(i,j) = (1/(k-1))*sum(Q1(1,1:k-1)); 

    end 
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end 

end    % End of k_Fibonacci_Matrix 
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� Η συνάρτηση km_Fibonacci_Matrix, υπολογίζει τη n− οστή δύναµη του 

,k m− Fibonacci πίνακα 
,k mR ,  για 2 1n k m≥ + + .  

function [R,f] = km_Fibonacci_Matrix(k,m,n,n1) 

% k,m Fibonacci matrix n>k+2*m+1 

%        INPUT 

% k number of sum 

% m gap  

% n1 all the terms of sequence  

% n the power of fibonacci matrix 

%         OUTPUT 

%  R fibonacci matrix 

%  f sequence 

 

f=zeros(1,n1); 

for i=1:m+k 

    f(1,i)=1; 

end 

for i=(k+m+1):n1 

    for j=1:k 

       f(1,i)=f(1,i-j-m)+f(1,i); 

    end 

end 

 

R = zeros(k+m,k+m); 

R1 = zeros(1,k+m-1); 

for i=1:k+m 

    for j=1:m 

        R(i,j) = (1/(k-1))*(f(1,n+k+j-i)-f(1,n+j-i)); 

    end 

end 

 

for i=1:k+m 

    for j=m+1:k+m 

        for r=1:k+m+1-j 

            R1(1,r) = f(1,n+1+k-i-r) - f(1,n+1-i-r);  

        end 

         R(i,j) = (1/(k-1))*sum(R1(1,1:r)); 

    end 

end 

end  % End of km_Fibonacci_Matrix 
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Περίληψη  

 
 Σκοπός της παρούσας πτυχιακής εργασίας είναι η µελέτη ακολουθιών Fibonacci 

αθροίσµατος k −  όρων µετά από m−όρους. Ο n− οστός όρος της ακολουθίας δίνεται 

από τον αναδροµικό τύπο 
1

k m

j m

n n j
f f

+

= +
−= ∑ , µε τις αρχικές συνθήκες 

1 2
1

k m
f f f += = = =⋯ , όταν  ,k m  είναι φυσικοί αριθµοί µε 2k ≥ , 0m ≥ . Στη 

συνέχεια, παρουσιάζεται η αναπαράσταση των ακολουθιών µέσω ενός κατάλληλου 

πίνακα Fibonacci και γίνεται µελέτη διαφόρων ιδιοτήτων του πίνακα αυτού. 

Στο πρώτο κεφάλαιο, γίνεται εισαγωγή στους βασικότερους ορισµούς και στις 

απαραίτητες έννοιες της Γραµµικής Άλγεβρας που είναι απαραίτητα στα επόµενα 

κεφάλαια. Επιπλέον γίνεται µία σύντοµη ανασκόπηση σε ορισµούς ακολουθιών και 

αναφορά στην ακολουθία Fibonacci και σε άλλες ακολουθίες µε παρόµοιες ιδιότητες.  

Στο δεύτερο κεφάλαιο δίνεται ο ορισµός της ακολουθίας Fibonacci αθροίσµατος 

k − όρων και ο ορισµός του αντίστοιχου πίνακα. Ο πίνακας της ακολουθίας 

αθροίσµατος k − όρων συµβολίζεται kQ  και ονοµάζεται k − πίνακας Fibonacci. Στην 

συνέχεια αποδεικνύεται ότι ο αναδροµικός τύπος της ακολουθίας δίνεται και µε 

«κλειστό τύπο», ο οποίος συνδέεται µε τις ιδιοτιµές του πίνακα  kQ . Τέλος, γίνεται 

µελέτη της n− οστής δύναµης του πίνακα Fibonacci n

kQ . Στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται 

µελέτη ακολουθιών Fibonacci µε άθροισµα k − όρων µετά από m−όρους για ,k m  

φυσικούς αριθµούς. Ο πίνακας της ακολουθίας αθροίσµατος ,k m − όρων συµβολίζεται 

,k mR  και ονοµάζεται ,k m − πίνακας Fibonacci. Στην συνέχεια αποδεικνύεται ότι ο 

αναδροµικός τύπος της ακολουθίας δίνεται και εκείνος µε «κλειστό τύπο»,  ο οποίος 

συνδέεται µε τις ιδιοτιµές του πίνακα  
,k mR . Τέλος γίνεται µελέτη της n− οστής 

δύναµης του πίνακα Fibonacci ,

n

k mR  . Στο τέλος της πτυχιακής εργασίας παρουσιάζεται  

κώδικας σε Matlab/Octave για τον υπολογισµό όρων των ακολουθιών Fibonacci  και  

των δυνάµεων των πινάκων Fibonacci n

kQ , ,

n

k mR .  

 

Λέξεις-κλειδιά : Ακολουθία Fibonacci, πίνακας Fibonacci, Ιδιοτιµή, φασµατική 

ακτίνα, ανάγωγος πίνακας, αρχικός πίνακας 
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