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ΣΚΟΠΟΣ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ

Κύριος στόχος της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι ο προγραμματισμός στο

ΜΑTLAB ενός κώδικα, που ονομάσαμε A.S.D.A.P (Advanced Static DΥnaΠ1ίc Analysis
ΡrοgraΠ1), πεπερασμένων στοιχείων που επιλύει προβλήματα πλακών, σε διάφορες

καταστάσεις φόρτισης και στήριξης. Αρχικά, μελετήθηκε η θεωρία των πλακών με τη

μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων. Έπειτα αξιοποιήθηκαν οι δυνατότητες που

παρέχει στον χρήστη το ΜΑTLAB και προγραμματίστηκε ο κώδικας των

πεπερασμένων στοιχείων για την επίλυση πλακών. Για την αξιοπιστία του κώδικα

A.S.D.A.P επιλύθηκαν χαρακτηριστικές εφαρμογές πλακών και τα αποτελέσματα που

προέκυψαν συγκρίθηκαν με αυτά που πήραμε από ένα ήδη υπάρχων πρόγραμμα

πεπερασμένων στοιχείων που επιλύει και προβλήματα πλακών το SAP2000. Καθώς

επίσης και από τα αποτελέσματα εφαρμογών σε βιβλία αναφερόμενα στην επίλυση

πλακών με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΟΙ ΦΟΡΕΙΣ- ΠΛΑΚΕΣ

Πλάκα θεωρείται ο ολόσωμος φορέας ο οποίος εκτείνεται σε δύο διαστάσεις Χ και Υ,

ενώ η τρίτη διάσταση ως προς τον άξονα Ζ είναι μικρή συγκριτικά με τις άλλες δύο και

τα φορτία που ασκούνται είναι παράλληλα προς τον άξονα Ζ. Η πλάκα περιέχεται

μεταξύ δύο παραλλήλων επιπέδων, της άνω και κάτω επιφάνειας, και η απόσταση των

δύο επιφανειών ορίζει το πάχος t στο Σχιjμα 1-1 παριστάνεται μια πλάκα στην οποία η

μέση επιφάνεια ταυτίζεται με το επίπεδο ΧΥ

jI~1 q(X, Υ) χ, ~_------ --------:c::..J~('y,v'! ~// ~
~ I-:__-- σΥ'

ι Τ

*Z,W

άνω επιφάνεια

t:.:.:':':':'~':':':':;Ζ.::..:..+=======:::::;;::::Ι-Χ, U

Ζ, W κάτω επιφάνεια

μέση επιφάνεια

Σχήμα 1-1: Πλάκα τυχαίου σχήματος με το στοιχειώδες στερεό των τάσεων

Η γεωμετρία του φορέα-πλάκα συμπίπτει με τη γεωμετρία του φορέα στον οποίο

επικρατούν συνθήκες επίπεδης έντασης. Η διαφορά έγκειται στο είδος της φόρτισης η

οποία καταπονεί τους δύο φορείς. Στην πρώτη περίπτωση τα φορτία ασκούνται κάθετα

προς τη μέση επιφάνεια του φορέα, ενώ στη δεύτερη περίπτωση τα φορτία ασκούνται

επί του επιπέδου. Από αυτήν την άποψη οι ομοιότητες και διαφορές μεταξύ του

επίπεδου πλαισίου και της εσχάρας μπορούν να παραλληλιστούν με τους φορείς

επίπεδης έντασης και πλάκας αντίστοιχα. Τα φορτία στην πλάκα προκαλούν κάμψη της

πλάκας η οποία προκαλεί βύθιση κατά τον άξονα Ζ.

Οι πλάκες μπορούν να κατηγοριοποιηθούν ως εξής:

Χονδρές πλάκες (thick plate) όπου κατά την καταπόνηση τους σε τριαξονική ένταση

μπορούν να προσδιοριστούν πλΙ1ρως από ένα σύνολο διαφορικών εξισώσεων και των

τριών διαστάσεων της ελαστικής θεωρίας. Η κατηγορία αυτή αναφέρεται σε πλάκες

οπού ο λόγος του πάχους t της πλάκας με την μικρότερη από τις δυο διαστάσεις της δεν

ξεπερνά την τιμή 1/10.
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Λεπτές πλάκες (tl1in plate) με μικρές αποκλίσεις κατά την παραμόρφωση λόγω των

εγκάρσιων φορτίων. Η κατηγορία αυτή μπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από πλάκες

στις οποίες η σχέση πάχους με την μικρότερη διάσταση της πλάκας δεν υπερβαίνει το

1/10 και οι μέγιστες βυθίσεις (w) κυμαίνονται από h/1O έως h/5.

Λεπτές πλάκες (thin plate) που χαρακτηρίζονται από μεγάλες παραμορφώσεις λόγου

του ότι οι καμπτικές εντάσεις συνοδεύονται με σχετικά μεγάλες εφελκύστηκες ή

θλιπτικές εντάσεις στη μέση επιφάνεια της πλάκας επηρεάζοντας σημαντικά και τις

ροπές κάμψης που αναπτύσσονται στην πλάκα.

Οι χαρακτηριστικές εξισώσεις της πλάκας προκύπτουν από τις εξισώσεις της

τρισδιάστατης ελαστικότητας με τη θεώρηση ορισμένων παραδοχών. Οι παραδοχές

αυτές απλοποιούν σημαντικά το πρόβλημα της ανάλυσης των πλακών, αλλά την ίδια

στιγμή οδηγούν και σε προσεγγίσεις που προκαλούν και ορισμένα παράδοξα φαινόμενα.

Από την άποψη αυτήν η θεωρία των πλακών δεν είναι ακριβής όπως είναι η θεωρία

ελαστικότητας. Παρ όλα αυτά όμως για μια μεγάλη κατηγορία προβλημάτων η θεώρηση

αυτή δίνει ικανοποιητικά αποτελέσματα.

1.2 ΘΕΩΡΙΕΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΛΕΠΤΩΝ ΠΛΑΚΩΝ

Η κλασική θεωρία πλακών που ονομάζεται και θεωρία Kirchhoff, είναι αντίστοιχη

της θεωρίας Euler-Bernoulli των δοκών, αποτελεί την πλέον αποδεκτή θεωρία των

λεπτών πλακών(thin plates) και βασίζεται στις παρακάτω παραδοχές.

• Το πάχος της πλάκας είναι μικρό σε σύγκριση με τις διαστάσεις της επιφάνειας

της.

• Η βύθιση w της πλάκας είναι μικρή σε σύγκριση με το πάχος της t, ενώ οι

στροφές της παραμορφωμένης μέσης επιφάνειας είναι μικρές συγκριτικά με τη

μονάδα.

• Επίπεδες επιφάνειες κάθετες στη μέση επιφάνεια της πλάκας πριν την

παραμόρφωση παραμένουν επίπεδες μετά την παραμόρφωση και κάθετες στην

παραμορφωμένη μέση επιφάνεια.

• Στη μέση επιφάνεια της πλάκας (2=0) οι τάσεις σχ , σΥ' Τ!',Υ είναι μηδενικές.

Λ,υ

Υ,ν

z,w
Β'Ί ι

" : ~ a, τΖ-
o'W: οΧ

θ --
γ- οΧ

Z,w ,
Β;': ι ο

" :-Ζ­
,ι.....ι οΥow:

θχ =­
οΥ

Σχήμα 1-2: Κάμψη της πλάκας κατά την κλασική θεωρία Kirchhoff
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Επίσης η διατμητική παραμόρφωση των πλακών μπορεί να περιγραφεί και από τη

θεωρία Mindlin. Η προσέγγιση που κάνει η θεωρία του Mindlin είναι ότι οι επίπεδες

επιφάνειες που είναι αρχικά κάθετες προς την μέση επιφάνεια της πλάκας πριν την

παραμόρφωση, παραμένουν επίπεδες αλλά όχι κάθετες στην παραμορφωμένη μέση

επιφάνεια της πλάκας. Οι τρείς παραδοχές που γίνονται στην θεωρία του Mindlin είναι:

• Οι παραμορφώσεις της πλάκας w είναι πολύ μικρές.

• Οι επίπεδες επιφάνειες κάθετες στη μέση επιφάνεια της πλάκας πριν την

παραμόρφωση παραμένουν επίπεδες μετά την παραμόρφωση αλλά όχι

απαραίτητα κάθετες στην παραμορφωμένη μέση επιφάνεια.

• Στη μέση επιφάνεια της πλάκας οι τάσεις σχ , σΥ' σΧΥ είναι μηδενικές.

Η δεύτερη παραδοχή γίνεται έτσι ώστε να ληφθεί υπ' όψιν η διατμητική

παραμόρφωση. Είναι η μοναδική παραδοχή που διαφέρει από αυτές του που γίνονται

στην θεωρία του Kirchhoff.

Ζ
(w)

ν~lίcaΙ II~

(ο:)

V~rtίcaI ΙίΜ

Normol ΡCSίlίon οι Ι~ .

vertίcol. .,λ

Inclίned positIon οι I~ .
...,l1lcol

Z)\V

~?Ί i)X

Tanjenllo Ihe _--.
mid surfac~

ΜίΙΙ surfa~---J

v

Ζ

(w)

--
Normal ρosilion οι

the ν~rlIΦΙ

λ 5sumed aνι-rτιge cI~IorιιocιtΙon

ccnfi gUFOlιon.α1 νer1IcaI ΙΝ ...",

TOI9fII to lhe mlcl surfaH

(c)

Σχήμα 1-3: Στροφή των αξόνων χ και Υ λόγω διατμητικής παραμόρφωσης.
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1.3 ΚIΝΗΜΑΤιΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ

Η παραμόρφωση μιας πλάκας στα επίπεδα ΧΥ και ΥΖ σύμφωνα με την κλασική

θεωρία φαίνεται στο Σχιjμα 1-2. Η πρώτη παραδΟΧΙ1 της κλασικής θεωρίας (θεωρία

Kirchl10ff), ότι το πάχος της πλάκας είναι μικρό σε σύγκριση με τις άλλες δυο

διαστάσεις της, μας επιτρέπει να υποθέσουμε ότι οι κατακόρυφες βυθίσεις των σημείων

μιας ευθείας κάθετης στη μέση επιφάνεια είναι ίσες μεταξύ τους

W(X,Y,Z) =W(X,Y) (1.1)

Όπου ΤfI(Χ,Υ) είναι η βύθιση της μέσης επιφάνειας της πλάκας στο σημείο με

συντεταγμένες Χ, Υ. Η δεύτερη παραδοχή, το ότι οι βυθίσεις της πλάκας είναι

μικρότερες σε σχέση με το πάχος της και οι στροφές της παραμορφωμένης μέσης

επιφάνειας είναι αρκετά μικρότερες της μονάδας, μας επιτρέπει να εκφράσουμε τις

εξισώσεις της πλάκας στην απαραμόρφωτη γεωμετρία. Από το Σχήμα 1-2 προκύπτει ότι

οι μετατοπίσεις ενός επιπέδου της πλάκας κάθετου στον άξονα Χ δίνονται από την

σχέση:

aw
υ(Χ,Υ,Ζ) =-Ζ-(Χ,Υ)

οΧ

και αντίστοιχα ενός επιπέδου κάθετου στον άξονα Υ από τη σχέση:

aw
V(X,Y,Z) =-Ζ-(Χ,Υ)

σΥ

(1.2)

(1.3)

Οι εξισώσεις των τριών παραπάνω σχέσεων συνιστούν τις τρείς εξισώσεις του πεδίου

των μετατοπίσεων σε κάθε σημείο της πλάκας με βύθιση W(X,Y).

Οι σχέσεις των ανηγμένων παραμορφώσεων-μετατοπίσεων της τρισδιάστατης

ελαστικότητας διατυπώνονται τώρα συναρτήσει της βύθισης W της πλάκας ως εξής:

ε =συ =_Za
2

w =συ + av =-2Ζ a2w
Χ οΧ ax2 ΥΧΥ σΥ οΧ aXay
ε = av =-Ζ a

2

w = av + aw = Ο
Υ σΥ ay2 ΥΥΖ σΖ σΥ

aw συ aw
εΖ=-=Ο ΥΖΧ=-+-=Ο- σΖ σΖ οΧ

(1.4)

Οι τρείς μη μηδενικές ανηγμένες παραμορφώσεις συμπίπτουν με τις ανηγμένες

παραμορφώσεις που υπάρχουν και στην επίπεδη ελαστικότητα σε συνθήκες επίπεδης

έντασης.
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1.4 ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ

1.4.1 ΣΧΕΣΕΙΣ ΤΑΣΕΩΝ-ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΩΝ

Το μητρώο ελαστικότητας Ε της πλάκας προκύπτει από τις σχέσεις τάσεων­

ανηγμένων παραμορφώσεων της τρισδιάστατης ελαστικότητας με την αντικατάσταση

εΖ=γΥΖ=γΧΖ=Ο και λύνοντας ως προς σχ , σΥ' ΤχΥ

ο

Ο

Ι-ν

2

[Ξ] (1.5)

το οποίο συμπίπτει με εκείνο της επίπεδης έντασης. Αυτό σημαίνει ότι οι λεπτές

στρώσεις της πλάκας πάχους dZ βρίσκονται σε συνθήκες επίπεδης έντασης.

Από τη σχέση (1.5) προκύπτουν οι τάσεις συναρτήσει της βύθισης W:

(1.6)

Γενικότερα στη θεωρία των πλακών προκύπτουν ορισμένα παράδοξα όπως είναι το

γεγονός ότι παρά τον μηδενισμό της εΖ , λόγω της πρώτης παραδοχής της κλασικής

θεωρίας των πλακών, η αντίστοιχη τάση σΖ είναι μη μηδενική αν και κατά πολύ

μικρότερη των σχ , σΥ. Παρατηρούμε επίσης ότι οι διατμητικές ανηγμένες

παραμορφώσεις γΥΖ και γΖΧ μηδενίζονται λόγω της παραδοχής της καθετότητα των

διατομών στη μέση παραμορφωμένη επιφάνεια της πλάκας. Κατά συνέπεια ΤYZ=GγyZ=O

και ΤΖχ=GγΖΧ=Ο. Αυτός ο μηδενισμός των διατμητικών τάσεων δημιουργεί το παράδοξο

της κλασικής θεωρίας πλακών. Ενώ σύμφωνα με τις κινηματικές σχέσεις οι τάσεις είναι

μηδενικές, εν τούτοις είναι απαραίτητες για την ικανοποίηση των συνθηκών ισορροπίας

της πλάκας προκειμένου να ισορροπήσουν με τα κατακόρυφα εξωτερικά φορτία.
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1.4.2 ΣΧΕΣΕΙΣ ΕΝΤΑΤιΚΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ-ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΕΩΝ

Σχήμα 1-4:Τάσεις που ασκούνται σε ένα λεπτό στρώμα πλάκας

Από το σχήμα προκύπτουν τα εντατικά μεγέθη ανά μονάδα μήκους της πλάκας.

1/2

Μχ = JσχΖdΖ
-1/2

112

ΜΥ = JσΥΖdΖ
-1/2

112

ΜΧΥ =ΜΥχ = JΤxyZdZ
-1/2

ί
/2

Qx = TZXdZ
1/2

ί
/2

Qγ = TyzdZ
1/2

(1.7)

Οι ροπές Μχγ, Μγχ ονομάζονται ροπές συστροφής ενώ οι τέμνουσες δυνάμεις Qx, Qy
δεν μπορούν να υπολογιστούν από τις σχέσεις αυτές λόγω της παραδοχής ότι

ΤΖΧ=ΤΥΖ=Ο. Οι δυνάμεις Qx, Qy υπολογίζονται από την ισορροπία των εντατικών

μεγεθών. Στο Σχιjμαl-5 έχουν σχεδιαστεί τα εντατικά μεγέθη ανά μονάδα μήκους της

πλάκας. Παρατηρούμε ότι οι ροπές στη θεωρία πλακών συμβολίζονται ανορθόδοξα. Οι

ροπές Μχ, ΜΥ ασκούνται στα επίπεδα ΥΖ ΧΖ ενώ τα διανύσματα τους συμπίπτουν με

τους άξονες Υ και Χ, αντίστοιχα, και η θετική φορά της ΜΥ είναι αντίθετη προς τη

θετική φορά του άξονα Χ.
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o~ =Qx + ΟΟχ dXax
Μ+ -Μ aMxdXχ- χ+--

οΧ

+ οΜχγ
Μχγ = Μχγ +--dX

ΟΧ

Σχήμαl-5:Εντατικάμεγέθη σε στοιχειώδεςτμήμα της πλάκας.

Οι διατμητικές δυνάμεις προκύπτουν από την ισορροπία ροπών του στερεού του

σχήματοςΣΧ1]μαl-5.

(1.8)

Ο συνδυασμός των σχέσεων (1-6) και (1-7) δίνει τις ροπές συναρτήσει της βύθισης W

(1.9)

όπου η ποσότητα DK ονομάζεται καμΠΤΙΚΙ1 στιβαρότητα της πλάκας και είναι αντίστοιχη

με την καμπτική στιβαρότητα της ΕΙ της δοκού και ισούται με

Η' 3

D =~ J- Z2dZ= Ε!
κ Ι-ν2 12(I-ν2)

-1/2

Κάνονταςισορροπίαδυνάμεωντου στοιχειώδουςτμήματοςτης πλάκαςΣχήμα}-6

(1.10)
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i+----dX----1

Σχήμαl-6: Στοιχειώδες στερεό με την κατανομή των τάσεων κατά το πάχος της

πλάκας.

Προκύπτει η σχέση:

(1.11)

και με αντικατάσταση των σχέσεων (1.9) στη σχέση (1.11) παίρνουμε τη διαφορική

εξίσωση της πλάκας.

(1.12)

Η οποία δεν είναι απαραίτητο να διατυπωθεί για την ανάλυση της πλάκας με τη

μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων. Αξίζει να επισημανθεί ότι η διαφορική εξίσωση

της πλάκας είναι τετάρτου βαθμού ως προς τις μετατοπίσεις, ενώ οι αντίστοιχες

διαφορικές εξισώσεις της δισδιάστατης ή τρισδιάστατης ελαστικότητας είναι δευτέρου

βαθμού. Αυτό οφείλεται στις παραδοχές που έχουμε εισάγει για τη μετατροπή ενός

προβλήματος τρισδιάστατης ελαστικότητας στην ειδική περίπτωση της δισδιάστατης

ελαστικότητας της πλάκας.

1.4.3 ΣΧΕΣΕΙΣ ΡΟΠΩΝ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΩΝ

Η σχέση εντατικών μεγεθών-καμπυλοτήτων προκύπτει από τη σχέση (1.9) εάν

λάβουμε υπόψη τις σχέσεις:
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(1.13)

όπου Κχ, Κγ, Κχγ είναι συνιστώσες της καμπυλότητας της πλάκας. Έτσι προκύπτει η

σχέση:

ο

Ο

1
-(Ι-ν)
2

{Μ} =[Ε,..] {κ}

rΞ] (1.14)

(1.15)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 - ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΛΑΚΩΝ ΜΕ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ

2.1 ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ

Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων είναι σήμερα η πλέον ευρέως

χρησιμοποιούμενη αριθμητική μέθοδος. Σύμφωνα με αυτή, το σώμα που αναλύεται

χωρίζεται σε στοιχεία πεπερασμένων διαστάσεων (finite elements). Κάθε ένα από αυτά

εκφράζει κατά προσέγγιση τη συμπεριφορά μίας μικρής περιοχής του σώματος την

οποία και αναπαριστάνει, ενώ επιβάλλονται συνθΙ1κες συνέχειας μεταξύ των στοιχείων

αυτών. Ένα από τα αδύνατα σημεία της μεθόδου είναι η διακεκριμενοποίηση σε

στοιχεία ολοκλήρου του εξεταζόμενου σώματος, γεγονός που αναπόφευκτα οδηγεί σε

πολύ μεγάλο αριθμό πεπερασμένων στοιχείων, ιδιαίτερα σε τρισδιάστατα προβλήματα

με διεπιφάνειες, όπου γνωστές ή άγνωστες συναρτήσεις του προβλήματος

μεταβάλλονται ασυνεχώς.

Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων στους επιφανειακούς φορείς μπορεί να

θεωρηθεί ως επέκταση της μεθόδου άμεσης δυσκαμψίας των ραβδωτών φορέων. Έτσι

τα βήματα που ακολουθούνται για την επίλυση ενός επιφανειακού φορέα (πλάκα) είναι

τα ίδια με αυτά των ραβδωτών φορέων.

Στους επιφανειακούς φορείς η διακριτοποίηση γίνεται με ευθείες ή καμπύλες, οι

οποίες διαχωρίζουν το φορέα σε πεπερασμένα στοιχεία τριγωνικά, ορθογωνικά,

τετραπλευρικά, σε συνδυασμό των μορφών αυτών ή και σε στοιχεία άλλων

γεωμετρικών μορφών.

κόμβος

(α)

/ V
/ ιΙ

/ /

/ ί/

Λ /
(β) (γ)

Σχήμα2-1: Επιφανειακοί φορείς διαKΡΙΤOΠOιημΈVoι σε πεπερασμένα στοιχεία.
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Οι σύνηθες μορφές στοιχείων πλάκας που χρησιμοποιούνται ευρέως είναι τα

ορθογωνικά στοιχεία, τα οποία μελετούμε σε αυτήν την εργασία, τα τετραπλευρικά και

τριγωνικά στοιχεία. Όπου η εξερεύνηση των τετραπλευρικών και τριγωνικών

πεπερασμένων στοιχείων πλάκας έγινε λόγω της αδυναμίας των ορθογωνικών

πεπερασμένων στοιχείων να προσομοιώσουν επαρκώς μη ορθογωνικές πλάκες. Αλλά

στο πλαίσιο αυτής της εργασίας ασχολούμαστε αποκλειστικά με ορθογωνικά

πεπερασμένα στοιχεία.

,...~__.,.._--+X

Υ

Υ

,...__~,..--+ Χ

Ζ

Ζ

(β)

Υ

(α)

,,- ,...-_-.Χ

Ζ
(γ)

Σχήμα2-2: Μορφές πεπερασμένωνστοιχείων: (α) τριγωνικό, (β) ορθογωνικό,(γ)

τετραπλευρικό.

Οι βαθμοί ελευθερίας του κάθε στοιχείου αφορούν μετακινήσειςτων κορυφών ή και

άλλων επιλεγμένων σημείων του στοιχείου (κόμβοι στοιχείου), ενώ οι βαθμοί

ελευθερίας του φορέα είναι το σύνολο των βαθμών ελευθερίας των κόμβων του. Ανά

δυο τα πεπερασμέναστοιχεία έχουν μια κοινή πλευρά. Στις κοινές αυτές πλευρέςπρέπει

να ισχύουν συνθήκες συνέχειας. Η θεώρηση όμως τέτοιων συνθηκών οδηγεί πολλές

φορές σε πολύπλοκη ανάλυση. Για το λόγο αυτό δεχόμαστε ότι τα στοιχεία ενώνονται

μεταξύ τους μόνο στους κόμβους οπότε η θεώρηση των συνθηκών συνέχειας

απλοποιείται.

Με τη διακριτοποίησηη ανάλυση του επιφανειακούφορέα ανάγεται στον υπολογισμό

πεπερασμένουαριθμού βαθμών ελευθερίαςαν και οι βαθμοί ελευθερίαςτου φορέα είναι

άπειροι, όπως ακριβώς συμβαίνεικαι στους ραβδωτούςφορείς. Η ακρίβειατης μεθόδου,

όπως είναι φυσικό, αυξάνει με την αύξηση του αριθμού των πεπερασμένωνστοιχείων

με άμεση συνέπεια όμως και την αύξηση του υπολογιστικού κόστους. Αναφορικά με

την επιλογή του αριθμού και του είδους των στοιχείωνπου δίδει την επιθυμητή ακρίβεια

αποτελεσμάτωνθα μπορούσαννα αναφερθούντα ακόλουθα

• Η απαιτούμενη διακριτοποίηση στηρίζεται στην εμπειρία του μελετητή.

• Αν για πρώτη φορά επιχειρείται η ανάλυση ενός προβλήματος θα πρέπει να

εξετάζεται η σύγκλιση των αποτελεσμάτων για διάφορες πυκνώσεις
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πεπερασμένων στοιχείων και στη συνέχεια να επιλέγεται η απαιτούμενη

διακριτοποίηση.

• Σε περιοχές του φορέα με μεγάλη συγκέντρωση τάσεων θα πρέπει να

επιλέγεται πυκνότερο δίκτυο στοιχείων.

• Η επιλογή του σχήματος των στοιχείων εξαρτάται από το σΧΙ1μα του συνόρου

του φορέα, το οποίο θα πρέπει να προσεγγίζεται κατά το δυνατόν ακριβέστερα.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, τα υπολογιστικά βήματα της μεθόδου των πεπερασμένων

στοιχείων στους επιφανειακούς φορείς είναι

• Διακριτοποίηση του φορέα σε επιφανειακά στοιχεία.

• Καθορισμός των σημείων των στοιχείων που θα αποτελέσουν τους κόμβους

του φορέα και των βαθμών ελευθερίας των κόμβων. Οι βαθμοί ελευθερίας

κάθε κόμβου είναι τρείς και πιο συγκεκριμένα, η βύθιση w και οι κλίσεις της

ελαστικής επιφάνειας της πλάκας φχ και φΥ, κατά τους άξονες Χ και Υ,

αντίστοιχα

• Επιλογή του πεδίου μετατοπίσεων, το οποίο προσεγγίζει την εγκάρσια

μετατόπιση της μέσης επιφάνειας της πλάκας (βύθιση) σε οποιοδ11ποτε

εσωτερικό σημείο του στοιχείου συναρτήσει των επικόμβιων μετακινήσεων

του. Το πεδίο αυτό (συνάρτηση σχήματος) έχει συνήθως πολυωνυμική μορφή

και περιλαμβάνει σταθερές, οι οποίες εκφράζονται συναρτήσει των βαθμών

ελευθερίας των κόμβων του στοιχείου.

• Υπολογισμός του μητρώου δυσκαμψίας Kj του στοιχείου ί της πλάκας με την

εφαρμογ11 ενεργειακών μεθόδων.

• Σύνθεση των μητρώων δυσκαμψίας K j των επιφανειακών στοιχείων στο

μητρώο δυσκαμψίας Κ της πλάκας.

• Υπολογισμός του μητρώου επικόμβιων φορτίων Ρ της πλάκας.

• Εισαγωγή των συνοριακών συνθηκών στήριξης της πλάκας.

• Επίλυση της εξίσωσης δυσκαμψίας P=KxD και υπολογισμός των

μετακινήσεωνD κατά τις διευθύνσεις των ελεύθερων βαθμών ελευθερίας των

κόμβων των στοιχείων της πλάκας.

• Υπολογισμός των εντατικών μεγεθών στους προεπιλεγμένους κόμβους των

στοιχείων της πλάκας.

Τα προαναφερθέντα βήματα της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων

διαχωρίζονται σε δυο στάδια. Το πρώτο στάδιο περιλαμβάνει την επιλογή του πεδίου

μετατοπίσεων και τον προσδιορισμό του μητρώου δυσκαμψίας του στοιχείου ενώ το

δεύτερο τη διατύπωση του καθολικού μητρώου δυσκαμψίας και την επίλυση της

εξίσωσης δυσκαμψίας.
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(ί)

2.1.1 ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΟ ΣΤΟΙΧΕΙΟ ΠΛΑΚΑΣ ΤΕΣΣΑΡΩΝ ΚΟΜΒΩΝ

Θεωρούμε το ορθογωνικό στοιχείο του Σχι]μα2-3 με τέσσερις κόμβους στις κορυφές

του. Η αρχή του συστήματος των αξόνων βρίσκεται στο κέντρο βάρους του ορθογωνίου

χωρίς αυτό να είναι δεσμευτικό. Το μέσο επίπεδο του συμπίπτει με το επίπεδο Οχγ.

W21lBJi2
2,..-------...~

θΧ2

ο
8-----#'1---+ Χ

Σχήμα2-3: Ορθογωνικόπεπερασμένοστοιχείο πλάκας 4 κόμβων και 12 βαθμών

ελευθερίας.

Θεωρώντας ως βαθμούς ελευθερίας κάθε κόμβου το βέλος κάμψεως Wk και τις δυο

στροφές exk και eyk (k=l, 2, 3, 4) κατά τους άξονες χ και Υ (κλίσεις ελαστικής

επιφάνειας), το ολικό διάνυσμα επικόμβιων μετακινήσεων και το ολικό διάνυσμα

επικόμβιων δράσεων του στοιχείου αυτού γράφονται:

w i F,i
1 1

ο;, M~,

0;,1 M~ι

[D i ]= [ρί] = (2.1)

w i F i
4 4

0.:4 Μί
χ4

0;,4 M~4

Όπου θχ και θΥ είναι στροφές κατά τους άξονες χ και Υ, αντίστοιχα σε αντίθεση με

τους ορισμούς των κλίσεων της ελαστικής επιφάνειας της θεωρίας λεπτών πλακών,

, (aW aw) κλ' λ' , Τ 'δ
οπου φχ και φΥ ψχ =- καιψ)' =- οι ισεις της ε αστικης επιφανειας. ο ι ιο

Βχ ay
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ισχύει και για τις επικόμβιες συγκεντρωμένες ροπές του μητρώου Ρί, οι οποίες

εκφράζουν επικόμβιες ροπές στον κόμβο ί και όχι ροπές ανά μονάδα μΙ1κους της

θεωρίας λεπτών πλακών. Οι θετικές φορές των στροφών και των επικόμβιων ροπών

παρουσιάζονται στο Σχήμαl-5. Για την επιλογή της πολυωνυμικής έκφρασης η οποία

προσεγγίζει το πεδίο μετατοπίσεων στο εσωτερικό του στοιχείου ί συναρτήσει των

επικόμβιων μετακινήσεων του Dί παρατηρούμε ότι στην έκφραση αυηι μπορεί να

υπάρχουν δώδεκα παράμετροι. Η συνάρτηση του βέλους κάμψεως επομένως μπορεί να

δοθεί από πολυωνιμική έκφραση των Χ, Υ, η οποία να περιέχει δώδεκα αγνώστους. Με

τη βοήθεια του τριγώνου ΡascaΙ(Σχήμα2-4) επιλέγοντας τους όρους μικρότερης τάξεως

και διατηρώντας τη συμμετρία του πεδίου μετατοπίσεων καταλήγουμε στο πολυώνυμο

παρεμβολής.

Πλήρες πολυώνυμο

-+ γραμμικό (3 όροι)

-+ 2
0υ
βαθμού (6 όροι)

---. 30υ βαθμού (J Ο όροι)

~ 4
0υ
βαθμού (15 όροι)

/ --+ 50υ βαθμού (21 όροι)

Σχήμα 2-4: Τρίγωνο Pascal

(2.2)

Εφαρμόζοντας τη σχέση (2.2) για τους τέσσερις κόμβους του στοιχείου (χ=±α, y=±b)
μπορούμε να υπολογίσουμε τους συντελεστές αl, α2, α3, .....,aI2, οι οποίοι ονομάζονται

γενικευμένες μετατοπίσεις, από την σχέση:
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(2.3)

1 -b ?
ab b2 _α3 -a2b -ab2 _b3 a3b ab3

-α α-

w i Ο Ο 1 Ο -a -2b Ο a2 2ab 3b2 _a3 -3a2b
ι αle:1

ο 1 Ο -2a -b Ο 3a2 2ab b2
Ο -3a2b _b3

a2 b2
α

3 -a2b _b3 -a3b -ab3
α2

e:2

1 α -b -ab ab
a3

wi
αιο4

e:4 al \

e;4 αΙ2

Επιλύοντας την σχέση (2.3) ως προς τους άγνωστους συντελεστές α λαμβάνουμε:

{α} =[ΑΓ
Ι {d} (2.4)

Όπου το μητρώο [ΑΓ\ αποδεικνύεται ότι υπάρχει πάντα και δίδεται από τη σχέση:

2a3b3 a3b4 a4b3 2a3b3 a3b4 _a4b3 2a3b3 _a3b4 _a4b3 2a3b3 _a3b4 a4b3

_3a2b3 _a2b4 _a3b3 3a2b3 a2b4 _a3b3 3a2b3 _a2b4 _a3b3 _3a2b3 a2b4 _a3b3

_3a3b2 _a3b3 _a4b2 _3a3b2 _a3b3 a4b2 3a3b2 _a3b3 _a4b2 3a3b2 _a3b3 a4b2

Ο Ο _a2b3
Ο Ο a2b3

Ο Ο a2b3
Ο Ο _a2b3

4a2b2 a2b3 a3b2 _4a2b2 _a2b3 a3b2 4a2b2 _a2b3 _a3b2 -4a2b2 a2b3 _a3b2

[Α ΓΙ =_1_* Ο _a3b2
Ο Ο _a3b2

Ο Ο a3b2
Ο Ο a3b2

Ο

8a3b3 b3
Ο ab3 _b3

Ο ab3 _b3
Ο ab3 b3

Ο ab3

Ο Ο a2b2
Ο Ο _a2b2

Ο Ο a2b2
Ο Ο _a2b2

Ο a2b2
Ο Ο _a2b2

Ο Ο a2b2
Ο Ο _a2b2

Ο

a3 a3b2
Ο a3 a3b Ο _a3 a3b Ο _a3 a3b Ο

_b2
Ο -ab2 b2

Ο -ab2 _b2
Ο ab2 b2

Ο ab2

2 _a2b Ο a2 a2b Ο
,

a2b Ο a2 -a2b Ο-a -a-

(2.5)

Με την κατάλληλη αντικατάσταση λαμβάνουμε την σχέση:

[u] =[χ][ΑΓ
I {d}

Συμπεραίνουμε ότι

(2.6)

(2.7)
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Όπου Ν; είναι μητρώο που περιλαμβάνει τις συναρτήσεις σΧΙ1ματος για τη βύθιση w
για το ορθογωνικό στοιχείο ί. Οι γραφικές παραστάσεις δυο χαρακτηριστικών

συναρτήσεων σχήματος φαίνονται στο Σχήμα2-5

3 Ι
χ

2 3

4

2

1

Σχήμα2-5: Συναρτήσεις σχήματος ορθογωνικού στοιχείου πλάκας τεσσάρων

κόμβων.

2.1.2 YΠOΛOΓlΣMOΣ ΜΗΤΡΩΟΥ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΣ

Η σχέση εντατικών μεγεθών καμπυλοτήτων προκύπτουν από τις σχέσ,εις

(2.8)

Αν λάβουμε υπόψη τις σχέσεις

(2.9)

όπου Κχ, κΥ, ΚΧΥ είναι οι συνιστώσες της καμπυλότητας της πλάκας. Έτσι προκύπτει το

διάνυσμα των καμπυλοτήτων
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a2w αι

ax2

=[~
ο Ο 2 Ο Ο 6χ 2Υ Ο Ο 6χΥ

6~]
a2

{k} = a2
W

ο ο ο Ο 2 Ο Ο 2χ 6Υ Ο
a3 (2.10)

ι3Υ2
Ο Ο Ο 2 Ο Ο 4χ 4Υ Ο 6χ2

6Υa2w
-2-

axι3y αΙ2

Όπου η σχέση (2.10) σε συνδυασμό με τη σχέση (2.4) δίνει τη σχέση

{k} =[β][ΑΓ
Ι {d}

ή

{k} =[Bk]{d}

(2.11 )

Απ' όπου υπολογίζεται ένα τροποποιημένο μητρώο παραμορφώσεως του στοιχείου το

οποίο συνδέει τις καμπυλότητες με τις επικόμβιες μετατοπίσεις.

2.1.3 YΠOΛOΓlΣMOΣ ΜΗΤΡΩΟΥ ΣΤιΒΑΡΟΤΗΤΑΣ

Τέλος το μητρώο στιβαρότητας ορθογωνικού στοιχείου πλάκας τεσσάρων κόμβων

και 12 βαθμών ελευθερίας προκύπτει από την γενική έκφραση του μητρώου

στιβαρότητας της σχέσης

και εκφράζεται από τη σχέση

aw =[Ν ]{d}ax ,Χ
(2.12)

2.1.4 ΜΗΤΡΩΟ ΤΑΣΕΩΝ

(2.13)

Το μητρώο των τάσεων [S]=[E]χ[B] συνδέει τις τάσεις με τις επικόμβιες μετατοπίσεις

{cr}=[S]χ{d}. Στην περίπτωση της πλάκας, το διάνυσμα {Μ} των ροπών ανά μονάδα

μήκους της πλάκας μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των επικόμβιων μετατοπίσεων

όπως φαίνεται από τη σχέση

ή
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(2.]4)

(3χΙ) (3ΧI2) (l2xl)

2.1.5IΣΟΔΥΝΑΜΕΣΔΡΑΣΕΙΣ

Το διάνυσματων ισοδύναμωνδράσεων δίνεται από τη σχέση:

[r]= f[N]Tq(X,y)dAe
Ac

(2.15)

Σε συνδυασμό με τις συναρτήσεις σχήματος και με την αντικατάσταση του μητρώου­

γραμμή των συναρτήσεωνσχήματοςΝ της σχέσης

[Ν] =[Χ][ΑΓ
Ι (2.16)

Στη σχέση (2.15) προκύπτει η έκφραση του διανύσματος των ισοδύναμων επικόμβιων

δράσεων του στοιχείου για κατανεμημένο φορτίο q(X,y)

{r} =[ΑΓΤ Ι [)χ]Τq(x,y)dxdy (2.17)

Στην περίπτωση κατά την οποία το φορτίο q είναι ομοιόμορφα κατανεμημένο τότε οι

ισοδύναμες δράσεις εκφράζονται από τη σχέση

[ J
τ

ba b a b a ba
{r} =qab 1 "3 3 1 "3 -3 1 -"3 -3 ] -"3 3 (2.] 8)

Παρατηρούμε στην παραπάνω σχέση την ύπαρξη μη μηδενικών ροπών στο διάνυσμα

των ισοδύναμων δράσεων του στοιχείου. Η στατικά ισοδύναμη κατανομή του φορτίου,

με βάση τις συνθήκες ισορροπίας, αμελεί την ύπαρξη των ροπών και κατανέμει το

φορτίο κατά την ποσότητα qχaχb σε κάθε κόμβο.

2.1.6 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΣΤΟΙΧΕΙΟΥ

Η ικανοποίηση της συνθήκης του συμβιβαστού του πεδίου των μετατοπίσεων στις

διεπιφάνειες των στοιχείων ελέγχεται με την εξέταση των εκφράσεων των μετατοπίσεων

κατά μήκος αυτών των διεπιφανειών. Στο Σχl]μα2-6 απεικονίζεται η ελαστική επιφάνεια

δύο γειτονικών στοιχείων α και β
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/Ι:χ

Υ Ζ

4

:1
ι

ι

ι

/,,1 _

/ (α)
...,,:-_____ 3

Β /~·~θ..
:1
ι

ι,
:w

--------~_!_----------- -
/' (β) 3

,,,,
Eλα~ική επιφάνεια

Σχήμα 2-6: Ασυμβατότητα κλίσεων ορθογωνικού στοιχείου τεσσάρων κόμβων και

]2 β.ε)

Λόγου του συμβιβαστού των επικόμβιων μετατοπίσεων θα έχουμε:

W (α) - W (β) - W
3 - 4 - Α

W (α) - ,,,(β) - W
2 - ,γι - Β

Ο (α) = θ (β) = Ο
χ3 χ4 χΑ

Ο (α) - θ (β) - θ
χ2 - χι - χΒ

Ο (α) = θ (β) = Ο
Υ3 Υ4 ΥΑ

θ (α) - θ (β) - θ
)'2 -)'1 -)'Β

(2.19)

Κατά μήκος της πλευράς ΑΒ (χ=σταθερό) οι βυθίσεις w και οι κλίσεις θχ δίνονται από

τις σχέσεις:

, , '2' 3
W = a 1+ α 3Υ +α 6Υ +α \ΟΥ

8w ' , . 2
Οχ =- =α 3 +2a 6Υ +3a IOY

8Υ

(2.20)

(2.21)

Οι συντελεστές αl " α3', α6', alO' προσδιορίζονταιπλήρως από τις τέσσερις συνοριακές
συνθήκες των μετατοπίσεων W Α, θχΑ , WB, θχΒ στα άκρα της πλευράς ΑΒ. Επομένως

υπάρχει συνέχεια τόσο των βυθίσεων όσο και των κλίσεων 8w κατά μήκος των
8Υ

διεπιφανειών των στοιχείων με σταθερό χ. Δεν συμβαίνει όμως το ίδιο με τις κλίσεις

θ 8w 'δ' "
Υ = ax οι οποιες ινονται απο τη σχεση:
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aw , . '2 ' 3
θΥ =-=α 2 +a sy+a 9y +α ι2Υax (2.22)

Όπου οι συντελεστές α2', as', α9', a12' δεν μπορούν να προσδιοριστούν από τις δύο

μόνο συνοριακές συνθήκες θΥΑ , θΥΒ που μπορούν να χρησιμοποιηθούν κατά μήκος της

πλευράς ΑΒ. Κατά συνέπεια το στοιχείο αυτό δεν είναι σύμφορο αφού δεν

εξασφαλίζεται η συνέχεια όλων των συνιστωσών της μετατόπισης κατά μήκος των

διεπιφανειών των στοιχείων.

Παρά το γεγονός ότι το στοιχείο αυτό δεν είναι σύμφορο χαρακτηρίζεται από

απλότητα στον σχηματισμό των συναρτήσεων σχήματος και του μητρώου

παραμορφώσεως, ενώ τόσο το μητρώο στιβαρότητας όσο και το διάνυσμα των

εντατικών μεγεθών υπολογίζονται αναλυτικά. Γενικώς το στοιχείο αυτό παρουσιάζει

καλή συμπεριφορά και δίνει ικανοποιητικά αποτελέσματα σε πολλές κατηγορίες

προβλημάτων πλακών.

2.2ΙΣΟΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΛΑΚΑΣ

Η ισοπαραμετρική θεώρηση βασίζεται στη χρήση ενός δευτέρου συστήματος

συντεταγμένων, το οποίο ορίζεται στο Καρτεσιανό σύστημα μέσω μιας απεικόνισης και

ονομάζεται φυσικό σύστημα. Για τον υπολογισμό του μητρώου στιβαρότητας

καταφεύγουμε σε αριθμητικό υπολογισμό του ολοκληρώματος από το οποίο προκύπτει

το μητρώο στιβαρότητας του στοιχείου, αφού ο αναλυτικός υπολογισμός είναι εφικτός

μόνο σε ειδικές περιπτώσεις, ενώ απαιτείται ο υπολογισμός ενός μητρώου

μετασχηματισμού J το οποίο εκφράζει την Ιακωβιανή της απεικόνισης. Ο όρος

ισοπαραμετρικός εξηγείται από το γεγονός ότι τόσο οι συνιστώσες της μετατόπισης u, ν,

w όσο και οι Καρτεσιανές συντεταγμένες Χ, Υ, Ζ εκφράζονται ως προς τις αντίστοιχες

επικόμβιες ποσότητες, με τις ίδιες συναρτήσεις παρεμβολής ή συναρτήσεις σχήματος.

2.2.1 ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΙΚΑ ΙΣΟΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΛΑΚΑΣ.

Η γεωμετρία, οι βυθίσεις ΥΙΙ και οι στροφές θχ, θΥ ενός τετραπλευρικού

ισοπαραμετρικού στοιχείου πλάκας προκύπτουν με τη βοήθεια των συναρτήσεων

σχήματος.

4

χ=ΣΝ;Χί
ί=]

4

Υ= ΣΝ;Υ;
;=1
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4

w=ΣΝ;w;
;=!

4

θχ =ΣΝβΧί
;=]

4

θ)'=ΣΝβ)';
;=1

(2.23)

5

(-',1) '_--+----,3 (1,1)

Ι -Η)
ι

...-- (1,0

2

Υ

χ

(ο) Bilίnt'or eΊement wIth normalised (b) Four:noded isoparqrnetric elemιont
cc>crdinates with straight boundarles

Σχήμα 2-7: Τετραπλευρικάισοπαραμετρικάστοιχεί πλάκας 4 κόμβων.

Υ

2

L-4--4---~r

Ι ι
r:I-0.577 .... r:0.577...

χ

• Corn~r ηόd~'

+ 2 ic 2 Gauss
integration ρoints

• 1111 Gauss
Inte9ration ρoίnt

Σχήμα 2-8: ΣχημαΤΙΚ11 παράσταση των θέσεων σημείων Gauss στο τετραπλευρικό
ισοπαραμετρικόστοιχείο n=2 (βαθμός ακριβείας 3).
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Οι συναρτήσεις σχήματος Νί των εξισώσεων δίνονται από τη σχέση:

Ν; = .!.. (1 + rrί)(1 + ssi)
4

(2.24)

Όπου η και Sj είναι οι τοπικές συντεταγμένες r και s του κόμβου ί και Wi, θΧί , θΥί είναι οι

τιμές των w, θχ , θΥ του κόμβου ί.

Το μητρώο των επικόμβιων μετατοπίσεων του στοιχείου δίνεται από τη σχέση:

(2.25)

Το Ιακωβιανό μητρώο J σε σχέση με τις παράγωγους των συναρτήσεων σχήματος ως

, , (8Ν. 8Ν.) "
προς τις τοπικες συντεταγμενες r, s -',-' του φυσικου συστηματος, και τις

8r 8s
συντεταγμένες χ και Υ του Καρτεσιανού συστήματος περιγράφεται από την σχέση:

[aN, aN, aN, aN, ] ΧΙ Υ]
-------

[J] = or 8r or or Χ2 Υ2

οΝ) οΝ2 οΝ3 οΝ4 Χ3 Υ3

OS OS os oS Χ4 Υ4

Γ
οΝ2 οΝ3

aN'] Γ
οΝ2 οΝ3 ~,]

ΟΧ οχ οχ ax =[JΓ Ι or or or or
οΝι οΝ2 οΝ3 οΝ4 οΝ] οΝ2 οΝ3 οΝ4
ΟΥ ι3Υ ι3Υ ι3Υ os OS 8s os

(2.26)

2.2.2 yΠOΛOΓlΣMOΣ ΜΗΤΡΩΟΥ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΕΩΣ

Οι καμπυλότητες kx, ky, kxy η διατμητική παραμόρφωση {ε}ρ και οι επικόμβιες

μετατοπίσειςσυνδέονταιμε την σχέση:

(2.27)

Για να υπολογίσουμε το μητρώο Β παίρνουμε τις σχέσεις (2.26) και (2.28)
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και παίρνουμε τις σχέσεις:

4 οΝ
kχ=Σθγ;-'

;=1 ΟΧ

4 οΝ
kχ=Σ-θχ;-'

;=1 ΟΥ

4 οΝ 4 οΝ

kx)' =Σθγ;-' - Σθ,;-'
;=1 ι3Υ ;=1 ΟΧ

4 οΝ 4

φχ =Σw;-'+Σθγ;Ν;
;=1 ΟΧ ;=1

4 οΝ 4

φι, =Σ W; -' - Σθ.,;Ν;
;=] ι3Υ ;=1

(2.28)

WI

θχl

kx θγ]

k
J'

{ερ } = kxy =[Β] (2.29)

φχ

φγ W4

0.'4
θγ4

4

{ερ } =Σ [B;]{d;}
;=]

Ο Ο
οΝ;

ΟΧ

Ο
_οΝ;

Ο

ΟΥ

[Β;]= Ο
_ΟΝ; οΝ;

ΟΧ ι3Υ

οΝ;
Ο Ν;

οχ

οΝ;
-Ν Ο

ΟΥ
,

;=1,2,3,4

(2.30)

(2.31)
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(2.32)

Οι τάσεις {σ}ρ μπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των επικόμβιων μετατοπίσεων

αντικαθιστώνταςτην {ε}ρ με την σχέση (2.30)

Μχ

Μγ

{σρ } = Μχγ

Qx

Qγ

4

=[CΡ]{εΡ } = [CΡ]Σ[Β;]{d;}
ί=Ι

ή

(2.33)

(2.34)

4

Όπου [Β] =Σ[Β;]
ί=Ι

Ο Ο
8Νι

Ο Ο
8Ν2

Ο Ο
8Ν3

Ο Ο
8Ν4

8χ 8χ 8χ 8χ

Ο
_8Ν]

Ο Ο
_ 8Ν2

Ο Ο
_ 8Ν3

Ο Ο
_ 8Ν4

Ο

8Υ 8Υ 8Υ 8Υ

[Β]= Ο
_8Νι 8Ν]

Ο
_ 8Ν2 8Ν2

Ο
_ 8Ν3 8Ν3

Ο
_8Ν4 8Ν4

8χ 8Υ 8χ 8Υ 8χ 8Υ 8χ 8Υ

8Νι
Ο Νι

8Ν2
Ο Ν2

8Ν3
Ο Ν3

8Ν4
Ο Ν4

8χ ax ax 8χ

8Νι
-Νι Ο

8Ν2
-Ν2 Ο

8Ν3
-Ν3 Ο

8Ν4
-Ν4 Ο

8Υ 8Υ 8Υ 8Υ

(2.35)

Το γινόμενο των εκφράσεων [C]p και [Bi] μπορεί να υπολογιστεί ως:

4

[Cp][B] = [CΡ]Σ[Β;] = [[CBl ][CB2 ][CB3 ][CB4 ]] (2.36)
ί=Ι

Όπου οι υποπίνακες [CBj] ί=l, 2, 3, 4 δίνονται από τη σχέση:
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Ο
_μh

2

(8N j ) ~(8Nί)
Ι-μ 8Υ Ι-μ 8χ

Ο
_h

2
(8N j ) μh

2

(8N j )

Ι-μ 8Υ Ι-μ 8Υ

CB]= Eh
Ο _~(8Nί) ~(8Nί) (2.37)

J 12(1 +μ) 2 8χ 2 8Υ

6a(8N j ) Ο 6αΝί
8χ

6a(8N j
) -6aNj Ο

8Υ

Χωρίζοντας σε κάμψη και διάτμηση παίρνουμε την σχέση:

Ο
_μh

2

(8N j ) ~(8Nί)
Ι-μ 8Υ Ι-μ 8χ

Ο Ο Ο

Ο
_h

2
(8N j ) μh

2

(8N j ) Ο Ο Ο

Ι-μ 8Υ Ι-μ 8Υ
Ο Ο Ο

[CB]- Eh
Ο _~(8Nί) ~(8Nί) +6a 8Νίί -12(1+ μ) 2 8χ 2 8Υ Ο Νί

8χ

6a(8N j
) Ο 6αΝί 8Νί

-Ν Ο8χ
8Υ

J

6a(8N j
) -6aNj Ο

8Υ

(2.38)

[CBj] =[CBj]b +[CBiJ. (2.39)

Όπου η έκφραση [CBj]b αναφέρεται στην καμΠΤΙΚΙ1 ενώ η [CBiJ.. στην διατμητική

καταπόνηση.

2.2.3 YΠOΛOΓlΣMOΣ ΜΗΤΡΩΟΥ ΣΤιΒΑΡΟΤΗΤΑΣ

Το μητρώο ακαμψίας ενός ορθογωνικού στοιχείου πλάκας τεσσάρων κόμβων και

δώδεκα βαθμών ελευθερίας βάση της ισοπαραμετρικής θεώρησης δίνεται από την

έκφραση:

(2.40)

Η παραπάνω έκφραση σε τοπικές συντεταγμένες δίνεται από τη σχέση:
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(2.41)

Όπου

[kII ]

[k21 ]

[k3I ]

[k4I ]

[kI2 ]

[k2zJ
[k32 ]

[k42 ]

[kI3 ]

[k23 ]

[k33 ]

[k43 ]

[kI4 ]

[k24 ]

[k34 ]

[k44 ]

(2.42)

[k]=~
ij 12(1 +μ)

οΝ. οΝ. οΝ. οΝ.
6a[-'_1+_Ι_1]

ΟΧ ΟΧ oY~

οΝ.

-6aN.-1

'~

οΝ.

6aN.-1
ι ΟΧ

οΝ.

-Όa-' Ν.
~ 1

122 οΝ. οΝ) h2 οΝ. οΝ)
_[_I_]+_[_'_]+6aN.N.
1-μ ~ ~ 2 ax ax Ι 1

μh2 οΝ. οΝ) h2 οΝ. οΝ)__(_'_)__[-'_]
Ι-μ ax ~ 2 ~ ax

οΝ.

6a-1 N.
aχ 1

μh2 οΝ. οΝ) h2 οΝ. οΝ)__(_'_)__[-'_]
Ι-μ ~ ax 2 ΟΧ ~

h2 οΝ. οΝ) 122 οΝ. οΝ)
_[_Ι -]+-[-'-]+6aN.N.
1-μ οχ Βχ 2 ~ ~ ι 1

(2.43)

Χωρίζοντας σε καμπτικό και διατμητικό κομμάτι προκύπτει το μητρώο:

οΝ. οΝ. οΝ. οΝ. οΝ. οΝ.
[_I_J+_,_J] __IN. _ΙΝ.

Ο Ο Ο οχ οχ ΟΥ ΟΥ Ο)' J Οχ J

[k]=~
122 σΝ. οΝ) h2 οΝ. οΝ) μh2 οΝ. οΝ) h2 οΝ. οΝ) οΝ.

Ο _[_'_]+-[_'_] __(_1_)-_[_1_] +6a _N._J Ν.Ν. Ο
ij 12(1+μ) Ι-μ ι3Υ ι3Υ 2 ax ax 1-μ ι3Υ ax 2 ax ο)' ι ι3Υ ι J

μιι2 σΝ. σΝ) h2 οΝ. οΝ) h2 οΝ. οΝ) h2 οΝ. οΝ) σΝ.

ο __(_'_)__[_'_] _[_'_]+-[_'_] N._J Ο Ν.Ν.
Ι-μ υχ ι3Υ 2 ι3Υ ax Ι-μ ax ax 2 π)' Ο)' ι ax ι J

(2.44)

2.2.4 yΠOΛOΓlΣMOΣ ΙΣΟΔΥΝΑΜΩΝ ΔΡΑΣΕΩΝ

Ο υπολογισμός των επικόμβιων φορτίων του στοιχείου στην περίπτωση ομοιόμορφης

κατανεμημένης φόρτισης με φορτίο q για τον κόμβο ί δίνεται από τη σχέση:

(2.45)

Υπολογίζοντας τα επικόμβια φορτία του στοιχείου με την παραπάνω σχέση, μπορούν να

υπολογιστούν και οι ισοδύναμες δράσεις του στοιχείου ως εξής:
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QI Νι

Q2 Ο

Q3 Ο

Q4 Ν2

Q5 Ο

Q6 17 17 Ο
{Q}=

Q7
=qΣΣJYιWι IJI

Ν3
(2.46)

;=1 ;=1

Qg Ο

Q9 Ο

QIo Ν4

Q11 Ο

QI2 Ο
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 • Ο ΚΩΔΙΚΑΣ A.S.D.A.P

3.1 ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ

Ο κώδικας A.S.D.A.P (Advanced Static Dynalllic Analysis Prograllllll) είναι μια

χρήσιμη εργαλειοθήκη του ΜΑTLAB για την επίλυση προβλημάτων πεπερασμένων

στοιχείων. Το αντικείμενο μελέτης αυτής της εργασίας εστιάζεται κυρίως στην επίλυση

πλακών βάση της θεωρίαςMindlin.

Κατά τον προγραμματισμό του κώδικα χρησιμοποιήθηκαν πολλές εφαρμογές του

ΜΑTLAB οι οποίες επιτρέπουν την δημιουργία ενός αξιόπιστου προγράμματος

πεπερασμένων στοιχείων. Ολόκληρος ο κώδικας αποτελείται από έναν μεγάλο αριθμό

υπορουτινών που βρίσκονται σε αρχεία .111 του MATLAB γνωστά και ως ιιι-files:Οπου

μέσα εκεί εκτελούνται όλες οι διαδικασίες που απαιτεί η επίλυση της πλάκας, με την

μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων, για να πάρουμε τα αποτελέσματα τα οποία

εμφανίζονται στο COllllnand Window. Μέσα στα lll-files κυρίως χρησιμοποιήθηκαν οι

εφαρμογές πινάκων όπως είναι το άθροισμα, ο πολλαπλασιασμός και η διαίρεση

πινάκων .Ιδιαίτερα σημαντικό κατά τον προγραμματισμό ήταν η χρήση διαδικασιών

επανάληψης (loops). Επίσης με την εντολή σχεδίασης (plot) αλλά και για τις τρείς

διαστάσεις (3d plot) του ΜΑTLAB προκύπτει και σχεδιαστικά το πρόβλημα μας

(πλάκα) δίνοντας καλύτερη αντίληψη του προβλήματος αλλά και των αποτελεσμάτων

στον χρήστη. Όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήματα.

" .01

57 58 59 60 6, 62 63 64
2 72

5 49 50 51 52 53 54 55 56
53,

41 42 43 44 45 46 47 48

5 54
33 34 35 36 37 38 39 40

ο 45

25 26 27 28 29 30 31 32
5
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1 17 18 19 2ιJ 21 22 23 24
Τι

5 9 10 11 12 13 14 15 16

2
·,Β

1 2 3 4 5 6 7 8
5

Ο 1 2 3 4 5

2.5

·2.

.1.

.σ.

ο.

1.

Σχήμα 3-1: Κάναβος μιας πλάκας.

Σχήμα 3-2: Παραμορφωμένη πλάκα.
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Σε σχέση με τα άλλα προγράμματα πεπερασμένων στοιχείων για πλάκες μπορούμε να

πούμε ότι παρουσιάζει πολλές ομοιότητες με άλλα προγράμματα που δεν διαθέτουν

γραφικό περιβάλλον όπως το feap (finite elements analysis prograln). Και στα δύο αυτά

προγράμματα ο χρήστης εισάγει το πρόβλημα κάθε φορά δημιουργώντας ένα καινούριο

Jnput File μέσα από μια διαδοχική σειρά εντολών. Σε αντίθεση με το SAP2000 και

άλλων προγραμμάτων που διαθέτουν γραφικό περιβάλλον και ο χρήστης καλείται να

σχεδιάζει το πρόβλημα του με τη βοήθεια του ποντικιού.

3.2 ΔΙΑΓΡΑΜΜΑ ΡΟΗΣ ΤΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ

Αρχικά ο χρήστης μπαίνει στο Input File (11 δημιουργεί ένα ο ίδιος) όπου εκεί θα

πρέπει να βάλει τα δεδομένα του προβλήματος έτσι ώστε να στήσει το δικό του

πρόβλημα. Καλείται να βάλει τις διαστάσεις της πλάκας του τις ιδιότητες της και τα

χαρακτηριστικά του υλικού της. Όπως π.χ το μέτρο ελαστικότητας Ε, τον συντελεστΊ1

Poisson (ν) nu,ΤΟ πάχος t της πλάκας. Επίσης μπορεί να βάλει τον αριθμό των στοιχείων

που επιθυμεί να έχει το πρόβλημα του κάνοντας ανάλογα τη διακριτοποίηση στον φορέα

του τοποθετώντας όσα στοιχεία επιθυμεί σε κάθε διεύθυνση Χ, Υ. Καθώς επίσης έχει τη

δυνατότητα να επιλέξει και το είδος φόρτισης στο πρόβλημα του, όπως της

ομοιόμορφης κατανεμημένης φόρτισης, συγκεντρωμένης φόρτισης ή και τον

συνδυασμό τους. Τέλος θα πρέπει να βάλει τις συνοριακές συνθήκες (συνθ11κες

έδρασης) της πλάκας και να τρέξει τον κώδικα (Run) και το MATLAB θα εμφανίσει τα

αποτελέσματα στο command window αλλά και τα γραφήματα (plots) δίνοντας μια πιο

κατανοητή παρουσίαση των αποτελεσμάτων.

Η σειρά με την οποία εκτελούνται οι υπορουτίνες για το στΊ1σιμο αλλά και την

επίλυση του προβλήματος της πλάκας αφού πρώτα ο ΧΡ11στης έχει βάλει στο Input File
του όλα τα δεδομένα του προβλήματος του είναι η εξής.

[ Input File ]

[ 1 r ]mesh ι ι Cforce/lforce

[ bounEnge r--
[ RunAnalysis ]

[ 1
StaticAnalysis J

Ι[ 1 r
StiffnessMatrix J Ι EquivForces

• •

Platcquad

[ PlotMesh ]
Σχήμα 3-3:Διάγραμμα ροής του προγράμματος.
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• Αρχικά εκτελείται η l1ιesh. Όπου αναλόγως με τον αριθμό των στοιχείων που

έχει τοποθετήσει ο χρι1στης για κάθε διεύθυνση Χ, Υ δημιουργεί τον κάναβο

της πλάκας με αριθμημένους κόμβους και στοιχεία. Η αρίθμηση των κόμβων

γίνεται με την αντιωρολογιακή φορά.

• Οι CfOl'Ce, Ifol'ce είναι οι υπορουτίνες για τη φόρτιση της πλάκας. Η πρώτη

τοποθετεί συγκεντρωμένη δύναμη σε οποιοδήποτε σημείο της πλάκας ενώ η

δεύτερη κατανέμει στους κόμβους, που έχουν ως χαρακτηριστικό μια

συντεταγμένη κοινή (π.χ Υ=Ο),την τιμή της συγκεντρωμένης δύναμης.

• Η bounEdge η οποία είναι αυτή που τοποθετεί τις συνθήκες έδρασης του

προβλήματος.

• PlotMesh η οποία μας δίνει το πρώτο γράφημα που απεικονίζεται ο κάναβος

της πλάκας με αριθμημένουςκόμβους και στοιχεία.

Έπειτα ακολουθεί η εντολή RunAnalysis μέσα από την οποία εκτελούνται μια σειρά

από υπορουτίνες που οδηγούν στην στατική επίλυση του προβλήματος. Η σειρά των

υπορουτινών είναι:

• Platequad είναι μια υπορουτίνααπό όπου υπολογίζονταιαρχικά οι ασκούμενες

δράσεις στον φορέα μας (ApliesForces) σε περίπτωση συγκεντρωμένης

φόρτισης, αλλά και ο υπολογισμός του τοπικού μητρώου ακαμψίας του

στοιχείου πλάκας, όπως επίσης γίνεται και ο υπολογισμός των εντατικών

μεγεθών των ροπών αλά και των τάσεων σε κάθε κόμβο του στοιχείου.

• Η StiffnessMatl'ix μέσω της οποίας υπολογίζεται το καθολικό μητρώο

ακαμψίας της πλάκας

• StaticAnalysis υπολογίζει τις επικόμβιες μετατοπίσεις στο καθολικό σύστημα.

• ΕquίνFοrces η οποία με τη βοήθεια των δεδομένων που παρέχει η Platequad
υπολογίζει τις ισοδύναμες δράσεις του κάθε στοιχείου της πλάκας.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΟ A.S.D.A.P

Για την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων του κώδικα A.S.D.A.P συγκρίθηκαν τα

αποτελέσματα από μια σειρά χαρακτηριστικών εφαρμογών πάνω στις πλάκες με αυτά

που προέκυψαν από το πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων SAP-2000 καθώς επίσης

και από βιβλία που περιείχαν εφαρμογέςπάνω στις πλάκες. Από την σύγκριση που έγινε

παρατηρήθηκε ότι ο κώδικας A.S.D.A.P παρουσιάζει μικρά σφάλματα στα

αποτελέσματατου, τόσο στον υπολογισμό των βυθίσεων w και των στροφών θχ , θΥ όσο

και στις ροπές Μχ, ΜΥ' ΜχΥ . Όπου τα σφάλματα αυτά τείνουν στο μηδέν όσο αυξάνεται

η πύκνωση του δικτύου των πεπερασμένων στοιχείων.

4.1 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗΣ

ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΟ ΦΟΡΤιΟ

ΠΛΑΚΑΣ ΜΕ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ

Πακτωμένη περιμετρικά ορθογωνική πλάκα που φέρει ομοιόμορφο κατανεμημένο

φορτίο q(X,y) σε ολόκληρη την επιφάνεια της. Υπολογίζεται το μέγιστο βέλος κάμψεως

καθώς και οι τιμές των καμπτικών ροπών Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ στο κέντρο της πλάκας.

Κάνοντας την επίλυση αυτής της εφαρμογής στον κώδικα A.S.D.A.P για διάφορες

πυκνώσεις του κανάβου τα αποτελέσματατων w, θχ, θΥ , Μχ , ΜΥ' ΜΧΥ που παίρνουμε για

το κέντρο της πλάκας είναι:

ΔΙΚΤΥΟΠΣ

4χ8 8χ]2 lΟχ]4 20χ28

w -2.3662 -2.2977 -2.2859 -2.2653

θχ Ο Ο Ο Ο

θΥ Ο Ο Ο Ο

Μχ 404.0695 364.3804 359.3974 352.1394

ΜΥ 23] .0302 218.0665 2]6.3083 213.5702

ΜΧΥ 13.353] 4.8944 3.385] 0.8534

Πίνακας 4.1:Αποτελέσματααπό το A.S.D.A.P για διάφορους κανάβους

Τα γραφήματα του κανάβου και της παραμορφωμένης πλάκας που εμφανίζει ο

κώδικας για πύκνωση κανάβου 8χ]2 όπου φαίνεται με λεπτομέρεια η παραμόρφωση

του φορέα δίνεται από τα παρακάτω σχήματα:
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Σχήμα 4-1: Κάναβος πλάκας (8 χ I2).
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Ι
ι
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Σχήμα 4-2: Τρισδιάστατη απεικόνιση του παραμορφωμένου φορέα.

Για τις βυθίσεις w για διάφορες πυκνώσεις του κανάβου παίρνουμε τα ακόλουθα

γραφήματα

6 -----1-----­
4 ·----1-----­
2 -----(--

ο -----1------
-2 -----(--

4 -----]------

-6-----{-----­

·2 ,Ο ,2

-0.5

-,

·1.5

-2

6 ----·1----·
4 -----1"----
2 -----j-----
0-----(--.
-2 -----j"'-­
4 -----j"----
-6 -----j-----

-0.5

-,

-'.5

-2

(α) (β)

Σχήμα 4-3:Βυθίσεις για πύκνωση κανάβου, (α) (4 χ 8) και (β) (8 χ l2).

Οι ροπές Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ απεικονίζονται αντίστοιχα στα παρακάτω γραφήματα:
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Σχήμα 4-4: Απεικόνιση των ροπών Μχ για πύκνωση κανάβου, (α) (4 χ 8), και (β)

(8 χ 12).
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Σχήμα 4-5: Απεικόνιση των ροπών ΜΥ για πύκνωση κανάβου (α) (4 χ 8) και (β)

(8 χ I2).
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Σχήμα 4-6: Απεικόνιση των ροπών ΜΧΥ για πύκνωση κανάβου (α) (4 χ 8) και (β)

(8 χ 12).

Κάνοντας την επίλυση της εφαρμογής στο SAP2000 για διάφορες πυκνώσεις του

κανάβου τα αποτελέσματατων w, θχ , θΥ , Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ που παίρνουμε για το κέντρο της

πλάκας είναι:

37



ΔΙΚΤΥΟΠΣ

4χ8 8χ12 lΟχ14 20χ28

w -2.177 -2.314 -2.2969 -2.2681

θχ Ο Ο Ο Ο

θΥ Ο Ο Ο Ο

Μχ 412.3578 366.95639 361.133226 352.5786

ΜΥ 235.962252 219.459 217.206446 213.7595 -

ΜΧΥ Ο Ο Ο Ο

Πίνακας 4.2:Αποτελέσματα από το SAP2000 για διάφορους κανάβους.

Τα αντίστοιχα γραφήματα για τις βυθίσεις w και τις ροπές Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ που

προκύπτουν από το SAP2000 για πυκνώσεις κανάβου (4
χ
8) και (8

χ
I2) φαίνονται στους

παρακάτω πίνακες σε παράθεση με αυτά του A.S.D.A.P
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Σχήμα 4-7:Σύγκριση γραφημάτων βυθίσεων για πύκνωση κανάβου (α) (4
χ
8) και (β)

(8
χ
I2).Αριστερή στήλη SAP2000 δεξιά στήλη A.S.D.A.P.
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(α)
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Σχήμα 4-8: Σύγκριση γραφημάτων των ροπών Μχ για πύκνωση κανάβου (α) (4 χ 8)

και (β) (8 χ 12). Αριστερή στήλη SAP2000 δεξιά στήλη A.S.D.A.P.
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Σχήμα 4-9: Σύγκριση γραφημάτων των ροπών ΜΥ για πύκνωση κανάβου (α) (4 χ 8)

και (β) (8 χ I2). Αριστερή στήλη SAP2000 δεξιά στιιλη A.S.D.A.P.
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Σχήμα 4-10: Σύγκριση γραφημάτων των ροπών ΜΧΥ για πύκνωση κανάβου (α) (4 χ 8)

και (β) (8
χ
I2). Αριστερή στήλη SAP2000 δεξιά στήλη A.S.D.A.P.

Με τη βοήθεια του προγράμματος excel απεικονίζονται με γραφήματα οι συγκρίσεις

των αποτελεσμάτων των δυο προγραμμάτων A.S.D.P-SAP2000. Οι τιμές αφορούν το

μέσον της πλάκας και στα δυο προγράμματαγια τις διάφορες διακριτοποιήσεις.

Για τις βυθίσεις w έχουμε:

ΔΙΚΤΥΟ ΩΣ A.S.D.A.P SAP 2000 ΣΦΑΛΜΑ(%)

4χ8 -2.3662 -2.4177 2.13

8χ12 -2.2977 -2.314 0.704

lΟχ14 -2.2859 -2.2969 0.478

20χ28 -2.2653 -2.2681 0.1234

Πίνακας 4.3: Σύγκριση βυθίσεων A.S.D.A.P-SAP2000.
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Σχήμα 4-11: Διάγραμμα για τις βυθίσεις των δύο προγραμμάτων.
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Σχήμα 4-12:Διάγραμμασφάλματοςβυθίσεωνπου παίρνουμε από το A.S.D.A.P σε

σχέση με το SAP2000.

Όπως φαίνεται στα σχήματα Σχήμα 4-11 και Σχήμα 4-12 με την αύξηση των αριθμών

των στοιχείων τα αποτελέσματα των βυθίσεων στα δυο προγράμματα τείνουν να

ταυτιστούν και το σφάλμα να μηδενιστεί.

Για τις ροπές Μχ έχουμε:

ΔΙΚΤΥΟ ΩΣ A.S.D.A.P SAP2000 ΣΦΑΛΜΑ(%)

4χ8 404.0695 412.3579 2.01

8χ12 364.3804 366.9564 0.7019

lΟχ14 359.3974 361.1332 0.48

20χ28 213.5702 213.7595 0.0885

Πίνακας 4.4: Σύγκριση ροπών Μχ A.S.D.A.P-SAP2000.
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Σχήμα 4-13: Διάγραμμα για τις ροπές Μχ των δύο προγραμμάτων.
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Σχήμα4-14: Διάγραμμα σφάλματος των ροπών Μχ του A.S.D.A.P σε σχέση με το

SAP2000.

Από τα σχήματα Σχιjμα 4-13 και Σχιjμα 4-14 βλέπουμε ότι οι ροπές Μχ είναι σχεδόν

ίδιες με ελάχιστες αποκλίσεις για τα δύο προγράμματα.

Για τις ροπές ΜΥ έχουμε:

ΔΙΚΤΥΟ ΠΣ A.S.D.A.P SAP2000 ΣΦΑΛΜΑ(%)

4χ8 231.0302 235.9623 2.09

8χ12 218.0665 219.459 0.63451

lOχ14 216.3083 217.2064 0.41349

20χ28 213.5702 213.7595 0.08857

Πίνακας 4.5: Σύγκριση ροπών ΜΥ A.S.D.A.P-SAP2000
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Σχήμα 4-15: Διάγραμμα των ροπών ΜΥ των δύο προγραμμάτων.
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Σχήμα 4-16: Διάγραμμα σφάλματος των ροπών ΜΥ του Α.S.D.Α.Ρσε σχέση με το

SAP2000.

Από τα σχήματα Σχήμα 4-J5 και Σχήμα 4-J6 βλέπουμε ότι οι ροπές ΜΥ είναι πολύ

κοντά μεταξύ τους και ταυτίζονται όταν αυξάνει η πύκνωση των στοιχείων.

4.2 ΤΕΤΡΑΓΩΝΗ ΠΛΑΚΑ ΜΕ ΜΙΑ ΤΡΥΠΑ ΣΤΗΝ ΜΕΣΗ ΦΟΡΤιΖΟΜΕΝΗ ΜΕ

ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ ΚΑΙ ΠΑΚΤΩΜΕΝΗ

ΠΕΡΙΜΕΤΡΙΚΑ

Μια πακτωμένη περιμετρικά τετράγωνη πλάκα, με τετράγωνη εσωτερική τρύπα,

φορτιζόμενη με ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο q(x,y). Υπολογίζεται το μέγιστο

βέλος κάμψεως καθώς και οι τιμές των καμπτικών ροπών Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ στο κέντρο του

κάτω πέλματος της πλάκας.

Κάνοντας την επίλυση αυτής της εφαρμογής στον κώδικα A.S.D.A.P για διάφορες

πυκνώσεις του κανάβου τα αποτελέσματα των w, θΧ, θΥ, Μχ, ΜΥ, ΜΧΥ που παίρνουμε

για το κέντρο του κάτω πέλματος της πλάκας είναι:
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ΔΙΚΤΥΟΠΣ

6χ6 12Χ12 18Χ18

w -0.9328 -0.875 -0.8628

θχ -0.7169] -0.67036 -0.6603]

θΥ Ο Ο Ο

Μχ 67.251 48,2 45,88

ΜΥ -3,3419 -44,1546 -49,4

ΜΧΥ Ο Ο Ο

Πίνακας 4.6:Αποτελέσματα από το A.S.D.A.P για διάφορους κανάβους.

Τα γραφήματα του κανάβου και της παραμορφωμένης πλάκας που εμφανίζει ο

κώδικας για πύκνωση κανάβου 12Χ12 όπου φαίνεται με λεπτομέρεια η παραμόρφωση

του φορέα δίνεται από τα παρακάτω σχήματα
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Σχήμα 4-17: Κάναβος πλάκας με εσωτερική τρύπα(12 Χ I2)
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Σχήμα 4-18: Τρισδιάστατη απεικόνιση του παραμορφωμένου φορέα.

44



Για τις βυθίσεις w και για τις ροπές Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ για πύκνωση του κανάβου 6χ6

παίρνουμε τα ακόλουθα γραφήματα:
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2 ....•
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Σχήμα 4-19: Γραφήματα (α) βυθίσεις (β) Μχ (γ) ΜΥ (δ) ΜΧΥ πύκνωση κανάβου

(6χ 6)

Κάνοντας την επίλυση της εφαρμογής στο SAP2000 για διάφορες πυκνώσεις του

κανάβου τα αποτελέσματατων w, θχ , θΥ , Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ που παίρνουμε για το κέντρο του

κάτω πέλματος της πλάκας είναι:

ΔΙΚΤΥΟ ΩΣ

6χ6 12χ12 18χ18

w -2.4177 -2.314 -2.2969

θχ Ο Ο Ο

θΥ Ο Ο Ο

Μχ 412.3578 366.95639 361.133226

ΜΥ 235.962252 219.459 217.206446

ΜΧΥ Ο Ο Ο

Πίνακας 4.7:Αποτελέσματααπό το SAP2000 για διάφορους κανάβους
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Τα αντίστοιχα γραφήματα για τις βυθίσεις w και τις ροπές Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ που

προκύπτουν από το SAP2000 για πυκνώσεις κανάβου (6χ 6) φαίνονται στον παρακάτω

πίνακα σε παράθεση με τα γραφήματα του A.S.D.A.P.
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Σχήμα 4-20:Σύγκριση γραφημάτων (α) βυθίσεις (β) Μχ (γ) ΜΥ (δ) ΜΧΥ για πύκνωση

κανάβου (6 χ 6). Αριστερή στήλη SAP2000 δεξιά στήλη A.S.D.A.P.
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Με τη βοήθεια του προγράμματος excel απεικονίζονται με γραφήματα οι συγκρίσεις

των αποτελεσμάτων των δυο προγραμμάτων A.S.D.P-SAP2000. Οι τιμές αφορούν το

μέσον του κάτω πέλματος της πλάκας και στα δυο προγράμματα για τις διάφορες

διακριτοποιήσεις.

Για τις βυθίσεις ΗΙ έχουμε:

ΔΙΚΤΥΟΠΣ A.S.D.A.P SAP2000 ΣΦΑΛΜΑ(%)

6χ6 -0.8809 -0.9328 5.563894

12χ12 -0.8602 -0.875 1.691429

18χ18 -0.856 -0.8628 0.788132

Πίνακας 4.8: Σύγκριση βυθίσεων A.S.D.A.P-SAP2000
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ΠΥΚΝΩΣΗ ΚΑΝΑΒΟΥ

Σχήμα 4-21: Διάγραμμα για τις βυθίσεις των δύο προγραμμάτων.
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Σχήμα 4-22: Διάγραμμα σφάλματος βυθίσεων που παίρνουμε από το A.S.D.A.P σε

σχέση με το SAP2000.
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Παρατηρούμε από τα σχι1ματα Σχιιμα 4-19 και Σχιιμα 4-20 ότι οι τιμές για κάναβο

(6 χ 6) παρουσιάζουν μια διαφορά της τάξεως του 5% η οποία μικραίνει όσο αυξάνει η

πύκνωση του κανάβου.

Για τις ροπές Μχ έχουμε:

ΔΙΚΤΥΟΠΣ A.S.D.A.P SAP2000 ΣΦΑΛΜΑ (%)

6χ6 61.8488 67.251 8.03

12χ12 48.303 48.2 -0.21369

18χ18 45.975 45.88 -0.20706

Πίνακας 4.9: Σύγκριση ροπών Μχ A.S.D.A.P-SAP2000
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Σχήμα 4-23: Διάγραμμα για τις ροπές Μχ των δυο προγραμμάτων.
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Σχήμα 4-24: Διάγραμμα σφάλματος ροπών Μχ του A.S.D.A.P σε σχέση με το

SAP2000.

48



Ομοίως από τα σχήματα ΣΧιίμα 4-23 και Σχήμα 4-24 βλέπουμε ότι οι τιμές των ροπών

Μχ για κάναβο (6χ 6) παρουσιάζουν μια διαφορά της τάξεως του 8% η οποία σχεδόν

μηδενίζεται όσο αυξάνει η πύκνωση του κανάβου.

Για τις ροπές ΜΥ έχουμε:

ΔΙΚΤΥΟΠΣ A.S.D.A.P SAP2000 ΣΦΑΛΜΑ(%)

6χ6 -3.1254 -3.3419 6.478351

12χ12 -39.5209 -43.1546 8.420192

18χ18 -46.7842 -49.4 5.29514

Πίνακας 4.10: Σύγκριση ροπών ΜΥ A.S.D.A.P-SAP2000
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Σχήμα 4-25: Διάγραμμα για τις ροπές ΜΥ των δύο προγραμμάτων.
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Σχήμα 4-26: Διάγραμμα σφάλματος ροπών ΜΥ του A.S.D.A.P σε σχέση με το

SAP2000.
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Στα σχήματα Σχιιμα 4-25 και Σχιιμα 4-26 για τις ροπές ΜΥ παρατηρούμε ότι η

ακρίβεια των αποτελεσμάτων βελτιώνεται με την αύξηση των στοιχείων που

χρησιμοποιούμε.

4.3 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗΣΠΛΑΚΑΣ

4.3.1 ΠΑΚΤΩΜΕΝΗ ΚΑΙ ΣΤΙΣ 4 ΠΛΕΥΡΕΣ

4.3.1.1 ΦΟΡΤιΣΜΕΝΗ ΜΕ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ.

Έστω μια τετραγωνική πλάκα πακτωμένη στις 4 πλευρές της η οποία φορτίζεται με

ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο q(X,y) και ζητείται η βύθιση στο κέντρο της πλάκας.

Τα αποτελέσματα που βρέθηκαν από το κώδικα A.S.D.A.P συγκρίθηκαν με τα

αποτελέσματα που δίνει ως λύσεις το βιβλίο του Zienkienwicz-Taylor (2005).

Κάνοντας την επίλυση αυτής της εφαρμογής στον κώδικα A.S.D.A.P για διάφορες

πυκνώσεις του κανάβου τα αποτελέσματα των βυθίσεων w, που παίρνουμε για το

κέντρο της πλάκας είναι:

ΔΙΚΤΥΟ ΩΣ ΒΥΘΙΣΕΙΣ w (m)

2χ2 0.0214

4χ4 0.0203

8χ8 0.0188

16χ16 0.0185

Πίνακας 4.11: Αποτελέσματα A.S.D.A.P

Τα γραφήματα του κανάβου και της παραμορφωμένης πλάκας που εμφανίζει ο

κώδικας για πύκνωση κανάβου (8 χ 8) όπου φαίνεται με λεπτομέρεια η παραμόρφωση

του φορέα δίνεται από τα παρακάτω σχήματα
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Σχήμα 4-27: Κάναβος πλάκας (8 χ 8).
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Σχήμα 4-28: Τρισδιάστατη απεικόνιση του παραμορφωμένου φορέα.

Τα γραφήματα των βυθίσεων w που παίρνουμε από τον κώδικα φαίνονται στον

παρακάτω πίνακα:

(α)

Ο 2.5

~.002

~.004

~.006

·0.008

~.01

~.0'2

~.014

~.016

~.018

~.02

-2.5

(β)

~.002

~.004

·0.006

~.OO8

~.01

~.012

~.014

~.016

~.018

·0.002

·0.004

·0.006

~.OO8

~.01

~.OI2

·0.014

~.O'6

~.0'8

~02

(γ)

Σχήμα 4-29: Γραφήματα βυθίσεων για κανάβους (α) (2 χ2),(β) (4 χ4),(γ) (8 χ 8).

Τα αντίστοιχα γραφήματα για τις ροπές Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ που προκύπτουν για πυκνώσεις

κανάβου (2 χ2), (4χ4) και (8 χ 8) φαίνονται στους παρακάτω πίνακες.
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Σχήμα 4-30: Γραφήματα ροπών Μχ για κανάβους (α) (2 Χ2), (β) (4 Χ4), (γ) (8 Χ 8).
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Σχήμα 4-31: Γραφήματα ροπών ΜΥ για κανάβους (α) (2 Χ 2), (β) (4 Χ 4), (γ) (8 Χ 8).
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Σχήμα 4-32: Γραφήματα ροπών ΜΧΥ για κανάβους (α) (2
χ
2), (β) (4

χ
4), (γ) (8

χ
8).

Τα αποτελέσματα αυτά συγκρίθηκαν με αυτά που δίνονται ως λύσεις σε αντίστοιχη

εφαρμογή του βιβλίου του Zienkienwicz-Taylor (2005). Και οι διαφορές που

παρουσιάζουν είναι μηδενικές.

ΒΥΘΙΣΕΙΣ w (m)

ΔΙΚΤΥΟΠΣ A.S.D.A.P Ζ & Τ (2005) ΣΦΑΛΜΑ(%)

2χ2 0.0214 0.0213 0.467

4χ4 0.0203 0.0202 0.4926

8χ8 0.0188 0.0188 Ο

16χ16 0.0185 0.0185 Ο

Πίνακας 4.12: Σύγκριση βυθίσεων

Οι παραπάνω τιμές των βυθίσεων και των σφαλμάτων τους φαίνονται και στα

παρακάτω γραφήματα:
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Σχήμα 4-33: Διάγραμμα για τις βυθίσεις.
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Σχήμα 4-34: Διάγραμμα σφάλματος τιμών A.S.D.A.P σε σχέση με το Ζ & Τ (2005).

Από τα σχήματα Σχήμα 4-27 και Σχιιμα 4-28 παρατηρούμε ότι οι τιμές του κώδικα

A.S.D.A.P είναι σχεδόν ταυτόσιμες με αυτές από το βιβλίο του Zienkienwicz-Taylor
(2005).

4.3.1.2 ΜΕ ΣγΓΚΕΝΤΡΩΜΕΝΟ ΦΟΡΤιΟ ΣΤΟ ΜΕΣΟΝ ΤΗΣ ΠΛΑΚΑΣ

Έστω μια τετραγωνική πλάκα πακτωμένη στις 4 πλευρές της η οποία φορτίζεται με

συγκεντρωμένο φορτίο στο μέσον της και ζητείται η βύθιση στο κέντρο της πλάκας. Τα

αποτελέσματα που βρέθηκαν από το κώδικα A.S.D.A.P συγκρίθηκαν με τα

αποτελέσματα που δίνει ως λύσεις το βιβλίο του Zienkienwicz-Taylor (2005).

Κάνοντας την επίλυση αυτής της εφαρμογής στον κώδικα A.S.D.A.P για διάφορες

πυκνώσεις του κανάβου τα αποτελέσματα των βυθίσεων w, που παίρνουμε για το

κέντρο της πλάκας είναι:
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ΔΙΚΤΥΟ ΩΣ ΒΥΘΙΣΕΙΣ w (m)

2χ2 0.0034

4χ4 0.0035

8χ8 0.0034

16χ16 0.0033

Πίνακας 4.13: Αποτελέσματα A.S.D.A.P

Τα γραφήματα του κανάβου και της παραμορφωμένης πλάκας που εμφανίζει ο

κώδικας για πύκνωση κανάβου 8χ8 όπου φαίνεται με λεπτομέρεια η παραμόρφωση του

φορέα δίνεται από τα παρακάτω σχήματα
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Σχήμα 4-35: Κάναβος πλάκας (8 χ 8).

Σχήμα 4-36: Τρισδιάστατη απεικόνιση του παραμορφωμένου φορέα.

Τα γραφήματα των βυθίσεων w που παίρνουμε από τον κώδικα φαίνονται στον

παρακάτω πίνακα:
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Σχήμα 4-37: Γραφήματα βυθίσεων για κανάβους (α) (2 χ 2), (β) (4 χ4), (γ) (8 χ 8).

Τα αντίστοιχα γραφήματα για τις ροπές Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ που προκύπτουν για πυκνώσεις

κανάβου (2 χ2), (4 χ4) και (8 χ 8) φαίνονται στους παρακάτω πίνακες
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Σχήμα 4-38: Γραφήματα ροπών Μχ για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4 χ 4), (γ) (8 χ 8).

35

30

25

20

15

10

5

Ο

-5

·10

·15

2.5
25

20

15

10

·5

·10

·15

·20 ·2.5

(α)
(β)

2.5

40

30

20

10

·10

·2.5

2.5,.....-i!f--__

2 ..•.•

1.5 .••..

1·····

0.5 .••.•

Ο •••••.+-t~-I

·0.5 •••.•

·1 •••.•

·1.5 •••..

·2 •.•.•

.2.5L..-~--

(γ)

Σχήμα 4-39: ΓραφΙ1ματα ροπών ΜΥ για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4 χ4), (γ) (8 χ 8).
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Σχήμα 4-40: Γραφήματα ροπών ΜΧΥ για κανάβους (α) (2 χ 2), (β) (4 χ4), (γ) (8 χ 8).

Τα αποτελέσματα αυτά συγκρίθηκαν με αυτά που δίνονται ως λύσεις σε αντίστοιχη

εφαρμογή του βιβλίου του Zienkienwicz-Taylor (2005). Και οι διαφορές που

παρουσιάζουν είναι μηδενικές.

ΒΥΘΙΣΕΙΣ w (Π1)

ΚΑΝΑΒΟΣ A.S.D.A.P Ζ & Τ (2005) ΣΦΑΛΜΑ(%)

2χ2 0.0034 0.00342 -0.029

4χ4 0.0035 0.0035 Ο

8χ8 0.0034 0.0034 Ο

16χ16 0.0033 0.0033 Ο

Πίνακας 4.14: Σύγκριση βυθίσεων

Οι παραπάνω τιμές των βυθίσεων και των σφαλμάτων τους φαίνονται και στα

παρακάτω γραφήματα:
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Σχήμα 4-42: Διάγραμμα σφάλματος τιμών A.S.D.A.P σε σχέση με το Ζ & Τ (2005).

Παρατηρούμε από τα σχήματα Σχι]μα 4-41 και Σχ,]μα 4-42 ότι ο A.S.D.A.P δίνει

πολύ καλή προσέγγιση των αποτελεσμάτων όπου μπορούμε να πούμε ότι είναι και

ακριβής σε μεγάλο αριθμό στοιχείων.

4.3.2 ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗ ΠΛΑΚΑ ΑΠΛΑ ΕΔΡΑΖΟΜΕΝΗ ΣΤΙΣ ΤΕΣΣΕΡΙΣ

ΠΛΕΥΡΕΣ ΤΗΣ

4.3.2.1 ΦΟΡΤιΖΟΜΕΝΗ ΜΕ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ.

Έστω μια τετραγωνική πλάκα απλά εδραζόμενη στις 4 πλευρές της η οποία

φορτίζεται με ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο q(X,y) και ζητείται η βύθιση στο

κέντρο της πλάκας. Τα αποτελέσματα που βρέθηκαν από το κώδικα A.S.D.A.P
συγκρίθηκαν με τα αποτελέσματα που δίνει ως λύσεις το βιβλίο του Zienkienwicz­
Taylor (2005).

Κάνοντας την επίλυση αυτής της εφαρμογής στον κώδικα A.S.D.A.P για διάφορες

πυκνώσεις του κανάβου τα αποτελέσματα των βυθίσεων 1'\1, που παίρνουμε για το

κέντρο της πλάκας είναι:

59



ΔΙΚΤΥΟΠΣ ΒΥΘΙΣΕΙΣ w (m)

2χ2 0.0751

4χ4 0.0625

8χ8 0.0596

16χ16 0.0589

Πίνακας4.15: Αποτελέσματα A.S.D.A.P.

Τα γραφήματα του κανάβου και της παραμορφωμένης πλάκας που εμφανίζει ο

κώδικας για πύκνωση κανάβου (8 χ 8) όπου φαίνεται με λεπτομέρεια η παραμόρφωση

του φορέα δίνεται από τα παρακάτω σχήματα:
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Σχήμα 4-43: Κάναβος πλάκας (8 χ 8).
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Σχήμα 4-44: Τρισδιάστατη απεικόνιση του παραμορφωμένου φορέα.

Τα γραφήματα των βυθίσεων w που παίρνουμε από τον κώδικα φαίνονται στον

παρακάτω πίνακα:
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Σχήμα 4-45: Γραφήματα βυθίσεων για κανάβους (α) (2 χ 2), (β) (4χ4), (γ) (8 χ 8).

Τα αντίστοιχα γραφήματα για τις ροπές Μχ, ΜΥ' ΜΧΥ που προκύπτουν για πυκνώσεις

κανάβου (2 χ 2), (4χ4) και (8 χ 8) φαίνονται στους παρακάτω πίνακες:
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Σχήμα 4-46: Γραφι1ματα ροπών Μχ για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4 χ4), (γ) (8 χ 8).
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Σχήμα 4-47: Γραφήματα ροπών ΜΥ για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4 χ4), (γ) (8 χ 8).
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Σχήμα 4-48: Γραφήματα ροπών ΜΧΥ για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4 χ4), (γ) (8 χ 8).

Τα αποτελέσματα αυτά συγκρίθηκαν με αυτά που δίνονται ως λύσεις σε αντίστοιχη

εφαρμογή του βιβλίου του Zienkienwicz-Taylor (2005). Και οι διαφορές που

παρουσιάζουν μηδενίζονται όσο αυξάνονται τα στοιχεία.

ΒΥΘΙΣΕΙΣ w (m)

ΔΙΚΤΥΟΠΣ A.S.D.A.P Ζ & Τ (2005) ΣΦΑΛΜΑ(%)

2χ2 0.0751 0.0497 33.8215

4χ4 0.0625 0.05689 8.976

8χ8 0.0596 0.05825 2.2651

16χ16 0.0589 0.05849 0.696

Πίνακας 4.16: Σύγκριση βυθίσεων

Οι παραπάνω τιμές των βυθίσεων και των σφαλμάτων τους φαίνονται και στα

παρακάτω γραφήματα:
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Σχήμα 4-49: Διάγραμμα για τις βυθίσεις.

"'-
""""""""~ -- .....

(2Χ2) (4Χ4) (8Χ8)

ΠΥΚΝΩΣΗ ΚΑΝΑΒΟΥ

(16Χ16)

Σχήμα 4-50: Διάγραμμα σφάλματος τιμών A.S.D.A.P σε σχέση με το Ζ & Τ (2005).

Παρατηρούμε από τα σχήματα Σχήμα 4-49 και ΣΧιίμα 4-50 ότι για μικρό αριθμό

στοιχείων, κάwαβη(2χ2), η απόκλιση των τιμών που δίνει ο κώδικας είναι μεγάλη 32%
εξαιτίας του μικρού αριθμού των στοιχείων. Όμως με τον διπλασιασμό των στοιχείων,

κάwαβος(4χ4), η απόκλιση πέφτει στο 8% και με συνεχή αύξηση των στοιχείων του

κανάβου η απόκλιση γίνεται μηδενική.

4.3.2.2 ΜΕ ΣγΓΚΕΝΤΡΩΜΕΝΟ ΦΟΡΤιΟ ΣΤΟ ΜΕΣΟΝ ΤΗΣ ΠΜΚΑΣ

Έστω μια τετραγωνική πλάκα απλά εδραζόμενη στις 4 πλευρές της η οποία

φορτίζεται με συγκεντρωμένο φορτίο στο μέσον της και ζητείται η βύθιση στο κέντρο

της πλάκας. Τα αποτελέσματα που βρέθηκαν από το κώδικα A.S.D.A.P συγκρίθηκαν με

τα αποτελέσματα που δίνει ως λύσεις το βιβλίο του Zienkienwicz-Taylor (2005).

Κάνοντας την επίλυση αυτής της εφαρμογής στον κώδικα A.S.D.A.P για διάφορες

πυκνώσεις του κανάβου τα αποτελέσματα των βυθίσεων w, που παίρνουμε για το

κέντρο της πλάκας είναι:
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ΔΙΚΤΥΟ ΩΣ ΒΥΘΙΣΕΙΣ w (ιπ)

2χ2 0.008

4χ4 0.0071

8χ8 0.0068

16χ16 0.0067

Πίνακας 4.17: Αποτελέσματα A.S.D.A.P

Τα γραφήματα του κανάβου και της παραμορφωμένης πλάκας που εμφανίζει ο

κώδικας για πύκνωση κανάβου (8 χ 8) όπου φαίνεται με λεπτομέρεια η παραμόρφωση

του φορέα δίνεται από τα παρακάτω σχήματα
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Σχήμα 4-51: Κάναβος πλάκας (8 χ 8).
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Σχήμα 4-52: Τρισδιάστατη απεικόνιση του παραμορφωμένου φορέα.

Τα γραφήματα των βυθίσεων w που παίρνουμε από τον κώδικα φαίνονται στον

παρακάτω πίνακα:
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Σχήμα 4-53: Γραφήματα βυθίσεων για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4 χ 4), (γ) (8 χ 8).

Τα αντίστοιχα γραφήματα για τις ροπές Μχ , ΜΥ' ΜΧΥ που προκύπτουν για πυκνώσεις

κανάβου (2 χ 2), (4 χ4) και (8 χ 8) φαίνονται στους παρακάτω πίνακες
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Σχήμα 4-54: Γραφήματα ροπών Μχ για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4 χ 4), (γ) (8 χ 8).
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Σχήμα 4-55: Γραφήματα ροπών ΜΥ για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4χ4), (γ) (8 χ 8).
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Σχήμα 4-56: Γραφήματα ροπών ΜΧΥ για κανάβους (α) (2 χ2), (β) (4 χ4), (γ) (8 χ 8).

ΒΥΘΙΣΕΙΣ W (Ω1)

ΔΙΚΤΥΟΠΣ A.S.D.A.P Ζ & Τ (2005) ΣΦΑΛΜΑ (%)

2χ2 0.008 0.0079 1.25

4χ4 0.0071 0.0071 Ο

8χ8 0.0068 0.0068 Ο

16χ16 0.0067 0.0067 Ο

Πίνακας 4.18: Σύγκριση βυθίσεων

Οι παραπάνω τιμές των βυθίσεων και των σφαλμάτων τους φαίνονται και στα

παρακάτω γραφήματα
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Σχήμα 4-57: Διάγραμμα για τις βυθίσεις.

..
""'" ,.

'"'"'""""(2Χ2) (4Χ4) (8Χ8)

ΠΥΚΝΩΣΗ ΚΑΝΑΒΟΥ

(16Χ16)

Σχήμα 4-58: Διάγραμμα σφάλματος τιμών A.S.D.A.P σε σχέση με το Ζ & Τ (2005).

Από τα σχήματα Σχήμα 4-57 και Σχήμα 4-58 βλέπουμε ότι τα αποτελέσματα που

παίρνουμε έχουν μηδενική απόκλιση από αυτά της εφαρμογή του βιβλίου του

Zienkienwicz-Taylor (2005).
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1- ΟΔΗΓιΕΣΧΡΗΣΤΗ

Π.1 ΔΗΜIΟΥΡΓιΑΑΡΧΕΙΟΥΔΕΔΟΜΕΝΩΝ

Για να τρέξει ο κώδικας A.S.D.A.P θα πρέπει να δημιουργηθεί ένα αρχείο δεδομένων

(Input File) από τον χρήστη, το οποίο θα είναι ένα αρχείο Ω1-fiΙe του MATLAB. Ο
χρήστης μπορεί να δώσει οποιοδ11ποτε όνομα επιθυμεί στο Input File του.

Παρακάτω περιγράφονται τα βασικά βήματα για την ανάλυση μιας ορθογωνικής

πλάκας με μήκη πλευρών 5Ω1 και 7Ω1 πακτωμένη στις 4 πλευρές και φορτισμένη με

ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο. Με μέτρο ελαστικότητας Ε=21Ο00000 συντελεστή

poisson nu=0.3 και πάχος πλάκας t=0.15. Η διακριτοποίηση της πλάκας με τετράπλευρα

στοιχεία φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.
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~
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Σχήμα 1-1: Κάναβος

Το αρχείο δεδομένων (input file) για την επίλυση του παραπάνω προβλήματος

φαwεταιπαρακάτω:

% clear the memory and start the analysis
ClearAll

Analysis.Type='Static'; % type of Analysis
Analysis.ndim=3;

Ε = 21000000; % Young's modulus
ηυ = 0.30; % Poisson' s ratio
t =0.15; % thickness

% plate dimensions
L =5; % length of the beam
c =3.5; % the distance of the outer fiber of the beam from the mid-line

points=[O,-c;L,-c;L,c;O,c];
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elemprop={'plate',E,nu,t}; % basic element properties
[nodes,elements]=mesh(nodes,elements,elemprop,points,8,8, 'χ'};

qO=150;
for i=1:size(elements,1)

ElemLoads{i,1}=i;
ElemLoads{i,2}=qO;

end;

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [O,c,L,-c], [1 1 1], 'or');

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'grid off', 'labels')

% When the program meets this command analysis is performed.
RunAnalysis
% View disp1aced shape

PlotMesh (nodes, elements, bcon, 'labels' , 'disp' , Dpl *50)
% View displacement contour, use 1,2,3 to switch ca1culate

w,thetax,thetay
[dspelm] = disp2Elem(index,elements,4,Dpl);
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour',dspelm,3)

% View Stresses, use 1,2,3 to switch calculate ΜΧ,ΜΥ,ΜΧΥ

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour',stress,1)
% View Strain, use 1,2,3 to switch calculate kx,ky,kxy
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour',strain,1)

Dpl

% terminate the programm and exit
exitProgram

Π.1.2 ΕΝΤΟΛΕΣΤΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ

ClearAll
από προηγούμενεςδιαδικασίες

Analysis Type='Static'
εκτελέσειο κώδικας.

Analysis.ndim=3;

Ώστε να καθαρίσει η μνήμη του ΜΑTLAB

Δηλώνει τον τύπο της ανάλυσης που θα

Βαθμοί ελευθερίας σε κάθε κόμβο.

Έπειτα ανάλογα με τα δεδομένα του προβλήματος:

1) Χαρακτηριστικά πλάκας

Ε=21000000

nu=O.3

t=O.15

μέτρο ελαστικότητας.

συντελεστήςPOiSSOll.

πάχος πλάκας.
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2) Διαστάσεις πλάκας

L=5 μήκος πλάκας.

c=3.5 απόσταση από τη μέση επιφάνεια μέχρι το

άκρο ή αλλιώς το μισό του πλάτος.

3) Εντολές

points=~O, -c; L, -C, L, c; ο, c];
Δηλώνειτα 4 σημεία της ορθογωνικής πλάκας, κάθε ζευγάρι δηλώνει τις συντεταγμένες

ενός σημείου, ο πρώτος χαρακτήρας δηλώνει την τετμημένη και ο δεύτερος την

τεταγμένη του σημείου. (π,χ το πρώτο σημείο είναι το χ=ο και y=-c).

elemprop={'Plate', Ε, nu, t}
Βάζοντας την λέξη Plate δηλώνουμε τον τρόπο της στατικής επίλυσης που θα

ακολουθήσει ο κώδικας. (σε περίπτωση επίπεδης έντασης ή παραμόρφωσης βάζουμε

pstress ή pstrain αντίστοιχα).

4) Διακριτοποίηση

[nodes, elements]=mesh(nodes, elements, elemprop, points,
8, 8, 'χ'); Στην πέμπτη και έκτη θέση τοποθετούμετον

αριθμό των στοιχείων που θέλουμε σε κάθε διεύθυνση. Ο τελευταίος όρος 'Χ'δηλώνει

σε ποία διεύθυνση αναφέρεται ο αριθμός της πέμπτης θέσης. (π.χ 8 στοιχεία στη

διεύθυνση 'χ').

5) Φόρτιση

Για κατανεμημένο φορτίο αρκεί να βάλουμε την τιμή στο qo και να γράψουμε την

επαναληπτική διαδικασία:

qO=150;

[ΟΤ i=l:sjze(elements,l)

ElemLoads{i,l }=ί;

ElemLoads {ί,2}=qO;

end;

Σε περιπτώσεις συγκεντρωμένης φόρτισης, τα επικόμβια φορτία υπολογίζονται με τη

βοήθεια των εντολών.
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[NodalLoads]=cforce(nodes, NodalLoads, [L/2, Ο], [-150, Ο

, Ο] ) ; Για συγκεντρωμένη φόρτιση σε ένα σημείο

με συντεταγμένες [L/2, Ο], δηλαδή χ= L/2 και Υ=Ο, ασκούμε στον άξονα Ζ δύναμη 150
με διεύθυνση αντίθετη της θετικής φοράς. Ο δεύτερος και τρίτος όρος της αγκύλης [­
150, Ο ,Ο] αντιστοιχούν στους βαθμούς ελευθερίας των στροφών θχ θΥ .

Αν θέλουμε μια δύναμη να ισοκατανεμηθεί στους κόμβους που έχουν την μία από τις

δύο συντεταγμένες ίδιες χρησιμοποιούμε την εντολή

[NodalLoads]=Iforce(nodes,NodalLoads,1,L/2, [-150,0,0]);

Ο αριθμός 1 δηλώνει την διεύθυνση χ ενώ η διεύθυνση Υ συμβολίζεται με τον αριθμό

2 . Η εντολή αυτή μπορεί να διαβαστεί ως εξής για τους κόμβους με τετμημένη x=L/2
θα ισοκατανεμηθεί δύναμη Fz=-150.

6) Συνοριακές συνθήκες

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [O,c,L,-c], [1 1
1] , 'or' ) ;

Η γραμμή αυτή δηλώνει ότι οι κόμβοι, (Ότ') με συντεταγμένες χ=Ο, y=c, x=L και y=-c
έχουν δεσμευμένους και τους 3 βαθμούς ελευθερίας, Η πρώτη αγκύλη δηλώνει το χ '1 το

Υ (Χ=1 και Υ=2), η δεύτερη την τιμή της τετμημένης ή της τεταγμένης και η τελευταία

τις δεσμεύσεις των βαθμών ελευθερίας (Ο: ελεύθερος β.ε 1: δεσμευμένος β.ε). Αν

θέλουμε να αναφερθούμε για έναν συγκεκριμένο κόμβο χρησιμοποιούμε τη έκφραση

('intersect') αντί για (Ότ')

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2], [O,c], [1,1,0],
, intersect ' ) ;

Η γραμμή αυτή δηλώνει ότι ο κόμβος, ('intersect') με συντεταγμένες Χ=Ο και y=c έχει

δεσμευμένους και τους 2 βαθμούς ελευθερίας,

7) Εντολή στατικής επίλυσης

RunAna1ysis
στατική επίλυση της πλάκας

8) Γραφήματα

Με αυτήν την εντολή ο κώδικας εκτελεί την

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'grid off" 'labels')

Με την εντολή αυτή εμφανίζεταιο κάναβος της πλάκας χωρισμένοςσε πεπερασμένα

στοιχεία..
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PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'labels', 'disp',Dpl)

Εμφανίζει τον τρισδιάστατο παραμορφωμένο φορέα, σε περίπτωση που οι

παραμορφώσεις είναι μικρές και δεν φαίνεται καλά ο παραμορφωμένος φορέας

μπορούμενα πολλαπλασιάσουμεΠ.χ Dpl*lO ώστε να είναι πιο εμφανείς οι μετατοπίσεις

της πλάκας.

,-
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,>..I •.•~f!~~'"S~.~~r;fI'.···.·· 1,.; ,

';1,. ; ;. ; ; ; ; ; , .

Ι

Σχήμα Ι-2:Παραμορφωμένη πλάκα

." ,

[dspelm] = disp2Elem(index,elements,4,Dpl);

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour',dspelm,l)

Με τις δύο αυτές εντολές εμφανίζεταιτο γράφημα των βυθίσεων. Αν αλλάξουμε τον

τελευταίο αριθμό, βάζοντας τον αριθμό 2 το γράφημα των στροφών θχ ή τον 3 για τις

στροφές θΥ,

(α)
(β)
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0.015

0.01

0.005

.0.005

.0.01

.0.015

(γ)

Σχήμα 1.3: Γραφήματα (α) w, (β) θχ , (γ) θΥ

PlotMesh (nodes, elements,bcon, 'contour"stress,l)

Μας δίνει το γράφημα των ροπών Μχ,και αντικαθιστώνταςτον αριθμό 1 με τον 2 11 3
παίρνουμε το γράφημα της ΜΥ ή ΜΧΥ αντίστοιχα.

50

" -50

,'" -1 -100

-2
-150

"" ·3

-,

(α) (β)

! -

·1 ~······'······ιr-:

-2~"';"""T

-3 ~······:······I

·1

(γ)

Σχήμα 1.4: Γραφήματα (α) Μχ, (β) ΜΥ' (γ) ΜχΥ .

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"strain,l)
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Μας δίνει το γράφημα των καμπυλοτήτων kx και ομοίως όπως και πριν

αντικαθιστώντας τον αριθμό 1 με τον 2 ή 3 παίρνουμε το γράφημα της ky ή kxy
αντίστοιχα.

·2

.,
·1

·2

(α)
(β)

0.015

0.01

0.005

·1 -0.005

·2 -0.01

·3 -0.015

-1

(γ)

Σχήμα 1.5: Γραφήματα των καμπυλοτήτων (α) kx, (β) ky, (γ) kxy.

9)Εμφάνιση της μετατόπισης σε οποιονδήποτε κόμβο

Dρ1 (25, : ) εμφανίζεται στο command window του

ΜΑTLAB τη μετατόπισηκαι τις στροφές στον 25 κόμβο

10)Τερματισμός του κώδικα

exi tProgram δηλώνει τον τερματισμό του κώδικα και

καθαρίζειόλες τις μεταβλητέςαπό τη μνήμη.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 11 - ΑΡΧΕΙΑ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ (Input Files)

1) ΟΡΘΟΓΩΝΙΚΗ ΠΛΑΚΑ ΜΕ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ

% c1ear the memory and start the ana1ysis
C1earA11

Ana1ysis.Type='Static'; % type of Ana1ysis
Ana1ysis.ndim=3;
%format long

Ε = 10000000; % Young's modu1us
nu = 0.30; % Poisson's ratio
t =0.1; % thickness

% p1ate dimensions
L =10; % 1ength of the beam
c =7; % the distance of the outer fiber of the beam from the mid-1ine

points=[O,-C;L,-C;L,C;O,C];

e1emprop={'p1ate',E,nu,t}; % basic e1ement properties

[nodes,e1ements]=mesh(nodes,e1ements,e1emprop,points,4 ,8, 'χ');

qO=100;
for i=1:size(e1ements,1)

E1emLoads{i,1}=i;
E1emLoads{i,2}=qO;

end;

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [O,c,L,-c], [1 1 1], 'or');
[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [L,c,L,-c], [111], 'or');

P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'grid off', '1abels')

% When the program meets this command analysis is performed.

RunAna1ysis

% View disp1aced shape
P1otMesh(nodes,elements,bcon, 'labe1s', 'disp',Dp1)

% View displacement contour, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis
w,thetax,thetay
[dspe1m] = disp2E1em(index,e1ements,4,Dpl);
P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'contour',dspelm,l)

% View Stresses, al1azontas ta 1,2,3 briskeis tis Μχ,ΜΥ,ΜχΥ

P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'contour',stress,l)

% View Strain, a1lazontas ta 1,2,3 briskeis tis kx,ky,kxy
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour',strain,l)

Dp1
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% terminate the programm and exit
exitProgram

2) ΤΕΤΡΑΓΩΝΗ ΠΛΑΚΑ ΜΕ ΜΙΑ ΤΡΥΠΑ ΣΤΗΝ ΜΕΣΗ ΦΟΡΤιΖΟΜΕΝΗ ΜΕ

ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΟ ΦΟΡΤιΟ ΚΑΙ ΠΑΚΤΩΜΕΝΗ

ΠΕΡΙΜΕΤΡΙΚΑ

% clear the memory and start the analysis
ClearAll

Analysis.Type='Static'; % type of Analysis
Analysis.ndim=3;

Ε = 10000000; % Young's modu1us
ηυ = 0.30; % Poisson's ratio
t =0.1; % thickness

% plate dimensions
L = 12; % 1ength of the beam
c =12; % the distance of the outer fiber of the beam from the mid-line

%points=[O,O;O,c;c,c;c,O];
points=[O,O;O,c;c,O;c,c];

elemprop={'p1ate"E,nu,t}; % basic element properties

[nodes]=[0,0;c/6,0;2*c/6,0;3*c/6,0;4*c/6,0;5*c/6,0;c,0;0,c/6;c/6,c/6;2*c
/6,c/6;3*c/6,c/6;4*c/6,c/6;5*c/6,c/6;c,c/6;

0,2*c/6;c/6,2*c/6;2*c/6,2*c/6;3*c/6,2*c/6;4*c/6,2*c/6;5*c/6,2*c/6;c,2*c/
6;

0,3*c/6;c/6,3*c/6;2*c/6,3*c/6;4*c/6,3*c/6;5*c/6,3*c/6;c,3*c/6;

0,4*c/6;c/6,4*c/6;2*c/6,4*c/6;3*c/6,4*c/6;4*c/6,4*c/6;5*c/6,4*c/6;c,4*c/
6;

0,5*c/6;c/6,5*c/6;2*c/6,5*c/6;3*c/6,5*c/6;4*c/6,5*c/6;5*c/6,5*c/6;c,5*c/
6;

0,c;c/6,c;2*c/6,c;3*c/6,c;4*c/6,c;5*c/6,c;c,c;];

[nodes,e1ements]=mesh(nodes,e1ements,e1emprop,points,4,4, 'χ');

% [NodalLoads]=cforce(nodes, Ι], [c/2,c/2], [-10,0,0]);

qO=100;
for i=1:size(e1ements,1)

ElemLoads{i,l}=i;
E1emLoads{i,2}=qO;

end;

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,1], [O,c], [111], 'or');
[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [2,2], [O,c], [1 1 1], 'or');

PlotMesh(nodes,e1ements,bcon, 'grid off" 'labe1s')

% When the program meets this command analysis is performed.
RunAna1ysis
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% View displaced shape
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'labels" 'disp"Dpl)

% View displacement contour, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis
w,thetax,thetay
[dspelm] = disp2Elem(index,elements,4,Dpl);
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"dspelm,1)

% View Stresses, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis ΜΧ,ΜΥ,ΜΧΥ

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"stress,1)

% View Strain, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis kx,ky,kxy
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"strain,1)

Dpl

% terminate the programm and exit
ExitProgram

3) ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗ ΠΛΑΚΑ ΠΑΚΤΩΜΕΝΗ ΣΤΙΣ 4 ΠΛΕΥΡΕΣ ΦΟΡΤΙΖΟΜΕΝΗ

ΜΕ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ

% clear the memory and start the analysis
ClearAll

Analysis.Type='Static'; % type of Analysis
Analysis.ndim=3;
%format long

Ε = 21000000; % Young's modulus
nu = 0.30; % Poisson's ratio
t =0.15; % thickness

% plate dimensions
L =5; % length of the beam
c =2.5; % the distance of the outer fiber of the beam from the mid-line

points=[O,-c;L,-C;L,c;O,c];

elemprop={'plate"E,nu,t}; % basic element properties

[nodes,elements]=mesh(nodes,elements,elemprop,points,2 ,2, 'χ');

qO=150;
for i=1:size(elements,1)

ElemLoads{i,1}=i;
ElemLoads{i,2}=qO;

end;

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [O,c,L,-c], [111], 'or');
[bcon] =bounEdge (nodes,bcon, [1,2,1,2], [L, c, L, -c], [1 1 1], 'or');

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'grid off" 'labels')

% When the program meets this command analysis is performed.

80



RunAnalysis

% View displaced shape
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'labels" 'disp"Dpl)

% View displacement contour, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis
w,thetax,thetay
[dspelm] = disp2Elem(index,e1ements,4,Dpl);
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"dspelm,1)

% View Stresses, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis Μχ,ΜΥ,ΜΧΥ

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"stress,3)

% View Strain, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis kx,ky,kxy
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"strain,1)

Dpl

% terminate the programm and exit
ExitProgram

4) ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗ ΠΛΑΚΑ ΠΑΚΤΩΜΕΝΗ ΣΤΙΣ 4 ΠΛΕΥΡΕΣ ΦΟΡΤΙΖΟΜΕΝΗ

ΜΕ ΣΥΓΚΕΝΤΡΩΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ ΣΤΟ ΜΕΣΟΝ ΤΗΣ ΠΛΑΚΑΣ

% clear the memory and start the ana1ysis
ClearAll

Analysis.Type='Static'; % type of Analysis
Analysis.ndim=3;
%format 10ng

Ε = 21000000; % Young's modulus
ηυ = 0.30; % Poisson's ratio
t =0.15; % thickness

% plate dimensions
L =5; % length of the beam
c =2.5; % the distance of the outer fiber of the beam from the mid-line

points=[O,-C;L,-c;L,c;O,c];

elemprop={'plate"E,nu,t}; % basic element properties

[nodes,elements]=mesh(nodes,elements,elemprop,points,2 ,2, 'χ');

% [NodalLoads] =cforce (nodes, [] , [c/2, c/2] , [-10, Ο, Ο] ) ;
[NodalLoads] =cforce (nodes, NodalLoads, [L/2, Ο] , [-150, Ο, Ο] ) ;
%[NodalLoads]=lforce(nodes,NodalLoads,1,L/2, [-1000,0,0]);

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [O,c,L,-c], [1 1 1], 'or');
[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [L,c,L,-c], [1 1 1], 'or');

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'grid off" 'labels')

% When the program meets this command analysis is performed.

RunAnalysis
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% View displaced shape
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'labels" 'disp"Dpl)

% View displacement contour, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis
w,thetax,thetay
[dspelm] = disp2Elem(index,elements,4,Dpl);
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"dspelm,1)

% View Stresses, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis ΜΧ,ΜΥ,ΜΧΥ

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"stress,3)

% View Strain, allazontas ta 1,2,3 briskeis tis kx,ky,kxy
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour"strain,1)

Dpl

% terminate the programm and exit
ExitProgram

5) ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗ ΠΛΑΚΑ ΑΠΛΑ ΕΔΡΑΖΟΜΕΝΗ ΣΤΙΣ ΤΕΣΣΕΡΙΣ ΠΛΕΥΡΕΣ

ΤΗΣ ΦΟΡΤΙΖΟΜΕΝΗ ΜΕ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΟ ΚΑΤΑΝΕΜΗΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ.

% clear the memory and start the analysis
ClearAll

Analysis.Type='Static'; % type of Analysis
Analysis.ndim=3;
%format long

Ε = 21000000; % Young's modulus
ηυ = 0.30; % Poisson's ratio
t =0.15; % thickness

% plate dimensions
L =5; % 1ength of the beam
c =2.5; % the distance of the outer fiber of the beam from the mid-line

points=[O,-c;L,-c;L,c;O,c];

elemprop={'plate"E,nu,t}; % basic element properties

[nodes,elements]=mesh(nodes,elements,elemprop,points,2,2, 'χ'};

qO=150;
for i=1:size(elements,1)

ElemLoads(i,1}=i;
ElemLoads{i,2}=qO;

end;

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [O,c,L,-c], [1 Ο Ο], 'or');
[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [L,c,L,-c], [1 Ο Ο], 'or');

PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'grid off" 'labels')

% When the program meets this command analysis is performed.
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RunAnalysis

% View displaced shape
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'labels', 'disp',Dpl)

% View disp1acement contour, a11azontas ta 1,2,3 briskeis tis
w,thetax,thetay
[dspe1m] = disp2E1em(index,e1ements,4,Dp1);
PlotMesh(nodes,elements,bcon, 'contour',dspelm,l)

% View Stresses, a11azontas ta 1,2,3 briskeis tis ΜΧ,ΜΥ,ΜΧΥ

P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'contour',stress,l)

% View Strain, a11azontas ta 1,2,3 briskeis tis kx,ky,kxy
P10tMesh (nodes, e1ements,bcon, 'contour',strain,l)

Ορ1

% terminate the programm and exit
exitProgram

6) ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗ ΠΛΑΚΑ ΑΠΛΑ ΕΔΡΑΖΟΜΕΝΗ ΣΤΙΣ ΤΕΣΣΕΡΙΣ ΠΛΕΥΡΕΣ

ΤΗΣ ΦΟΡΤΙΖΟΜΕΝΗ ΜΕ ΣΥΓΚΕΝΤΡΩΜΕΝΟ ΦΟΡΤΙΟ ΣΤΟ ΜΕΣΟΝ ΤΗΣ

ΠΛΑΚΑΣ.

% c1ear the memory and start the ana1ysis
C1earA11

Ana1ysis.Type='Static'; % type of Ana1ysis
Analysis.ndim=3;
%format long

Ε = 21000000; % Young's modu1us
ηυ = 0.30; % Poisson's ratio
t =0.15; % thickness

% p1ate dimensions
L =5; % 1ength of the beam
c =2.5; % the distance of the outer fiber of the beam from the mid-1ine

points=[O,-C;L,-C;L,C;O,C];

e1emprop={'p1ate',E,nu,t}; % basic e1ement properties

[nodes,e1ements]=mesh(nodes,e1ements,e1emprop,points,2 ,2, 'χ');

% [Noda1Loads]=cforce(nodes, Ι], [c/2,c/2], [-10,0,0]);
[NodalLoads] =cforce (nodes, Noda1Loads, [L/2, Ο] , [-150, Ο, Ο] ) ;
%[Noda1Loads]=lforce(nodes,Noda1Loads,1,L/2, [-1000,0,0]);

[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [O,c,L,-c], [1 Ο Ο], 'or');
[bcon]=bounEdge(nodes,bcon, [1,2,1,2], [L,c,L,-c], [1 Ο Ο], 'or');

P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'grid off', 'labe1s')
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% When the program meets this command ana1ysis is performed.

RunAna1ysis

% View disp1aced shape
P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'labe1s" 'disp"Dp1)

% View disp1acement contour, a11azontas ta 1,2,3 briskeis tis
w,thetax,thetay
[dspe1mJ = disp2E1em(index,e1ements,4,Dp1);
P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'contour"dspe1m,1)

% View Stresses, a11azontas ta 1,2,3 briskeis tis ΜΧ,ΜΥ,ΜΧΥ

P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'contour"stress,l)

% View Strain, a11azontas ta 1,2,3 briskeis tis kx,ky,kxy
P1otMesh(nodes,e1ements,bcon, 'contour"strain,l)

Dp1

% terminate the programm and exit
exitProgram
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