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Περίληψη  
  

 
 
Από την ανακάλυψη των AVL δέντρων το 1962, έχουν προταθεί αρκετοί  

τρόποι για να ισορροπούµε δυαδικά δέντρα αναζήτησης. Αξιοσηµείωτα είναι τα 
ερυθρόµαυρα(red-black) δέντρα στα οποία η bottom-up επαναζύγιση µετά από 
µία εισαγωγή ή διαγραφή κοστίζει στη χειρότερη περίπτωση Ο(1) κατανεµηµένο 
χρόνο και Ο(1) περιστροφές. Αλλά ο χώρος σχεδίασης των ισορροπηµένων 
δέντρων δεν έχει πλήρως εξερευνηθεί. Περιγράφουµε τα rank-balanced trees, µια 
παραλλαγή των AVL trees, τα οποία µπορούν να επαναζυγιστούν bottom-up µετά 
από µία εισαγωγή ή διαγραφή στη χειρότερη περίπτωση σε Ο(1) κατανεµηµένο 
χρόνο και το πολύ σε δύο περιστροφές, σε αντίθεση µε τα ερυθρόµαυρα δέντρα 
τα οποία χρειάζονται µέχρι και τρεις περιστροφές ανά διαγραφή. Η επαναζύγιση 
µπορεί επίσης να γίνει top-down µε σταθερό lookahead σε Ο(1) κατανεµηµένο 
χρόνο. Χρησιµοποιώντας, λοιπόν µία νέα ανάλυση η οποία βασίζεται σε µια 
εκθετική συνάρτηση δυναµικού, δείχνουµε ότι τόσο η bottom-up όσο και η top-
down επαναζυγίση τροποποιούν τους κόµβους εκθετικά σπάνια µε βάση τα ύψη 
τους. Τέλος, υλοποιούµε στη γλώσσα προγραµµατισµού C τα rank-balanced trees 
κάνοντας παράλληλα ορισµένες µετρήσεις αποδεικνύοντας την ορθότητα της 
θεωρητικής ανάλυσης. 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 

1.1. Αντικείµενο ∆οµών ∆εδοµένων  
 

Αντικείµενο των ∆οµών ∆εδοµένων είναι η αναπαράσταση και η διαχείριση 
συνόλων αντικειµένων, τα οποία επιδέχονται πράξεις εξαγωγής πληροφορίας ή 
αλλαγής της συνθέσεώς τους. Αυστηρότερα µπορεί να ορίσει κανείς πως 
ασχολούνται µε την επισταµένη µελέτη των υλοποιήσεων των συχνότερα 
εµφανιζοµένων Αφηρηµένων Τύπων ∆εδοµένων (ΑΤ∆) (Abstract Data Types – ADT). Ως 
αφηρηµένος τύπος δεδοµένων ορίζεται ένα σύνολο, µε µια συλλογή πράξεων επί 
των στοιχείων του συνόλου. 
 

1.2. Βασικές λειτουργίες (πράξεις) επί των ∆οµών ∆εδοµένων 
 

Οι βασικές λειτουργίες (ή αλλιώς πράξεις) επί των δοµών δεδοµένων είναι 
οι ακόλουθες: 

Προσπέλαση (access), πρόσβαση σε ένα κόµβο µε σκοπό να εξετασθεί ή να 
τροποποιηθεί το περιεχόµενό του. 

Εισαγωγή (insertion), δηλαδή η προσθήκη νέων κόµβων σε µία υπάρχουσα 
δοµή. 

∆ιαγραφή (deletion), που αποτελεί το αντίστροφο της εισαγωγής, δηλαδή 
ένας κόµβος αφαιρείται από µία δοµή. 

Αναζήτηση (searching), κατά την οποία προσπελαύνονται οι κόµβοι µιας 
δοµής, προκειµένου να εντοπιστούν ένας ή περισσότεροι που έχουν µια δεδοµένη 
ιδιότητα. 

Ταξινόµηση (sorting), όπου οι κόµβοι µιας δοµής διατάσσονται κατά αύξουσα 
ή φθίνουσα σειρά. 

Αντιγραφή (copying), κατά την οποία όλοι οι κόµβοι ή µερικοί από τους 
κόµβους µίας δοµής αντιγράφονται σε µία άλλη δοµή. 

Συγχώνευση (merging), κατά την οποία δύο ή περισσότερες δοµές 
συνενώνονται σε µία ενιαία δοµή. 

∆ιαχωρισµός (separation), που αποτελεί την αντίστροφη πράξη της 
συγχώνευσης. 

 

1.3. Στατικά ∆ένδρα 
  
 Πρόκειται για τα γνωστά από τη Θεωρία Γραφηµάτων, δένδρα µε ρίζα. Από 
προγραµµατιστικής απόψεως χαρακτηρίζονται από τις ακόλουθες πράξεις(ΑΤ∆): 
 
 Element(u) επιστρέφει το στοιχείο που είναι αποθηκευµένο στον κόµβο u 
 Father(u) επιστρέφει δείκτη προς τον πατέρα του u 
 Children(u)  επιστρέφει όλους τους δείκτες προς τα παιδιά του u 
 

Παρατηρήστε πως οι παραπάνω πράξεις, ναι µεν επιτρέπουν την 
επισκόπηση του δένδρου, αλλά απαγορεύουν οποιαδήποτε τροποποίηση του. 
Μερική ευελιξία προς αυτήν την κατεύθυνση, παρέχουν οι ακόλουθες πράξεις: 



 
 setElement(u,e) θέτει το e ως στοιχείο του u 
 setSon(u,p,i)  θέτει τον κόµβο p ως τον i-στο γιο του u 
 setfather(u,p)  θέτει τον κόµβο p ως τον πατέρα του u 
 
οι οποίες αλλάζουν την µορφή του εκάστοτε δένδρου, χωρίς να αφαιρούν ή να 
προσθέτουν κόµβους.   
 

1.4. ∆υναµικά δένδρα 
 
 Τα δυναµικά δένδρα(dynamic trees) προκύπτουν µε την προσθήκη πράξεων 
που ενθέτουν και αποσβένουν κόµβους στο εκάστοτε δένδρο που υφίσταται την 
αλλαγή. Ο αντίστοιχος ΑΤ∆ για τα δυναµικά δένδρα έχει ως εξής: 
 

addLeaf(u,kindofson) προσθέτει ένα νέο κόµβο ως kinofson(δεξί ή 
αριστερό) παιδί του u, εφ’ όσον δεν διαθέτει 
τέτοιο 

deleeteNode(u) αφαιρεί τον κόµβο u, εφ’ όσον έχει το πολύ έναν 
µη κενό(non null) γιο 

 

1.5. Εισαγωγή στο πρόβληµα Λεξικού  
 

Έστω ένα σύνολο S = {(x , y) |x Є U, y}, όπου U το σύνολο σύµπαν, δηλαδή 
ένα ολικώς διατεταγµένο σύνολο αντικειµένων – «κλειδιών», και y η 
συσχετιζόµενη µε το x πληροφορία. Παραδείγµατος χάριν, στις ∆.Ο.Υ., κάθε 
φορολογούµενος, είτε φυσικό είτε νοµικό πρόσωπο, χαρακτηρίζεται από ένα 
αριθµό φορολογικού µητρώου, (Α.Φ.Μ.), έναν εννιαψήφιο ακέραιο, ο οποίος 
προσδιορίζει την ταυτότητά του. Οπότε πολύ σχηµατικά, για κάθε φορολογούµενο 
ορίζεται η δυάδα (Α.Φ.Μ., φάκελος φορολογουµένου). Συνήθως το ζεύγος (x, y) 
ονοµάζεται στοιχείο (item).      
 
    Μια δοµή επί ενός συνόλου διατεταγµένων δυάδων καλείται δοµή λεξικού 
(dictionary data structure), όταν ικανοποιεί τον ακόλουθο ΑΤ∆: 
  
 insertItem(key,info)  Ένθεση ενός νέου στοιχειού που φέρει  πληροφορία info  
     και χαρακτηρίζεται µε ένα κλειδί key 
  
 deleteItem(key)  Απόσβεση, αν υπάρχει, του στοιχείου  µε κλειδί key 
  
 findInfo(key)  Εύρεση, αν υπάρχει, του στοιχείου µε κλειδί key και  
     επιστροφή της πληροφορίας του 
 
 Από απόψεως υλοποιήσεως, χρειαζόµαστε ένα νέο αντικείµενο Item, το οποίο 
θα φέρει δυο πεδία:  ένα Object key για το κλειδί και ένα Object info για την 
συσχετιζόµενη µε το key  πληροφορία. Γραφικά έχουµε την εξής αναπαράσταση: 
   
               Item 

    Key 
   Info 



1.6. Ανάλυση Αλγορίθµων 
  

Ανάλυση αλγορίθµου (algorithm analysis) αποκαλείται η εύρεση των πόρων 
(resources) που αυτός απαιτεί για να τρέξει. Με άλλα λόγια, ο χρόνος (time)  
περάτωσής του και ο αναγκαίος -για τους υπολογισµούς- χώρος(space), 
µετρούµενος σε αποθηκευτικές θέσεις(memory locations). Οι δύο αυτοί δείκτες 
µετρήσεως και αποτελεσµατικότητας του εκάστοτε αλγορίθµου συνιστούν την 
πολυπλοκότητα χρόνου και χώρου του (time and space complexity). 

 

1.7. Ανάλυση Χειρότερης Περιπτώσεως 
  
 Με το όρο ανάλυση χειρότερης περιπτώσεως (worst case analysis)  ονοµάζουµε 
την µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει ο χρόνος τρεξίµατος ή ο χώρος ενός 
αλγορίθµου για οποιοδήποτε είσοδο µε συγκεκριµένο µέγεθος n. Εποµένως η 
ανάλυση χειρότερης περίπτωσης βρίσκει το άνω όριο στη συµπεριφορά του 
αλγορίθµου, όταν του δοθεί µια νόµιµη είσοδος µεγέθους n. 
    

1.8. Ανάλυση Μέσης Περιπτώσεως 
 
 Σε περίπτωση που είναι γνωστή η κατανοµή πιθανότητας επί του συνόλου των 
στιγµιότυπων του εν λόγω προβλήµατος, τότε είναι δυνατή η ανάλυση µέσης ή 
αναµενόµενης περίπτωσης (average/expected case analysis). Αυτή µας δίνει την µέση ή 
την αναµενόµενη συµπεριφορά του αλγορίθµου, όταν του δοθεί µια νόµιµη 
είσοδος µε συγκεκριµένο µέγεθος n. 

 

1.9. Ανάλυση Επιµερισµένης ή Κατανεµηµένης Περιπτώσεως 
 
Η πολυπλοκότητα µια δοµής καθορίζει και την συµπεριφορά του αλγορίθµου 

που την µεταχειρίζεται. Υπάρχουν περιπτώσεις, στις οποίες µας ενδιαφέρει ο 
συνολικός χρόνος ακολουθίας πράξεων να είναι φραγµένος. Αυτό συνεπάγεται 
µεγαλύτερη ευελιξία στο θέµα σχεδιασµού της δοµής. Επιτρέπεται, πλέον, ο 
χρόνος µιας πράξεως να µεταβάλλεται, αρκεί «ακριβές» πράξεις να ακολουθούνται 
από πολλές «φθηνές». Αυτός ο τρόπος αναλύσεως της επιδόσεως µιας δοµής, ως 
µέσος όρος επιδόσεως επί ακολουθίας πράξεων, είναι γνωστός ως Ανάλυση 
Επιµερισµένης ή Κατανεµηµένης Περιπτώσεως (amortized case analysis). 
  
 Τυπικότερα, έστω Τ(n) ο µέγιστος χρόνος εκτελέσεως µιας ακολουθίας n 
πράξεων επί µιας δοµής. Ως επιµερισµένος ή κατανεµηµένος χρόνος για µια πράξη 
ορίζεται το πηλίκο Τ(n)/n. Μερικές φορές στη βιβλιογραφία χρησιµοποιείται και ο 
όρος µέσης χειρότερης περιπτώσεως (worst – case average). Αυτό σηµαίνει πως, εάν η 
επιµερισµένη επίδοση µιας δοµής είναι f(n), τότε µια οποιαδήποτε ακολουθία n 
πράξεων κοστίζει το πολύ nf(n). Στη συνέχεια θα εξετάσουµε δυο ισοδύναµες 
τεχνικές επιµερισµένης αναλύσεως: την µέθοδο λογαριασµού τραπεζίτη (banker 
account method) και τη µέθοδο συναρτήσεως δυναµικού (potential function method). 
   



1.9.1. Μέθοδος Λογαριασµού Τραπεζίτη ή Λογιστή 
 

Κατά την µέθοδο λογαριασµού τραπεζίτη (banker account method) ή την Λογιστική 
µέθοδο (accounting method), κάθε πράξη χρεώνεται ένα κατανεµηµένο ή 
επιµερισµένο κόστος (amortized cost), το οποίο, ενδεχοµένως, να είναι µικρότερο 
ή µεγαλύτερο από το αντίστοιχο πραγµατικό. Η επιλογή του κατανεµηµένου 
κόστους πρέπει να γίνει κατάλληλα,  ούτως ώστε: (α) να προσεγγίζεται το µέσο 
κόστος της πράξεως σε οποιαδήποτε ακολουθία πράξεων, και (β) το επιµέρους 
κατανεµηµένο κόστος όλων των πράξεων, αθροιζόµενο να φράσσει από πάνω το 
πραγµατικά παρατηρούµενο χειρότερο κόστος της ακολουθίας. 

 
Συνήθως η διαφορά µεταξύ πραγµατικού και κατανεµηµένου κόστους 

χαρακτηρίζεται ως πίστωση (credit) και δηλώνει είτε το πλεόνασµα, που 
κατατίθεται προς µελλοντική χρήση, κατά τη εξυπηρέτηση των επόµενων 
πράξεων, είτε το δάνειο, που λαµβάνεται από τα αποθεµατικά, για την κάλυψη 
των τρεχουσών αναγκών µιας πράξεως, ώστε να καλυφθεί το επιπλέον, από το 
παρατηρούµενο, κόστος  των «ακριβών» πράξεων. 
 
 

1.9.2. Μέθοδος ∆υναµικού    
  
 Η µέθοδος δυναµικού (potential method) στηρίζεται στην ιδέα της απεικονίσεως της 
καταστάσεως µιας δοµής ή ενός αλγορίθµου Α µέσω µιας συναρτήσεως 
δυναµικού: 
 

Φ:Α→R  
  

Αρχικά, αποδίδεται µια αρχική τιµή Φ(Αο). Μετά την i -ιστή πράξη οi, 
πραγµατικού κόστους ci, έχουµε µετάβαση από την κατάσταση Αi-1 στην Ai και 
µεταβολή του δυναµικού κατά: 

 
∆Φi = Φ(Αi) – Φ(Α i-1) 

 
Το κατανεµηµένο κόστος ic′ της οi ορίζεται ως: 

i i ic c′ = + ∆Φ  

 
∆ηλαδή, το πραγµατικό κόστος συν την µεταβλητή που επήλθε στο 

δυναµικό εξ αιτίας  της οi.. 

 

  Καθίσταται λοιπόν φανερό πως, κεντρικό ρόλο στην ανάλυση δυναµικού, 
παίζει η επιλογή της κατάλληλης συναρτήσεως δυναµικού Φ. Χάρις στην 
τελευταία, κάποιες πράξεις χρεώνονται περισσότερο (όταν Φi > 0) και κάποιες 
λιγότερο (όταν Φi < 0), συνολικά, όµως, επιτυγχάνεται ορθή ερµηνεία της 
πολυπλοκότητας της Α.  
  
 
 
 
 



 

2. ∆ΥΑ∆ΙΚΑ ∆ΕΝ∆ΡΑ ΑΝΑΖΗΤΗΣΕΩΣ 
 

2.1. Αζύγιστα ∆υαδικά ∆ένδρα Αναζητήσεως 
  

Ένα δυαδικό δένδρο αναζήτησης (binary search tree) είναι ένα δυαδικό δένδρο 
κάθε κόµβος u του οποίου ικανοποιεί τα εξής: 

1.  τα κλειδιά του αριστερού υποδένδρου του u είναι µικρότερα από το 
 κλειδί του u 

2.  τα κλειδιά του δεξιού υποδένδρου του u είναι µεγαλύτερα (ή ίσα) από 
το κλειδί του u.  

 
  Από απόψεως υλοποιήσεως, ως element, αποθηκεύουµε πια ένα 
αντικείµενο, που φέρει δύο πεδία: ένα Object key, για το κλειδί και ένα Object 
info, για την συσχετιζόµενη πληροφορία: 
 
 
                                             Item 

  Key 
  Info 

 

 

 
 

 
Στοιχείο 

 

 

  
 
 
Σχήµα 2.1: Γραφική παράσταση κόµβου δυαδικού δένδρου αναζητήσεως έτσι 
ώστε, σε κάθε κόµβο υ της δοµής να ισχύει η παρακάτω αµετάβλητη συνθήκη 
(invariant): 

 
Το κλειδί του αριστερού γιου του υ είναι µικρότερο από αυτό του υ, 
ενώ ο δεξιός γιος του υ διαθέτει µεγαλύτερο κλειδί από εκείνο του υ. 

 
  Τα δένδρα που προκύπτουν από αυτή τη συνθήκη χαρακτηρίζονται και ως 
κοµβοπροσανατολιζόµενα δυαδικά δένδρα αναζητήσεως (node-oriented binary 
search trees). 
 

2.1.1. Περιγραφή Πράξεων  
 

Βάσει της παραπάνω θεωρήσεως, οι βασικές πράξεις, σε ψευδογλώσσα, 
έχουν ως εξής:  
 
Αναζήτηση στοιχείου. Εφαρµόζουµε τον παρακάτω Αλγόριθµο: 
 
Algorithm FINDNODE (BTNobe υ, Object key) 
Input:      Ένας κόµβος δένδρου υ και ένα κλειδί key 
Output:     Ο κόµβος του υποδένδρου Τυ όπου θα έπρεπε να υπάρχει στοιχείο µε κλειδί key 
 
1. If  (key < key του υ) { // πηγαίνουµε αριστερά 

Πατέρας 

αριστερός  γιος 

 
δεξιός  γιος 

 



2.     if (ο υ δεν είναι έχει αριστερό παιδί) 
3.         return υ; 
4. else 
5.         return FindNobe(αριστερό παιδί του υ, key) 
6. } 
7. else if (key ==key του υ) // το βρήκαµε  
8.         return υ; 
9. else { // πηγαίνουµε δεξιά 
10.     if (o υ δεν έχει δεξιό παιδί) 
11.         return υ; 
12. else 
13.         return FindNode(δεξιό  παιδί του υ, key) 
14. } 
end of FINDNODE 
  

Η κλήση του παραπάνω αλγόριθµου γίνεται από τον κόµβο της ρίζας. 
Εκµεταλλευόµενος  της σχετικής τοποθετήσεως των στοιχείων, συγκρίνει το κλειδί 
του τρέχοντος κόµβου µε το key. Εάν είναι ίσα τότε ο κόµβος έχει εντοπιστεί. 
∆ιαφορετικά, κινείται είτε αριστερά (το key είναι µικρότερο) είτε δεξιά (το key 
είναι µεγαλύτερο). Εάν το key δεν υπάρχει, τότε η αναζήτηση θα καταλήξει σε ένα 
κόµβο διαθέτοντα ένα κενό (null) δείκτη στη θέση του οποίου θα έπρεπε να 
υπάρχει δείκτης προς κόµβο µε το εν λόγω κλειδί.   
   
 Οπότε, η αναζήτηση πληροφορίας βάσει κλειδιού key είναι άµεση: 
 
Algorithm FINDINFO(Object key) 
Input:        Ένα κλειδί key 
Output:     Η πληροφορία που σχετίζεται µε το κλειδί εάν υπάρχει 

     ∆ιαφορετικά, null. 
  
1. insNode = FindNobe (key, ρίζα του δένδρου); 
2. if (τo κλειδί του insNode == key) 
3.         return insNobe.getElement (); 
4. else 
5.         return null;  
end of FINDONFO 
 
 Στο σχήµα 2.2. εικονίζονται τα ακόλουθα µονοπάτια αναζητήσεως, για δυο 
περιπτώσεις αναζητήσεως: µια επιτυχηµένης, για το κλειδί 10, και µιας 
αποτυχηµένης, για το κλειδί 16. Παρατηρούµε ότι η τελευταία µας οδηγεί σε κενό 
παιδί. Είναι ανάγκη, σε αυτό το σηµείο να επισηµάνουµε ότι οι κενοί δείκτες 
εικονίζονται ως ακµές σε µικρούς τετράγωνους κόµβους □. Θα ακολουθήσουµε 
αυτή τη σύµβαση, σε όλες τις δενδρικές δοµές που θα παρουσιάσουµε στη 
συνέχεια, θεωρώντας τους □ ως κενά φύλλα. Κάτι τέτοιο όπως θα φανεί 
διευκολύνει την πλήρη καταγραφή και κατανόηση των ενεργειών των πράξεων. 
Στο παράδειγµα µας το κενό φύλλο δείχνει την θέση όπου θα έπρεπε να υπάρχει 
κόµβος µε το κλειδί 16.  

  



         
       (α)         (β) 
  
Σχήµα 2.2:  Στιγµιότυπα: (α) µια επιτυχηµένης αναζητήσεως του 7, (β) µιας 
αποτυχηµένης του 20. 
 
Εισαγωγή στοιχείου. Η εισαγωγή ενός νέου στοιχείου i περιλαµβάνει µια 
αναζήτηση  βάσει του κλειδιού του κόµβου x. Εάν το δένδρο διαθέτει ήδη 
αντικείµενο µε κλειδί x τότε η διαδικασία σταµατά. ∆ιαφορετικά, τοποθετείται στην 
θέση του κατάλληλου κενού φύλου του κόµβου που επιστρέφει η διαδικασία 
ψαξίµατος, έτσι ώστε να ισχύει η αµετάβλητη συνθήκη των δυαδικών δένδρων 
αναζητήσεως. 
 
 
Algorithm INSERTITEM(item i) 
Input:        Ένα στοιχείο i 
Output:       Ο κόµβος όπου το i θα τοποθετηθεί, εάν δεν υπάρχει ήδη  
1. insNode = FindNobe ((  x = κλειδί του i), ρίζα του δένδρου); 
2. if (τo κλειδί του insNode == x) 
3.         return null; 
4. else if (το κλειδί του insNode > x){ 
5. δηµιούργησε ένα νέο κόµβο w ως αριστερό παιδί του insNode και τοποθέτησε το i  
6.         return w; 
7. } 
8. else { 
9.  δηµιούργησε ένα νέο κόµβο w ως δεξιό παιδί  του insNode και τοποθέτησε το i  
10.      return w; 
11. }         
end of INSERTITEM 
 

Το σχήµα 2.3. παρουσιάζει παράδειγµα 12 διαδοχικών ενθέσεων σε ένα 
αρχικά άδειο δένδρο αναζήτησης. Με έντονο χρώµα εικονίζονται τα µονοπάτια 
αναζήτησης, δηλαδή οι δείκτες που ακολουθούν οι αντίστοιχες διαδικασίες 
αναζήτησης προκειµένου να εντοπιστούν οι θέσεις τοποθετήσεως των νέων 
κόµβων. Λόγου χάριν η ένθεση του 18 (σχ. 2.3 (θ)) προκαλεί αναζήτηση που 



καταλήγει στον άκρα δεξιά κόµβο µε το κλειδί 20. Έπειτα δηµιουργείται ένας νέος 
κόµβος, αριστερό παιδί του 20, ώστε να στεγάσει το στοιχείο µε τιµή 18.      
 
 
 
 

 
  (α)    (β)    (γ)     (δ) 
    

 
 (ε)          (στ)    (ζ) 
 

 
  (η)     (θ)      (ι) 
 
 



 
  (ια)       (ιβ)   
  
 
 
Σχήµα 2.3: (α) –(ιβ) ∆ιαδοχικές ενθέσεις των 6, 9, 14, 17, 5, 7, 16, 20, 18, 19, 
4, 11. 
 
 
∆ιαγραφή στοιχείου. Η διαγραφή ενός στοιχείου i είναι ελάχιστα δυσκολότερη. 
Περιλαµβάνει και αυτή µια αναζήτηση βάσει του κλειδιού του x. Εάν το δένδρο 
δεν διαθέτει αντικείµενο µε κλειδί x, τότε η διαδικασία σταµατά. ∆ιαφορετικά, 
έστω delNode ο κόµβος που περιέχει το i. ∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις: 

 
(α) Εάν ο delNode διαθέτει ένα τουλάχιστον ένα κενό φύλλο, προκριµένου να 

διατηρηθεί αµετάβλητη η συνθήκη που διέπει το δένδρο, καταργείται ο 
delNode και το δεύτερο, ενδεχοµένως µη κενό, παιδί του u συνδέεται µε τον 
πατέρα υ του delNode (Σχ.2.4(α)).   

(β) ∆ιαφορετικά ο delNode διαθέτει µη δεξιό κενό γιο q (Σχ. 2.4 (β)). Οπότε 
ανταλλάσουµε το στοιχείο (Item) του delNode µε αυτό του βαθύτερου, 
αριστερότερου µη κενού απογόνου w του δεξιού υποδένδρου Tq. Κατά αυτόν 
τον τρόπο, είναι σαν οι w και delNode να άλλαξαν θέσεις! Οπότε 
δηµιουργούνται οι συνθήκες της περιπτώσεως (α) η οποία και εφαρµόζεται 
ώστε delNode να διαγράφει δίχως της αµετάβλητης συνθήκης.   

     
 



 
  (α)      (β) 
 
Σχήµα 2.4: Περιπτώσεις απόσβεσης: (α) άµεση, και (β) ανταλλαγή µε τον 
αριστερότερου απόγονο του δεξιού υποδένδρου.   
 
Τυπικότερα έχουµε: 
 
 
Algorithm DELETEITEM(Object k) 
Input:        Ένα κλειδί k 
Output:      Η απόσβεση του κόµβου που περιέχει item µε κλειδί k, επιστρέφοντας τον  
       εναποµείναντα εµπλεκόµενο κόµβο.   
1. delNode = FindNobe ( k, ρίζα του δένδρου); 
2. if (τo κλειδί του delNode != k) 
3.         return null; 
4. if(delNode έχει τουλάχιστον ένα κενό παιδί){ 
5.    σβήσε τον delNode όπως στα LinkedBinaryTrees; 
6.     επέστρεψε τον άλλο γιο; 
7. } 
8. else { 
9. βρες τον κόµβο w µε το µικρότερο κλειδί του δεξιού υποδένδρου  
     του delNode;  
10. αντάλαξε τα στοιχελια τους ; 
11. σβήσε τον w όπως στην απλή περίπτωση  
12. }         
end of DELETEITEM 
 

 
 
Το Σχήµα 2.5 δείχνει παράδειγµα 6 διαδοχικών αποσβέσεων στο δένδρο 

του Σχήµατος 2.3 (ιβ). Παρατηρήστε πως αντιµετωπίζονται οι «δύσκολες» 
περιπτώσεις των 6 και 14 – Σχήµατα (α) και (γ) , αντιστοίχως. 
 
 
 



 
      

(α) 
  
 

 
   (β)      (γ)  
 

 
   (δ)      (ε)  



             
      (στ) 
    
 
Σχήµα 2.5: (α)-(στ) ∆ιαδοχικές αποσβέσεις των 6, 9, 14, 5, 20. 
 

2.1.2. Ανάλυση Πολυπλοκότητας 
 
Χειρότερη Περίπτωση. Καθίσταται φανερό πως η πράξη της αναζητήσεως 
κυριαρχεί στην πολυπλοκότητα, καθώς από αυτή εξαρτώνται και η ένθεση και η 
απόσβεση. Όριο δε στην πολυπλοκότητά της αποτελεί το ύψος του εµπλεκόµενου 
δένδρου, επειδή η διαδικασία επεξεργάζεται ένα µονοπάτι αναζητήσεως, το οποίο 
ενδεχοµένως να καταλήξει σε φύλλο. Από τη άλλη το ύψος του δένδρου µπορεί 
να είναι γραµµικό στο πλήθος των αποθηκευµένων στοιχείων – π.χ. δοκιµάστε 
διαδοχικές ενθέσεις στοιχείων, ώστε τα κλειδιά να σχηµατίζουν γνησίως αύξουσα 
ακολουθία – καθώς δεν παίρνουµε κανένα µέτρο να διορθώσουµε την τυχούσα 
ασυµµετρία. Οπότε, 
 
Θεώρηµα 2.1: Σε ένα δυναµικό, αζύγιστο, δυαδικό δένδρο αναζητήσεως οι 
πράξεις της αναζητήσεως, της ενθέσεως και της αποσβέσεως κοστίζουν, στην 
χειρότερη περίπτωση, γραµµικό, στο πλήθος του υποκειµένου συνόλου, χρόνου. 
 

                                                         Tν  

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

Σχήµα 2.6:  Τα δυο υποδένδρα του Τυ. 

ν 

lTυ
rTν

 



Μέση Περίπτωση. Προκειµένου να αναλύσουµε την µέση συµπεριφορά των 
αζύγιστων δένδρων αναζητήσεως θα χρειαστούµε δυο χαρακτηριστικά µεγέθη 
του: το εσωτερικό µήκος µονοπατιού (internal path length), το οποίο ορίζεται ως 
άθροισµα των βαθών των κόµβων του και το εξωτερικό µήκος µονοπατιών (external 
parth length), το οποίο σχηµατίζεται µε το άθροισµα των βαθών όλων των κενών 
(null) φύλλων. 

 

Λήµµα 2.1 Έστω Qi(Tυ) και Qe(Tυ), αντίστοιχα το εσωτερικό και το εξωτερικό  
µήκος µονοπατιού ενός δένδρου Τυ µε ρίζα τον κόµβο υ το µέγεθος του οποίου σε 

πλήθος κόµβων είναι |Τυ|, ενώ διαθέτει αριστερό και δεξιό υποδένδρο rTν  και 
lTυ  αντίστοιχα. Τότε ισχύουν τα εξής: 

 

(α) ( ) ( ) ( ) 1l r
i i iT T T Tυ υ υ υ℘ =℘ +℘ + −   

(β) ( ) ( ) ( ) 1l r
e e eT T T Tυ υ υ υ℘ =℘ +℘ + −  

(γ) ( ) ( ) 2l
e iT T Tυ υ υ℘ =℘ +  

 
Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε το µέσο µήκος εσωτερικού µονοπατιού σε 

ένα αζύγιστο δένδρο αναζήτησης Τ, µεγέθους T n=  στοιχείων. Θα θεωρήσουµε 

πως το Τ είναι ένα τυχαίο δένδρο αναζήτησης. Έστω λοιπόν, n  

1 2 3, , ,....... na a a a  

τα κλειδιά που συµµετέχουν στην δηµιουργία του Τ, διατεταγµένα κατά αύξουσα 
τιµή. Η «τυχαιότητα» προκύπτει από τη θεώρηση ότι το Τ χτίστηκε µέσω n 
διαδοχικών ενθέσεων και τα n  συµµετέχοντα κλειδιά είναι ανεξάρτητοι και 
οµοιόµορφα κατανεµηµένοι τυχαίο αριθµοί. 
  
 Με άλλα λόγια και οι n! µεταθέσεις τους έχουν την ίδια πιθανότητα να 
αποτελέσουν ακολουθία εισόδου, ή, ισοδύναµα, κάθε στοιχείο αi έχει πιθανότητα 
1/n να αποθηκευτεί στη ρίζα του δένδρου, καθώς υπάρχουν (n-1)! ακολουθίες 
ενθέσεων που ξεκινούν από το αi ως πρώτο εισαχθέν κλειδί. Σηµειώστε πως η 
τοποθέτηση του i-ιστου µικρότερου στοιχείου αi στη ρίζα συνεπάγεται εξ ορισµού 

των δυαδικών δένδρων αναζήτησης, ότι το αριστερό υποδένδρο 
i

l
aT  περιέχει i-1 

κλειδιά ενώ το δεξιό υποδένδρο 
i

r
aT  θα στεγάσει n-i κλειδιά.  

 
Λήµµα 2.2 Το µέσο εσωτερικό µήκος  µονοπατιού σε ένα τυχαίο δυαδικό δένδρο 
αναζήτησης Τ, n στοιχείων, είναι ≈ 1.39nlogn, ενώ το µέσο εξωτερικό µήκος του 
είναι ≈ 1.39nlogn+2n. 
 
Λήµµα 2.3 Έστω Τ ένα τυχαίο δυαδικό δένδρο αναζήτησης µεγέθους n. Το 
αναµενόµενο κόστος ενός επιτυχηµένου και ενός αποτυχηµένου ψαξίµατος είναι 
λογαριθµικό στο πλήθος n των στοιχείων. 
 

Τέλος πρέπει να επισηµάνουµε πως (α) αποδεικνύεται ότι και το µέσο ύψος 
των τυχαίων αυτών δένδρων είναι λογαριθµικό, ενώ (β) αποφύγαµε να 
αναφερθούµε στο µέσο κόστος ενθέσεων και αποσβέσεων. Το τελευταίο οφείλεται 
στην υπόθεση του χτισίµατος του τυχαίου δένδρου µέσω διαδοχικών ενθέσεων. 
Εάν παρεµβάλλονται και αποσβέσεις, τότε η ανάλυση είναι δύσκολή, ενώ είναι 

δυνατόν να παραχθούν δένδρα µε µέσο ύψος n .  



  

2.2. ∆ένδρα AVL 
 
 

2.2.1. Ορισµός  
 

Είναι φανερό πλέον πως ένα δένδρο αναζήτησης για να επιδεικνύει καλή 
συµπεριφορά και στις τρεις βασικές πράξεις, θα πρέπει να τεθούν όρια στο ύψος 
του. Το πρώτο δένδρο που πέτυχε κάτι τέτοιο ήταν το AVL. Η ονοµασία του 
αποτελεί ακρωνύµιο από τα ονοµάτων των ερευνητών που το εισήγαγαν το 1962, 
Adel’son, Vel’skii και  Landis. Η πρωτοπορία της πρότασής τους ήταν η επιβολή 
της παρακάτω αµετάβλητης συνθήκης: 

 
Ένα δυαδικό δένδρο Τ καλείται δένδρο AVL αν και µόνο αν τα 
ύψη των δυο υποδένδρων κάθε εσωτερικού κόµβου διαφέρουν το 
πολύ κατά ένα. 

 
Η ανωτέρω ιδιότητα εγγυάται λογαριθµικότητα του ύψους. Για την διατήρηση 

της συνθήκης αυτής, θα χρειαστεί να διατηρήσουµε σε ένα κόµβο και το ύψος 
του.  
 

2.2.2. Περιγραφή των βασικών Πράξεων  
 

Οι πράξεις FindNode(BTNode υ, Object key) και FindInfo(Object key) είναι 
ίδιες µε αυτές των απλών αζύγιστων δυναµικών δυαδικών δένδρων αναζήτησης. 
Μεγαλύτερη δυσκολία παρουσιάζουν οι πράξεις της ενθέσεως και της αποσβέσεως. 
Κεντρικό σηµείο σε αυτές αποτελούν οι λεγόµενες επαναζυγιστικές πράξεις 
(rebalancing operation), οι οποίες προσπαθούν να διατηρήσουν τη διαφορά ύψους 
αδελφών κόµβων φραγµένη από την µονάδα.   
 
Εισαγωγή Στοιχείου. Είναι δυνατόν ένας νέος κόµβος να προκαλέσει παραβίαση 
της συνθήκης AVL, η οποία πρέπει να διατηρηθεί βάσει κατάλληλων ενεργειών. Το 
σχεδιάγραµµα του αλγορίθµου της ενθέσεως έχει ως ακολούθως: 
 
Algorithm INSERTITEM(Item i) 
Input:        Ένα στοιχείο i 
Output:      Τοποθέτηση του i σε έναν κόµβο, εάν δεν υπάρχει ήδη  
1. Κλήση της αντίστοιχης µεθόδου εισαγωγής των απλών αζύγιστων δυαδικών δένδρων; 
2. Με αφετηρία τον κόµβο της ενθέσεως αναρρίχηση προς τα επάνω, µε επιδιόρθωση των 

υψών, µέχρι να εντοπιστεί ο πρώτος µη ισοζυγισµένος κόµβος υ;   
3. Ισοζύγιση του υ βάσει της κατάλληλης επαναζυγιστικής πράξης (απλής ή διπλής 

περιστροφής) του Σχήµατος 3.7;   
end of  INSERTITEM 
 
 Στο Σχήµα 2.7 εικονίζονται οι δυο περιπτώσεις που µπορεί να εµφανιστούν: 



 
       Ή 
 

 
      (α) 

 
 
      Ή 
 

 
      (β) 
Σχήµα 2.7: Περιπτώσεις αζύγιστων κόµβων µετά από ένθεση και αντίστοιχης 
επαναζύγισης. Οι γραµµές εντός των κόµβων δηλώνουν την ισορροπία (-), την 
κατά µία µονάδα υψοµετρικής διαφορά(\ ή /), την διπλή (\\ ή //) ή κάποια από τις 
περιπτώσεις ( )× :(α) αριστερή ή δεξιά απλή περιστροφή (rot), (β) αριστερή ή δεξιά 

διπλή περιστροφή (drot). 
 
 
 
 



(α) Οι κόµβοι x,y,z σχηµατίζουν δεξιό ή αριστερό «ευθές» µονοπάτι, το νέο 
στοιχείο έχει εισαχθεί στο  υποδένδρο Γ και ο x παραβιάζει τη συνθήκη 
ισοζύγισης λόγω της αυξήσεως του ύψους του από h+2 σε h+3. Τότε αρκεί µία 
αριστερή ή δεξιά απλή περιστροφή (single rotation – rot) στον x για να επανέλθει 
το ύψος του εικονιζόµενου υποδένδρου στη προηγούµενη τιµή του h=2 και 
άρα να αποκατασταθεί η ισορροπία στο δένδρο. 

  
  Με τον όρο περιστροφή εννοούµε την ανταλλαγή ρόλων των δυο 

εµπλεκόµενων κόµβων. Λ.χ. στην περίπτωσή µας ο x γίνεται γιος του y και 
αποκτά ως υποδένδρο το Β και ο y µετατρέπεται σε πατέρα του x. Η φορά της 
περιστροφής είναι αντίθετη προς της κατεύθυνση όπου «γέρνει» το δένδρο 
ώστε να εξισορροπηθεί η συµµετρία. 

 
(β) Οι κόµβοι x,y z σχηµατίζουν δεξιά ή αριστερή γωνία, το νέο στοιχείο έχει 

εισαχθεί στο υποδένδρο Β ή Γ και ο x παραβιάζει τη συνθήκη λόγω αυξήσεως 
κατά µια µονάδα του ύψους του σε h+3. Τότε αρκεί µία αριστερή ή δεξιά διπλή 
περιστροφή (double rotation - drot) για επανέλθει στο ύψος του z στην 
προηγούµενη τιµή του και άρα να αποκατασταθεί η ισορροπία στο δένδρο. 

 
  Η διπλή περιστροφή συνίσταται από δυο απλές περιστροφές αντίθετης 

φοράς. Για παράδειγµα µια αριστερή διπλή περιστροφή αποτελείται  από µια 
δεξιά απλή περιστροφή στον ενδιάµεσο κόµβο y (µε επακόλουθη την 
υποβάθµισή του), ακολουθούµενη από µια απλή περιστροφή στον υψηλότερο 
κόµβο x. Εδώ πρέπει  να σηµειωθεί πως περιστροφές απλές ή διπλές που 
αποκαθιστούν την ισοζύγιση στο δένδρο καλούνται τερµατικές. 

 
 Οι περιστροφές µεταβάλουν την µορφή του δένδρου, οπότε καλούνται και 
δοµικές επαναζυγιστικές πράξεις (reconstruction rebalancing operations). Εν αντιθέσει 
πράξεις που, απλώς, αλλάζουν βοηθητική πληροφορία, όπως στην περίπτωση µας 
το ύψος χαρακτηρίζονται ως µη δοµικές επαναζυγιστικές πράξεις.  
  
 Τα σχήµατα 2.8 και 2.9 παρουσιάζουν ένα παράδειγµα 12 διαδοχικών 
ενθέσεων σε ένα αρχικά άδειο δένδρο AVL. Με έντονο χρώµα εικονίζονται τα 
µονοπάτια αναζήτησης, δηλαδή οι δείκτες που ακολουθούν οι αντίστοιχες 
διαδικασίες αναζήτησης προκειµένου να εντοπιστούν οι θέσεις τοποθέτησης των 
νέων κόµβων. Για παράδειγµα µετά την εισαγωγή του 16 (περίπτωση (ζ)) 
αρχίζουµε να ανεβαίνουµε το µονοπάτι αναζήτησης. ∆ιορθώνουµε την τοπική 
πληροφορία ύψους του 17, από 1 σε 2 και παρατηρούµε ότι δεν χρειάζεται να 
εκτελέσουµε κάποια δοµική πράξη, καθώς η διαφορά των υψών των παιδιών του 

είναι 1 0 1− = . Κατόπιν ανερχόµαστε στον κόµβο µε κλειδί 14, προσαρµόζουµε το 

ύψος του, από 2 σε 3 και παρατηρούµε ότι η ένθεση έχει προκαλέσει διαφορά 2 
στα ύψη των υποδένδρων του. Η παράβαση αυτή επιδιορθώνεται µε αριστερή 
διπλή περιστροφή η οποία επαναφέρει το ύψος του κόµβου που πλέον στη θέση 
14 στεγάζει το κλειδί 1 στην αρχική τιµή 2. Πρέπει να τονιστεί ότι µια παραβίαση 
µπορεί να εµφανιστεί σε οποιοδήποτε ύψος, δείτε λ.χ. την περίπτωση (ι) της 
εισαγωγής του 19. 
 
 
        
 



 
 (α)   (β)        (γ) 
 

 
 (δ)       (ε)       (στ)  
 

 
      (ζ) 
 
 

                       
     (η) 
 
Σχήµα 2.8: (α)-(η) ∆ιαδοχικές ενθέσεις των 6, 9, 14, 17, 5, 7, 16, 20 
 
 



 
                                                     (θ) 

 
          (ι) 
 
 

 
   (ια)       (ιβ) 
 
Σχήµα 2.9: Συνέχεια (θ)-(ιβ) 18, 19, 4, 11 
 
 
∆ιαγραφή στοιχείου. Όσον αφορά στην απόσβεση, στο Σχήµα 2.10 εικονίζονται 
οι τρεις περιπτώσεις που µπορεί να εµφανιστούν µετά την διαγραφή ενός 
στοιχείου: 
 



 
      Ή 
 

 
      (α) 
 

 
      Ή 

 
      (β) 

 
      Ή 



 
      (γ) 
Σχήµα 2.10: Περιπτώσεις αζύγιστων κόµβων µετά από απόσβεση και αντίστοιχης 
επαναζύγισης: (α) αριστερή ή δεξιά µη τερµατική περιστροφή (rot1), (β) αριστερή 
ή δεξιά τερµατική περιστροφή (rot2), (γ) αριστερή ή δεξιά διπλή µη τερµατική 
περιστροφή (drot). 
 
(α) Οι κόµβοι x,y,z σχηµατίζουν δεξιό ή αριστερό «ευθές» µονοπάτι, το στοιχείο 

έχει διαγραφεί από το υποδένδρο Α, µειώνοντας το ύψος του, κατά µια 
µονάδα, σε h και ο x παραβιάζει τη συνθήκη. Τότε µια αριστερή ή δεξιά απλή 
περιστροφή (rot1) στον x ισοζυγίζει το υποδένδρο µειώνοντας όµως το ύψος 
του κορυφαίου κόµβου κατά µια µονάδα. Γεγονός που καθιστά υποχρεωτική 
την εξέταση των προγόνων  του y για τυχόν δηµιουργία παραβιάσεως. Αυτού 
του είδους οι περιστροφές οι οποίες θεραπεύουν τοπικά το πρόβληµα αλλά δεν 
εγγυώνται την οριστική εξάλειψη του καθώς ενδεχοµένως το µεταθέτουν σε 
ψηλότερους κόµβους καλούνται µη τερµατικές. 

 
(β) Οι κόµβοι x,y,z σχηµατίζουν δεξιό ή αριστερό «ευθές» µονοπάτι, το στοιχείο 

έχει διαγραφεί από το υποδένδρο Α, µειώνοντας το ύψος του, κατά µια 
µονάδα, σε h-1 και ο x παραβιάζει τη συνθήκη. Τότε µια αριστερή ή δεξιά απλή 
περιστροφή (rot2) στον x,  ισοζυγίζει, κατά τρόπο τερµατικό το υποδένδρο 
διατηρώντας το προηγούµενο ύψος. 

 
(γ) Οι κόµβοι x,y,z σχηµατίζουν δεξιά ή αριστερή «γωνία», το στοιχείο έχει 

διαγραφεί από το υποδένδρο Α, µειώνοντας το ύψος του, κατά µια µονάδα, σε 
h και ο x παραβιάζει τη συνθήκη. Τότε µια αριστερή ή δεξιά διπλή περιστροφή 
(drot) ισοζυγίζει το υποδένδρο, µειώνοντας όµως το ύψος κατά µία µονάδα. 
Με συνέπεια η επαναζυγιστική πράξη να είναι µη τερµατική. 

 
Η περιγραφή της πράξης της απόσβεσης σε ψευδογλώσσα έχε ως εξής: 
 
Algorithm DELETEITEM(Object k) 
Input:        Ένα κλειδί k 
Output:      Η απόσβεση του κόµβου που περιέχει item µε κλειδί k, επιτρεποντας τον 
εναπµείναντα κεµπλεκόµενο  κόµβο  
4. Κλήση της αντίστοιχης µεθόδου των απλών δυαδικών δένδρων; 
5. Με αφετηρία τον κόµβο της απόσβεσης αναρρίχηση προς τη ρίζα, ταυτόχρονή 

επιδιόρθωση των υψών;   
6. Σε κάθε κόµβο υ όπου σηµειώνεται παραβίαση τη ισοζύγισης, εκτέλεση της κατάλληλης 

ισοζυγιστικής πράξης του Σχήµατος 3.10;   
end of DELETEITEM 
 
 



 Στα Σχήµατα 2.11, 2.12 και 2.13 εικονίζονται οι αλλαγές που επιφέρουν 6 
διαδοχικές αποσβέσεις στο δένδρο του Σχήµατος 2.9(ιβ). Αξίζει να επισηµανθεί ή 
δύσκολη απόσβεση του 6 (περίπτωση (α)) η οποία προκαλεί διαδοχικές 
επαναζυγίσεις µέχρι την ρίζα. Αφού ανταλλάξει θέσεις µε τον 7, ώστε να 
αποκτήσει κενά παιδιά διαγράφεται. Η απόσβεσή του παρ’ ότι δεν αλλάζει το ύψος 

του 7 προκαλεί παραβίαση της συνθήκης ισοζύγισεώς του ( 2 0 2)− = , η οποία 

βάσει της περίπτωσης (α), επιδιορθώνεται µε µια δεξιά µη τερµατική απλή 
περιστροφή, καθώς µειώνεται το  ύψος κατά µια µονάδα. Ως εκ τούτου 
ανερχόµαστε στη ρίζα µε το 9 όπου πάλι έχουµε παραβίαση συνθήκης, εφόσον 

2 4 2− = . Η ισοζύγιση επανέρχεται µε µια αριστερή διπλή περιστροφή (περίπτωση 

(γ)) η οποία εµπλέκει τους 18 και 16, µειώνοντας το ύψος της ρίζας κατά µία 
µονάδα. Και η διαδικασία σταµατά αφού δεν υπάρχουν άλλοι προγονικοί κόµβοι 
προς θεώρηση. 
 

 

 

 
        (α) 
 
Σχήµα 2.11: ∆ιαδοχικές αποσβέσεις: (α) 6. 



 
 
       (β) 
 
 

 

     
 
       (γ) 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 2.12: (Συνέχεια) (β)-(γ) 9, 14. 



 

 

     
       (δ) 

 
       (ε) 

 
       (στ) 
 
Σχήµα 2.13: (Συνέχεια)(δ)-(στ) 4, 5, 20. 



 

2.2.3  Ιδιότητες – Ανάλυση Πολυπλοκότητας 
 
 Προκειµένου να δεσµεύσουµε τις πολυπλοκότητες των AVL, πρέπει να βρεθεί η 
πολυπλοκότητα του ύψους τους. Έχουµε λοιπόν τα εξής: 
 
Λήµµα 2.4 Κάθε υποδένδρο ενός δένδρου AVL είναι επίσης δένδρο AVL 
 
Λήµµα 2.5 Το ύψος h ενός δένδρου AVL T n στοιχείων είναι Ο(logn) 
 
Θεώρηµα 2.2  Ένα δένδρο AVL n στοιχείων στη χειρότερη περίπτωση επιδεικνύει 
λογαριθµική συµπεριφορά και για τις τρεις πράξεις . Επιπροσθέτως µια ένθεση 
κοστίζει Ο(1), ενώ µια απόσβεση Ο(log n) επαναζυγιστικές (δοµικές)  πράξεις. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 



2.3. Ερυθρόµαυρα ∆ένδρα 

2.3.1 Ορισµός 
 

Ένα δυαδικό δένδρο Τ καλείται ερυθρόµαυρο red-black, όταν όλοι  οι κόµβοι 
του είναι χρωµατισµένοι κόκκινοι ή µαύροι βάσει των ακολούθων κανόνων: 
 
(α) η ρίζα του έχει χρώµα µαύρο, 
 
(β) όλα τα (κενά) φύλλα είναι µαύρα, 
 
(γ) δεν υπάρχουν δυο διαδοχικοί κόκκινοι κόµβοι (ή ισοδύναµα, κάθε κόκκινος 

κόµβος έχει µαύρα παιδία), και  
 
(δ) όλα τα µονοπάτια από τη ρίζα προς τα φύλλα διαθέτουν το ίδιο µαύρο 

βάθος ήτοι τον ίδιο αριθµό µαύρων κόµβων. 

2.3.2 Περιγραφή των Βασικών Πράξεων 
 

Οι πράξεις FindMode(BTNode υ, Object key) και FindInfo(Object key) είναι 
ίδιες µε αυτές των απλών αζύγιστων δυναµικών δυαδικών δένδρων αναζήτησης. 
 
Εισαγωγή Στοιχείου. Η ένθεση ενός νέου στοιχείου i εκτελείται αρχικά όπως και 
στα απλά αζύγιστα δυαδικά δένδρα. Ο κόµβος υ που θα στεγάσει το i χρωµατίζεται 
κόκκινος και διαθέτει δυο µαύρα φύλλα. Κατά αυτόν τον τρόπο δεν παραβιάζεται 
ο κανόνας (δ) του ορισµού που αφορά το µαύρο βάθος, καθώς ο υ αντικαθιστά 
ένα µαύρο (κενό) φύλλο. Η εισαγωγή του νέου κόκκινου κόµβου ίσως όµως 
προκαλέσει παραβίαση του κανόνα (γ) εάν ο πατέρας το υ είναι κόκκινος. 
∆ιακρίνουµε δυο κύριες τέτοιες περιπτώσεις όπως εικονίζονται στο Σχήµα 2.14 
παραλείποντας τις «συµµετρικές» που λαµβάνουµε εάν ο υψηλότερος από τους 
δυο διαδοχικούς κόκκινους κόµβους είναι δεξιό παιδί ή απλούστερα φανταστούµε 
πως βλέπουµε το εν λόγω σχήµα σε καθρέφτη. 
 

 
      

(α) 

        
      (β) 
 
Σχήµα 2.14: Επαναζυγιστικές πράξεις ενθέσεως: (α) C1 – απλή ή διπλή 

περιστροφή (rot ή drot) C1, (β) C2 – αντιστροφή χρωµάτων (color flip). 



 
(α) Ο αδελφός του υψηλότερου κόκκινου κόµβου είναι µαύρος, οπότε το 

πρόβληµα λύνεται µε απλή η διπλή περιστροφή. Η πράξη αυτή καλείται C1, 
είναι δοµική και τερµατική, καθώς αλλάζει την «τοπολογία» του δένδρου 
και επιλύει οριστικά το πρόβληµα, µετακινώντας τον υψηλότερο 
πλεονάζοντα κόκκινο κόµβο στο «αδελφό» υποδένδρο του µαύρου πατέρα.    

 
(β) Ο υψηλότερος κόκκινος κόµβος διαθέτει κόκκινο αδελφό οπότε 

αντιστρέφουµε τα χρώµατά τους µε τον µαύρο πατέρα τους. Η πράξη αυτή 
καλείται C2 – αντίστροφή χρωµάτων (color flip). Παρατηρείστε δε πως δεν 
αλλάζει την µορφολογία του δένδρου ούτε επιλύει το πρόβληµα, απλώς το 
µεταθέτει στον (πρώην µαύρο) πατέρα όπου πρέπει να διεξαχθεί εκ νέου 
έλεγχος. 

 
Ακολουθεί η περιγραφή σε ψευδογλώσσα: 
 
Algorithm INSERTITEM(Item i) 
Input:        Ένα στοιχείο i 
Output:     Ο κόµβος που το i τοποθετείται εάν δεν υπάρχει ήδη  
1. Κλήση της αντίστοιχης µεθόδου των απλών δυαδικών δένδρων ώστε να εισαχθεί το  i  σε 

νέο κόκκινο κόµβο µε µαύρα φύλλα; 
2. if (δεν δηµιουργήθηκαν δυο διαδοχικοί κόκκινοι κόµβοι)  
3.     return; 
4. while(υπάρχουν δυο διαδοχικοί κόκκινοι κόµβοι) { 
5.     ανεβαίνουµε προς τα επάνω εκτελώντας όσο είναι δυνατόν πράξεις C2; 
6.      ενδεχοµένως εκτελούµε και µία C1; 
7. } 
8. if(η ρίζα r χρωµατίστηκε κόκκινη) 
9.   την βάφουµε µαύρη; 
end of INSERTITEM 
 
 
Τα Σχήµατα 2.15–2.16 αποτελούν παράδειγµα 12 διαδοχικών ενθέσεων σε ένα 
αρχικά άδειο ερυθρόµαυρο δένδρο αναζήτησης. Αξίζει να παρατηρήσει κανείς πως 
οι επαναζυγιστικές πράξεις θεραπεύουν το πρόβληµα στις ενθέσεις (δ), (ι) και 
(ια): 
 
 
 

 
      (α)    (β)         (γ) 
 
 



 

 
 
      (δ) 
 

 
    (ε)          (στ) 
 

 
      (ζ) 
 
Σχήµα 2.15: (α)-(ζ) ∆ιαδοχικές ενθέσεις των 6, 9, 14, 17, 5, 7, 16 20. 
 
 
 

Στην πρώτη περίπτωση αφού εισαχθεί ο νέος κόκκινος κόµβος, που φέρει το 
17 και δυο µαύρα φύλλα, εµφανίζονταν δυο διαδοχικοί κόκκινοι κόµβοι. Καθώς ο 
δεξιός αδελφός του 14 είναι κόκκινος εκτελείται αναχωµατισµός (C2), που 
κοκκινίζει τη ρίζα την οποία βάφουµε αµέσως µαύρη. 

 



 
         (η) 

 
         (θ) 
 

 
  



                   
         (ι) 
 

Σχήµα 2.16: (Συνέχεια) (η)-(ι)20, 18, 19 
 
Κατά την ένθεση του 19 (περίπτωση(ι)), δηµιουργούνται οι συνθήκες του 

αναχρωµατισµού του κανόνα C2, που, όµως, µεταθέτει το πρόβληµα στους 
κόµβους 16 και 18. Ο 16 έχει µαύρο αδελφό, οπότε εµφανίζουµε αριστερή δεξιά 
περιστροφή στην ρίζα επιλύοντας το πρόβληµα µε µεταφορά του πλεονάζοντος 
κόκκινου κόµβου στο αριστερό υποδένδρο. 
  
 Τέλος η εισαγωγή του 4 (στιγµιότυπο (ια)), ως ακραίου αριστερού κόµβου, 
προκαλεί την εµφάνιση δυο κόκκινων κόµβων. Ο 5 έχει κόκκινο δεξιό αδελφό 
(τον 7). Κατά συνέπεια, λαµβάνει χώρα ανταλλαγή χρωµάτων που, απλώς ανάγει 
το πρόβληµα στους 6 και 9. Καθώς ο 18 είναι κόκκινος εµφανίζουµε ξανά την 
πράξη C2 η οποία κοκκινίζει την ρίζα, ως εκ τούτου, την µαυρίζουµε και η 
ισοζύγιση αποκαθίσταται.  
 

 

 
      (ια) 



 

 
    (ιβ) 

 
Σχήµα 2.17: (Συνέχεια) (ια)-(ιβ) 4, 11. 
 
Απόσβεση Στοιχείου. Η διαδικασία της απόσβεσης, αφού καλέσει την αντίστοιχη 
πράξη των αζύγιστων δυαδικών δένδρων, εξετάζει το είδος του αφαιρεθέντος 
κόµβου. Εάν είναι κόκκινος τότε δεν χρειάζεται να πράξοµε τίποτε. Εάν όµως είναι 
µαύρος τότε έχουµε παραβίαση της ιδιότητας (δ) των ερυθρόµαυρων δένδρων, 
καθώς απωλέσθη ένας µαύρος κόµβος επί του µονοπατιού απόσβεσης. Εάν 
επιπροσθέτως ως αποτέλεσµα της διαγραφής, εµφανίστηκαν δυο διαδοχικοί 
κόκκινοι κόµβοι, τότε το (διπλό) πρόβληµα επιλύεται µε το µαύρισµα του 
χαµηλότερου από αυτούς.   
 
 ∆ιαφορετικά εφαρµόζουµε τις επαναζυγιστικές πράξεις του σχήµατος 2.19 
όπου µε διπλή γραµµή \\ συµβολίζοµε την «ελλειµµατική» µαύρη ακµή e, η οποία 
προκύπτει από την απώλεια του µαύρου κόµβου που υπήρχε µεταξύ των κόµβων 
που συνδέει η e. Στο σχήµα αυτό δε εικονίζονται οι συµµετρικές περιπτώσεις. 
 

 
 
      (α) 

 
     (β) 



 
      (γ) 

 
      (δ) 
 

Σχήµα 2.18: Επαναζυγιστικές πράξεις απόσβεσης ερυθρόµαυρου δένδρου. Η 
περιστροφή C1, (β) τερµατικός αναχρωµατισµός C2a, (γ) µη τερµατικός 
αναχρωµατισµός C2b, και (δ) περιστροφή C3 που οδηγεί σε τερµατική περίπτωση 
C1 ή C2α. 
 
Από αυτές, 
 
Η C2b (γ) µεταθέτει το πρόβληµα στον πατέρα, µειώνοντας τον αριθµό των 

µαύρων κόµβων στο αδελφό µονοπάτι, δίχως δοµικές αλλαγές. Οι υπόλοιπες 
πράξεις είναι τερµατικές. Και συγκεκριµένα: 

 
Η C1 (α) επαναφέρει την ισορροπία, µετακινώντας µε απλή διπλή περιστροφή 

τον κόκκινο – και άρα, µε έχοντα επίδραση επί του µαύρου βάθους – κόµβο 
στο ελλειµµατικό υποδένδρο, ως µαύρο πλέον, διατηρώντας, παράλληλα, το 
όποιο χρώµα του παλαιού κορυφαίου κόµβου (ο y στο Σχήµα) και στον νέο 
κορυφαίο κόµβο που προκύπτει µετά την περιστροφή (ο x στο Σχήµα). 

 
Η C2a (β) αποκαθιστά το πλήθος των µαύρων κόµβων στον ελλειµµατικό 

µονοπάτι χρωµατίζοντας µαύρο τον κόκκινο πατέρα, αφαιρώντας, όµως , έναν 
µαύρο κόµβο από το αδελφό µονοπάτι, µέσω του κοκκινίσµατος του µαύρου 
αδελφού, ώστε έτσι να µην διαταραχθεί το µαύρο βάθος των άλλων φύλλων – 
απογόνων του. 

 
Η C3 (δ), διενεργώντας απλή περιστροφή δηµιουργεί τις συνθήκες για την 

εφαρµογή είτε της C1 είτε της C2a, αναλόγως του χρώµµατος του νέου 
αδελφού του ελλειµµατικού κόµβου και εποµένως αποτελεί τερµατική πράξη. 

 
Τυπικότερα έχουµε: 
 
Algorithm DELETEITEM(Object k) 
Input:        Ένα κλειδί k 
Output:      Η απόσβεση του κόµβου που περιέχει item µε κλειδί k, επιστρέφοντας τον  



       εναποµείναντα εµπλεκόµενο κόµβο.   
1. κλήση της αντίστοιχής µεθόδου των απλών δυαδικών δένδρων; 
2. if (σβήστηκε κόκκινος κόµβος) 
3.       return; 
4.  else if(προέκυψαν δυο διαδοχικοί κόκκινοι) 
5.       µαυρίζουµε τον χαµηλότερο; // απορρόφηση απώλειας µαύρου κόµβου 
6. else // έχουµε απώλεια µαύρου κόµβου εν εκκρεµότητα 
7.       while(δεν φθάσαµε στην ρίζα και δεν αναπληρώθηκε η απώλεια) 
8.           ανεβαίνουµε το δένδρο εκτελώντας κατά περίπτωση τις επαναζυγιστικές πράξεις     
                του Σχήµατος 2.19;   
end of DELETEITEM 

 
 Στο σχήµα 2.19 παρουσιάζονται χαρακτηριστικές περιπτώσεις διαγραφής 
στο δέντρο του σχήµατος 2.17(ιβ). Λόγου χάριν αυτή του 14 στιγµιότυπο (γ) 
προκαλεί εύρηµα µαύρου κόµβου. Καθώς ο πατέρας του ελλειµµατικού κόµβου 
είναι µαύρος και ο αριστερός αδελφός κόκκινος εφαρµόζεται η πράξη C3. Αυτό 
έχει ως αποτέλεσµα την απόκτηση κόκκινου πατέρα και µαύρου αριστερού 
αδελφού, γεγονός που επιτρέπει την διενέργεια τερµατικής πράξης ανταλλαγής 
χρωµάτων C2a. Αξίζει επίσης να επισηµανθεί η τελευταία περίπτωση (στ) της 
αποσβέσεως του 20. Εδώ η απόσβεση του µαύρου κόµβου προκαλεί την εµφάνιση 
δύο διαδοχικών κόµβων (18 και 19), ασσυµετρία που απορροφάται µε µαύρισµα 
του χαµηλότερου 19.  
 
 

 

             
      (α) 



  

 
      (β) 
 
 

 

 
      (γ) 
 
Σχήµα 2.19:(α)-(γ)  ∆ιαδοχικές αποσβέσεις των 6, 9, 14 
 
 

 



 
(δ) 

 

 
      (ε) 
 
Σχήµα 2.19:(Συνέχεια)(δ)-(ε) ∆ιαδοχικές αποσβέσεις των 4, 5. 
       
 

 



                   
      (στ) 
 
Σχήµα 2.21: (στ)  απόσβεση του 20. 
 

 

2.3.3 Ανάλυση Πολυπλοκότητας. 
 
Λήµµα 2.6 Το ύψος h ενός ερυθρόµαυρου δένδρου Τ επί ενός συνόλου n 
στοιχείων είναι Θ(log n). 
 
Λήµµα 2.7 Μια ένθεση (απόσβεση) σε ένα ερυθρόµαυρο δένδρο Τ, n στοιχείων 
απαιτεί Ο(1) δοµικές πράξεις και Ο(log n) αναχρωµατισµούς.  
 
Θεώρηµα 2.3 Μια ακολουθία n αναµεµειγµένων ενθέσεων και αποσβέσεων, σε 
ένα αρχικά άδειο ερυθρόµαυρο δένδρο Τ απαιτεί Ο(n) επαναζυγιστικές πράξεις. 
Ένας κόµβος υ δε, ύψους l θα δεχθεί Ο(n/cl) πράξεις. 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3. RANK-BALANCED TREES 
 

3.1 Εισαγωγή  
  
 Τα ισορροπηµένα δένδρα αναζήτησης είναι θεµελιώδη και πανταχού παρόντα 
στην επιστήµη των υπολογιστών. Από την ανακάλυψη των AVL trees το 1962 
έχουν προταθεί πολλές εναλλακτικές λύσεις µε σκοπό είτε την απλούστερη 
υλοποίηση τους, είτε την ταχύτερη απόδοση ή και τα δυο. Απλούστερες 
υλοποιήσεις ισορροπηµένων δένδρων αποτελούν η υλοποίηση του Andersson, 
των δυαδικών B-trees του Bayer, καθώς και η υλοποίηση του Sedgewick των 
related left–leaning ερυθρόµαυρων δέντρων. Αυτές οι δοµές δεδοµένων είναι µη 
συµµετρικές, οι οποίες απλοποιούν την επαναζύγιση εξαλείφοντας κατά 
προσέγγιση τις µισές περιπτώσεις. Ο Andersson  απλοποίησε περαιτέρω την 
υλοποίηση παράγοντας την επαναζύγιση σε δυο διαδικασίες, “skew and split” 
αλλά προσθέτοντας και άλλες έξυπνες ιδέες. Τα τυποποιηµένα ερυθρόµαυρα 
δένδρα, από την άλλη πλευρά, έχουν αλγορίθµους ενηµέρωσης που εγγυώνται 
την αποδοτικότητα: η επαναζύγιση µετά από µία εισαγωγή ή διαγραφή κοστίζει 
στη χειρότερη περίπτωση Ο(1) περιστροφές και Ο(1) κατανεµηµένο χρόνο. Ως 
αποτέλεσµα αυτών των αναλύσεων, ένας συγγραφέας είπε: «AVL …trees are now 
passé». 
 
 Η σχεδίαση και ανάλυση των ισορροπηµένων δένδρων είναι ένα γνωστικό 
αντικείµενο το οποία δεν έχει πλήρως εξερευνηθεί. Περιγράφουµε µια νέα 
σχεδίαση και ανάλυση και προτείνουµε ότι τα AVL δένδρα δεν είναι κάτι άλλο 
αλλά passé (ξεπερασµένα). Η νέα µας σχεδίαση είναι τα rank-balanced trees, µια 
παραλλαγή των AVL δένδρων τα οποία έχουν παρόµοιες ιδιότητες µε τα 
ερυθρόµαυρα δένδρα, αλλά είναι καλύτερα σε ορισµένους τρόπους. Ένα  rank-
balanced tree χωρίς την πράξη της διαγραφής είναι ακριβώς όπως ένα AVL 
δένδρο, ενώ µε διαγραφές το ύψος του είναι το πολύ ίσο µε το ύψος ενός AVL 
δένδρου µε τον ίδιο αριθµό εισαγωγών, αλλά χωρίς διαγραφές. Τα rank-balanced 
trees είναι ένα κανονικό υποσύνολο των ερυθρόµαυρων δένδρων µε ένα 
διαφορετικό κανόνα ισορρόπησης και διαφορετικούς αλγόριθµους επαναζύγισης. 
Η εισαγωγή και η διαγραφή κοστίζουν το πολύ δυο περιστροφές στη χειρότερη 
περίπτωση και Ο(1) κατανεµηµένο χρόνο. Τα ερυθρόµαυρα δένδρα χρειάζονται 
τρεις περιστροφές στη χειρότερη περίπτωση για µια διαγραφή. Η εισαγωγή και η 
διαγραφή µπορεί να γίνουν top-down µε σταθερό lookahead σε Ο(1) 
κατανεµηµένο χρόνο ισορρόπησης για κάθε ενηµέρωση. 
  
  Η νέα µας ανάλυση χρησιµοποιεί µια εκθετική συνάρτηση δυναµικού για να 
µετρήσουµε την κατανεµηµένη αποδοτικότητα των λειτουργιών σε ένα 
ισορροπηµένο δένδρο σε συνάρτηση µε το ύψος των κόµβων του. 
Χρησιµοποιούµε αυτή τη µέθοδο για να δείξουµε ότι η επαναζύγιση στα rank-
balanced trees επηρεάζει τους κόµβους εκθετικά σπάνια στα ύψη τους. Αυτό 
συµβαίνει τόσο για τη top-down όσο και για την bottom-up επαναζύγιση. 
 
 
 Ορολογία των δένδρων. Ένα δυαδικό δένδρο είναι ένα διατεταγµένο 
δυναµικό δένδρο στο οποίο κάθε κόµβος x έχει ένα αριστερό παιδί left(x) και ένα 
δεξί παιδί right(x) καθένα από τα ποία ή και τα δύο µπορεί να λείπουν(missing 
nodes). Κάθε κόµβος είναι ο πατέρας των παιδιών του. ∆είχνουµε τον πατέρα 



ενός κόµβου x ως p(x). Η ρίζα είναι ο µοναδικός κόµβος χωρίς πατέρα. Φύλλο 
είναι ένας κόµβος µε τα δυο παιδιά του να λείπουν. Η σχέση προγονού είναι το 
ανακλαστικό µεταβατικό σύνολο της σχέσης γονέα. Αντίστοιχα ισχύει και για τη 
σχέση απογόνου και παιδιού.  Εάν ο κόµβος x είναι ένας πρόγονος ενός κόµβου y 
και y ≠ x, ο x είναι ένα κατάλληλος πρόγονος του y και ο y είναι ένας κατάλληλος 
απόγονος του x. Εάν x είναι ένας κόµβος το αριστερό, δεξιό υποδένδρο είναι το 
δυαδικό δένδρο που περιέχει όλους τους απογόνους του left(x), του right(x), 
αντίστοιχα. Το ύψος h(x) ενός κόµβου x ορίζεται αναδροµικά ως h(x) = 0 εάν το x 
είναι φύλλο ( ) max{ ( ( ), ( ( ))} 1h x h left x h rigth x= +  διαφορετικά. Τα ύψος h ενός 

δένδρου  είναι το ύψος της ρίζας τους.  
 
 Τα δυαδικά δένδρα εµφανίζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον ως δένδρα αναζήτησης. 
Ένα δυαδικό δένδρο αναζήτησης αποθηκεύει ένα σύνολο στοιχείων καθένα από τα 
οποία έχει ένα κλειδί, το οποίο έχει επιλεγεί από ένα ολικά διατεταγµένο σύνολο. 
Θα υποθέσουµε ότι κάθε στοιχείο έχει ένα διαφορετικό κλειδί, διαφορετικά το 
επιλέγουµε µε βάση τον προσδιοριστή στοιχείων.  Σε ένα εσωτερικό δυαδικό δένδρο 
αναζήτησης κάθε κόµβος είναι ένα στοιχειό και τα στοιχεία είναι τακτοποιηµένα σε 
συµµετρική σειρά. Το κλειδί ενός κόµβου x είναι µεγαλύτερο, µικρότερο από όλα 
τα κλειδιά των στοιχείων του αριστερού, δεξιού υποδένδρου, αντίστοιχα. 
∆οθέντος ενός τέτοιου δένδρου και ενός κλειδιού, µπορούµε να αναζητήσουµε το 
στοιχείο έχοντας αυτό το κλειδί και συγκρίνοντας το  µε αυτό της ρίζας. Εάν είναι 
ίσα έχουµε βρει το επιθυµητό στοιχείο. Εάν το κλειδί αναζήτησης είναι µικρότερο 
ή  µεγαλύτερο ψάχνουµε αναδροµικά στο αριστερό ή στο δεξί υποδένδρο της 
ρίζας, αντίστοιχα. Κάθε κλειδί σύγκρισης είναι και ένα βήµα της αναζήτησης. Ο 
τωρινός κόµβος είναι αυτός, του οποίου  το κλειδί συγκρίνεται µε το κλειδί της 
αναζήτησης.  Τελικά η αναζήτηση είτε εντοπίζει το επιθυµητό στοιχειό είτε 
καταλήγει σε ένα ελλείπων κόµβο, καταλήγοντας στο αριστερό ή στο δεξί παιδί 
του τελευταίου κόµβου που συναντήσαµε από την αναζήτηση στο δένδρο.  
  
 Για την εισαγωγή ενός νέου στοιχείου σε ένα τέτοιο δένδρο κάνουµε πρώτα  
αναζήτηση µε βάση το κλειδί του. Μόλις η αναζήτηση φτάσει σε ένα ελλειπόν 
κόµβο(missing node) αντικαθιστούµε αυτόν τον κόµβο µε το νέο στοιχείο. Η 
διαγραφή είναι λίγο δυσκολότερη. Πρώτα βρίσκουµε το στοιχείο που πρόκειται να 
διαγραφεί κάνοντας µια αναζήτηση µε βάση το κλειδί του. Εάν δεν λείπει κανένα 
παιδί από το στοιχείο που πρόκειται να διαγραφεί, βρίσκουµε είτε το επόµενο 
στοιχείο είτε το προηγούµενο στοιχείο διατρέχοντας τα αριστερά ,τα δεξιά παιδιά 
του δεξιού αντίστοιχα αριστερού παιδιού του στοιχείου µέχρι να φθάσουµε ένα 
κόµβο µε ελλείπων αριστερό αντίστοιχα δεξί παιδί. Ανταλλάσσουµε το στοιχείο µε 
το στοιχείο του βρίσκουµε. Τώρα το στοιχείο που πρόκειται να διαγραφεί είναι  
φύλλο ή έχει ένα ελλείπον παιδί. Στην πρώτη περίπτωση το αντικαθιστούµε από 
ένα ελλείπον κόµβο, ενώ στην δεύτερη περίπτωση το αντικαθιστούµε από το µη–
ελλείπον παιδί του(non-missing node). Μια πρόσβαση, εισαγωγή ή διαγραφή 
κοστίζει Ο(h+1) χρόνο στην χειρότερη περίπτωση, όπου h είναι το ύψος του 
δένδρου. 
 
  

3.2 Rank-Balanced Trees 
 

 Για να είναι η πράξη της αναζήτησης, της εισαγωγής και της διαγραφής 
αποδοτική περιορίζουµε το ύψος του δέντρου επιβάλλοντας ένα rank rule στο 



δέντρο. Ένα ranked binary tree είναι ένα δυαδικό δέντρο όπου κάθε ένας από τους 
κόµβους του, x, έχει έναν ακέραιο rank r(x). Υιοθετούµε τη σύµβαση ότι οι missing 
nodes(ελλειπόντες κόµβοι) έχουν rank -1. Το rank ενός ranked binary tree είναι το 
rank της ρίζας του. Εάν x είναι ένας κόµβος µε πατέρα p(x), το rank difference του 
x είναι r(p(x)) - r(x). Ονοµάζουµε έναν κόµβο ως i-child, εάν το rank difference 
αυτού του κόµβου είναι i και ως i,j-node εάν τα παιδιά του έχουν rank difference i 
και j. Ο τελευταίος ορισµός δεν διακρίνει µεταξύ αριστερών και δεξιών παιδιών και 
επιτρέπει τα παιδιά να είναι missing nodes. 
  
 Ο αρχικός µας rank rule είναι ότι κάθε κόµβος πρέπει να είναι 1,1-node ή 
1,2-node. Αυτός ο κανόνας µας δίνει ακριβώς τα AVL trees: κάθε φύλλο είναι 
ένας 1,1-node µε rank µηδέν, το rank κάθε κόµβου είναι το ύψος του και το 
αριστερό και το δεξί υποδέντρο έχουν ύψη που διαφέρουν το πολύ κατά ένα. Για 
να κωδικοποιήσουµε τo rank αποθηκεύουµε µε κάθε non-root κόµβο ένα bit που 
δείχνει εάν είναι 1-child ή 2-child. O rank rule εγγυάται ένα λογαριθµικό όριο 
ύψους. Ειδικότερα ο ελάχιστος αριθµός από κόµβους nk σε ένα AVL tree µε rank κ 
ικανοποιεί την επανάληψη n0=1, n1=2, nk=1+nk+1+nk-2 για k>1. Αυτή η 
επανάληψη δίνει nk=Fk+3-1, όπου Fk είναι ο kth Fibonacci number. Από Fk+2≥φk  
όπου φ=(1+√5)/2 είναι η χρυσή αναλογία, k≤logφn≤1.4404lgn. 
 
 Τα AVL trees υποστηρίζουν την αναζήτηση σε Ο(logn) χρόνο, αλλά µία 
εισαγωγή ή διαγραφή µπορούν να προκαλέσουν παραβίαση του rank rule. Για να 
διατηρήσουµε τον κανόνα, αλλάζουµε τα  ranks συγκεκριµένων κόµβων και 
κάνουµε περιστροφές για να επαναζυγίσουµε το δέντρο. Το promotion , demotion 
ενός κόµβου x αυξάνει ή αντίστοιχα µειώνει το rank του κατά ένα. Μία 
περιστροφή σε ένα αριστερό παιδί x µε γονέα y κάνει τον y  δεξί παιδί του x  ενώ 
διατηρείται η συµµετρική διάταξη. Μια περιστροφή κοστίζει Ο(1) χρόνο. 
 
 Στην περίπτωση µιας εισαγωγής, εάν ο γονέας του πρόσφατα εισερχόµενου 
κόµβου ήταν φύλλο ο νέος κόµβος θα έχει rank difference µηδέν και ως εκ τούτο 
παραβιάζει τον rank rule. Έστω λοιπόν ότι ο q είναι ο πρόσφατα εισερχόµενος 
κόµβος και έστω p είναι ο πατέρας του εάν υπάρχει, διαφορετικά έστω ότι είναι 
κενός. Αφού εισάγουµε τον κόµβο q επαναζυγίζουµε το δέντρο 
επαναλαµβάνοντας τα ακόλουθα βήµατα µέχρι να συµβεί µία περίπτωση εκτός από  
promotion. 
 
 
 
Επαναζυγιστικά βήµατα µετά από εισαγωγή στον κόµβο p: 
 
 
 
Stop: ο κόµβος p είναι κενός ή ο q δεν είναι 0-child. Stop (τερµατική συνθήκη) 
 
 
Στις υπόλοιπες περιπτώσεις ο q είναι 0-child. Έστω ότι ο κόµβος s είναι ο αδελφός 
του q, ο οποίος µπορεί να είναι ελλείπον(missing node). 
  
Promotion: Ο κόµβος s είναι 1-child. Κάνουµε promote(αύξηση του rank του 
κατά ένα) στον p. Αυτό επιδιορθώνει την παραβίαση στον q αλλά µπορεί να 
δηµιουργήσει νέα παραβίαση του rank rule στον p. Ο κόµβος  p έχει τώρα 
ακριβώς ένα παιδί µε rank difference ένα, δηλαδή τον q. Αντικαθιστούµε τον q µε 



τον p. Έστω ότι ο p είναι ο πατέρας του q  εάν αυτός υπάρχει, διαφορετικά είναι 
κενός.  
 
Στις υπόλοιπες περιπτώσεις ο κόµβος s είναι 2-child. Υποθέτουµε ότι ο q είναι το 
αριστερό παιδί του p, ενώ η άλλη περίπτωση είναι συµµετρική. Έστω ο t είναι το 
δεξί παιδί του q, ο οποίος µπορεί να είναι ελλείπον. 
 
 
Rotation: ο κόµβος t είναι 2-child. Κάνουµε rotate στον q και demote στον p. 
Αυτό επιδιορθώνει την παραβίαση του rank rule χωρίς να δηµιουργεί κάποια 
καινούρια.Stop 
 
 
Double rotation: ο κόµβος t είναι ένας 1-child. Κάνουµε δύο φορές rotate στον t 
κάνοντας τον q αριστερό του παιδί και τον p δεξί παιδί του. Κάνουµε promote 
στον t και demote στον p και στον q. Αυτό επιδιορθώνει την παραβίαση χωρίς να 
δηµιουργεί κάποια καινούρια.Stop 
 
 
 Κατά την διάρκεια της επαναζύγισης υπάρχει το πολύ µία παραβίαση του 
rank rule: ο κόµβος q µπορεί να είναι 0-child. Η επαναζύγιση γίνεται από το 
µονοπάτι του πρόσφατα εισερχόµενο κόµβο προς την ρίζα κάνοντας µηδέν ή 
περισσότερα βήµατα promotion ακολουθούµενα από non-promotion βήµατα. Το 
πρώτο βήµα είναι είτε stop είτε promotion. Μετά από ένα βήµα promotion ο 
κόµβος q είναι πάντα ένας 1,2-node.  
 

 

 
      (α) 
Σχήµα 3.1: Επαναζύγιση µετά από µία εισαγωγή. Οι αριθµοί είναι τα rank 
differences. Η περίπτωση (α) είναι µη τερµατική.   



 

 
 
 

 
      (β) 

 

 
      (γ) 
Σχήµα 3.2:(Συνέχεια) επαναζύγιση µετά από µία εισαγωγή. Οι αριθµοί είναι τα 
rank differences.  



 Η διαγραφή µπορεί να γίνει σε ένα AVL δέντρο µε τον ίδιο τρόπο, αλλά η 
επαναζύγιση µπορεί να κοστίσει λογαριθµικό αριθµό περιστροφών, αντί για µία ή 
για δύο που χρειάζεται η εισαγωγή. Για να µειώσουµε αυτόν τον αριθµό 
αλλάζουµε τον rank rule και επιτρέπουµε non-leaf κόµβοι να είναι και 2-2 nodes 
όπως και 1,1- και 1,2-nodes. Τα φύλλα όµως πρέπει να είναι µόνο 1,1-nodes. 
Ονοµάζουµε τα δέντρα που προκύπτουν rank-balanced trees ή rb-trees. Ένα bit για 
κάθε non-root κόµβο είναι πάλι αρκετό για να κωδικοποιήσουµε το rank 
difference. Ένα AVL δέντρο λοιπόν είναι όπως ένα rb-tree χωρίς 2,2-nodes. Το 
rank ενός δέντρου είναι τουλάχιστον ίσο µε το ύψος και το πολύ το διπλάσιο του. 
 
Θεώρηµα 3.1 Το rank και ως εκ τούτο το ύψος ενός rb-tree είναι το πολύ 2logn. 
 
Απόδειξη: ο ελάχιστος αριθµός κόµβων nk σε ένα rb-tree µε rank k ικανοποιεί την 
επανάληψη n0=1, n1=2, nk=1+2nk-2 για k≥2. Από την επαγωγή nk≥2k/2 
 
 H εισαγωγή είναι ίδια στα rb-trees όπως και στα AVL trees: τα 
επαναζυγιστικά βήµατα µετά από µία εισαγωγή δεν δηµιουργούν 2,2-nodes(αλλά 
τους καταστρέφουν). Μια διαγραφή σε ένα rb-tree µπορεί να παραβιάσει τον rank 
rule δηµιουργώντας έναν κόµβο µε rank ένα µε δύο missing παιδιά ή ένα κόµβο 
µε rank δύο µε ένα missing 3-child. Έστω q είναι ο κόµβος που αντικαθιστά το 
διαγραµµένο κόµβο(o οποίος  µπορεί να είναι missing node) και έστω p είναι ο 
γονέας του αν υπάρχει, διαφορετικά null. Επιδιορθώνουµε την παραβίαση 
διανύοντας το µονοπάτι προς την ρίζα, επαναλαµβάνοντας τα ακόλουθα βήµατα 
µέχρι να συµβεί ένα βήµα εκτός από demotion ή double demotion. 
 
 

      
            (α) 

 
                (β) 

 
 
Σχήµα 3.3: Μια διαγραφή σε ένα rb-tree µπορεί να παραβιάσει τον rank rule 
δηµιουργώντας έναν κόµβο µε rank ένα µε δύο missing παιδιά (α) ή ένα κόµβο µε 
rank δύο µε ένα missing 3-child(β). 



Επαναζυγιστικά µετά από διαγραφή βήµατα στον p: 
 
Stop: Ο κόµβος p είναι κενός, ο q δεν είναι 3-child ή ο p δεν είναι 2,2-node µε 
rank 1. Stop 
 
Στις υπόλοιπες περιπτώσεις ο κόµβος q είναι 2- ή 3-child. Έστω s είναι ο αδελφός 
του q, ο οποίος µπορεί να είναι ελλείπον. 
 
Demotion: ο κόµβος s είναι 2-child. Κάνουµε demote στον p. Αυτό επιδιορθώνει 
τη παραβίαση του rank rule στον q αλλά µπορεί να δηµιουργήσει µία νέα 
παραβίαση στον p. Αντικαθιστούµε τον q µε τον p. Έστω p είναι ο πατέρας του q 
εάν υπάρχει, διαφορετικά κενός. 
 
Στις υπόλοιπες περιπτώσεις ο κόµβος q είναι 3-child και ο s είναι non-missing     
1-child. Υποθέτουµε ότι ο q είναι το δεξί παιδί του p. Η άλλη περίπτωση είναι 
συµµετρική. Έστω t και u είναι το δεξί και αριστερό παιδί του s, από τα οποία το 
καθένα ή και τα δύο µπορεί να λείπουν. 
 
Double demotion: οι κόµβοι t και u είναι 2-children. Κάνουµε demote στον  p 
και στον s. Αυτό επιδιορθώνει την παραβίαση στον q αλλά µπορεί να 
δηµιουργήσει µία νέα παραβίαση στον p. Αντικαθιστούµε τον q µε τον p. Έστω p 
είναι ο πατέρας του q εάν υπάρχει, διαφορετικά κενός. 
 
Rotation: ο κόµβος u είναι 1-child. Κάνουµε rotate στον s, promote στον s και 
demote στον p. Εάν ο t λείπει κάνουµε demote στον p ξανά.(Σε αυτή την 
περίπτωση ο q λείπει επίσης και ο p είναι τώρα leaf του οποίου το rank πρέπει να 
είναι µηδέν). Αυτό επιδιορθώνει την παραβίαση χωρίς να δηµιουργεί νέα. Stop 
 
Double rotation: ο κόµβος t είναι 1-child και ο u είναι 2-child. Κάνουµε rotate 
στον t δύο φορές κάνοντας τον s αριστερό του παιδί και τον p δεξί του παιδί. 
Κάνουµε promote τον t δύο φορές, demote τον s και demote τον p δύο φορές. 
Αυτό επιδιορθώνει την παραβίαση χωρίς να δηµιουργεί νέα.Stop 
 
 Κατά τη διάρκεια της επαναζύγισης µετά από διαγραφή, υπάρχει το πολύ 
µία παραβίαση του rank rule. Ο κόµβος p είναι 2,2-node µε rank ένα ή ο κόµβος q 
είναι 3-child. Μετά το πρώτο βήµα ο q πρέπει να είναι 3-child. Η επαναζύγιση 
γίνεται από το µονοπάτι του  κόµβο που αντικαθιστά τον διαγραφέντα κόµβο προς 
την ρίζα κάνοντας µηδέν ή περισσότερα βήµατα demotion ή double demotion 
ακολουθούµενα από stop, rotation ή double rotation. 
 
 Η διαγραφή στα rb-trees είναι λίγο πιο πολύπλοκη από την εισαγωγή µε 
δύο µη τερµατικές περιπτώσεις αντί για µία. Η διαγραφή κοστίζει το πολύ δύο 
περιστροφές, όπως και η εισαγωγή.   
  



 

 
      (α) 
 

 
 

 
      (β) 
Σχήµα 3.4: Επαναζύγιση µετά από µία διαγραφή. Οι αριθµοί είναι τα rank 
differences. Οι  περιπτώσεις (α) και (β)είναι µη τερµατικές. Εάν ο q είναι 2-child, 
η πρώτη (α) περίπτωση χρησιµοποιείται εάν ο p είναι φύλλο. 



 

 
      (γ) 

 
 

 



 
      (δ) 
Σχήµα 3.5:(Συνέχεια) επαναζύγιση µετά από διαγραφή. Οι αριθµοί είναι τα rank 
differences. Στην περίπτωση (γ) υποθέτουµε ότι ο t δεν είναι ελλείπον. Εάν είναι, 
ο p είναι φύλλο και τον κάνουµε demote. 
  

3.3. Παραδείγµατα εισαγωγής και διαγραφής στοιχείων στα rb-
trees 
 
 
 Τα σχήµατα 3.6, 3.7, 3.8, 3.9  αποτελούν παράδειγµα 12 διαδοχικών 
ενθέσεων σε ένα αρχικά άδειο rank-balance tree. Οι αριθµοί που είναι µέσα στα 
«κουτάκια» δείχνουν το rank difference του κόµβου ενώ οι αριθµοί που είναι 
εκτός δείχνουν το rank του. 
 
 

    
        
      (α)       (β) 
 

 
              (γ) 



  
 

 
      (δ) 
 
 

 
      (ε) 
 

    
 

      (στ) 
 
 
 
 
Σχήµα 3.3: (α)-(στ) ∆ιαδοχικές ενθέσεις των 6, 9, 14, 7, 5. 
 



 

 
(ζ) 
 
 
 

Σχήµα 3.4: (Συνέχεια) (ζ) ένθεση του 16. 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

 
      (η) 
 
 
 
Σχήµα 3.5: (Συνέχεια) (η) ένθεση του  20. 
 
 
 
 



 

                                                                                    

 

                                            

 
     (θ) 
 
Σχήµα 3.6: (Συνέχεια) (θ) ένθεση του  18. 
 



 
 

 

           

 

                 

 
   
 



                                     

 
 
     (ι) 
 
Σχήµα 3.7: (Συνέχεια) (ι) ένθεση του 19. 
 
 

 

          

 
                 



 

 
 
      (ια) 
 
Σχήµα 3.8: (Συνέχεια) (ια) ένθεση του 4. 
 
 
 
 
 

 
        

 
 
 
 
 
 
 
 



  

 

          

 

            



 

                                  

 
 
(ιβ) 
 

Σχήµα 3.9: (Συνέχεια) (ιβ) ένθεση του 11. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
Τα σχήµατα 3.10, 3.11, 3.12, 3.13,   αποτελούν παράδειγµα 7 διαδοχικών 
αποσβέσεων. 
 
 

 

     

   

                    



 

                                                 

 

                                                       

 
      (α) 
Σχήµα 3.10: (α) Απόσβεση του 6 



 

 

                                                         

 

          

 

          
 



 
     (β) 
 
Σχήµα 3.11: (Συνέχεια) (β) απόσβεση του 4 
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      (δ) 
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Σχήµα 3.12: (Συνέχεια) (γ)-(ε) διαδοχικές αποσβέσεις των 11, 7, 16 
 
 

 

          



 

                  

 

          

 
(στ) 

 



 

       

 

 

    
      (ζ) 
 
Σχήµα 3.13: (Συνέχεια) (στ)-(ζ) διαδοχικές αποσβέσεις των 20, 18 
 
 
 



3.4. Πειραµατική αξιολόγηση 
 

Στον κώδικα του παραρτήµατος υλοποιούµε τα rank-balanced trees. 
Παράλληλα εισάγουµε ορισµένες µεταβλητές και κάνουµε κάποιες µετρήσεις για 
να αποδείξουµε την ορθότητα της θεωρητικής ανάλυσης. Οι µεταβλητές αυτές 
είναι οι εξής: 
 
//κόστος αναζήτησης 
int access_cost=0; 
 
//συνολικό κόστος εισαγωγής 
int Total_insertion_cost=0; 
 
//συνολικό κόστος διαγραφής 
int Total_deletion_cost=0; 
 
//επαναζυγιστικό κόστος 
int rebalancing_cost=0; 

 
 

Η µεταβλητή access_cost αυξάνεται κατά ένα σε κάθε βήµα της αναζήτησης. 
Το γεγονός αυτό είναι φανερό στο παρακάτω κοµµάτι κώδικα. 
 
…….. 
 
// αναζήτηση ενός στοιχείου µε βάση το κλειδί του, αν δεν βρεθεί το   
// στοιχείο επιστρέφεται το τελευταίο στοιχείο κατά µήκος του µονοπατιού   
// αναζήτησης  
 

Tree * access(int key) { 
 assert(root != NULL); 
 Tree * x = root, * prev_x=NULL; 
 while ((x != NULL) && (x->key != key)) { 
  prev_x = x; 
  if (compare_key(key, x) < 0) { 
   x = x->left; 
  } 
  else { 
   x = x->right; 
  } 
  // αύξηση του access_cost κατά ένα 

access_cost++; 
 } 
 
…….. 
 
 

Η µεταβλητή rebalancing_cost αυξάνεται κατά ένα έπειτα από την εκτέλεση 
οποιασδήποτε επαναζυγιστικής πράξης. Αυτό συµβαίνει τόσο στη διαγραφή όσο 
και στην εισαγωγή. Ορισµένα κοµµάτια του κώδικα που συµβαίνει αυτό είναι τα 
εξής: 
 



…….. 
update_rank(p, 1); 

   //αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
   rebalancing_cost++;    
   // p is now a 1,2-node. 
   assert(check_ij_node(p, 1, 2)); 
   q = p; 
   p = q->parent; 
   // αυτή η περίπτωση είναι µη-τερµατικη 
   ……. 

 
……. 
// Rotate: t is a 2-child, rotate at q and demote p. 

   if (rank_diff_t == 2) { 
    rotate(q, !left_child); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    update_rank(p, -1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++;  
 
   ……. 
 

Οι µεταβλητές  Total_insertion_cost  και Total_deletion_cost ορίζονται από το 
άθροισµα του access_cost και rebalancιng_cost, δηλαδή και για τις δύο 
µεταβλητές ισχύουν Total_insertion_cost += (access_cost +rebalancιng_cost); 
και Total_deletion_cost += (access_cost +rebalancιng_cost);. ∆ιευκρινίζουµε ότι 
έπειτα από κάθε εισαγωγή και διαγραφή οι µεταβλητές access_cost και 
rebalancιng_cost µηδενίζονται. Ενδεικτικά παρατίθεται το κοµµάτι του κώδικα για 
την εισαγωγή.    
 
 
…….  
 
else if (a1==2){ 
   printf("η επιλογή είναι ΕΙΣΑΓΩΓΗ"); 
             
   //δηµιουργώ τυχαίους αριθµούς     
   for(i=0;i<50000;i++){ 
    b[i]=rand(); 
    //ελέγχω να µην είναι ίδιοι     
    for(j=0;j<i;j++){ 
     if(b[i]==b[j]){i--;} 
    } 
   } 
   for(i=0;i<50000;i++){ 
   count_ins++;  
   Tree *t1=insert(b[i]); 
   //fprintf(f2,"node\t%d\tme\trank\t\t%d\n",t1->key, 

//t1->rank); 
   //fprintf(f1,"%d\n",access_cost+rebalancing_cost);   
        Total_insertion_cost +=(access_cost+rebalancing_cost); 



   //fprintf(f2,"%d\n",Total_insertion_cost); 
//fprintf(f3,"%.2f\n",(float)Total_insertion_cost/count_ins);
    

   access_cost=0; 
   rebalancing_cost=0; 

} 
  } 
…… 
  

Τέλος αφού δηµιουργήσουµε τυχαίους αριθµούς και τους κάνουµε τόσο 
εισαγωγή όσο και διαγραφή εξάγουµε τα αποτελέσµατα των µεταβλητών και 
κάνουµε τις µετρήσεις όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήµατα. 
 

 
 
Σχήµα 3.14: Εισάγουµε τα αποτελέσµατα των µεταβλητών στο EXCEL για να τα 
επεξεργαστούµε. 
 
 
 

Συνεπώς προκύπτουν οι παρακάτω γραφικές παραστάσεις. 
 



 
 
Σχήµα 3.15: Παρατηρούµε ότι η γραφική παράσταση του συνολικού κόστους 
εισαγωγής προς τον αριθµό των εισαγωγών  σε σχέση µε τον αριθµό των 
εισαγωγών Total_cost_insertion/count_ins είναι της µορφής 
y=1.4989ln(x)+1.7109, πράγµα που επιβεβαιώνει ότι τα rank-balanced trees 
εγγυώνται ένα λογαριθµικό όριο ύψους στην πράξη της εισαγωγής. 
 
 

 
  
Σχήµα 3.16: Παρατηρούµε ότι η γραφική παράσταση του συνολικού κόστους 
εισαγωγής Total_cost_insertion σε σχέση µε τον αριθµό των εισαγωγών είναι της 
µορφής nlogn. 
 
 
 
 



 
 
Σχήµα 3.17: Εισάγουµε τα αποτελέσµατα των µεταβλητών στο EXCEL για να τα 
επεξεργαστούµε. 
 

 
 
Σχήµα 3.18: Παρατηρούµε ότι η γραφική παράσταση του συνολικού κόστους 
διαγραφής προς τον αριθµό των διαγραφών  σε σχέση µε τον αριθµό των 
διαγραφών Total_cost_deletion/count_ins είναι της µορφής 



y=1.0802ln(x)+3.858, πράγµα που επιβεβαιώνει ότι τα rank-balanced trees 
εγγυώνται ένα λογαριθµικό όριο ύψους στην πράξη της διαγραφής. 
 
 
 

 
 
Σχήµα 3.19 Παρατηρούµε ότι η γραφική παράσταση του συνολικού κόστους 
διαγραφής Total_cost_deletion σε σχέση µε τον αριθµό των διαγραφών είναι της 
µορφής nlogn. 
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5. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

Στο παράρτηµα παρατίθεται η υλοποίηση στην γλώσσα προγραµµατισµού C 
των rank-balanced trees . Θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε τον Siddhartha Sen 
για την βοήθεια που µας προσέφερε κατά την υλοποίηση και την διενέργεια 
των πειραµάτων. 
 

#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include <math.h> 
#include <assert.h> 
 
 
#define MISSING_RANK                   -1 
#define IN_TREE_ID                     582 
//συγκρίνουµε τα κλειδιά δύο κόµβων του δέντρου 
#define compare(t1,t2)                 ((t1)->key - (t2)->key) 
//συγκρίνουµε το κλειδί µε το κλειδί του κόµβου 
#define compare_key(key,t1)            ((key) - (t1)->key) 
#define set_rank(x,r)                  { (x)->rank = r;  } 
#define update_rank(x,d)               { (x)->rank += d; } 
 
typedef struct tree_node Tree; 
 
struct tree_node { 
 Tree * left, * right; 
 Tree * parent; 
 int key; 
 int rank; 
 int check; 
}; 
 
Tree *root=NULL; 
 
//κόστος αναζήτησης 
int access_cost=0; 
 
//συνολικό κόστος εισαγωγής 
int Total_insertion_cost=0; 
 
//συνολικό κόστος διαγραφής 
int Total_deletion_cost=0; 
 
//επαναζυγιστικό κόστος 
int rebalancing_cost=0; 
 
  
// ελέγχουµε αν ο κόµβος x είναι  i,j-node. 
 
int check_ij_node(Tree * x, int i, int j) { 
 assert(x != NULL); 



int rank_diff_l = (x->left == NULL) ? x->rank - MISSING_RANK :  
x->rank - x->left->rank; 
int rank_diff_r = (x->right == NULL) ? x->rank - MISSING_RANK :  
x->rank - x->right->rank; 
return (((rank_diff_l == i) && (rank_diff_r == j)) || ((rank_diff_l == j) && 
(rank_diff_r == i))); 

} 
 
 
 
 
// ελέγχουµε αν ο κόµβος x είναι φύλλο ή όχι 
 
int is_leaf(Tree * x) { 
 assert(x != NULL); 
 return ((x->left == NULL) && (x->right == NULL)); 
} 
 
 
// ανταλλάσσουµε τις τιµές των κόµβων x και y 
void swap(Tree * x, Tree * y) { 
 assertυ((x != NULL) && (y != NULL)); 
 int temp_key = x->key; 
 x->key = y->key; 
 y->key = temp_key; 
} 
 
 
// εκτελούµε rotation στην κατεύθυνση που του δίνουµε 
 
void rotate(Tree * x, int left) { 
 Tree * p = x->parent; 
 assert(p != NULL); 
 assert((left && p->right == x) || (!left && p->left == x)); 
 // Left rotation. 
 if (left) { 
  p->right = x->left; 
  if (x->left != NULL) { 
   x->left->parent = p; 
  } 
  x->left = p; 
 } 
 // Right rotation. 
 else { 
  p->left = x->right; 
  if (x->right != NULL) { 
   x->right->parent = p; 
  } 
  x->right = p; 
 } 
 Tree * pp = p->parent; 
 x->parent = pp; 



 if (pp != NULL) { 
  if (pp->left == p) { 
   pp->left = x; 
  } 
  else { 
   assert(pp->right == p); 
   pp->right = x; 
  } 
 } 
 p->parent = x; 
} 
 
 
 
// επαναζυγίζουµε το δέντρο µετά από εισαγωγή 
 
void rebalance_ins(Tree * q) { 
 assert(q != NULL); 
 Tree * p = q->parent; 
 // If p is null or q is not a 0-child, stop. 
 while ((p != NULL) && (p->rank - q->rank == 0)) { 
  Tree * s = (p->left == q)? p->right : p->left; 
  int rank_diff_s = (s == NULL) ? p->rank - MISSING_RANK :  

p->rank - s->rank; 
// Promote: if s is a 1-child, promote p; ο p µπορεί να γίνει //0-child  

  if (rank_diff_s == 1) { 
   update_rank(p, 1); 
   //αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
   rebalancing_cost++;    
   // p is now a 1,2-node. 
   assert(check_ij_node(p, 1, 2)); 
   q = p; 
   p = q->parent; 
   // αυτή η περίπτωση είναι µη-τερµατικη 
  } 
  else { 
   Tree * t; 

// ελέγχουµε εάν ή όχι ο q είναι left 
 //child(χρησιµοποιούµε για να δείξουµε την κατεύθυνση του 
//rotation) 

   int left_child = 0; 
   if (p->left == q) { 
    t = q->right; 
    left_child = 1; 
   } 
   else { 
    t = q->left; 
   } 

int rank_diff_t = (t == NULL) ? q->rank - MISSING_RANK : 
q->rank - t->rank; 

   // Rotate: t is a 2-child, rotate at q and demote p. 
   if (rank_diff_t == 2) { 



    rotate(q, !left_child); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    update_rank(p, -1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++;     
    // p and q are now 1,1-nodes. 
        assert(check_ij_node(p, 1, 1) && check_ij_node(q, 1, 1)); 
   } 

// Double rotate: t is a 1-child, rotate twice at t,  
//promote t and demote p and q. 

   else { 
    assert(t != NULL); 
    assert(rank_diff_t == 1); 
    rotate(t, left_child); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++;     
    rotate(t, !left_child); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    update_rank(t, 1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    update_rank(p, -1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    update_rank(q, -1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++;     
    // t is now a 1,1-node. 
    assert(check_ij_node(t, 1, 1)); 

// ο κόµβος p ή q είναι 1,1-node αλλιώς είναι και // τα 
δύο φύλλα 
assert(!(check_ij_node(p, 1, 1) && check_ij_node(q, 1, 
1)) || (is_leaf(p) && is_leaf(q))); 

    // ούτε ο κόµβος p ούτε ο κόµβος q είναι 2,2-node. 
assert(!check_ij_node(p, 2, 2) && !check_ij_node(q, 2, 
2)); 

   } 
   break; 
  } 
 } 
} 
 
 
//επαναζυγίζουµε το δέντρο µετά από διαγραφή 
 
void rebalance_del(Tree * q, Tree * p) { 
 assert(p != NULL); 

int rank_diff_q = (q == NULL) ? p->rank - MISSING_RANK : p->rank –  
q->rank; 



// If p is null, or q is not a 3-child and p is not a 2,2-node of //rank 1, 
stop. 
while ((p != NULL) && ((rank_diff_q == 3) || (check_ij_node(p, 2, 2) && 
(p->rank == 1)))) { 

  Tree * s = (p->left == q) ? p->right : p->left; 
  int rank_diff_s = (s == NULL) ? p->rank - MISSING_RANK :  

p->rank - s->rank; 
// Demote: if s is a 2-child, demote p; ο κόµβος p µπορεί να //γίνει 
3-child 

  if (rank_diff_s == 2) { 
   update_rank(p, -1); 
   // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
   rebalancing_cost++;    
   // p is either a 1,2-node or a leaf of rank 0. 

assert(check_ij_node(p, 1, 2) || (is_leaf(p) && (p->rank == 
0))); 

   q = p; 
   p = q->parent; 

// If p is null, q has no rank difference (it is the //root);  
   // θα τερµατίσει στο επόµενο loop 
   if (p != NULL) { 
    rank_diff_q = p->rank - q->rank; 
   } 
   //  αυτή η περίπτωση είναι µη-τερµατική 
  } 
  else { 

// ελέγχουµε αν ο q είναι left_child( το χρησιµοποιούµε // για 
να δείξουµε την κατεύθυνση του rotation  

   int left_child = (p->left == q) ? 1 : 0; 
   // q is a 3-child and s is a non-missing 1-child 

assert((rank_diff_q == 3) && (s != NULL) && (rank_diff_s 
== 1)); 

   Tree * t = left_child ? s->left : s->right; 
   Tree * u = left_child ? s->right : s->left; 

int rank_diff_t = (t == NULL) ? s->rank - MISSING_RANK : 
s->rank - t->rank; 
int rank_diff_u = (u == NULL) ? s->rank - MISSING_RANK : 
s->rank - u->rank; 

   // Double demote: t and u are 2-children, demote p and s. 
   if ((rank_diff_t == 2) && (rank_diff_u == 2)) { 
    update_rank(p, -1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++;     
    update_rank(s, -1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    // p is a 1,2-node and s is a 1,1-node. 

assert(check_ij_node(p, 1, 2) && check_ij_node(s, 1, 
1)); 

    q = p; 
    p = q->parent; 

// If p is null, q has no rank difference (it is //the root);  



    // θα τερµατίσει στο επόµενο loop 
    if (p != NULL) { 
     rank_diff_q = p->rank - q->rank; 
    } 
    //αυτή η περίπτωση είναι µη-τερµατική 
   } 

// Rotate: u is a 1-child, rotate at s, promote s and //demote 
p.  If t is 

   // missing, demote p again. 
   else if (rank_diff_u == 1) { 
    rotate(s, left_child); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++;     
    update_rank(s, 1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    update_rank(p, -1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    if (t == NULL) { 
     update_rank(p, -1); 
     // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
     rebalancing_cost++;     
    } 

// ο p δεν είναι 1,1-node εκτός αν είναι φύλλο µε 
//rank 0 
assert(!check_ij_node(p, 1, 1) || (is_leaf(p) && (p-
>rank == 0))); 
// ο κόµβος s είναι 1,2-node, ή ο p είναι φύλλο και //ο 
s είναι 2,2-node. 
assert(check_ij_node(s, 1, 2) || (is_leaf(p) && 
check_ij_node(s, 2, 2))); 

    break; 
   } 

// Double rotate: t is a 1-child and u is a 2-child, //rotate at t 
twice, 

   // promote t twice, demote s, and demote p twice. 
   else { 
    assert(t != NULL); 
    assert((rank_diff_t == 1) && (rank_diff_u == 2)); 
    rotate(t, !left_child); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    rotate(t, left_child); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    update_rank(t, 2); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 
    update_rank(s, -1); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++; 



    update_rank(p, -2); 
    // αύξηση του rebalancing_cost κατά ένα 
    rebalancing_cost++;     
    // t is a 2,2 node. 
    assert(check_ij_node(t, 2, 2)); 
    // p and s are not 2,2-nodes. 

assert(!check_ij_node(p, 2, 2) && !check_ij_node(s, 2, 
2)); 

    break; 
   } 
  } 
 } 
} 
 
 
// αναζήτηση ενός στοιχείου µε βάση το κλειδί του, αν δεν βρεθεί το   
// στοιχείο επιστρέφεται το τελευταίο στοιχείο κατά µήκος του µονοπατιού  // 
αναζήτησης  
 
Tree * access(int key) { 
 assert(root != NULL); 
 Tree * x = root, * prev_x=NULL; 
 while ((x != NULL) && (x->key != key)) { 
  prev_x = x; 
  if (compare_key(key, x) < 0) { 
   x = x->left; 
  } 
  else { 
   x = x->right; 
  } 
  // αύξηση του access_cost κατά ένα 

access_cost++; 
 } 
   

// το στοιχείο δεν βρέθηκε και επιστρέφουµε το τελευταίο στοιχείο  
// κατά µήκος του µονοπατιού αναζήτησης 

 if (x == NULL) { 
  assert(prev_x != NULL); 
  x = prev_x; 
 } 
 return x; 
} 
 
 
// εισαγωγή ενός στοιχείου µε βάση το κλειδί του.(αν δεν έχει δηµιουργηθεί 
 // δέντρο είναι το πρώτο στοιχείο που εισέρχεται) 
// και επιστρέφεται το νέο εισερχόµενο στοιχείο 
 
Tree * insert(int key) { 
 Tree * p; 
 // αν υπάρχει δέντρο ελέγχω αν το στοιχείο υπάρχει ήδη 
 if (root != NULL) { 



  p = access(key); 
  if (p->key == key) { 

printf("Warning: an item with key %d already exists in tree 
with root key %d\n", key, root->key); 

   return NULL; 
  } 
 } 
        Tree * new = (Tree *)malloc(sizeof(Tree)); 
 if (new == NULL) { 
  printf("Error: ran out of space\n"); exit(1); 
 } 
 // δηµιουργούµε ένα νέο στοιχείο µε το συγκεκριµένο κλειδί 
 //memset(new, (int)NULL, sizeof(*new)); 
        new->key = key; 
 set_rank(new, 0); 
 new->check = IN_TREE_ID; 
 // εισάγουµε το στοιχείο µέσα στο δέντρο αν υπάρχει δέντρο 
 if (root != NULL) { 

// ο p πρέπει να δείχνει στον πατέρα του νέου στοιχείου στο 
//δέντρο 

  assert((p != NULL) && (p->key != key)); 
  if (compare(new, p) < 0) { 
   assert(p->left == NULL); 
   p->left = new; 
  } 
  else { 
   assert(p->right == NULL); 
   p->right = new; 
  } 
  new->parent = p; 
  rebalance_ins(new); 

// ενηµερώνουµε το δείκτη στη ρίζα και αν έχει αλλάξει η  ρίζα // 
πρέπει να αλλάξουµε και το δείκτη προς τον πατέρα της ρίζας 

  // 
  if (root->parent != NULL) { 
   root = root->parent; 
  } 
  assert(root->parent == NULL); 
 } 
 else { 
  root = new; 
 } 
 return new; 
} 
 
//διαγράφουµε το στοιχείο από το δέντρο, επιστρέφουµε ένα δείκτη προς το 
//διαγραµµένο κόµβο ο οποίος µπορεί να µην είναι ίδιος µε αυτόν που δώσαµε  
//σαν παράµετρο στην συνάρτηση  
Tree * delete(Tree * x) { 
 assert((x != NULL) && (root != NULL)); 
 // αποτυγχάνει η αναζήτηση αν αυτός είναι ήδη διαγραµµένος 
 if (x->check != IN_TREE_ID) { 



printf("Warning: Attempting to delete a previously deleted 
item!\n"); 

  return NULL; 
 } 

// εάν ο x έχει δύο (non-missing)παιδιά τον αλλάζουµε µε τον //απόγονο 
του 

 if ((x->left != NULL) && (x->right != NULL)) { 
  Tree * s = x->right; 
  while (s->left != NULL) { 
   s = s->left; 
  } 
  swap(x,s); 
  // το στοιχείο προς διαγραφή είναι το s 
  x = s; 
 } 
 // σε αυτό το σηµείο ο x δεν έχει δύο (non-miising) παιδιά 
 assert((x->left == NULL) || (x->right == NULL)); 
 // εάν ο x είναι φύλλοαντικαθίσταται από άνα missing node(NULL)  
 // αν ο x έχει µόνο ένα παιδί αντικαθίσταται από το παιδί του 
 Tree * p = x->parent; 
 Tree * replace = NULL; 
 if ((x->left == NULL) ^ (x->right == NULL)) { 
  replace = (x->left == NULL) ? x->right : x->left; 
  // The replacement node's parent is x's parent. 
  replace->parent = p; 
 } 
 if (p != NULL) { 
  if (p->left == x) { 
   p->left = replace; 
  } 
  else { 
   p->right = replace; 
  } 
  rebalance_del(replace, p); 

// ενηµερώνουµε το δείκτη στην ρίζα και αν έχει αλλάξει η ρίζα 
//πρέπει να αλλάξουµε και το δείκτη προς την ρίζα 

     
  if (root->parent != NULL) { 
   root = root->parent; 
  } 
  assert(root->parent == NULL); 
 } 

// εάν ο πατέρας είναι κενός τότε ο root node διαγράφηκε και  
// πρέπει να ενηµερώσουµε τον root pointer 

  
 else { 
  root = replace; 
 } 

// διαγράφουµε το IN_TREE_ID πριν επιστρέψουµε το διαγραµµένο 
//στοιχείο 

 x->check = 0; 
 return x; 



}  
int main (int argc, char *argv[]){ 
 
int a1, count_ins=0, count_del=0; 
int i, j, b[50000]; 
FILE *f1 ,*f2, *f3; 
f1=fopen(argv[1],"w");if(f1==NULL)exit(1); 
f2=fopen(argv[2],"w");if(f2==NULL)exit(1); 
f3=fopen(argv[3],"w");if(f3==NULL)exit(1);  
 while(1) { 

printf("διάλεξε επιλογή\nγια ΑΝΑΖΗΤΗΣΗ  1\nγια ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 2\nγια ∆ΙΑΓΡΑΦΗ   3\nγια ΚΛΕΙΣΙΜΟ αλλο\n"); 

         scanf("%d",&a1); 
         if (a1==1){ 
   printf("η επιλογή είναι ΑΝΑΖΗΤΗΣΗ\n");  
   int k,l,a[10]; 
   //δηµιουργώ τυχαίους αριθµούς     
   for(k=0;k<10;k++){ 
    a[k]=rand()%10; 
    //ελέγχω να µην είναι οι ίδιοι     
    for(l=0;l<k;l++){ 
     if(a[k]==a[l]){k--;} 
    } 
   }          
   for(k=0;k<10;k++){  
   Tree *t0=access(a[k]); 

//εκτύπωση µονοπατιού που οδηγεί στον κόµβο αναζήτησης
 Tree *t2 = root; 

fprintf(f1,"root\t%d\tme\trank\t%d\n",root->key, 
root->rank);      

    while ((t2 != NULL) && (t2->key != a[k])) { 
    if (t2->key > a[k]) { t2 = t2->left; } 
        else /* t->key < a[k] */ { t2 = t2->right; }  
  
    //fprintf(f1,"node\t%d\tme\trank\t%d\n",t2->key, 

t2->rank);    
    } 
          fprintf(f1,"το κόστος αναζήτησης είναι\t%d\n\n",access_cost); 
   access_cost=0; 
   } 
  } 
  else if (a1==2){ 
   printf("η επιλογή είναι ΕΙΣΑΓΩΓΗ"); 
             
   //δηµιουργώ τυχαίους αριθµούς     
   for(i=0;i<50000;i++){ 
    b[i]=rand(); 
    //ελέγχω να µην είναι ίδιοι     
    for(j=0;j<i;j++){ 
     if(b[i]==b[j]){i--;} 
    } 
   } 



   for(i=0;i<50000;i++){ 
   count_ins++;  
   Tree *t1=insert(b[i]); 
   //fprintf(f2,"node\t%d\tme\trank\t\t%d\n",t1->key, 

//t1->rank); 
   //fprintf(f1,"%d\n",access_cost+rebalancing_cost);   
   Total_insertion_cost +=(access_cost+rebalancing_cost); 
   //fprintf(f2,"%d\n",Total_insertion_cost); 

//fprintf(f3,"%.2f\n",(float)Total_insertion_cost/count_ins);
    

   access_cost=0; 
   rebalancing_cost=0; 
   } 
   
  } 
 
  else if (a1==3){ 
                     
   printf("η επιλογή είναι ∆ΙΑΓΡΑΦΗ\n”); 
                //i=0,j=0; 
   //δηµιουργώ τυχαίους αριθµούς     
   //for(i=0;i<5000;i++){ 
    //b[i]=rand(); 
    //ελέγχω να µην είναι ίδιοι     
    // for(j=0;j<i;j++){ 
    //  if(b[i]==b[j]){i--;} 
    // } 
    //} 
 
   //αναζήτηση του item που διαγράψαµε 
   for(i=0;i<5000;i++){    
   count_del++;    
   Tree *t3=root; 
   while ((t3 != NULL) && (t3->key != b[i])) { 
    if (t3->key > b[i]) { t3 = t3->left; } 
    else /* t->key < z[x] */ { t3 = t3->right; } 
    access_cost++;     
   } 
   Tree *t4=delete(t3); 

//fprintf(f3,"o node που διαγράφηκε είναι ο\t\t //%d",z[x]); 
   fprintf(f1,"%d\n",access_cost+rebalancing_cost);   
   Total_deletion_cost += (access_cost+rebalancing_cost);
   
   fprintf(f2,"%d\n",Total_deletion_cost); 

         fprintf(f3,"%.2f\n",(float)Total_deletion_cost/count_del); 
   

   access_cost=0; 
   rebalancing_cost=0;   
   }      
  }   
  else    { return 0;}  
 } 



 
} 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


