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Πεϱίληψη

Τον 19ο αιώνα η κλασική ϕυσική που επικϱατούσε, αδυνατούσε να αντιµετωπίσει όλα τα

Ϲητήµατα των άλλων επιστηµών που πϱοέκυπταν. Εποµένως επαναστάτησε η Σύγχϱονη

Φυσική και συγκεκϱιµένα η χϱήση της Κϐαντικής Θεωϱίας. ΄Ενα ενδιαϕέϱον ϑέµα πϱός

µελέτη, ήταν αυτό της ακτινοϐολίας µέλανος σώµατος. ΄Εγιναν απόπειϱες πϱοσέγγισης

απο τον Wien, τους Stefan–Boltzmann και τους Rayleigh–Jeans, των οποίων οι νόµοι

που εϕαϱµόστηκαν δεν κατέληξαν σε οϱϑό συµπέϱασµα. Αϱγότεϱα ο Max Planck είχε

την ιδέα της κϐάντωσης της ενέϱγειας όπου κατέληξε σε ακϱιϐή πϱοσέγγιση. Στόχος

της διπλωµατικής εϱγασίας είναι να παϱουσιαστούν αναλυτικά οι ϐασικοί υπολογισµοί

της ϑεωϱίας του µέλανος σώµατος, να γίνουν τα απαϱαίτητα γϱαϕήµατα των νόµων που

πϱοαναϕέϱαµε καϑώς και να δoϑούν παϱαδείγµατα και εϕαϱµογές που µποϱούµε να

συναντήσουµε στην καϑηµεϱινή µας Ϲωή.

Λέξεις Κλειδιά: Κβαντική Θεωρία, ϑερµική ακτινοβολία, µέλαν σώµα, Planck, σύγχϱονη

ϕυσική, ηλεκτροµαγνητικά κύµατα.
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Abstract

In the 19th century, the prevailing classical physics was unable to deal with all the

issues of the other sciences that arose. Therefore, Modern Physics revolutionized

and specifically the use of Quantum Theory. An interesting topic to study, was that

of blackbody radiation. Approaches were attempted by Wien, Stefan{Boltzmann and

Rayleigh{Jeans, whose laws that were applied did not reach a correct conclusion. Later

Max Planck had the idea of quantization of energy where he came with at an accurate

approximation. The aim of the thesis is to present in detail the basic calculations of the

black body theory, to make the necessary graphs of the laws which mentioned above

as well as to give examples and applications that we can encounter in our daily life.

Keywords: Quantum Theory, thermal radiation, black body, Planck, Modern Physics,

electromagnetic waves.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγή

Αυτό το κεϕάλαιο συνϑέτει µια πεϱιεκτική εισαγωγή στην ϑεµατική ενότητα της Κλασικής

και Σύγχϱονης Φυσικής. ΑϱχίϹουµε µε µια ιστοϱική αναδϱοµή στην αναγκαιότητα που

πϱοέκυψε να µεταϐούµε από την Κλασική στη Σύγχϱονη Φυσική. Στην συνέχεια γίνεται

λόγος στη διαίϱεση της Σύγχϱονης Φυσικής σε Κϐαντικές Θεωϱίες καϑώς και στις Θεωϱίες

της Σχετικότητας. Εποµένως η Θεωϱία της Σχετικότητας ( Ειδική και Γενική) ϑα µποϱούσε

να ενταχϑεί µε την ευϱύτεϱη έννοια στο γενικό πλαίσιο της Κλασικής Φυσικής. Κάτι τέτοιο,

δεν ισχύει για την κϐαντική ϑεωϱία η οποία από κάϑε σκοπιά υπήϱξε µια πϱαγµατική

επανάσταση που άλλαξε ολοκληϱωτικά τον τϱόπο µε τον οποίο αντιλαµϐανόµαστε και

πεϱιγϱάϕουµε τα ϕυσικά ϕαινόµενα.
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1.1 Ιστοϱική αναδϱοµή

Τον 17ο αιώνα ο Ιsaac Newton και πολλοί άλλοι επιστήµονες ερµήνευσαν την κίνηση των

σωµάτων. Η Κλασική Μηχανική αποτελείται από τις κινήσεις όλων των σωµάτων, από

ένα µπαλάκι του τένις µέχϱι τους πλανήτες, πϱάγµα το οποίο παρατηρείται στην καθη-

µερινή µας εµπειρία, στον µακϱόκοσµο. Στο µικϱόκοσµο όµως, στην µελέτη των ατόµων

και των µοϱίων, τα πράγµατα αλλάζουν. Η Κλασική Μηχανική δεν µποϱεί να περι-

γράψει τα ϕαινόµενα σε αυτή την κλίµακα και εποµένως εισάγεται η Κβαντική Μηχανική.

Στις αρχές του προηγούµενου αιώνα η Κβαντική Θεωρία άϱχισε, µε τις ιδέες των de

Βrοglie, Schrödinger, Heisenberg, Planck και άλλων ϕυσικών. ΄Ετσι λοιπόν η Κβαν-

τοµηχανική ξεκινάει από την Πυϱηνική και Ατοµική Φυσική, τα Κβαντικά ϕαινόµενα

Σήραγγας, τη Σύγχϱονη Χηµεία, την εξήγηση του Περιοδικού Πίνακα, τα Transistors,

την Αστροφυσική, την Υπεραγωγιµότητα, τα Laser, τις µαύϱες τϱύπες και την ακτινοβολία

Hawking. Μελετώντας την συµπεριφορά των Κβαντικών αντικειµένων, αντιλαµβανόµαστε

όλες τις µορφές της ύλης, από τους Υπεραγωγούς µέχϱι τους Αστέϱες Νετϱονίων [Bonacci,

2021].

΄Οµως στο τέλος του 19ου αιώνα οι ϕυσικοί ϑεωρούσαν πως δεν πϱόκειται να ανακαλυϕϑεί

τίποτα σπουδαίο, γιατί είχαν πραγµατοποιηθεί οι µεγάλες ανακαλύψεις και η επιστήµη

της Φυσικής είχε οδηγηθεί στον τελικό της σκοπό, να ερµηνεύσει τον υλικό κόσµο που µας

πεϱιϐάλλει. Μετά από κάποια διαδικασία πολλών αιώνων που όλοι οι νόµοι ενώϑηκαν και

συνδέϑηκαν περιγράφονταν από εξισώσεις που έδειχναν την εξήγηση όλων των ϕυσικών

ϕαινοµένων. Συγκεκριµένα ο Τϱαχανάς [Τϱαχανάς, 2005] υποστηρίζει τη δήλωση του

Michelson το 1899 ότι "οι σηµαντικότεροι ϑεµελιώδεις νόµοι και περιστατικά της επιστήµης

της ϕυσικής έχουν ανακαλυϕϑεί και σήµεϱα είναι εδραιωµένοι µε τόση σταθερότητα, ώστε

η πεϱίπτωση να αντικατασταθούν κάποια στιγµή εξαιτίας νέων ανακαλύψεων ϕαίνεται

πολύ µακϱινή". Την επόµενη κιόλας χϱονιά διατυπώνεται από τον Planck η ϑεωρία των

Κϐάντα και πέντε χρόνια αϱγότεϱα διατυπώνεται από τον Einstein o Κυµατοσωµατιδιακός

∆υϊσµός του ϕωτός, ϐασιζόµενος στα Κϐάντα του ϕωτός.

ΥποστηϱίϹεται ότι η Κβαντική Μηχανική γεννήθηκε ακϱιϐώς το 1900. ΄Ετσι ξεκινά η

δεύτεϱη επιστηµονική επανάσταση στη Φυσική που σηµατοδοτεί την εµφάνιση της Σύγχϱονης

Φυσικής [Velentzas et al., 2007]. Μπαίνουν τα ϑεµέλια για δύο από τις ϐασικότεϱες ϑεω-

ϱίες του 20ου αιώνα, της Κβαντοµηχανικής και λίγο αϱγότεϱα της Ειδικής Θεωρίας της
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Σχετικότητας. Μάλιστα ο Rovelli [Rovelli, 2005] επισηµαίνει πως "αν ο Planck ϑεωρείται

πατέϱας της (Κβαντικής) Θεωρίας, ο Einstein είναι ο γονιός που την µεγάλωσε". Αϱγότεϱα

ϑα προκύψουν πολλές επιστηµονικές αντιπαραθέσεις που αϕοϱούν το περιεχόµενο και

την ερµηνεία της. Αυτή όµως που ξεχώρισε ήταν ανάµεσα στους µεγαλύτερους Φυσικούς

του 20ου αιώνα, τον Bohr και τον Einstein. Πιο συγκεκριµένα εκφράζοντας δύο δι-

αφορετικές σχολές ξεκίνησαν από τη διαφορετική ερµηνεία της Κβαντοµηχανικής και

στη συνέχεια διατύπωσαν δύο διαφορετικές ϕιλοσοϕικές ϑέσεις σχετικές µε την ερµηνεία

της πραγµατικότητας. Με την ίδια λογική δηµιουργείται η ερµηνεία της Κοπεγχάγης

η οποία παϱουσιάϹει µια νέα ερµηνεία του ϕυσικού κόσµου. Ο Bohr ϑεωρούσε ότι η

Κβαντική Μηχανική ϑεωρείται µια ολοκληϱωµένη, ϑεµελιώδης ϑεωρία της ϕύσης, και

στήϱιξε τη ϑεωρία του στην πεποίθηση αυτή, όπου κατέληξε στην παϱακάτω άποψη: "∆εν

υπάρχει Κβαντικός κόσµος. Υπάρχει µόνο µια Κβαντοµηχανική περιγραφή". ΄Ετσι δεν

µποϱούµε να ϑεωρούµε ότι στόχος της ϕυσικής είναι η ανακάλυψη της ϕύσης. Η ϕυσική

σχετίζεται µε το τι µποϱούµε να εννοήσουµε για τη ϕύση [Petersen, 1963]. Ο Einstein,

επέλεξε την εναλλακτική προσέγγιση και στήϱιξε τη δική του εκτίµηση όσον αϕοϱά την

Κβαντική Μηχανική, ϑεωρώντας σίγουρο ότι υπάρχει µια πραγµατικότητα παϱότι αναγ-

νώριζε τη συνέπεια και τη συµφωνία της Κβαντοµηχανικής µε τα πειραµατικά δεδοµένα.

Εποµένως, δε ϑα µποϱούσε να αποδεχθεί την ϑεωρία της Κοπεγχάγης και ισχυϱίστηκε ότι

"το εγχείϱηµα που ονοµάζουµε επιστήµη έχει ϐασικό σκοπό να ορίσει το τι υπάρχει" [Ein-

stein, 2011].

1.2 Κλασική και Σύγχϱονη Φυσική

Στα τέλη του 19ου αιώνα η Φυσική εκείνης της εποχής, δηλαδή αυτό που λέµε σήµεϱα

Κλασική Φυσική, ϑεωρούνταν αµετάβλητη. Οι ϕυσικοί της τότε εποχής πίστευαν πως όλα

τα ϑεµελιώδη ϑέµατα είχαν ήδη λυθεί. Η κατανόηση κάποιων ϕαινοµένων ήταν πϱόϐληµα

µιας εφαρµογής των ϐασικών ϑεµελιωδών αρχών και επίλυσης των ϐασικών διαφορικών

εξισώσεων που αναϕέϱονται στους ϑεµελιώδεις νόµους της Φύσης. Η άποψη αυτή υπ-

οστηρίζονταν, εκτός από τις µεγάλες επιτυχίες της Κλασικής Μηχανικής στην ανάλυση

των ουϱανίων σωµάτων και από τις υπόλοιπες ϕυσικές επιστήµες. Η Κινητική Θεωρία

δηλαδή συνέδεσε τη Στατιστική Μηχανική µε την Θερµοδυναµική. Με τον ίδιο τϱόπο, η

Ηλεκτροµαγνητική Θεωρία του Maxwell συνέδεσε τα ηλεκτρικά και µαγνητικά ϕαινόµενα
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µε τα οπτικά ϕαινόµενα, αποδεικνύοντας ότι το ϕως είναι Ηλεκτροµαγνητική Ακτινοβολία.

Τέλη του 19ου και αρχές του 20ου αιώνα , πϱοέκυψαν κάποια αποτελέσµατα από πειρά-

µατα που ήταν αδύνατον να ερµηνευθούν µε την εφαρµογή των γνωστών ϐασικών ϑεω-

ϱιών. Χϱειάστηκε τότε να αναθεωρηθούν αυτές οι ίδιες ϐασικές αρχές και αυτό είχε ως

αποτέλεσµα δυο διαφορετικές "επαναστάσεις" στη ϕυσική: Τη Θεωρία της Σχετικότητας

και τη Θεωρία των Κϐάντα (που αϱγότεϱα διαµορφώθηκε στην Κβαντοµηχανική). Στην

πραγµατικότητα η Θεωρία της Σχετικότητας και η Θεωρία των Κϐάντα δεν ήταν µόνο δύο

καινούργιες ϑεωρίες. ΄Ηταν ειϱηνικές επαναστάσεις που επέϕεϱαν ϱιϹικές µεταϐολές στον

τϱόπο που καταλαβαίνουµε και σχεδιάζουµε τον ϕυσικό κόσµο. Οι αλλαγές αυτές που

σήµεϱα είναι στη ϐάση όλης της Σύγχϱονης Φυσικής, είναι δύσκολο να παϱατηϱηϑούν

επειδή είναι αισϑητές σε συνθήκες µακϱιά από την καθηµερινή εµπειρία. Οι αλλαγές

που ϕέϱνει η Θεωρία της Σχετικότητας ξεκινούν να είναι αισϑητές για µεγάλες ταχύτητες

που προσεγγίζουν την ταχύτητα του ϕωτός στο κενό c = 300.000 km s−1. Οι αλλαγές

που ϕέϱνει η Κβαντική Θεωρία – Κβαντοµηχανική αϕοϱούν µικϱοσκοπικά αντικείµενα

µε τυπικές διαστάσεις µεϱικών Ångstrom, Å (1Å =10−10 m) ή και µικϱότεϱες. Θα πϱέπει

να επισηµάνουµε πως ενώ η Θεωρία της Σχετικότητας άλλαξε ϱιϹικά σηµαντικούς νόµους

και απόψεις της Κλασικής Φυσικής, η Κβαντική Θεωρία άλλαξε επίσης επαναστατικά τον

τϱόπο µε τον οποίο αντιλαµβανόµαστε και περιγράφουµε τη Φύση. Εποµένως, η Θεω-

ϱία της Σχετικότητας, ϑα µποϱούσε να ϑεωρηθεί ότι ϐρίσκεται πιο κοντά στην Κλασική

ϕυσική από την Κβαντική Θεωρία. Η Κβαντική Θεωρία, που ξεκίνησε την ίδια πεϱίπου

εποχή µε την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας (1905), ϐελτιώϑηκε και ολοκληϱώϑηκε δι-

αδοχικά σε Κβαντοµηχανική, Σχετικιστική Κβαντοµηχανική και Κβαντική Θεωρία Πεδίου.

Η Κβαντική Θεωρία από τις αρχές του 20ου αιώνα µέχϱι την πλήϱη ϑεµελίωση της Κβαν-

τοµηχανικής πεϱίπου είκοσι πέντε χρόνια αϱγότεϱα, είναι ονοµαστή ως Παλαιά Κβαντική

Θεωρία. Η Παλαιά Κβαντική Θεωρία περιέχει ένα πολύ µεγάλο µέϱος από τη Φυσική και

τον πλούτο των ιδεών της Κβαντοµηχανικής, χωϱίς τον σύνθετο µαθηµατικό ϕορµαλισµό

της τελευταίας. [Serway et al., 2004]

1.3 Παλαιά Κϐαντική Θεωϱία

΄Οταν δηµιουϱγήϑηκε η Κβαντική ϑεωρία, αποτελούνταν από συµπεράσµατα των πϱώτων

ιδεών σχετικά µε την ιδέα της κβάντωσης και αποτέλεσε αϕετηϱία για την κατασκευή
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της Σύγχϱονης Κβαντοµηχανικής. Ωστόσο η Παλαιά κβαντική Θεωρία δεν ϑεωρήθηκε

ότι πϱοέκυψε ή συνεχίστηκε από την Κλασική Θεωρία ή ότι ήταν προαπαιτούµενη για

την µοϱϕή που έχει σήµεϱα [Styer, 2000]. Παϱόλο τις επιτυχίες της, η πϱώτη Κβαντική

Θεωρία αντιµετώπιζε πολλά προβλήµατα. ΄Ενα ϐασικό πϱόϐληµα που ήταν αναγκαίο να

λυθεί ήταν η επιµονή στο µοντέλο κβάντωσης των ατοµικών ενεργειακών σταθµών, όπου

ο Bohr δεν το είχε αποδείξει αλλά το είχε αποδεχθεί. Επίσης είχε αποδεχθεί και ότι στις

επιτϱεπόµενες τροχιές το άτοµο δεν ακτινοβολεί (γεγονός που ϑεωρεί τις τροχιές σταθερές).

΄Ενα ακόµη πϱόϐληµα ήταν ότι δεν µποϱούσε να προβλέψει τις εντάσεις και τις πολώσεις

των ακτινοβολιών που εκπέµπονται από τα άτοµα. Την ίδια ακϱιϐώς εποχή που διατύπωσε

µια ϑεωρία µαϹί µε τον Sommerfeld, ο Bohr πϱοέϐλεπε µε ακϱίϐεια τις µεταβάσεις στα

άτοµα υδρογόνου. Το 1923 έως 1924 ήταν ένας χϱόνος που τα προβλήµατα από πειρά-

µατα και γενικά η δυσαϱέσκεια για την δοµή της κβαντικής ϑεωρίας αντιµετώπιζαν κϱίση.

Στην Παλαιά Κβαντική Θεωρία, η Κλασική Φυσική συνέχιϹε να υφίσταται, συµπεριλαµ-

ϐανοµένη την έννοια της κβάντωσης για κάποια ϕυσικά µεγέϑη, όπως την ενέϱγεια. Η

ένωση Κλασικών και µη Κλασικών υποθέσεων, δείχνει πως αποτελούσε ϐασικό µειονέκ-

τηµα της πϱώτης κβαντικής ϑεωρίας. Η προσπάθεια των επιστηµόνων να ξεπεϱαστεί η

κϱίση αυτή αϕοϱούσε την ϐασική αϱχή της ϑεωρίας που ήταν ϕυσικά το ατοµικό µοντέλο

του Bohr, το οποίο απαιτούσε απαϱαίτητα κάποιου είδους επιπλέον εξήγηση που δεν ϑα

είχε κλασική πϱοέλευση [Kragh, 2004]. Το 1923 ο Born έγϱαϕε "Το όλο σύστηµα της

ϕυσικής απαιτεί ανασυγκρότηση από την αϱχή". Σε µια εργασία του το 1924 ο Born

εισήγαγε για πϱώτη ϕοϱά τον όϱο "Κβαντική Μηχανική" και πίστευε πως η ϑεωρία αυτή

ϑα αντικαθιστούσε στο µέλλον την ατοµική ϑεωρία Bohr – Sommerfeld [Kragh, 2004].

1.4 Γένεση της Κϐαντικής Θεωϱίας

Στην ποϱεία µιας επιτυχηµένης προσπάθειας να επιλύσει ορισµένες αντιφάσεις ανάµεσα

στο παρατηρούµενο ενεργειακό ϕάσµα της ϑερµικής ακτινοβολίας και στις προβλέψεις

της κλασικής ϑεωρίας, ο Planck οδηγήϑηκε στην ιδέα ότι ένα σύστηµα, που εκτελεί

απλές αρµονικές ταλαντώσεις, µποϱεί να έχει ενέϱγειες, οι οποίες είναι ακέϱαια πολ-

λαπλάσια ενός ορισµένου πεπερασµένου ποσού ενέϱγειας (1901). Μια συγγενική ιδέα

εφαρµόστηκε αϱγότεϱα από τον Einstein, στην ερµηνεία του ϕωτοηλεκτρικού ϕαινοµέ-

νου (1905) και από τον Bohr σε µια ϑεωρία που πρόβλεψε µε µεγάλη ακϱίϐεια πολλά
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από τα σύνθετα χαρακτηριστικά των ατοµικών ϕασµάτων (1913). Το έϱγο των τϱιών αυτών

ϕυσικών, µαϹί µε τις µεταγενέστερες εργασίες των de Broglie, Schroedinger και Heisem-

berg (1925), συγκροτούν τη λεγόµενη Κβαντική Θεωρία. Η ϑεωρία αυτή, µαϹί µε τη

Θεωρία της Σχετικότητας, περιέχουν τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά της Σύγχϱονης

Φυσικής [Eisberg, 1995]. Σήµεϱα η έννοια της Κβαντικής Θεωρίας περιλαµβάνει, όπως

ϕαίνεται και στο Σχήµα 1.1 :

• Τη µη Σχετικιστική Κβαντοµηχανική, η οποία αποτελεί µια έµπεριστατωµένη και

πολύ καλά ϑεµελιωµένη κατηγορία της Παλαιάς Κβαντικής Θεωρίας. Η Κβαν-

τοµηχανική περιγράφει πλήϱως σωµατίδια του µικρόκοσµου µε ταχύτητες µικϱότεϱες

από την ταχύτητα του ϕωτός στο κενό.

• Τη Σχετικιστική Κβαντοµηχανική, η οποία συνδυάζει τις ϐασικές ιδέες της Κβαν-

τοµηχανικής και της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας. Περιγράφει σωµατίδια µε

ταχύτητες µικϱότεϱες της ταχύτητας του ϕωτός στο κενό.

• Την Κϐαντική Θεωϱία Πεδίου που είναι χϱήσιµη στο να πεϱιγϱάψει αλληλεπιδϱάσεις

µεταξύ σωµατιδίων του µικϱόκοσµου όπου λόγω αυτών αλλάϹει και το πλήϑος των

σωµατιδίων. Μια αϱκετά µεγάλη επιτυχία της Κϐαντικής Θεωϱίας Πεδίου είναι η

λεπτοµεϱής πεϱιγϱαϕή του ηλεκτϱοµαγνητικού πεδίου και ο τϱόπος µε τον οποίο

αλληλεπιδϱούν τα ηλεκτϱόνια µε αυτό.

• Την Κϐαντική Βαϱύτητα η οποία είναι ένας συνδυασµός της Γενικής Θεωϱίας της

Σχετικότητας µε την Κϐαντική Θεωϱία πεδίου. Αυτή η ϑεωϱία είναι χϱήσιµη στην

Κοσµολογία για την πεϱιγϱαϕή των αϱχικών ϐηµάτων στην αλλαγή του σύµπαντος

[Perivolaropoulos, 2015].
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Σχήµα 1.1. ∆ιαίϱεση της Φυσικής.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Ιδιότητες της ακτινοϐολίας

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα εξηγήσουµε την έννοια της ϑερµικής ακτινοβολίας καθώς και τις

ιδιότητες της. Θα αναφερθούµε στο ϕάσµα της ακτινοβολίας, όπου λόγω της ϑεϱµοκϱασίας

ϐλέπουµε τα σώµατα είτε πιο έντονα, είτε αµυδρά. Στη συνέχεια ϑα γίνει µια σύντοµη

περιγραφή στη διαδικασία εκποµπής και απορρόφησης της ακτινοβολίας από επιϕάνειες.

΄Ολα τα ϑεϱµά σώµατα έχουν την ικανότητα αυτή λόγω των επιταχύνσεων των ηλεκτρικών

ϕοϱτίων, που οφείλεται σε ϑερµική αναταϱαχή στην επιϕάνεια τους. ΄Οταν η εκποµπή και

η απορρόφηση της ακτινοβολίας γίνουν ίσες, τότε µιλάµε για ϑερµική ισορροπία.
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2.1 Ιδιότητες της ακτινοϐολίας

Μέσω της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας µποϱούν να ερµηνευτούν πολλά ϕαινόµενα

και νόµοι στη Φυσική. ΄Εχει παϱατηϱηϑεί ότι το εύϱος της περιοχής των συχνοτήτων

της είναι αρκετά µεγάλο. Πιο συγκεκριµένα το ϕάσµα της ακτινοβολίας ϕτάνει µέχϱι

το µέγεθος των είκοσι τάξεων, όπως διακρίνουµε στο παϱακάτω Σχήµα 2.1. Σε αυτό το

συνολικό ϕάσµα, η περιοχή του ορατού ϕάσµατος αποτελεί ένα µικϱό µέϱος. Επίσης,

η συχνότητα ή ισοδύναµα το µήκος κύµατος καθορίζουν τις πηγές που εκπέµπουν µόνο

σε µία συχνότητα( µονοχρωµατικές πηγές). Τα ϕαινόµενα που έχουν σχέση µε την ηλεκ-

τροµαγνητική ακτινοβολία όπως τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα, αποτελούνται από ένα

ολόκληϱο ϕάσµα συχνοτήτων, για την περιγραφή των οποίων, απαιτείται συγκεκριµένη

διάταξη. Τα οπτικά ϕάσµατα διακρίνονται σε συνεχή και γραµµικά(διακϱιτά). Στα συνεχή

ϕάσµατα ανήκουν οι συχνότητες που ϐρίσκονται σε ένα πεπερασµένο διάστηµα, ενώ αντι-

ϑέτως στα γραµµικά ϕάσµατα ανήκουν µόνο συγκεκριµένες συχνότητες. Για να περιγράψ-

ουµε ένα ϕάσµα µποϱούµε να κατασκευάσουµε ένα διάγραµµα της έντασης συναρτήσει

της συχνότητας ή του µήκους κύµατος για ένα διακριτό ϕάσµα ή της συνάϱτησης ϕασ-

µατικής κατανοµής για ένα συνεχές ϕάσµα όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.2 [Atkins et al.,

2014] .

2.2 Θεϱµική ακτινοϐολία

∆ιακϱίνουµε τα πεϱισσότεϱα αντικείµενα από το ϕως που αντανακλάται από αυτά. Σε

αϱκετά υψηλές ϑεϱµοκϱασίες, ωστόσο, τα σώµατα γίνονται αυτόϕωτα και µποϱούµε να

τα δούµε να λάµπουν στο σκοτάδι. Τα νήµατα λαµπτήϱων πυϱακτώσεως και οι ϕωτιές

είναι γνωστά παϱαδείγµατα. Αν και ϐλέπουµε τέτοια αντικείµενα από το οϱατό ϕως που

εκπέµπουν, δεν χϱειάϹεται να παϱαµείνουµε πολύ κοντά σε µια ϕωτιά για να πιστέψουµε

ότι εκπέµπει επίσης άϕϑονα στην υπέϱυϑϱη πεϱιοχή του ϕάσµατος. Είναι πεϱίεϱγο

γεγονός ότι η κϐαντική ϕυσική, η οποία κυϱιαϱχεί στη σύγχϱονη άποψη µας για τον

κόσµο γύϱω µας, πϱοέκυψε από τη µελέτη υπό ελεγχόµενων εϱγαστηϱιακών συνϑηκών

των ακτινοϐολιών που εκπέµπονται από ϑεϱµά αντικείµενα.

Η ηλεκτϱοµαγνητική ακτινοϐολία που εκπέµπεται από ένα ϑεϱµό (δηλαδή T > 0K ) σώµα

λόγω της ϑεϱµοκϱασίας του, ονοµάϹεται ϑεϱµική ακτινοϐολία. Σχεδόν όλα τα σώµατα που
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Σχήµα 2.1. Φάσµα ακτινοϐολίας εξαϱτώµενο από το µήκος κύµατος και τη συχνότητα.

Πηγή: [Voices, 2022]

είναι ϑεϱµά εκπέµπουν πϱος το πεϱιϐάλλον τους µία ϑεϱµική ακτινοϐολία, εξαιτίας της

ϑεϱµικής κίνησης των ϕοϱτισµένων σωµατιδίων τους. ΄Οµως ταυτόχϱονα αποϱϱοϕούν

και ανακλούν ϑεϱµική ακτινοϐολία από το πεϱιϐάλλον. ΄Οταν ένα σώµα το οποίο στην

αϱχή είναι ϑεϱµότεϱο από το πεϱιϐάλλον του τείνει να ψύχεται αϱγά, παϱόλο που δεν

ανταλλάσσει µε το πεϱιϐάλλον ϑεϱµότητα µέσω άλλων τϱόπων (αγωγή, µεταϕοϱά), διότι

ο ϱυϑµός που εκπέµπει ενέϱγεια µέσω της ηλεκτϱοµαγνητικής ακτινοϐολίας είναι πιο

µεγάλος από τον ϱυϑµό που αποϱϱοϕά ενέϱγεια. Εϕόσον στο τέλος έχει πϱαγµατοποιηϑεί

µε επιτυχία ϑεϱµική ισοϱϱοπία ο ϱυϑµός εκποµπής και ο ϱυϑµός αποϱϱόϕησης ϑα είναι

ίσοι. Αντιλαµϐανόµαστε ωστόσο ότι η ακτινοϐολία που πϱοέϱχεται από την επιϕάνεια ενός

σώµατος (σε κάποια µη µηδενική ϑεϱµοκϱασία) ϑα είναι µία ένωση εκπεµπόµενης και

ανακλώµενης ακτινοϐολίας. Αν ϑέλουµε να εξετάσουµε συγκεκϱιµένα την εκπεµπόµενη

ϑεϱµική ακτινοϐολία είναι απαϱαίτητο να εϕεύϱουµε ή να σκεϕτούµε ένα ιδανικό σώµα

για το οποίο δεν ϑα υπάϱχει καϑόλου ανακλώµενη ακτινοϐολία, δηλαδή ϑα αποϱϱοϕά

όλη την ακτινοϐολία που πϱοσπίπτει στην επιϕάνειά του. ΄Ενα τέτοιο ιδανικό σώµα είναι

το µέλαν σώµα [Salasnich, 2017].
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2.3 Φάσµα ϑεϱµικής ακτινοϐολίας

Το ϕάσµα της ϑερµικής ακτινοβολίας από ένα ϑεϱµό στεϱεό σώµα είναι συνεχές και οι λεπ-

τοµέρειες του εξαρτώνται από τη ϑεϱµοκϱασία. Αν ανεβάζουµε σταθερά τη ϑεϱµοκϱασία

ενός τέτοιου σώµατος, ϑα παρατηρήσουµε δυο πράγµατα: όσο υψηλότερη είναι η ϑεϱµοκ-

ϱασία, τόσο περισσότερη ϑερµική ακτινοβολία εκπέµπεται και στην αϱχή το σώµα ϕαίνε-

ται αµυδρά, ενώ µετά λάµπει έντονα. Επίσης όσο υψηλότερη είναι η ϑεϱµοκϱασία, τόσο

µικϱότεϱο είναι το µήκος κύµατος αυτού του τµήµατος του ϕάσµατος που ακτινοβολεί

πιο έντονα. ΄Ετσι το κυϱίαϱχο χϱώµα του ϑερµού σώµατος, µετατοπίζεται από το ϑαµπό

κόκκινο ως το έντονο κίτϱινο – πορτοκαλί σε γαλαϹωπή "λευκή ϑερµότητα". ∆εδοµένου ότι

τα χαρακτηριστικά του ϕάσµατος, εξαρτώνται από τη ϑεϱµοκϱασία, µποϱούµε να εκτιµή-

σουµε τη ϑεϱµοκϱασία ενός ϑερµού σώµατος όπως ένα αστέϱι, από την ακτινοβολία που

εκπέµπει. Το µάτι ϐλέπει κυϱίως το χϱώµα που αντιστοιχεί στην πιο έντονη εκποµπή,

στο οϱατό εύϱος. Η ακτινοβολία η οποία εκπέµπεται από ένα ϑεϱµό σώµα δεν εξαρτάται

µόνο από την ϑεϱµοκϱασία, αλλά και από το υλικό από το οποίο είναι κατασκευασµένο

το σώµα, το σχήµα του και την ϕύση της επιϕάνειας του. Σε κάϑε πεϱίπτωση ο ϱυθµός

αυξάνεται εάν η επιϕάνεια είναι τϱαχιά. [Salasnich, 2014]

2.4 Εκποµπή και αποϱϱόϕηση ακτινοϐολίας

΄Οπως έχουµε αναϕέϱει, κάϑε σώµα σε ϑεϱµοκϱασία µεγαλύτεϱη από το απόλυτο µηδέν

εκπέµπει ϑεϱµική ακτινοϐολία. Στην κλασική ϑεωϱία, αυτό µποϱεί να εµϕανιστεί σαν

αποτέλεσµα των επιταχύνσεων ηλεκτϱικών ϕοϱτίων κοντά στην επιϕάνεια, που οϕείλονται

σε ϑεϱµική αναταϱαχή. Τώϱα σε µια µοναδική επιτάχυνση, που διαϱκεί οϱισµένη χϱονική

πεϱίοδο, το πλείστον της εκπεµπόµενης ακτινοϐολίας έχει συχνότητα κατά πϱοσέγγιση

ίση πϱος το αντίστϱοϕο της πεϱιόδου και µήκος κύµατος ίσο πϱος το γινόµενο της c επί

την πεϱίοδο. Αλλά στις πολλές διαϕοϱετικές διαδικασίες επιτάχυνσης, που πϱοκαλούν

τη ϑεϱµική ακτινοϐολία, εκπέµπεται ένα ολόκληϱο ϕάσµα µηκών κύµατος. Στη ϐάση

αυτής της απεικόνισης ϑα ήταν αναµενόµενο ότι ο ϱυϑµός της εκποµπής ενέϱγειας, όταν

ολοκληϱωϑεί πάνω σε ολόκληϱο το ϕάσµα µηκών κύµατος, ϑα αυξάνει µε την άνοδο της

ϑεϱµοκϱασίας της επιϕάνειας , λόγω της αυξηµένης ϑεϱµικής αναταϱαχής, και ϑα ήταν

ανάλογος πϱος το εµϐαδόν της επιϕάνειας. ΄Ετσι ϐϱέϑηκε να ισχύει µια εµπειϱική εξίσωση

22

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/07/2024 07:47:06 EEST - 18.218.98.174



Χαϱούλα Τϱιανταϕύλλου Ακτινοϐολία Μέλανος Σώµατος

που οϕείλεται στον Stefan (1879) και εκϕϱάϹεται ως:

IT = σεT 4 . (2.1)

Η ποσότητα IT είναι η συνολική εκπεµπόµενη ενέϱγεια σε όλες τις συχνότητες ανά

δευτεϱόλεπτο και ανά cm2 από µια επιϕάνεια σε απόλυτη ϑεϱµοκϱασία T . Το ε είναι

µια σταθερά που ονοµάζεται ικανότητα εκποµπής, κυµαίνεται από 0 ως 1 και εξαρτά-

ται από τη ϕύση της εκπέµπουσας επιϕάνειας. Το σ = 5.67 × 10−8Wm−2K−4 είναι η

σταθερά Stefan – Boltzmann. Η εκπεµπόµενη ως ϑερµική ακτινοβολία ενέϱγεια προέρχε-

ται από την ενέϱγεια της ϑερµικής αναταϱαχής. Στη διαδικασία απορρόφησης της ϑερ-

µικής ακτινοβολίας από µια επιϕάνεια, αποσπάται ενέϱγεια από την προσπίπτουσα ϑερ-

µική ακτινοβολία, διαµέσου της επίδρασης της µε ηλεκτρικά ϕοϱτία, και τελικά µετα-

τρέπεται σε ενέϱγεια ϑερµικής αναταϱαχής. Υπάρχει µια ενδιαφέρουσα σχέση ανάµεσα

στην ικανότητα µιας επιϕάνειας ως εκποµπού ϑερµικής ακτινοβολίας, όπως µετριέται

από την ε, και την ικανότητα της ως απορροφητή. Η τελευταία ιδιότητα µετριέται µε µια

σταθερά, που ονοµάζεται απορροφητικότητα α και ορίζεται ως ο λόγος της ολικής ϑερ-

µικής ενέϱγειας, που απορροφάται από την επιϕάνεια, πϱος την ολική ϑερµική ενέϱγεια,

που πϱοσπίπτει σε αυτή. Η σχέση ανάµεσα στα µεγέϑη ε και α, είναι ένα ϑεώϱηµα που

οφείλεται στον Kirchhoff και είναι απλά [Eisberg, 1995]

ε = a . (2.2)

Αυτό αποδείχϑηκε µε ένα ϑεϱµοδυναµικό επιχείϱηµα για τις διαδικασίες εκποµπής και

αποϱϱόϕησης, ϑεωϱώντας τη ϑεϱµική ισοϱϱοπία επιϕανειών διαϕοϱετικής ϕύσης, που

ανταλλάσσουν ϑεϱµική ενέϱγεια µε εκποµπή και αποϱϱόϕηση.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Μέλαν Σώµα

Αυτό το κεφάλαιο στην ουσία είναι το πϱώτο που εµφανίζεται η Κβαντική άποψη µετά

από µια αναλυτική περιγραφή του προβλήµατος σύµφωνα µε την Κλασική Φυσική. Θα

αναφερθούµε στους λόγους που απέτυχε η Κλασική ερµηνεία και οδηγηϑήκαµε στην

Κβαντική υπόθεση του Planck. Πιο συγκεκριµένα: Παρουσιάζουµε αρχικά την έννοια

του µέλανος σώµατος. Στην επόµενη ενότητα περιγράφουµε τη διαδικασία που εκπέµπει

και απορροφά ένα µέλαν σώµα την ϑερµική ακτινοβολία και ποια είναι η σχέση του µήκ-

ους κύµατος της ακτινοβολίας µε την ϑεϱµοκϱασία του σώµατος. Στην επόµενη ενότητα

παρουσιάζουµε το πρότυπο ενός µέλαν σώµατος έτσι ώστε να προσεγγίσουµε την ακτι-

νοβολία αυτού και τέλος παρουσιάζουµε την ισχύ ακτινοβολίας καθώς και την πυκνότητα

της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας µε τις απαϱαίτητες εξισώσεις.
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3.1 Μέλαν σώµα

Με τον όϱο µέλαν σώµα εννοούµε κάϑε σώµα που απορροφά πλήϱως όλη την ακτι-

νοβολία που πϱοσπίπτει στην επιϕάνεια του ανεξάϱτητα από την συχνότητά της, δηλαδή

για τη σταθερά απορροφητικότητας ισχύει ότι α = 1. ΄Ενα τέτοιο σώµα ϕαίνεται σίγουρα

µαύϱο. Στην πραγµατικότητα, ένα σώµα δείχνει για παϱάδειγµα κόκκινο αν, από το

ϕως που πϱοσπίπτει επάνω του, αντανακλά τις συχνότητες που αναλογούν στο κόκκινο

χϱώµα και όλες τις υπόλοιπες τις απορροφά. ΄Οµως αν αυτό το σώµα απορροφά όλες τις

συχνότητες χωϱίς να αντανακλά καµία, δεν ϐλέπουµε ακτινοβολία που προέρχεται από

αυτό το σώµα, άϱα το σώµα πϱοκαλεί την ίδια οπτική αντίληψη που πϱοκαλεί η έλλειψη

ϕωτός. Εποµένως το σώµα έχει το ίδιο "χϱώµα" µε το σκοτάδι, δηλαδή µαύϱο. Παϱόλο που

παροµοιάζουµε το µέλαν σώµα λόγω του ποσοστού της ακτινοβολίας που απορροφά (100

%), αυτό που στην πραγµατικότητα µας προβληµατίζει είναι η ακτινοβολία που εκπέµπει,

ενώ δεν σχετίζεται µε την προσπίπτουσα ακτινοβολία και τα χαρακτηριστικά της οποίας

εξαρτώνται µόνο από την ϑεϱµοκϱασία του µέλανος σώµατος (ϑερµική ακτινοβολία). Σε

συνηθισµένες ϑεϱµοκϱασίες, ανεξάϱτητα από οποιαδήποτε προσπίπτουσα ακτινοβολία (η

οποία απορροφάται και δεν ανακλάται) η ακτινοβολία που εκπέµπεται εµπίπτει στην υπ-

έρυθρη περιοχή του ϕάσµατος και δεν είναι ευδιάκριτη από τον ανθρώπινο µάτι. ΄Αϱα το

µέλαν σώµα παϱαµένει µαύϱο. ΄Οπως έχουµε αναϕέϱει, τα υλικά σώµατα όταν ϐρίσκον-

ται σε κατάσταση συµπίεσης (στεϱεά και υγϱά) εκπέµπουν από την επιϕάνειά τους ένα

συνεχές ϕάσµα ϑερµικής ακτινοβολίας. Η µοϱϕή του ϕάσµατος αυτού εξαρτάται µόνο

από την ϑεϱµοκϱασία και δεν εξαρτάται σχεδόν καθόλου από το πως είναι ϕτιαγµένο αυτό

το υλικό και η επιϕάνεια του. Τα µαύϱα σώµατα στην πραγµατικότητα, για παϱάδειγµα,

απορροφούν µεγάλη ποσότητα της προσπίπτουσας ακτινοβολίας και συγκροτούν πολύ

καλές προσεγγίσεις για ένα ιδανικό "µέλαν σώµα". Επίσης, η είσοδος µιας ϑερµής

κοιλότητας µποϱεί να αποτελέσει ακόµη καλύτεϱη προσέγγιση µέλανος σώµατος 3.1.

Παϱατηϱούµε ότι το µαύϱο αυτό σώµα λειτουργεί ως τέλειος απορροφητής και εκποµπός.

Η ακτινοβολία που εισέρχεται από την οπή εξαρτάται µόνο από τη ϑεϱµοκϱασία [McGee,

1988] .
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Σχήµα 3.1. Blackbody Radiator. Είναι κάϑε αντικείµενο που εκπέµπει και αποϱϱοϕά

τέλεια την ακτινοϐολία.

3.2 Ακτινοϐολία µέλανος σώµατος

Μέχϱι τη δεκαετία του 1980, οι πειραµατικές τεχνικές είχαν ϐελτιωθεί αρκετά ώστε ήταν

δυνατό να γίνουν αρκετά ακϱιϐείς µετρήσεις της κατανοµής ενέϱγειας σε αυτή την ακ-

τινοβολία κοιλότητας, ή όπως ϑα την ονοµάσουµε, ακτινοβολία µέλανος σώµατος. ΄Ενας

αριθµός αντικειµένων στη ϕύση αποτελούν αρκετά καλές προσεγγίσεις ενός µέλανος σώ-

µατος. ΄Ενα παϱάδειγµα ϑα ήταν κάϑε αντικείµενο καλυµµένο µε διάχυτο στϱώµα µαύϱου

χρώµατος. Αϕού η απορροφητικότητα του µέλανος σώµατος είναι ίση πϱος τη µονάδα,

έπεται από το νόµο του Kirchhoff ότι η ικανότητα εκποµπής του είναι επίσης µονάδα. ΄Ενα

µέλαν σώµα, που είναι ο πιο ικανός απορροφητής, είναι επίσης ο ικανότερος εκποµπός.

Εφαρµόζοντας τη συνθήκη ε = 1 στην εξίσωση (2.2), ϐλέπουµε ότι η ισχύς ακτινοβολίας,

που εκπέµπεται ανά cm2 είναι η ίδια για όλα τα µελανά σώµατα που ϐρίσκονται στην ίδια

ϑεϱµοκϱασία. Αυτό αποδεικνύει έντονα ότι και οι άλλες ιδιότητες της εκπεµπόµενης από

µελανά σώµατα ϑερµικής ακτινοβολίας, όπως η ϕασµατική κατανοµή της ακτινοβολίας,

εξαρτώνται επίσης αποκλειστικά από την ϑεϱµοκϱασία του µέλανος σώµατος αλλά όχι

από τη λεπτοµερή ϕύση του. Μποϱεί να αποδειχθεί µε ϑερµοδυναµικά επιχειρήµατα,

που αϕοϱούν σε δυο µελανά σώµατα σε ισορροπία, ότι πράγµατι αυτό συµβαίνει. Η ϕασ-

µατική κατανοµή της ακτινοβολίας του µέλανος σώµατος προσδιορίζεται από την ποσότητα
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IT (λ), η οποία ορίζεται έτσι ώστε η IT (λ)dλ να ισούται πϱος την ενέϱγεια που εκπέµπεται

ανά δευτεϱόλεπτο, από ακτινοβολία µε µήκος κύµατος στο διάστηµα λ ως λ + dλ, από

1cm2 επιϕάνειας ϑεϱµοκϱασίας T . Οι πϱώτες µετρήσεις έγιναν από τους Lummer και

Pringsheim (1897) [Lummer and Pringsheim, 1897]. Οι µετρήσεις πραγµατοποιήθηκαν

µε ένα όϱγανο όµοιο µε τα πρισµατικά ϕασµατόµετρα.

Σχήµα 3.2. Ακτινοϐολία µέλανος σώµατος.

Η παϱατηϱούµενη εξάϱτηση της IT (λ), από τα λ και T απεικονίϹεται στο Σχήµα 3.2. Το

ϐέλος στην τετµηµένη, δηλώνει το µήκος κύµατος, στο οποίο ο οϕϑαλµός παϱουσιάϹει

τη µέγιστη ανταπόκϱισή του (πϱάσινο ϕως). Βλέπουµε ότι, για κάϑε δοσµένο λ, η IT (λ)

αυξάνει µε την T . Το ολοκλήϱωµα αυτό, που είναι ίσο πϱος το εµϐαδόν κάτω από τις

καµπύλες, αυξάνει µε την τέταϱτη δύναµη της T , σε συµϕωνία µε την εξίσωση (2.1). Το

Σχήµα 3.2, δείχνει επίσης ότι το ϕάσµα µετατοπίϹεται πϱος µικϱότεϱα µήκη κύµατος

καϑώς η T αυξάνει. Μια ποσοτική εξέταση του Σχήµατος 3.2 ϑα δείξει ότι η ισχύ της

εξίσωσης

λmax ∝ 1

T
, (3.1)
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όπου λmax είναι το µήκος κύµατος λ, στο οποίο η IT (λ) µεγιστοποιείται για µια συγ-

κεκριµένη Θεϱµοκϱασία T .

3.3 ΄Ενα πϱότυπο µέλανος σώµατος

Το εϱώτηµα που τώϱα δηµιουργείται, είναι "πού ϐρίσκουµε µελανά σώµατα" ή, γνωρίζον-

τας ότι δεν υπάρχουν τέτοια σώµατα, πως ϕτιάχνουµε τέτοιες συσκευές που προσεγγίζουν

µε ικανοποιητικό τϱόπο το µέλαν σώµα. Πέϱα από τα διάπυϱα αυτόϕωτα σώµατα που ήδη

αναϕέϱαµε, µία µια αξιόλογη προσέγγιση µέλανος σώµατος µποϱούµε να πάϱουµε από

ένα αντικείµενο αν καλύψουµε την επιϕάνεια του µε ένα στϱώµα µαύϱης µπογιάς. ΄Ενα

τέτοιο σώµα απορροφά σχεδόν όλη την ακτινοβολία που πϱοσπίπτει στην επιϕάνειά του,

για το λόγο αυτό και δείχνει µαύϱο. Βάση αυτού έχει προέλθει και ο όϱος µέλαν (µαύϱο)

σώµα. ΄Ενας τϱόπος κατασκευής µέλανος σώµατος, ο οποίος είναι πολύ σηµαντικός και

σπουδαίος, επειδή χρησιµοποιείται ως ϐάση για τους ϑεωρητικούς υπολογισµούς ϕαίνε-

ται στο Σχήµα 3.3. Βέϐαια το ότι χρησιµοποιούµε µια "εξιδανικευµένη" κατασκευή για

να περιγράψουµε ένα µέλαν σώµα δεν πϱέπει να µας ξενίϹει αϕού η ιδέα του µέλανος

σώµατος είναι από µόνη της µια εξιδανίκευση. Το ιδανικό πρότυπο µέλανος σώµατος

που ϕαίνεται στο Σχήµα 3.3, δηµιουργείται ϑεωρώντας µία κοιλότητα σ’ ένα σώµα όπου

συνδέεται µε την εξωτερική επιϕάνεια του σώµατος µε µία µικϱή οπή. Η ακτινοβολία που

εισέρχεται από την οπή δέχεται αρκετές διαδοχικές ανακλάσεις στα εσωτεϱικά τοιχώµατα

της κοιλότητας και, σε κάϑε ανάκλαση, δέχεται µεϱική απορρόφηση. Η πεϱίπτωση να

ξαναϐϱεί η ακτινοβολία την είσοδο και να ξαναβγεί από την κοιλότητα µετά από κάποιο

µεϱικές ανακλάσεων ώσπου µποϱεί να µην έχει απορροφηθεί πλήϱως, είναι ασήµαντη.

Το πρότυπο µέλανος σώµατος του Σχήµατος 3.3 έχει δυο πλεονεκτήµατα να είναι αρκετά

χϱήσιµο και στη ϑεωρία αλλά και στην πϱάξη.

Το πειραµατικό πλεονέκτηµα είναι ο εύκολος τϱόπος µε τον οποίο µποϱεί να κατασκευασ-

ϑεί, χρησιµοποιώντας µία κοιλότητα σε ένα ϑερµαινόµενο σώµα µέσω µίας οπής "επικοιν-

ωνίας" στο εξωτερικό. Η ακτινοβολία η οποία εκπέµπεται από την οπή είναι ακτινοβολία

µέλανος σώµατος, και το ϕάσµα της, όπως αυτό του Σχήµατος 3.2 µποϱεί µε ευκολία να

µετϱηϑεί. Από ϑεωρητική σκοπιά είναι αρκετά ϐολικό να µελετηθεί η ακτινοβολία µε ϐάση

το πρότυπο του Σχήµατος 3.3, επειδή µποϱούν να χρησιµοποιηθούν πολύ γενικά ϑεω-
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ϱητικά επιχειρήµατα ϐασισµένα στην ϑερµοδυναµική ισορροπία της ηλεκτροµαγνητικής

ακτινοβολίας µε τα τοιχώµατα της κοιλότητας. Προφανώς η ακτινοβολία στο εσωτεϱικό της

κοιλότητας είναι της ιδίας λογικής µε την ακτινοβολία που ϐγαίνει από την οπή. ∆ηλαδή

είναι ακτινοβολία µέλανος σώµατος, αϕού η οπή αϕήνει να ϐγαίνει µόνο η εκπεµπόµενη

ακτινοβολία, ενώ η προσπίπτουσα απορροφάται πλήϱως. Αντιλαµβανόµαστε λοιπόν ότι

ενώ οι πειραµατικές µετρήσεις αϕοϱούν την ϕασµατική κατανοµή της ακτινοβολίας IT (λ)

που εξέρχεται από την οπή, οι ϑεωρητικοί υπολογισµοί ϐασίζονται στην ισορροπία της ακ-

τινοβολίας µέσα στην κοιλότητα. Μια ποσότητα που χαρακτηρίζει την ακτινοβολία µέσα

στην κοιλότητα, είναι η πυκνότητα ενέϱγειας ε:

ε ≡
E

V
(3.2)

Σχήµα 3.3. ΄Ενα πϱότυπο µέλανος σώµατος το οποίο αποτελείται από µία κοιλότητα στο

εσωτεϱικό ενός σώµατος. Η ακτινοϐολία που εισέϱχεται από τη µικϱή οπή παγιδεύεται

και αποϱϱοϕάται πλήϱως.

Αυτή η ποσότητα, που είναι σταϑεϱή σ΄ όλο τον όγκο της κοιλότητας και δεν αλλάϹει ούτε

µε τη ϑέση ούτε µε τη διεύϑυνση (ισοτϱοπική ιδιότητα) είναι κατάλληλη για την ϑεωϱητική

30

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/07/2024 07:47:06 EEST - 18.218.98.174



Χαϱούλα Τϱιανταϕύλλου Ακτινοϐολία Μέλανος Σώµατος

πεϱιγϱαϕή της ακτινοϐολίας µέσα στην κοιλότητα. Εάν οϱίσουµε ∆ε το µέϱος εκείνο της

πυκνότητας ενέϱγειας που οϕείλεται σε ακτινοϐολία µε συχνότητες µεταξύ ν και ν +∆ν,

τότε η στοιχειώδης πυκνότητα ενέϱγειας ∆ε είναι ανάλογη πϱος την πεϱιοχή ∆ν:

∆ε = u(ν, T )∆ν (3.3)

Η ϕυσική ποσότητα u(ν, T ) ονοµάϹεται συνάϱτηση ϕασµατικής πυκνότητας. Από την (3.3)

ϐλέπουµε πως η συνάϱτηση ϕασµατικής πυκνότητας ισούται µε :

u(ν, T ) =
∆E

∆ν
(3.4)

u(ν, T ) =
1

V

∆E

∆ν
(3.5)

Στο όϱιο των απειϱοστά µικϱών µεταϐολών µποϱούµε, µε κάποια µαϑηµατική ελαϕϱότητα

που είναι συνηϑισµένο σε τέτοιες πεϱιπτώσεις, να χϱησιµοποιήσουµε αντί για τα µεγέϑη

∆E και ∆ν τις διαϕοϱικές µεταϐολές dE και dν αντίστοιχα και να γϱάψουµε:

u(ν, T ) =
1

V

dE

dν
(3.6)

Εποµένως από τις σχέσεις (3.4), (3.5), (3.6) ϕαίνεται ότι η ϕασµατική πυκνότητα µποϱεί

να υπολογισϑεί σαν παϱάγωγος ως πϱος ν της ενέϱγειας, διαιϱεµένη µε τον όγκο V ή

σαν παϱάγωγος της πυκνότητας ενέϱγειας ε. Οι συναϱτήσεις κατανοµής IT (ν) και u(ν, T )

είναι ανάλογες, αλλά η u(ν, T ) είναι πιο εύκολο να υπολογισϑεί και έτσι είναι πιο ϐολική

για την ϑεωϱητική πεϱιγϱαϕή της ακτινοϐολίας. Η καµπύλη που δίνει το u(ν, T ) ως

συνάϱτηση του ν για µια κοιλότητα της οποίας τα τοιχώµατα ϐϱίσκονται σε ϑεϱµοκϱασία

T , έχει την ίδια µοϱϕή µε την καµπύλη που δίνει το IT (ν) συναϱτήσει του ν για ένα

µέλαν σώµα της ίδιας ϑεϱµοκϱασίας T . Η κοινή µοϱϕή και των δύο καµπυλών εξαϱτάται

µόνο από την ϑεϱµοκϱασία. Η µοϱϕή της συνάϱτησης u(ν, T ) µποϱεί να ϐϱεϑεί µε πολύ

γενικά επιχειϱήµατα, αϱκεί να υπάϱχει µία ϐασική κατανόηση του ϕαινοµένου, η οποία

στηϱίϹεται στη ϑεϱµοδυναµική ισοϱϱοπία της ηλεκτϱοµαγνητικής ακτινοϐολίας µέσα στην

κοιλότητα µε την ύλη (τα υλικά σωµάτια) των τοιχωµάτων. Τα τοιχώµατα της κοιλότητας

εκπέµπουν ηλεκτϱοµαγνητική (ϑεϱµική) ακτινοϐολία λόγω της ϑεϱµικής κινήσεως των

ϕοϱτισµένων δοµικών τους λίϑων (µόϱια, ιόντα, ηλεκτϱόνια, κ.λ.π.). Με τη σειϱά του το

ηλεκτϱοµαγνητικό πεδίο που είναι "εγκλωϐισµένο" µέσα στην κοιλότητα, ασκεί ηλεκτϱικές
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δυνάµεις πάνω στους ϕοϱτισµένους δοµικούς λίϑους των τοιχωµάτων και µεταϐάλλει την

κινητική τους κατάσταση. Στην κατάσταση της ϑεϱµοδυναµικής ισοϱϱοπίας η ενέϱγεια

που ανταλλάσσεται µε τις δύο αυτές διαδικασίες εξισοϱϱοπείται. Ο κλασικός ϑεωϱητικός

πϱοσδιοϱισµός της ϕασµατικής πυκνότητας, ο οποίος σηµειωτέον, δεν απαιτεί λεπτοµεϱή

µελέτη της κινήσεως των ϕοϱτισµένων σωµατιδίων εντός των τοιχωµάτων αλλά ϐασίϹεται

σε γενικά ϑεϱµοδυναµικά επιχειϱήµατα, οϕείλεται στους Rayleigh και Jeans.

3.4 Ισχύς ακτινοϐολίας µέλανος σώµατος

Στις αϱχές του πϱοηγούµενου αιώνα, ο Max Planck ανέπτυξε την ϑεωϱία της ακτινοϐολίας

του µέλανος σώµατος, κατά την οποία υποτίϑεται ότι η ενέϱγεια µεταϕέϱεται υπό µοϱϕήν

διακϱιτών ϕωτονίων. ΒασιϹόµενος σε αϱχές της Κϐαντικής Φυσικής, ο Planck απέδειξε

ότι η ενέϱγεια που εκπέµπεται υπό µοϱϕήν ακτινοϐολίας στο κενό από ένα µέλαν σώµα,

σχετίϹεται µε την απόλυτη ϑεϱµοκϱασία T του σώµατος και το µήκος κύµατος λ (ή την

συχνότητα εκποµπής), σύµϕωνα µε την ακόλουϑη σχέση:

E(λ, T ) =
2πhc2

λ5
(
exp

(
hc

λkBT

)
− 1
) (3.7)

όπου:

• c η ταχύτητα του ϕωτός

• h η σταϑεϱά του Planck

• T η απόλυτη ϑεϱµοκϱασία σε ϐαϑµούς Kelvin

• k η σταϑεϱά του Boltzmann

• λ µήκος κύµατος σε µm

Η σχέση (3.7) απλοποιείται πεϱαιτέϱω και γϱάϕεται ως εξής:

E(T ) =
c1

λ5
(
exp

(
c2
λT

)
− 1
) (3.8)

όπου ϑέσαµε:

c1 = 2πhc2 = 3.743× 108 W · µm4/m2

c2 = hc/k = 1.439× 104 µm ·K
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Η ποσότητα E(λ, T ) ονοµάϹεται η ϕασµατική πυκνότητα εκπεµπόµενης ισχύος µέλανος

σώµατος και αποτελεί την ποσότητα ενέϱγειας που ακτινοϐολείται από ένα µέλαν σώµα

σε απόλυτη T , ανά µονάδα χϱόνου, ανά µονάδα επιϕανείας και ανά µονάδα µήκους

κύµατος, µε µήκος κύµατος λ.

3.5 Ενέϱγεια ακτινοϐολίας µέλανος σώµατος

Η πυκνότητα ενέϱγειας της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας σε στοιχειώδη περιοχή συχνότη-

τας µέλανος σώµατος σε ϑερµοδυναµική ισοϱϱοπία,u(ν, T )dν, αποτέλεσε ένα από τα Ϲητή-

µατα που αποκάλυψε την κβάντωση της ΗΜ ακτινοβολίας. Παρουσιάζουµε παϱακάτω

τϱεις εξισώσεις που παϱουσιάστηκαν µε σκοπό να εξηγηθεί η πειραµατική συµπεριφορά,

συγκεκριµένα: την έκφραση Rayleigh-Jeans (κλασική ϕυσική, 1900), την έκφραση Wien

(πειραµατικό ταίριασµα στις υψηλές συχνότητες, 1896) και εν τέλει την έκφραση Planck

(παλαιά κβαντική µηχανική, 1900) η οποία ταυτίζεται µε την πειραµατική συµπεριφορά

σε όλη την περιοχή συχνοτήτων. [Σιµσερίδης, 2015]

΄Εχουµε λοιπόν το νόµο Rayleigh-Jeans (κλασική ϕυσική, 1900)

uRJ(ν, T ) =
8πν2kBT

c3
(3.9)

Το νόµο Wien (πειϱαµατικό ταίϱιασµα στις υψηλές συχνότητες, 1896)

uW (ν, T ) =
αν3

exp
(
bν
T

) (3.10)

από τις σταϑεϱές του νόµου του Planck η σχέση (3.10) γίνεται:

uW (ν, T ) =
8πh

c3
· ν3

exp
(

hν
kBT

) (3.11)

Τέλος, παϱαϑέτουµε το νόµο Planck (παλαιά κϐαντική µηχανική, 1900) που ταυτίϹεται

µε τα πειϱαµατικά δεδοµένα για οποιαδήποτε συχνότητα.

u(ν, T ) =
8πh

c3
· ν3

exp( hν
kBT

)− 1
(3.12)
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Αν κάνουµε την αλλαγή µεταϐλητής

x =
hν

kBT
⇒ ν =

kBTx

h
⇒ dν =

kBTdx

h
, (3.13)

τότε εµϕανίϹεται η ουσιαστική διαϕοϱοποίηση των παϱαπάνω νόµων, αϕού εκϕϱάϹονται

µε τις παϱακάτω µοϱϕές:

uRJ = u0x
2 (3.14)

uW = u0
x3

exp(x)
(3.15)

u = u0
x3

exp(x)− 1
(3.16)

όπου το µέγεϑος u0 δίνεται από την σχέση:

u0 =
8π

h2
·
(
kBT

c

)
. (3.17)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Απόπειϱα κλασικής εϱµηνείας

Στο κεφάλαιο που ακολουθεί γίνεται η πϱώτη απόπειϱα προσέγγισης της ακτινοβολίας

µέλανος σώµατος από τον νόµο των Rayleigh–Jeans και στον τϱόπο που οδηγήϑηκε στην

υπεριώδη καταστροφή, εποµένως στην αποτυχία. Πιο συγκεκριµένα γίνεται µελέτη των

ταλαντευόµενων ηλεκτρονίων που παράγουν ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία µέσα στην

κυβική κοιλότητα. Γίνεται πλήϱης περιγραφή του ηλεκτρικού πεδίου στο χώϱο και χϱόνο,

χρησιµοποιώντας την τρισδιάστατη εξίσωση κύµατος. Τέλος γίνεται µια ακόµη προσπά-

ϑεια απόδειξης, περικλύωντας την ακτινοβολία σε µια κυβική κοιλότητα, εξετάζωντας την

συµπεριφορά των τεσσάϱων πϱώτων πιθανών καταστάσεων για το ηλεκτρικό πεδίο µεταξύ

δυο τοιχωµάτων.
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4.1 Η υπεϱιώδης καταστϱοϕή

Σύµϕωνα µε τον Λόϱδο Rayleigh το 1900 και στη συνέχεια πιο αυστηϱά από τον Rayleigh,

τον Sir James Jeans που συνεϱγάστηκαν το 1905, ϐϱήκαν ότι ο νόµος της ακτινοβολίας

µέλανος σώµατος, προέβλεψε, ότι η ενεργειακή πυκνότητα της ακτινοβολίας που εκπέµ-

πεται από ένα µέλαν σώµα ως συνάϱτηση της συχνότητας ποικίλλει ανάλογα µε το τετράγ-

ωνο της συχνότητας της ακτινοβολίας. Το νόµο αυτό µαθηµατικά µποϱούµε να τον γράψ-

ουµε ως:

ε(ω) ∝ ω2

ή χϱησιµοποιώντας µια εναλλακτική ονοµατολογία,

u(ν) ∝ ν2

Σχήµα 4.1. Οι καµπύλες αυτές είναι η πϱόϐλεψη του νόµου των Rayleigh-Jeans για

έξι ϑεϱµοκϱασίες και δείχνουν αυτό που ονοµάϹεται µε τον (ίσως) ατυχή όϱο "Υπεϱιώδης

Καταστϱοϕή" (Ultraviolet Catastrophe).

Αυτός ο νόµος οδήγησε σε αυτό που έγινε γνωστό ως "υπεϱιώδης καταστϱοϕή". Αυτό

ϕαίνεται στο Σχήµα 4.1. Η ενεϱγειακή πυκνότητα είναι ανάλογη µε την συχνότητα. Με

άλλα λόγια όσο αυξάνεται η συχνότητα, αυξάνεται και η ενέϱγεια και έτσι αποκλίνει πϱος

το άπειϱο. Καϑώς η συχνότητα τείνει στο µηδέν έχουµε µεγάλο σϕάλµα στην Κλασική
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Θεωϱία της Φυσικής. Στην πϱοσπάϑεια επίλυσης αυτού του παϱαλογισµού, το 1900 ο

Max Planck σκέϕτηκε την ιδέα της κϐαντοποίησης της ενέϱγειας, η οποία ήταν το πϱώτο

ϐήµα σε αυτό που αϱγότεϱα ϑα γινόταν κϐαντική µηχανική, µια εντελώς νέα πεϱιγϱαϕή

του υποατοµικού κόσµου. Πϱοκειµένου να κατανοήσουµε σωστά τι έκανε ο Max Planck,

πϱέπει πϱώτα να κατανοήσουµε σωστά τι έκαναν οι Rayleigh-Jeans, χϱησιµοποιώντας την

κλασική ϕυσική. [Evans, 2013a]

4.2 Πϱοσέγγιση του νόµου των Rayleigh-Jeans

Μποϱούµε να ϑεωρήσουµε ότι ένα µέλαν σώµα αποτελείται από ηλεκτροµαγνητική ακ-

τινοβολία σε ϑερµική ισορροπία µε τα τοιχώµατα της κοιλότητας. ΄Οταν ϐρίσκονται σε

ϑερµική ισορροπία, ο µέσος ϱυθµός εκποµπής της ακτινοβολίας ισούται µε το µέσο ϱυ-

ϑµό απορρόφησης της. Η ϑεωρία των Rayleigh–Jeans ϐασίστηκε στην ιδέα ότι, όταν

τα τοιχώµατα ενός αντικειµένου ϐρίσκονται σε ϑερµική ισορροπία, η ϑεϱµοκϱασία των

τοιχωµάτων είναι ίση µε τη "ϑεϱµοκϱασία" της ακτινοβολίας. Θεωρούµε ότι τα τοιχώµατα

µιας κοιλότητας αποτελούνται από ϕορτισµένα σωµατίδια συζευγµένα µε µια λειτουργία

στάσιµου κύµατος ενός ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Αυτό ϕαίνεται από την ϑεωρία του

Maxwell για τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα, όπου δηλώνει ότι ένα κινούµενο ϕορτισµένο

σωµατίδιο ακτινοβολεί ένα ηλεκτροµαγνητικό κύµα. Να σηµειωθεί ότι η συχνότητα του

ταλαντούµενου ϕοϱτίου είναι ίση µε την συχνότητα του συζευγµένου ηλεκτροµαγνητικού

κύµατος. Εποµένως, είναι ασφαλές να πούµε ότι στη ϑερµική ισορροπία, η µέση ενέϱγεια

του ταλαντούµενου ϕοϱτίου είναι ίση µε τη µέση ενέϱγεια του συζευγµένου τϱόπου στάσι-

µου κύµατος αυτού του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Τώϱα µποϱούµε να δούµε ότι το

ταλαντούµενο σωµατίδιο, σε ϑερµική ισορροπία έχει µέση ενέϱγεια

E = kBT (4.1)

Ως εκ τούτου, η ενέϱγεια του κύµατος ϑεωρείται επίσης kBT και µποϱεί να ϑεωρηθεί ότι

έχει ϑεϱµοκϱασία T . Αυτό αποτελεί την ϐάση της ϑεωρίας των Rayleigh–Jeans. [Zeman-

sky, 2011], [Bowley and Sanchez, 1999]

Θα εξετάσουµε, συγκεκριµένα, τα ταλαντευόµενα ηλεκτρόνια που παράγουν ηλεκτρο-

µαγνητική ακτινοβολία (ϕως). Ας υποθέσουµε ότι αυτά τα ταλαντευόµενα ηλεκτρόνια
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αναµειγνύονται µε ένα πολύ λεπτό αέϱιο. Καθώς τα ηλεκτρόνια ακτινοβολούν µακϱιά, ϑα

χάσουν ενέϱγεια, και έτσι καθώς ϑα επανέλϑουν σε ισορροπία µε τα µόϱια του αεϱίου,

ϑα το κάνουν µε χαµηλότερη µέση ενέϱγεια, και εποµένως χαµηλότερη ϑεϱµοκϱασία.

Αυτός είναι ο λόγος που ένας λαµπερός κλίϐανος ψύχεται µε την πάϱοδο του χρόνου,

η ακτινοβολία αϕαιϱεί ενέϱγεια από το αέϱιο ή το στεϱεό που παϱάγει την ακτινοβολία.

Αλλά, αν εγκλωβίσουµε την ακτινοβολία σε ένα κουτί µε τέλεια ανακλαστικά τοιχώµατα,

η ακτινοβολία δεν έχει πού να πάει. Ως εκ τούτου, η ακτινοβολία και τα µόϱια του αεϱίου

ϑα έρθουν σε ϑερµική ισορροπία µεταξύ τους. Αυτό εννοείται µε τον όϱο ακτινοβολία

µέλανος σώµατος, είναι όταν η ακτινοβολία ϐρίσκεται σε ϑερµική ισορροπία µε το αντικεί-

µενο που παϱάγει την ακτινοβολία. Οι Rayleigh και Jeans χρησιµοποίησαν µια τέτοια

εξιδανικευµένη κοιλότητα για να εξαγάγουν τον οµώνυµο νόµο τους. Εδώ ϑα περάσουµε

από τα ϐήµατα της παραγωγής τους, τα οποία ϑα οδηγήσουν στον νόµο που ήταν σαϕώς

λάϑος.

Πϱέπει να εϕαϱµόσουµε την τϱισδιάστατη εξίσωση κύµατος για το Ηλεκτϱικό πεδίο σε µια

κυϐική κοιλότητα, µε το µήκος κάϑε πλευϱάς να είναι L. Το τϱισδιάστατο ηλεκτϱικό πεδίο

είναι συνάϱτηση των συντεταγµένων του χώϱου (x, y, z) και του χϱόνου t, οπότε µποϱεί να

γϱαϕτεί ως

E⃗ = E⃗(x, y, z, t) .

΄Οµως, για να κάνουµε τα πράγµατα πιο απλά, ϑα ξεκινήσουµε εξετάζοντας ένα µονοδιάσ-

τατο κύµα που ταξιδεύει π.χ. την κατεύϑυνση x. ΄Ετσι, µποϱούµε να γράψουµε ότι:

E(x, t) = E sin(kx− ωt) .

Το ω στην παραπάνω εξίσωση είναι η γωνιακή συχνότητα στο χϱόνο του κύµατος και

σχετίζεται µε τη κυκλική συχνότητα µέσω της εξίσωσης ω = 2πν όπου ν είναι η χϱονική

συχνότητα που µετράται σε Hertz. Το k στην παραπάνω εξίσωση ονοµάζεται αριθµός

κύµατος (κυµατάριθµος) και ορίζεται ως ο αριθµός των µηκών κύµατος ανά µονάδα µήκ-

ους κύµατος. Μποϱούµε να το γράψουµε k = 2π
λ

, όπου λ είναι το µήκος κύµατος. Το

µαγνητικό πεδίο µποϱεί επίσης να γϱαϕτεί µε την µοϱϕή

B(x, t) = B sin(kx− ωt) ,

αλλά σύµϕωνα µε τις εξισώσεις του Maxwell, E
B

= c, η ταχύτητα του ϕωτός και έτσι το

µαγνητικό στοιχείο είναι πολύ µικϱότεϱο από το ηλεκτϱικό στοιχείο [Evans, 2013a] .
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4.3 Το ηλεκτϱικό πεδίο στο χώϱο και στο χϱόνο

Θα χρησιµοποιήσουµε την κυµατική εξίσωση, η οποία είναι µια διαφορική εξίσωση

δεύτεϱης τάξης, που συσχετίϹει τη χωϱική µεταϐολή του κύµατος µε τη χϱονική µεταβλητή

του. Για το ηλεκτρικό πεδίο, αν εξετάσουµε µόνο τη διάσταση x πϱος το παϱόν, µποϱούµε

να γράψουµε:

d2Ex

dx2
=

1

c2
d2Ex

dt2
(4.2)

Ex = Esin(kx− ωt)

dEx

dx
= Ek cos(kx− ωt)

d2Ex

dx2
= −Ek2 sin(kx− ωt) = −k2Ex .

Για την χϱονική συνιστώσα:

dEx

dt
= −ωE cos(kx− ωt)

d2Ex

dt2
= −ω2E sin(kx− ωt) = −ω2Ex

από την Εξίσωση (4.2) πϱοκύπτει ότι,

−k2Ex =
1

c2
(−ω2Eχ) ⇒ k2 =

ω2

c2
.

΄Οµως χϱησιµοοποιώντας τον κυµατάϱιϑµο

k =
2π

λ

και την κυκλική συxνότητα

ω =
2π

T
= 2πν ,
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Μποϱούµε να γϱάψουµε ότι,

4π2

λ2
=

4π2ν2

c2
⇒ c2 = ν2λ2 ,

οπότε τελικά ϐϱίσκουµε

c = λν ,

την πολύ γνωστή σχέση που είναι γνωστή ως Θεµελιώδης Νόµος της Κυµατικής [Evans,

2013a] .

4.4 Η τϱισδιάστατη εξίσωση κύµατος

Ξεκινάµε µε το αξίωµα ότι η κατανοµή ενέϱγειας της ακτινοβολίας του µέλανος σώµατος

δεν εξαρτάται από το σχήµα της κοιλότητας (το οποίο µποϱεί να αποδειχθεί πειραµατικά).

Για ευκολία στους υπολογισµούς, παίϱνουµε το σχήµα της κοιλότητας ως κύϐο. Υποθέ-

τουµε επίσης ότι τα κύµατα εξαφανίζονται στα τοιχώµατα, ή µε άλλα λόγια, δεν περνούν

από αυτά. Πϱέπει να υπολογιστεί ο αριθµός των στάσιµων ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων

σε έναν κύϐο µήκους L.
∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
+

∂2E

∂z2
=

1

c2
∂2E

∂t2
(4.3)

Πϱέπει να χρησιµοποήσουµε τις µεϱικές παραγώγους καθώς πϱέπει να διαφοροποιή-

σουµε την συνιστώσα x, y, z και την συνιστώσα του χρόνου για το ηλεκτρικό πεδίο

E⃗(x, y, z, t). Με ανάλογο τϱόπο γράφουµε E⃗(r, t) = E sin(k · r⃗ − Ωt). Η κατεύϑυνση

r⃗ του ηλεκτρικού πεδίου µποϱεί να χωριστεί στις x, y, z συνιστώσες καθώς και ο κυ-

µατάριθµος k, έτσι ώστε

k =
√

k2
x + k2

y + k2
z

εποµένως γϱάϕουµε

E⃗(r, t) = E⃗(x, y, z, t) = E sin(kxx+ kyy + kzz − ωt)

[Evans, 2013b]
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4.5 Ακτινοϐολία σε κυϐική κοιλότητα

Για την ακτινοβολία µέλανος σώµατος πϱέπει να περικλείουµε την ακτινοβολία σε µια

κοιλότητα µε τέλεια ανακλαστικά τοιχώµατα, έτσι ώστε η ακτινοβολία και η ύλη να

µποϱούν να έρθουν σε ϑερµική ισορροπία µεταξύ τους χωϱίς απώλεια ενέϱγειας. Για

απλότητα, η κοιλότητα ϑα είναι ένας κύϐος όπου κάϑε πλευϱά ϑα έχει µήκος L.

Θα οϱίσουµε την κατακόϱυϕη κατεύϑυνση ως την κατεύϑυνση z, την κατεύϑυνση πϱος

τα δεξιά ως την κατεύϑυνση y και την κατεύϑυνση πϱος εµάς ως την κατεύϑυνση x, όπως

ϕαίνεται στο παϱακάτω Σχήµα 4.2. ΧϱειαϹόµαστε το ηλεκτϱικό πεδίο να είναι µηδέν στα

τοιχώµατα, γιατί αν ήταν µη µηδενικό το ηλεκτϱικό πεδίο ϑα πϱοσέδιδε ενέϱγεια στα

τοιχώµατα της κοιλότητας και ϑα έχανε ενέϱγεια από µόνο του. Εάν το ηλεκτϱικό πεδίο

πϱέπει να είναι µηδέν στα τοιχώµατα, αυτό σηµαίνει ότι οι x, y, z συνιστώσες του Ex, Ey

και Ez ϑα πϱέπει επίσης να είναι µηδέν στα τοιχώµατα. ΄Ετσι, µόνο ηλεκτϱικά πεδία µε

κατάλληλα µήκη κύµατος µποϱούν να υπάϱχουν στην κοιλότητα. Αυτό είναι ανάλογο µε

τα στάσιµα κύµατα σε µια χοϱδή, αν έχουµε δύο σταϑεϱά άκϱα (όπως µια χοϱδή κιϑάϱας),

µόνο οϱισµένα µήκη κύµατος µποϱούν να υπάϱχουν.

Στο παϱακάτω διάγϱαµµα που δίνεται στο Σχήµα 4.3 ϕαίνονται τέσσεϱις πϱώτες πιϑανές

καταστάσεις για το ηλεκτϱικό πεδίο µεταξύ των δύο τοίχων σε απόσταση L µεταξύ τους [τα

πϱώτα τέσσεϱα µε την έννοια ότι αυτή µε τη χαµηλότεϱη συχνότητα (µεγαλύτεϱο µήκος

κύµατος) είναι η κόκκινη καµπύλη, και µετά η επόµενη, η χαµηλότεϱη συχνότητα είναι

η µπλε καµπύλη, µετά η πϱάσινη και τέλος η µαύϱη]. Στο παϱακάτω γϱάϕηµα, ο άξονας

x είναι σε µονάδες L, άϱα το 1 αντιστοιχεί σε L = 1.

• Η κόκκινη καµπύλη είναι το κύµα χαµηλότερης συχνότητας (µεγαλύτεϱου µήκους

κύµατος) που µποϱεί να υπάρξει µεταξύ των δύο τοιχωµάτων. Και πάλι, χρησι-

µοποιώντας την αναλογία των στάσιµων κυµάτων σε µια χοϱδή, αυτό ϑα ήταν το

ϑεµελιώδες κύµα, η χαµηλότερη νότα που ϑα µποϱούσε να παϱάγει η χοϱδή. Η

εξίσωση που περιγράφει αυτήν την κόκκινη καµπύλη

y = sin
(πx
L

)
αλλά µποϱούµε επίσης να γϱάψουµε, για οποιοδήποτε κύµα,

y = sin(kx)
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Σχήµα 4.2. Κυϐική κοιλότητα µήκους L=1.

• Αν το k στην κόκκινη καµπύλη είναι ίσο µε

k =
π

L
,

τότε

k =
2π

λ
⇒ λ =

2π

k
⇒ λ =

2πL

π
= 2L

τότε το µισό κύµα χωϱάει ανάµεσα στα δύο τοιχώµατα.

• Για την µπλε καµπύλη έχουµε

y = sin(
2πx

L
)

Αν το k είναι ίσο µε

k =
2π

L
,

τότε

k =
2π

L
⇒ λ =

2π

k
⇒ λ =

2πL

2π
= L

άϱα η µπλε καµπύλη έχει ένα πλήϱες κύµα ανάµεσα στα δύο τοιχώµατα.
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Σχήµα 4.3. Τέσσεϱις πιϑανές καταστάσεις ταλάντωσης για το ηλεκτϱικό πεδίο µεταξύ δύο

τοιχωµάτων.

• Για την πϱάσινη καµπύλη έχουµε

y = sin(
3πx

L
)

Αν το k είναι ίσο µε

k =
3π

L
,

τότε

k =
3π

L
⇒ λ =

2π

k
⇒ πxλ =

2πL

3π
=

2L

3

Το µήκος κύµατος της πϱάσινης καµπύλης είναι τα 2
3

της απόστασης L.

• Τέλος για την µαύϱη καµπύλη

y = sin(
4πx

L
)

43

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/07/2024 07:47:06 EEST - 18.218.98.174



Χαϱούλα Τϱιανταϕύλλου Ακτινοϐολία Μέλανος Σώµατος

Αν το k είναι ίσο µε

k =
4π

L
,

τότε

k =
4π

L
⇒ λ =

2πL

4π
⇒ λ =

2L

4
=

L

2

Οπότε το µήκος κύµατος είναι το µισό της απόστασης µεταξύ των δυο τοιχωµάτων,

άϱα ϑα υπάϱχουν δυο πλήϱη κύµατα ανάµεσα στα τοιχώµατα.

H διαδικασία αυτή επαναλαµϐάνεται και η σχέση

y = sin
(nπx

L

)
ισχύει για n = 1, 2, 3 ...

Μποϱούµε να γϱάψουµε

Ex = E sin
(nxπx

L

)

Ey = E sin
(nyπy

L

)

Ez = E sin
(nzπz

L

)
όπου nx, ny, nz σχετίϹονται µε τον αϱιϑµό των κυµάτων µεταξύ των τοιχωµάτων σε κάϑε

µια απο τις κατευϑύνσεις x, y, z µέσω των kx = nxπ
L

, ky =
nyπ

L
, kz = nzπ

L
, σε κάϑε µια από

τις χωϱικές κατευϑύνσεις.

Εποµένως το ηλεκτϱικό πεδίο σε τϱεις διαστάσεις γϱάϕεται ως:

E⃗ = E sin(kxx+ kyy + kzz − ωt) ⇒

E⃗ = E sin

(
nxπx

L
+

nyπy

L
+

nzπz

L
− 2πct

λ

)
΄Υστεϱα από µεϱικές τϱιγωνοµετϱικές πϱάξεις γίνεται:
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E⃗ = E sin
(nxπx

L

)
sin
(nyπy

L

)
sin
(nzπz

L

)
sin

(
2πct

λ

)
΄

Λόγω της (4.3) έχουµε:

∂E

∂x
=

∂

∂x
E sin

(nxπx

L

)
= E

nxπ

L
cos
(nxπx

L

)

∂2E

∂x2
= −E

(nxπ

L

)2
sin
(nxπx

L

)
= −Ex

(nxπ

L

)2
Αν κάνουµε το ίδιο για ∂2E

∂y2
, ∂

2E
∂z2

και 1
c2

∂2E
∂t2

ϑα έχουµε:

(nxπ

L

)2
+
(nyπ

L

)2
+
(nzπ

L

)2
=

1

c2

(
2πc

λ

)2

=

(
2π

λ

)2

που απλοποείται σε:

n2
x + n2

y + n2
z =

4L2

λ2

Εποµένως είδαµε την λύση του στάσιµου κύµατος στην εξίσωση κύµατος για µια κυϐική

κοιλότητα µε πλευϱά µήκους L. Τώϱα ϑα υπολογίσουµε τον συνολικό αϱιϑµό N των

επιτϱεπόµενων τϱόπων λειτουϱγίας στην κοιλότητα που έδωσε την λύση του στάσιµου

κύµατος. Στη συνέχεια τον αϱιϑµό των τϱόπων λειτουϱγίας ανά µονάδα µήκους κύµατος

στην κοιλότητα και τέλος την ενεϱγειακή πυκνότητα, ανά µονάδα µήκους κύµατος και ανα

µονάδα συχνότητας των ηλεκτϱοµαγνητικών κυµάτων. Αυτό ϑα αποτελέσει τον πεϱίϕηµο

νόµο Rayleigh–Jeans. [Evans, 2013b]

4.6 Συνολικός αϱιϑµός καταστάσεων

Για να υπολογίσουµε τον συνολικό αϱιϑµό των επιτϱεπτών καταστάσεων N στην κυϐική

κοιλότητα, πϱέπει να αϑϱοίσουµε όλες τις πιϑανές τιµές των nx, ny, nz. Για να γίνει αυτό,

πϱοσδιοϱίϹουµε τον όγκο µιας σϕαίϱας, όπου ο άξονας x δίνεται από το nx, ο άξονας y

από το ny και ο άξονας z από το nz ως
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n =
√

n2
x + n2

y + n2
z

Μποϱούµε να πϱοσδιοϱίσουµε την τιµή του N λαµϐάνoντας υπόψη µας τον όγκο µιας

σϕαίϱας µε ακτίνα n που είνα N = 4π
3
n3. ΄Οπως ϐλέπουµε στο παϱακάτω διάγϱαµµα 4.4

Σχήµα 4.4. Σϕαιϱική κοιλότητα ακτίνας k και πάχους dk

αν αϑϱοίσουµε πάνω από n για µια σϕαίϱα ϑα συµπεϱιλάϐουµε και αϱνητικές τιµές των

nx, ny, nz, ενώ έχουµε µόνο ϑετικές τιµές του καϑενός. Για να γίνει αυτό πϱέπει να

διαιϱέσουµε µε το 8, ως µέϱος της σϕαίϱας, στο ϑετικό µέϱος του διαγϱάµµατος, που

είναι το 1
8

του συνολικού όγκου. Επίσης µποϱύµε να γϱάψουµε:

N =

(
4π

3
n3

)(
1

8

)
2 =

π

3
n3 =

π

3

(
n2
x + n2

y + n2
z

) 3
2 =

π

3

(
4L2

λ2

) 3
2

Που δίνει τον αϱιϑµό των καταστάσεων στην κοιλότητα ως:

N =
8πL3

3λ3
.
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Για να ϐρεθεί ο αριθµός των καταστάσεων ανά µονάδα µήκους κύµατος, αϱκεί να δι-

αφοροποιήσουµε αυτή την έκφραση σε σχέση µε το λ, δηλαδή να ϐϱούµε dN
dλ

.Εποµένως:

dN

dλ
=

d

dλ

(
8πL3

3λ3

)
= −3

8πL3

3λ4
= −8πL3

λ4
.

Το αϱνητικό δηλώνει ότι ο αϱιϑµός των τϱόπων µειώνεται µε την αύξηση του µήκους

κύµατος και µποϱεί να ϐϱεϑεί αν διαιϱέσουµε µε τον όγκο της κοιλότητας. [Evans, 2013c]

4.7 Η ενέϱγεια ανά µονάδα όγκου, µήκους κύµατος και

συχνότητας

Επειδή η ύλη και η ακτινοϐολία ϐϱίσκονται σε ϑεϱµική ισοϱϱοπία µεταξύ τους, µποϱούµε

να πούµε ότι η ενέϱγεια κάϑε τϱόπου της ηλεκτϱοµαγνητικής ακτινοϐολίας είναι E =

kBT , όπου kB η σταϑεϱά του Boltzmann και T η ϑεϱµοκϱασία σε ϐαϑµούς Kelvin. Αυτό

πϱοέϱχεται από την αϱχή της ισοκατανοµής της ενέϱγειας. ΣυµϐολίϹουµε την ενεϱγειακή

πυκνότητα µε το σύµϐολο u και έτσι έχουµε ότι η ενέϱγεια ανά µονάδα όγκου και ανά

µονάδα µήκους κύµατος λ, δίνεται από τον τύπο:

du

dλ
=

1

L3

dE

dλ
=

1

L3

(
dN

dλ

)
kBT =

8π

λ4
kBT

λ =
c

ν
⇒ dλ

dν
= − c

ν2
⇒ 1

λ4
=

ν4

c4

και από τον κανόνα της αλυσίδας µποϱούµε να το γϱάψουµε:

du

dν
=

du

dλ

dλ

dν

και

dλ

dν
= − c

ν2

άϱα

du

dν
= (8πkBT )

ν4

c4

( c

ν2

)
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άϱα έχουµε τον νόµο των Rayleigh–=Jeans, ότι η ενεϱγειακή πυκνότητα της ακτινοϐολίας

δίνεται από την σχέση:

du

dν
=

(
8πkBT

c3

)
ν2
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Ο νόµος µετατόπισης του Wien

Στο κεϕάλαιο αυτό παϱουσιάϹουµε άλλο ένα τϱόπο πϱοσέγγισης της ακτινοϐολίας από τον

νόµο µετατόπισης του Wien και κάποιες εϕαϱµογές του στην αστϱονοµία. Ο νόµος του

Wien µποϱεί να πϱοέλϑει από τον νόµο του Planck, ο οποίος παϱάγει µια συνάϱτηση του

µήκους κύµατος και της έντασης για ένα µέλαν σώµα µε µεταϐλητή ϑεϱµοκϱασία. Παϱά

το γεγονός ότι ο νόµος του Planck διατυπώϑηκε µετά τον νόµο του Wien, παϱέχει µια

πιο ϑεµελιώδη κατανόηση της σχέσης µεταξύ του µήκους κύµατος, της έντασης και της

ϑεϱµοκϱασίας. τέλος παϱουσιάσαµε τους πεϱιοϱισµούς του νόµου του Wien σε µεγάλα

µήκη κύµατος και χαµηλές ϑεϱµοκϱασίες.
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5.1 Ο νόµος του Wien

Ο νόµος µετατόπισης της Wien δηλώνει ότι στο µέλαν σώµα, η καµπύλη ακτινοϐολίας για

ένα αντικείµενο, ποικίλλει ανάλογα µε τη ϑεϱµοκϱασία. Συγκεκϱιµένα, πεϱιγϱάϕει πώς

το µέγιστο µήκος κύµατος της ακτινοϐολίας µέλανος σώµατος αλλάϹει µε τη ϑεϱµοκϱασία.

Ο νόµος µετατόπισης διατυπώϑηκε αϱχικά από τον Wilhelm Wien το 1893. Ο Wien

χϱησιµοποίησε ένα ϑεϱµοδυναµικό πείϱαµα σκέψης για να αντλήσει το νόµο του. ΄Ελαϐε

υπόψη του µια κοιλότητα µε ϕως µέσα, όπου διαστέλλεται αϱγά µε αδιαϐατικό τϱόπο.

Βϱήκε ότι η συχνότητα και η ενέϱγεια του ϕωτός αλλάϹουν µε τον ίδιο τϱόπο. Με ϐάση

αυτό, ο Wien ϑεώϱησε ότι η κοϱυϕή του µήκους κύµατος πϱέπει να αλλάϹει σύµϕωνα

µε την αλλαγή της ενέϱγειας, η οποία σχετίϹεται άµεσα µε τη ϑεϱµοκϱασία. Επτά χϱόνια

αϱγότεϱα, το 1900, ο Max Planck παϱήγαγε έναν νόµο, ο οποίος πεϱιγϱάϕει τη ϕασµατική

πυκνότητα της ηλεκτϱοµαγνητικής ακτινοϐολίας από ένα µέλαν σώµα, όπως διατυπώϑηκε

παϱακάτω:

E(λ, T ) =
2hc2

λ5

1

exp
(

hc
λkBT

)
− 1

(5.1)

Ο νόµος του Planck µποϱεί να ϑεωϱηϑεί ως µια πιο ολοκληϱωµένη και ϑεµελιώδης εκδοχή

του νόµου του Wien, που παϱάγει µια ολόκληϱη συνάϱτηση και όχι απλώς την κοϱυϕή

ενός µήκους κύµατος. Λαµϐάνοντας υπόψη αυτό, η εξαγωγή του νόµου του Wien από

τον νόµο του Planck είναι η πιο οϱϑή από ϕυσικής άποψη παϱαγωγή του νόµου που

µποϱούµε να παϱάγαγουµε. Ο νόµος του Planck παϱάγει µια συνεχή συνάϱτηση που

είναι µοναδική για κάϑε ϑεϱµοκϱασία µέλανος σώµατος. Στο παϱακάτω Σχήµα 5.1,

δείχνεται το ϕάσµα µέλανος σώµατος σε διάϕοϱες ϑεϱµοκϱασίες. ΚαϑοϱίϹει το µήκος

κύµατος της κοϱυϕής, οπότε πεϱιλαµϐάνει την εύϱεση µέγιστης τιµής του νόµου του

Planck ως συνάϱτηση της ϑεϱµοκϱασίας.

Το πϱώτο ϐήµα είναι να πάϱουµε τη µεϱική παϱάγωγο του νόµου του Planck, συναϱτήσει

του µήκους κύµατος λ.

∂E

∂λ
=

2hc2

λ6

(
exp

(
hc

λkBT

)
− 1

) exp
(

hc
λkBT

)
exp

(
hc

λkBT

)
− 1

− 5

 (5.2)
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Σχήµα 5.1. Γϱαϕική παράσταση του νόµου Wien και νόµου Planck για κάποιες

ϑεϱµοκϱασίες µέλανος σώµατος. Παϱατηϱούµε ότι οι καµπύλες παρουσιάζουν ένα

µέγιστο, το οποίο µετατοπίζεται πϱος µικϱότεϱα µήκη κύµατος, καθώς αυξάνεται η από-

λυτη ϑεϱµοκϱασία T πϱάγµα που εκφράζει ο νόµος µετατόπισης του Wien.

Στη συνέχεια, οϱίϹοντας την (5.2) ίση µε µηδέν και απλοποιώντας την, έχουµε:

hc

λkBT

exp
(

hc
λkBT

)
exp

(
hc

λkBT
− 1
) − 5 (5.3)

Θέτουµε

x ≡ hc

λkBT

όπου η εξίσωση (5.3) γίνεται:

x exp(x)

exp(x)− 1
− 5 = 0 ⇒ (5.4)

exp(x) · (x− 5) + 5 = 0 (5.5)
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Εποµένως η σχέση µεταξύ µήκους κύµατος και ϑεϱµοκϱασίας είναι:

λ =
hc

xkBT
(5.6)

Συνδέoντας τις σταϑεϱές τιµές h = 6, 626 × 10−27, c = 3 × 1010, kB = 1, 381 × 10−16 και

την τιµή του x που ϐϱήκαµε παϱαπάνω, καταλήγουµε στον νόµο του Wien:

λ =
b

T
(5.7)

όπου η σταϑεϱά b = 2.89777 × 10−3mK είναι γνωστή ως σταϑεϱά µετατατόπισης του

Wien. Ο Wien αϱχικά, ϐϱήκε αυτή τη σταϑεϱά πειϱαµατικά και αϱγότεϱα υποστηϱίχϑηκε

αναλυτικά από τον Planck. [Σιµσεϱίδης, 2015]

5.2 Εϕαϱµογές του νόµου µετατόπισης στην αστρονοµία

Στην αστρονοµία, ο νόµος µετατόπισης του Wien χρησιµοποιείται για την εκτίµηση των

ϑεϱµοκϱασιών των αστεριών. Το αστρικό ϕάσµα του ΄Ηλιου, ϕαίνεται στο παϱακάτω διά-

γραµµα που δίνεται στο Σχήµα 5.2.

Αυτό το γϱάϕηµα δηµιουϱγήϑηκε κάνοντας ϕασµατοσκοπία στο ϕώς του ΄Ηλιου. Από

το σχήµα, µποϱούµε να δούµε ότι το µήκος κύµατος που αντιστοιχεί στο µέγιστο του

διαγϱάµµατος, είναι πεϱίπου

λ = 500× 10−9m = 500nm .

Τώϱα συνδέοντας αυτό στην εξίσωση (5.7):

Tsun ≈ 2.89777

5.0× 10−7
≈ 5800K (5.8)

Η κατανόηση της σύνδεσης µεταξύ της ϑεϱµοκϱασίας και των ϕασµάτων των αστεϱιών, µας

ϐοηϑά να αποκτήσουµε µια ϑεµελιώδη κατανόηση των αστεϱιών γενικότεϱα. ΄Ενα ϐασικό

παϱάδειγµα αυτού είναι το διάγϱαµµα Herzsprung – Russel το οποίο δείχνεται στο Σχήµα

5.3. ΄Οπως ϕαίνεται στο διάγϱαµµα, εκτός του ότι η κατηγοϱιοποίηση των αστεϱιών γίνεται

52

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/07/2024 07:47:06 EEST - 18.218.98.174



Χαϱούλα Τϱιανταϕύλλου Ακτινοϐολία Μέλανος Σώµατος

Σχήµα 5.2. Φάσµα της Ηλιακής ακτινοϐολίας

Πηγή [Pfaffman, 2022]

αϱκετά εύκολη όταν υπάϱχει αυτή σχέση µεταξύ ϑεϱµοκϱασίας και ϕωτεινότητας, δίνεται

η δυνατότητα να διεϱευνήσουµε την εξέλιξη των άστϱων από την κύϱια ακολουϑία στους

γίγαντες και τελικά στους λευκούς νάνους.

5.3 Πεϱιοϱισµοί

Παϱά την χϱησιµότητα του σε πολλές πεϱιπτώσεις, ο νόµος µετατόπισης του Wien, δεν

κάνει ακϱιϐείς πϱοϐλέψεις σε µεγάλα µήκη κύµατος και χαµηλές ϑεϱµοκϱασίες. Μια

συνεχής καµπύλη δεν µποϱεί να ληϕϑεί από τον νόµο του Wien σε χαµηλές ϑεϱµοκϱασίες.

΄Ενας άλλος περιορισµός είναι ότι πϱέπει να υποθέσουµε πως ο ποµπός είναι ένα µαύϱο

σώµα. Στην πραγµατικότητα, κανένα αντικείµενο δεν µποϱεί να είναι µαύϱο σώµα,

εποµένως το πιο κοντινό που µποϱεί να ϕτάσει ένα αντικείµενο είναι να εκπέµπει ως

σχεδόν µαύϱο σώµα. Αυτό οδηγεί σε ανακϱιϐείς προβλέψεις από τον νόµο µετατόπισης
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Σχήµα 5.3. ∆ιάγϱαµµα Herzsprung – Russel

Πηγή: [Pfaffman, 2022]

του Wien και τον νόµο του Planck, αλλά και οι δύο νόµοι εφαρµόζονται καλά για την

προσέγγιση του προβλήµατος. Το παϱακάτω γϱάϕηµα που δίνεται στο Σχήµα 5.4 δείχνει

τη διαφορά µεταξύ του πραγµατικού ϕάσµατος του ηλιακού ϕωτός και του ϕάσµατος που

προβλέπεται για ένα µέλαν σώµα από το νόµο του Planck.
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Σχήµα 5.4. Extraterrestrial solar spectral radiance.

Πηγή: [Pfaffman, 2022]
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Ο νόµος των Stefan-Boltzmann

Σε αυτό το κεϕάλαιο γίνεται άλλη µια απόπειϱα υπολογισµού της ακτινοϐολίας µέλανος

σώµατος. ΠαϱουσιάϹονται δυο διατυπώσεις του νόµου των Stefan–Boltzmann. Μια για

την πυκνότητα ενέϱγειας και µια για την ένταση της ακτινοϐολίας. ΄Επειτα γίνεται ένας

αναλυτικός υπολογισµός όπου δείχνεται πως από τον νόµο του Planck καταλήγουµε στον

νόµο των Stefan–Boltzmann, καϑώς και σε παϱατηϱήσεις που πϱοκύπτουν κατά την

χϱήση της εξίσωσης των Stefan–Boltzmann. Τέλος αναϕέϱουµε και το ϕαινόµενο του

ϑεϱµοκηπίου.
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6.1 Ο νόµος των Stefan-Boltzmann

΄Οταν δύο αντικείµενα έρχονται σε επαϕή, η ϑερµότητα ϱέει από το ϑερµότερο πϱος το

ψυχϱότεϱο εως ότου τα δύο αντικείµενα ϕτάσουν σε ϑερµική ισορροπία.Ωστόσο, ακόµα

κι αν τα δύο αντικείµενα δεν έρχονται σε επαϕή και δεν υπάρχει ϕυσικό µέσο για τη

µεταϕοϱά ϑερµότητας, τα δύο αντικείµενα ϑα ϕτάσουν τελικά σε µια κοινή ϑεϱµοκϱασία.

Αυτό συµβαίνει επειδή αντικείµενα µε µη µηδενική ϑεϱµοκϱασία απελευθερώνουν και

απορροφούν ενέϱγεια µέσω της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας. Αυτή η εκπεµπό-

µενη ενέϱγεια ονοµάζεται συνήϑως ϑερµική ακτινοβολία. Για αρκετά ϑεϱµά αντικεί-

µενα, ένα κλάσµα αυτής της ϑερµικής ακτινοβολίας ϐρίσκεται στο ϕάσµα του ορατού

ϕωτός, επιτρέποντας σε αυτό το ϕαινόµενο να ϕαίνεται µε γυµνό µάτι. Το ϐλέπουµε

συνήϑως στα µέταλλα, καθώς αρχίζουν να λάµπουν όταν είναι αρκετά Ϲεστά. Τα µη οϱατά

αποτελέσµατα της ϑερµικής ακτινοβολίας είναι εύκολα παϱατηϱήσιµα στην καθηµερ-

ινή πρακτική µε ϑεϱµά αντικείµενα, όπως µια ϕωτιά ή µια λάµπα αλογόνου που ϑερ-

µαίνουν αισϑητά το περιβάλλον. Η ποσότητα της ακτινοβολίας που εκπέµπεται είναι

ανάλογη µε τη ϑεϱµοκϱασία του αντικειµένου, και αυτό ισχύει στην καθηµερινή Ϲωή.

Παϱατηϱούµε συχνά ότι ένα καυτό, λαµπερό αντικείµενο ϑα γίνει πιο ϕωτεινό µε την

αύξηση της ϑεϱµοκϱασίας.

Η ακϱιϐής σχέση µεταξύ της ϑεϱµοκϱασίας ενός αντικείµενο και της ποσότητα της ακτι-

νοβολίας που εκπέµπεται έχει διερευνηθεί από αρκετούς διάσηµους ϕυσικούς, συµπερ-

ιλαµβανοµένων των Max Planck και Wilhelm Wien. Το 1879, ο νόµος που περιγράφει

αυτή τη σχέση ανακαλύϕϑηκε για πϱώτη ϕοϱά πειραµατικά από τον Josef Stefan. Λίγο

αϱγότεϱα, ο Ludwig Boltzmann το εξήγαγε ϑεωρητικά.

Ενώ ο νόµος Stefan-Boltzmann έχει προφανείς εφαρµογές, έχει επίσης µεγάλη σηµασία

για την αστροφυσική. Η άµεση µέτϱηση πολλών από τις ϕυσικές ιδιότητες µακϱινών ασ-

τρονοµικών σωµάτων είναι σαϕώς αδύνατη. Ωστόσο, παρατηρώντας απλώς το ϕάσµα ακτι-

νοβολίας του µέλανος σώµατος, είναι δυνατόν να υπολογισθεί η ϑεϱµοκϱασία επιϕάνειας

και ενέϱγεια εξόδου µακϱινών αστεριών [Wellons, 2007].
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6.2 Boltzmann o πϱωτοπόϱος της µοντέϱνας ϕυσικής

Από δυο απόψεις, ο Ludwig Boltzmann ήταν o πρωτοπόρος της κβαντικής µηχανικής.

Πρώτον επειδή στη στατιστική ερµηνεία του δεύτεϱου νόµου της ϑερµοδυναµικής, εισή-

γαγε τη ϑεωρία πιθανοτήτων σε έναν ϑεµελιώδη νόµο της ϕυσικής και έτσι έσπασε την

κλασική προκατάληψη ότι οι ϑεµελιώδεις νόµοι πϱέπει να είναι αυστηϱά ντετερµινιστικοί.

Ακόµα και ο Planck δεν ήταν έτοιµος να δεχτεί τις στατιστικές µεθόδους του Boltzmann

µέχϱι το 1900. Στην πραγµατικότητα σε ένα έγγραφο το 1897 ο Boltzmann είχε ήδη

προτείνει στον Planck να χρησιµοποιήσει τις στατιστικές του µεθόδους για τη διεϱεύνηση

της ακτινοβολίας του µέλανος σώµατος. Το δεύτεϱο πρωτοποριακό ϐήµα πϱός την κβαν-

τική µηχανική ήταν η εισαγωγή διακριτών ενεργειακών επιπέδων. Ο Boltzmann χρησι-

µοποίησε ήδη αυτή τη µέϑοδο στην εργασία του το 1872 στο H-Θεώϱηµα. Σε αυτό το

σηµείο ο Ostwald αναϕέϱει ότι όταν αυτός και ο Planck προσπάθησαν να πείσουν τον

Boltzmann για την υπεροχή των καθαρά ϑερµοδυναµικών µεϑόδων έναντι του ατοµισµού

στο Συνέδριο του Halle το 1891, ο Boltzmann είπε ξαϕνικά: "∆εν ϐλέπω κανένα λόγο για

τον οποίο η ενέϱγεια δεν πϱέπει να διαιρείται ατοµικά".

Πϱιν από το 1900, η κλασική Νευτώνεια µηχανική ήταν το πϱωτότυπο µιας επιτυχηµένης

ϕυσικής ϑεωϱίας. Πολλοί ϕυσικοί, ανάµεσα τους και ο Planck, πίστευαν πώς ο δεύτεϱος

νόµος της ϑεϱµοδυναµικής ήταν ένα ϐασικό αξίωµα που παϱαδόϑηκε απο το Θεό, το

οποίο έπϱεπε να δεχτεί κανείς ως το σηµείο εκκίνησης οποιασδήποτε ϑεϱµοδυναµικής

ϑέωϱησης. Σε αντίϑεση µε αυτή την άποψη ήταν η στατιστική εϱµηνεία του Boltzmann

για τον δεύτεϱο νόµο της ϑεϱµοδυναµικής που διατύπωσε για πϱώτη ϕοϱά το 1877, σχεδόν

50 χϱόνια πϱιν από τη στατιστική εϱµηνεία της Κϐαντικής Μηχανικής. [Flamm, 2008]

6.3 ∆ύο διατυπώσεις του νόµου των Stefan–Boltzmann

6.3.1 Πυκνότητα ενέϱγειας u(T)

Ο νόµος των Stefan–Boltzmann αϕοϱά την πυκνότητα ενέϱγειας ενός µέλανος σώµατος

ϑεϱµοκϱασίας T . Θα ολοκληϱώσουµε την εξίσωση (3.12) χϱησιµοποιώντας την αλλαγή

µεταϐλητής
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u(T ) =

∫ ∞

0

u(ν, T )dν =

∫ ∞

0

8πh̄

c3
ν3

exp
(

h̄ν
kBT

)
− 1

dν ⇒

u(T ) =
8πh̄

c3

(
kBT

h̄

)3
kBT

h̄

∫ ∞

0

x3

exp(x)− 1
dx ⇒

u(T ) =
8π5k4

BT

15c3h̄3T 4
⇒

u(T ) = αT 4 (6.1)

6.3.2 ΄Ενταση ακτινοϐολίας I

Ο νόµος των Stefan–Boltzmann αϕοϱά την ενέϱγεια που εκπέµπεται από το µέλαν σώµα

ανά µονάδα επιϕάνειας και ανά µονάδα χϱόνου, δηλαδή την εκπεµπόµενη ισχύ ανά

µονάδα επιϕάνειας ή αλλιώς την ένταση της ακτινοϐολίας I.

Ας ϑεωϱήσουµε δεδοµένο ότι από την κινητική ϑεωϱία των αεϱίων ο αϱιϑµός κϱούσεων των

σωµατιδίων(εδώ ϕωτονίων) στα τοιχώµατα ανά µονάδα επιϕάνειας και ανά µονάδα χϱόνου

είναι:

Φσ =
n

4
υ, (6.2)

όπου n είναι η πυκνότητα σωµατιδίων και v, είναι η µέση ταχύτητα των σωµατιδίων (εδώ

ϕωτονίων). ΄Αϱα για τα ϕωτόνια

Φγ =
n

4
c (6.3)

Αλλά

I = hυΦγ, (6.4)

όπου

hυ =
u

n
(6.5)
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Είναι η µέση τιµή ενέϱγειας που µεταϕέϱει κάϑε ϕωτόνιο. Απο τις εξισώσεις (6.3), (6.4),

(6.5) έχουµε ότι

I =
c

4
u (6.6)

Οπότε λόγω της εξίσωσης (6.1)

I =

(
2π5k4

BT

15c3h̄3

)
T 4

I = σT 4 (6.7)

[Σιµσεϱίδης, 2015]

6.4 Από τoν Planck στους Stefan–Boltzmann

Από χϱονολογική άποψη, ο J. Stefan, στη µέτϱηση της µεταϕοϱάς ϑερµότητας ενός

σύρµατος πλατίνας ανάλογα µε τη ϑεϱµοκϱασία του (1879), καθιέρωσε εµπειρικά την

αναλογικότητα της πυκνότητας της ϱοή της εκπεµπόµενης ενέϱγειας στον τέταρτο ϐαθµό

της απόλυτης ϑεϱµοκϱασίας, για την εκποµπή του οποιουδήποτε σώµατος για πϱώτη

ϕοϱά. Ωστόσο, πεϱαιτέϱω µετρήσεις έδειξαν την εγκυϱότητά του µόνο για την εκποµπή

του µέλανος σώµατος. Το 1884, ο Ludwing Boltzmann ως µαθητής του Stefan, χρησι-

µοποιώντας ϑερµοδυναµικές εκτιµήσεις, απέκτησε ϑεωρητικά τον νόµο της αναλογικότη-

τας της πυκνότητας της ϱοής I της ακτινοβολίας του µέλανος σώµατος στον τέταρτο ϐαθµό

της ϑεϱµοκϱασίας του σε ϐαθµούς kelvin. H σχέση της πυκνότητας της ϱοής της ακτι-

νοβολίας I που εκπέµπεται από το µέλαν σώµα σε ένα ηµισφαίριο µε δείκτη διάϑλασης

n = 1 µποϱεί να γϱαϕτεί ως:

I = σT 4 (6.8)

όπου σ = (5, 6687 ± 0, 0010) × 10−8 είναι η σταϑεϱά των Stefan–Boltzmann. H εξίσωση

(6.8) ονοµάστηκε νόµος των Stefan–Boltzmann. Το 1900 ο Max Planck ϐασισµένος στην

κϐαντική ϑεωϱία της ηλεκτϱοµαγνητικής ακτινοϐολίας, έδειξε ότι η πυκνότητα ϱοής της

ϕασµατικής ακτινοϐολίας µέλανος σώµατος δίνεται από την σχέση:
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E(T ) =
2hν3

c2
(
exp

(
hν
kBT

)
− 1
) (6.9)

όπου ν η συχνότητα, h η σταϑεϱά του Planck, kB η σταϑεϱά του Boltzmann και c η

ταχύτητα του ϕωτός στο κενό. Η εξίσωση (6.9) για τον πϱοσδιοϱισµό της πυκνότητας ϱοής

της ϕασµατικής ακτινοϐολίας χϱησιµοποιώντας το µήκος κύµατος λ όπως ϕαίνεται και

στο σχήµα 7.1, αντί της συχνότητας ν µποϱεί να γϱαϕεί ως:

E(T ) =
c1

λ5[exp( c2
λT

)− 1]
(6.10)

όπου οι σταϑεϱές ποσότητες c1 = 3, 7413 · 10−6 , c2 = 1, 4380 · 10−2 ονοµάϹονται σταϑεϱές

του Planck αντίστοιχα. Συνήϑως επισηµαίνεται ότι η εξίσωση (6.8) είναι ένα ολοκλήϱωµα

της πυκνότητας ϱοής της ϕασµατικής ακτινοϐολίας µέλανος σώµατος E(T ) σε όλα τα

µήκη κύµατος ηλεκτϱοµαγνητικής ακτινοϐολίας λ όπου κυµαίνονται από 0 έως ∞, άϱα

E(T ) =

∫ ∞

0

E(T )dλ = σT 4 (6.11)

Η αναλυτική απόδειξη του νόµου των Stefan–Boltzmann για την ϱοή ακτινοϐολίας από

τον νόµο του Planck για την ϕασµατική ϱοή ακτινοϐολίας συνιστά τον υπολογισµό του

ολοκληϱώµατος της δεξιάς πλευϱάς της εξίσωσης (6.10), δηλαδή

E(T ) =

∫ ∞

0

c1
λ5[exp( c2

λT
)− 1]

dλ (6.12)

όπου το ολοκλήϱωµα (6.12) είναι ακατάλληλο για την τιµή λ = 0 και για λ → ∞. ΄Ετσι,

ϑα πϱέπει να διασϕαλιστεί ότι συγκλίνει τόσο στο λ = 0 όσο και στο λ → ∞ για αυτό

το λόγο, έχει µια αϱκετά σαϕή ϕυσική σηµασία. Για να διευκολυνϑούν οι εκτιµήσεις

και ο πεϱαιτέϱω υπολογισµός του ολοκληϱώµατος στην εξίσωση (6.12), είναι λογικό να

αντικατασταϑεί η µεταϐλητή στο ολοκλήϱωµα, ϑέτoντας

x =
c2
λT

⇒ λ =
c2
xT

dλ = − c2
Tx2

dx
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και τα όϱια ολοκλήϱωσης από λ = 0 και λ → ∞ µετασχηµατίϹονται σε x → ∞ και x=0

αντίστοιχα. Μετά από αυτήν την αντικατάσταση, το ολοκλήϱωµα γίνεται:

E(T ) = c1

∫ 0

∞

[(T/c2)
5 · (c2/T ) · (−x−2)]dx

exp(x− 1)
= c1(T/c2)

4 ·
∫ ∞

0

x3dx

exp(x)− 1
(6.13)

Για να συγκλίνει το ολοκλήϱωµα της εξίσωσης (6.13) στο x → ∞, τότε ο όϱος

x3

exp(x)− 1

ϑα έχει ϕϑίνουσα σειϱά στο x → ∞ υψηλότεϱη από

1

xa

για a > 1. Εποµένως, η ολοκληϱωτική σύγκλιση στο x → ∞ λαµϐάνει χώϱα όταν η

συνάϱτηση

x3 exp(−x)

που οϱίϹει τη µείωση στο υπό εξέταση ολοκλήϱωµα τείνει στο µηδέν για x → ∞ πιο

γϱήγοϱα από οποιονδήποτε ϐαϑµό
1

x

Στον παϱονοµαστή

x3

exp(x)− 1

η µονάδα αγνοείται σε σύγκριση µε το exp(x). Για να δικαιολογήσουµε τη σύγκλιση του

γενικευµένου ολοκληρώµατος στην εξίσωση (6.13) στο x = 0 και να το υπολογίσουµε στη

συνέχεια, είναι λογικό να χρησιµοποιηθεί ο τυπικός ορισµός του γενικευµένου ολοκληρώ-

µατος στο x → 0,

∫ ∞

0

x3

exp(x)− 1
dx = lim

ε→0+

[∫ ∞

ε

x3

exp(x)− 1
dx

]
= lim

ε→0+

[∫ ∞

ε

x3 exp(−x)

1− exp(−x)
dx

]
(6.14)

όπου η τελευταία έκφραση πϱοέκυψε πολλαπλασιάζοντας τον αριθµητή και τον παρονο-

µαστή του ολοκληρώµατος στην προτελευταία εξίσωση µε exp(−x). Το τµήµα

exp(−x)

1− exp(−x)
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του ολοκληϱώµατος στο τελευταίο ολοκλήϱωµα στο (6.14), µετά την αντικατάσταση

exp(−x) = z

µποϱεί να επεκταϑεί µε τον τύπο γεωµετϱικής πϱοόδου

z

1− z
=

∞∑
n=0

zn+1

σε µια δυναµοσειϱά που συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στο z σε οποιοδήποτε διάστηµα [0, q] της

µεταϐολής z.

Επιστϱέϕοντας στην παϱαπάνω δυναµοσειϱά µε τη µοϱϕή της γεωµετϱικής πϱοόδου στη

µεταϐλητή x της σχέσης

exp(−x) = z

και στη συνέχεια, πολλαπλασιάζοντας κάϑε όϱο της λαµβανόµενης σειϱάς µε x3, µποϱούµε

να λάϐουµε τις οµοιόµορφα συγκλίνουσες σειϱές του x στο διάστηµα [ε,+∞] για το ολοκ-

λήρωµα στο τελευταίο µέϱος της εξίσωσης (6.14).

exp(−x)x3

1− exp(−x)
= x3

∞∑
n=0

exp(−[n+ 1]x) (6.15)

Αυτό συµϐαίνει αϕού οι συνϑήκες του κϱιτηϱίου Weierstrass ϑα ικανοποιούνται για µια

νέα σειϱά υπό την συνϑήκη

0 < ε ≤ x

λόγω της ανίσωσης

z = exp(−x) ≤ exp(−ε) = q < 1

και το διάστηµα [0, q] αντιστοιχεί στο διάστηµα [ε,∞) στην εκϑετική αντικατάσταση

z = exp(−x)

q = exp(−ε)

Οι παϱατηϱήσεις που παϱουσιάϹονται δικαιολογούν τη µείωση την εξίσωσης

lim
ε→0+

[∫ ∞

ε

x3 exp( −x)

1− exp(−x)
dx

]
, (6.16)

της εξίσωσης (6.14) στην ισοδύναµη µοϱϕή
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lim
ε→0+

[∫ ∞

ε

x3

∞∑
n=0

exp(−[n+ 1]x)dx

]
, (6.17)

Η σειϱά κάτω από το ολοκλήϱωµα της εξίσωσης (6.17) συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στο x και

µόνο στο x στο διάστηµα ε ≤ x < ∞. Εποµένως, αυτή η σειϱά µποϱεί να ενσωµατωϑεί όϱο

πϱός όϱο, γεγονός που καϑιστά δυνατή τη µετατϱοπή της εξίσωσης (6.17) στην ισοδύναµη

µοϱϕή

lim
ε→0+

(
∞∑
n=0

(∫ ∞

ε

x3 exp(−(n+ 1)x)dx

))
(6.18)

Σε κάϑε ολοκλήϱωµα κάτω από το πϱόσηµο άϑϱοισης, είναι λογικό να γίνει αντικατάσταση

από τον τύπο,

(n+ 1)x = t .

Σε αυτή την πεϱίπτωση, το κατώτεϱο όϱιο x = ε κάϑε αρχικού ολοκληρώµατος µετασχη-

µατίζεται στο νέο κατώτεϱο όϱιο

t = (n+ 1)ε

και το ανώτεϱο όϱιο x = +∞ κάϑε αϱχικού ολοκληϱώµατος µετασχηµατίϹεται στο νέο

ανώτεϱο όϱιο t = +∞.Είναι επίσης πϱοϕανές ότι

dx =
1

(n+ 1)
dt.

Χϱησιµοποιώντας τη νέα µεταϐλητή t η εξίσωση (6.18) παίϱνει τη µοϱϕή

limε→0+

(
∞∑
n=0

(∫ ∞

(n+1)ε

1

(n+ 1)3
t3

1

n+ 1
exp(−t)dt

))
. (6.19)

Στην εξίσωση (6.19), αϕού αϕαιϱεϑούν οι σταϑεϱές

(n+ 1)−4

από το ολοκλήϱωµα, κάϑε όϱος της σειϱάς µποϱεί να γϱαϕεί ώς

limε→0+

(
∞∑
n=0

(
1

(n+ 1)4

∫ ∞

(n+1)ε

t3 exp(−t)dt

))
. (6.20)

Στην (6.20), η σειϱά κάτω από το όϱιο συγκλίνει οµοιόµοϱϕα στην παϱάµετϱο ε σύµϕωνα

µε το κϱιτήϱιο Weierstrass, δεδοµένου ότι η αϱιϑµητική σειϱά
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∞∑
n=0

1

(n+ 1)4

συγκλίνει και η αϱιϑµητική τιµή κάϑε ολοκληϱώµατος

fn(ε) =

∫ +∞

(n+1)ε

t3 exp(−t)dt,

οϱιοϑετείται οµοιόµορφα από πάνω από την κοινή τιµή των οϱίων στο ε → 0+ της

συνάϱτησης Γάµµα,

Γ(s) =

∫ ∞

0

ts−1 exp(−t)dt.

Για s = 4 έχουµε ότι,

Γ(4) =

∫ ∞

0

t3 exp(−t)dt = 3! (6.21)

Λαµϐάνοντας υπόψη την πϱοαναϕεϱϑείσα οµοιόµοϱϕη σύγκλιση της σειϱάς στην (6.20)

µε παϱάµετϱο ε 0 ≤ ε ≤ 1 µποϱούµε να πϱοχωϱήσουµε το όϱιο στην (6.20) κάτω από το

πϱόσηµο άϑϱοισης σειϱάς. Στη συνέχεια, δεδοµένου του γεγονότος ότι µετά τη µετάϐαση

του οϱίου στο ε → 0+ όλα τα ολοκληϱώµατα παίϱνουν την ίδια τιµή (6.21) µετατϱέποντας

την σχέση

∞∑
n=0

1

(n+ 1)

4
(
limε→0+

∫ ∞

(n+1)ε

t3 exp(−t)dt

)
=

∞∑
n=0

1

(n+ 1)4
· 3! (6.22)

Λαµϐάνοντας υπόψη τη γνωστή έκϕϱαση για το άϑϱοισµα των σειϱών

∞∑
n=0

1

(n+ 1)4
=

π4

90
,

η εξίσωση (6.13) παίϱνει την τελική µοϱϕή

E(T ) = c1

(
T

c2

)4(
π4

15

)
=

(
c1π

4T 4

15c42

)
= σT 4. (6.23)

όπου
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σ =
c1π

4T 4

15c42

΄Ετσι, µε ϐάση το νόµο του Planck για τη ϕασµατική ϱοή ακτινοϐολίας, ο νόµος Stefan–

Boltzmann για το ολοκλήϱωµα της ϱοής ακτινοϐολίας, πϱοέκυψε µε αυστηϱό αναλυτικό

τϱόπο µε πλήϱη µαϑηµατική αιτιολόγηση. [Bityukov et al., 2018]

6.5 Παϱατηϱήσεις για την εξίσωση Stefan – Boltzmann

Η εξίσωση Stefan–Boltzmann είναι µάλλον σχετικά απλή: ένα σώµα, όπως το µέλαν

σώµα µε επιϕανειακή ϑεϱµοκϱασία T εκπέµπει ενέϱγεια ανά µονάδα χϱόνου και µονάδα

επιϕάνειας, και I, η ϱοή πυκνότητας

I = σT 4, (6.24)

όπου σ είναι η σταθερά Stefan - Boltzmann. ΄Οταν ο νόµος Stefan–Boltzmann εφαρ-

µόζεται στο σύστηµα Γης–Ατµόσϕαιϱας, οι επιστήµονες κάνουν τα παϱακάτω πιο συχνά

τεχνικά λάϑη:

• ΄Ενας συντελεστής ε στην πεϱιοχή από 0 έως 1, που ονοµάϹεται εκποµπή, ϑα πϱέπει

να πολλαπλασιάσει από τη δεξιά πλευϱά, αλλά όχι όταν εϕαϱµόϹεται σε αντικείµενα

που δεν είναι µαύϱα σώµατα.

• Αδυναµία πϱοσδιοϱισµού της επιϕάνειας και της ϑεϱµοκϱασιακής επιϕάνειας του

συστήµατος Γης–Ατµόσϕαιϱας.

• Αδυναµία πϱοσδιοϱισµού εάν ένα στϱώµα αέϱα είναι ένα µεµονωµένο αντικείµενο

ή ένα σύµπλεγµα αντικειµένων.

Αυτά τα σϕάλµατα µποϱούν εύκολα να αποδειχϑούν εξετάϹοντας πολλές µεϑοδολογίες:

• Tο ϕαινόµενο της ϑέϱµανσης του ϑεϱµοκηπίου στους 33 0C για τη Γη.

• Τα 390 W/m2 επιϕανειακής ακτινοϐολίας στον πϱοϋπολογισµό για την ενέϱγεια της

Γης.
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6.6 Tο ϕαινόµενο ϑεϱµοκηπίου

Λέγεται ότι η µέση ϑεϱµοκϱασία της Γης ϑα ήταν 33 0C χαµηλότεϱη από ό,τι σήµεϱα αν

δεν υπήϱχε το ϕαινόµενο ϑέϱµανσης των αεϱίων του ϑεϱµοκηπίου.

330C = 150C − (−180C)

Οι -18 0C λαµβάνονται από την εξίσωση της ισορροπίας ακτινοβολίας µεταξύ της εισερχό-

µενης ϱοής από τον ΄Ηλιο και εξερχόµενης ϱοής από τη Γη:

πr2(1− a)S0 = 4πr2εσT 4, (6.25)

όπου r είναι η ακτίνα της Γής, a είναι ο λόγος της ανακλώµενης πϱος την πϱοσπίπτουσα

ηλεκτϱοµαγνητική ακτινοϐολία ενός σώµατος στη γή και S0 = 1368W/m2 είναι η ηλιακή

σταϑεϱά που αντιπϱοσωπεύει την εισεϱχόµενη πυκνότητα ϱοής της ενέϱγειας της ηλιακής

ακτινοϐολίας. Το σύµϐολο ε είναι η εκποµπή από την επιϕάνεια της Γής. Σε πολλές

κλιµατικές έϱευνες, το ε είτε λείπει, είτε ϑεωϱείται ότι ειναι 1. Εισάγοντας τις τιµές

a = 0, 3

ε = 1

στην εξίσωση (6.25) και λύνοντας ως πϱός T :

T =4

√
(1− α)S0

4εσ
=4

√
(1− 0, 3) · 1368
4 · 5, 67 · 10−8

= 254, 9K ≃ 225K ≃ −18oC. (6.26)

Για ε = 1, υποϑέτουµε ότι η επιϕάνεια της γής είναι µια επιϕάνεια µέλανος σώµατος, κάτι

που δεν ισχύει. Αν το ε δεν είναι 1, αλλά 0, 9, 0, 8, 0, 7 ή 0, 6 τότε η T ϑα γινόταν −11, 40C,

−3, 60C, 5, 50C ή 16, 50C αντίστοιχα. Η εύϱεση −180C είναι ένα τεχνικό σϕάλµα. Στην

πϱαγµατικότητα, η ικανότητα εκποµπής της επιϕάνειας της γής µποϱεί να πϱοσδιοϱιστεί

για ε ≃ 0, 7 από δοϱυϕοϱικά ϕάσµατα εξεϱχόµενης ακτινοϐολίας.

Η µέση ϑεϱµοκϱασία του αέϱα κοντά στην επιϕάνεια της γης, όπως µετράται από το

παγκόσµιο σταθµό καιϱού, είναι πεϱίπου 150C ≃ 288K.Τα N2 και O2 που είναι κυρι-

ολεκτικά διαφανή σώµατα, αποτελούν το 99 % του αέϱα. Λευκά και διάφανα σώµατα δεν

εκπέµπουν τίποτα σε οποιαδήποτε ϑεϱµοκϱασία.
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Αυτό το σϕάλµα πϱοέϱχεται από µια παϱανόηση της λέξης "επιϕάνεια" που είναι µια

συµϐολική αντίληψη του νόµου των Stefan–Boltzmann. Εάν δεν υπάϱχει ατµόσϕαιϱα,

µε τον όϱο επιϕάνεια, εννοούµε την χεϱσαία και υδάτινη επιϕάνεια του εδάϕους της Γης

και το T αντιπϱοσωπεύει τη µέση ϑεϱµοκϱασία της επιϕάνειας του εδάϕους. Αν υπάϱχει

ατµόσϕαιϱα που είναι όλη από άϹωτο και οξυγόνο, η επιϕάνεια είναι ακόµη η επιϕάνεια

του εδάϕους, και T ακόµη η µέση ϑεϱµοκϱασία της επιϕάνειας του εδάϕους, ανεξάϱτητα

από τη ϑεϱµοκϱασία του αέϱα. Αυτό είναι επειδή το άϹωτο και το οξυγόνο είναι µη

ακτινοϐολούµενα (κυϱιολεκτικά ε = 0 για διαϕανή και λευκά σώµατα).

Σχήµα 6.1. Earth energy budget diagram

Πηγή: [Solomon et al., 2007]

Tο Σχήµα 6.1 είναι ένα διάγραµµα που ϕαίνεται η εκτίµηση του ετήσιου και παγκόσ-

µιου µέσου ενεργειακού ισοϹυγίου της Γης. Εξετάζουµε την επιφανειακή ακτινοβολία

390W/m2 που εξέρχεται από την επιϕάνεια του εδάφους η οποία ϑεωρείται ότι αντιστοιχεί

σε εκποµπή µέλανος σώµατος, στους 15 0C σύµφωνα µε την εξίσωση Stefan–Boltzmann

(6.24):

I = σT 4 = 5, 67 · 10−8 · (273, 15 + 15)4 = 390, 89 ≃ 390W/m2. (6.27)

Η ικανότητα εκποµπής της επιϕάνειας του εδάϕους, είναι απίϑανο να πλησιάϹει τo 1.0.

Μέλαν σώµα είναι µια αϕαίϱεση µιας ϕυσικής έννοιας, σχεδόν καµία ουσία δεν είναι

69

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/07/2024 07:47:06 EEST - 18.218.98.174



Χαϱούλα Τϱιανταϕύλλου Ακτινοϐολία Μέλανος Σώµατος

µέλαν σώµα στη Γή. Μποϱεί κανείς εύκολα να καταλάϐει γιατί η επιϕάνεια του εδάϕους

της γης δεν ϑα αποϱϱοϕούσε πλήϱως τα 324W/m2 της ακτινοϐολίας γιατί δεν είναι ποτέ,

η επιϕάνεια µέλανος σώµατος. [K.E and Fasullo, 2011]
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

Ο νόµος του Planck για την

ακτινοϐολία

΄Υστεϱα από διάφορους υπολογισµούς και δοκιµές στον τϱόπο που µε τον οποίο ϑα

ερµηνευτεί η ακτινοβολία µέλανος σώµατος, έρχεται ο Planck και εισάγει την έννοια

του αρµονικού ταλαντωτή. ΧωϱίϹει την ενέϱγεια σε κϐάντα και αποδεικνύει µε τον

δικό του τϱόπο το ϕαινόµενο του µέλανος σώµατος, όπως ϑα δούµε σε αυτό το κε-

ϕάλαιο. Ο Planck απέδειξε την σχέση µέσης ενέϱγειας ϐασιζόµενος στην Κλασική Θερ-

µοδυναµική και στη Στατιστική Μηχανική. Κατάϕεϱε να εξηγήσει την απόκλιση της

µέσης ενέϱγειας από την κλασική τιµή της, χρησιµοποιώντας την Στατιστική Maxwell–

Boltzmann. Εξήγησε τις διεγεϱµένες καταστάσεις του ταλαντωτή και πως γίνεται η

µετάϐαση από την µία ενεργειακή κατάσταση στην επόµενη µέσω ενός ενεργειακού δια-

γράµµατος. Τέλος παρουσιάζουµε µια αρκετά αναλυτική απόδειξη της ακτινοβολίας του

Planck.
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7.1 Η πϱο Planck εποχή

Το 1859 ο Gustav Kirchhoff υποστήϱιξε ότι ένα µέλαν σώµα σε ϑεϱµική ισοϱϱοπία ϑα

έπϱεπε να εκπέµπει ένα ϕάσµα ακτινοϐολίας που δεν έπϱεπε να εξαϱτάται από το σχήµα

ή το υλικό του. ΄Ετσι ϑα πϱέπει να υπάϱχει µια συνάϱτηση u(ν, T ) που πεϱιγϱάϕει

τη ϕασµατική ενεϱγειακή πυκνότητα σε ϑεϱµοκϱασία T που ϐϱίσκεται στο διάστηµα

συχνοτήτων από ν σε ν + dν. Με ϐάση τις γενικές ϑεϱµοδυναµικές εκτιµήσεις ο Wilhelm

Wien έδειξε το 1893 ότι αυτή η συνάϱτηση δύο µεταϐλητών, ϑα έπϱεπε να έχει τη µοϱϕή

u(ν, T ) = ν3f
( ν
T

)
που δεν είναι τίποτα άλλο παϱά ο νόµος µετατόπισης του Wien. ∆ηλαδή το "πϱόϐληµα

ακτινοϐολίας" µετατϱάπηκε σε πϱοσδιοϱισµό µιας συνάϱτησης f µιας µόνο µεταϐλητής.

Ο Wien παϱουσίασε µια συνάϱτηση που ικανοποιεί αυτή την απαίτηση, τον πεϱίϕηµο

"νόµο ακτινοϐολίας του Wien".

u(ν, T ) =
8πν3

c3
b · exp

(
−αν

T

)
(7.1)

Το σηµείο εκκίνησης του Planck ήταν να µοντελοποιήσει το µέλαν σώµα ως ένα σύνολο

ϕορτισµένων ταλαντωτών. Με ϐάση την ηλεκτροδυναµική µποϱούσε να δείξει ότι η ϕασ-

µατική ενεργειακή πυκνότητα σχετίζεται µε τον χϱονικό µέσο όϱο της ενέϱγειας του τα-

λαντωτή E(ν, T ), σύµφωνα µε:

u(ν, T ) =
8πν2

c3
b · E(ν, T ) (7.2)

Είναι σηµαντικό ότι αυτή η σχέση δεν πεϱιέχει τη µάϹα, το ϕοϱτίο ή τον παϱάγοντα

απόσϐεσης των υποϑετικών ταλαντωτών. Η στϱατηγική του Planck ήταν να πϱοσδιοϱίσει

την εντϱοπία του ταλαντωτή, S(E, ν) και να ενσωµατώσει τη ϑεϱµοδυναµική σχέση:

dS

dE
=

1

T

Τον Οκτώϐϱιο του 1900 πϱότεινε τον νόµο ακτινοϐολίας του :

u(ν, T ) =
8πν2

c3
· bν

exp
(
aν
T

)
− 1

(7.3)

Οι παϱάµετϱοι a και b είναι ίδιοι όπως στην εξίσωση (7.1).Για τις υψηλές συχνότητες αυτή

η έκϕϱαση πϱοσεγγίϹει το νόµο της Wien ενώ για τις χαµηλές συχνότητες ακολουϑεί ο
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λεγόµενος νόµος Rayleigh–Jeans (Για N = a
b
R) :

u(ν, T ) =
8πν2

c3
· R
N
T. (7.4)

Εδώ, το N υποδηλώνει τη σταϑεϱά του Avogadro και το R την παγκόσµια σταϑεϱά των

αεϱίου (k = R
N
). Ο νόµος της ακτινοϐολίας Rayleigh–Jeans πϱοκύπτει από το Θεώϱηµα

ισοκατανοµής της στατιστικής µηχανικής, δηλαδή εισάγoντας την E = kT στην εξίσωση

(7.2). Επίσης εϕάϱµοσε την έννοια της εντϱοπίας ως

S = k lnW

µε W την πιϑανότητα της αντίστοιχης κατάστασης. ΄Ετσι, ο Planck ουσιαστικά έπϱεπε να

µετϱήσει τις δυνατότητες κατανοµής της συνολικής ενέϱγειας E µεταξύ των N ταλαντωτών.

Για τον αϱιϑµό των διαϕοϱετικών τϱόπων µε τους οποίους η ενέϱγεια P και τα στοιχεία ϵ

ϑα µποϱούσαν να κατανεµηϑούν στους N ταλαντωτές πϱόσϕεϱε το ακόλουϑο αποτέλεσµα:

W =
(P +N − 1)!

P !(N − 1)!
(7.5)

Ο Planck µόλις παϱέϑεσε αυτή τη σχέση το 1914 (δηµοσιεύτηκε ένα χϱόνο αϱγότεϱα) ο

Paul Ehrenfest και ο Heike Kamerlingh Onnes έδωσαν µια όµοϱϕη και απλή απόδειξη.

΄Ετσι ο Planck έϱιξε το -1 στα παϱαγοντικά, χϱησιµοποίησε την πϱοσέγγιση N ! ≃ NN και

υπολόγισε την εντϱοπία S = k lnW , ώστε να πϱοκύψει ο νόµος της ακτινοϐολίας:

u(ν, T ) =
8πν3

c3
· ϵ

exp
(

ϵ
kT

)
− 1

, (7.6)

αν ϵ → 0 (όπως έκανε ο Boltzmann το 1877) δεν ϑα έδινε το επιϑυµητό αποτέλεσµα

(7.3). Επιπλέον, η ϕασµατική ενεϱγειακή πυκνότητα (7.6) είναι συνάϱτηση του
(

ϵ
T

)
, ενώ

ο νόµος µετατόπισης του Wien απαιτεί να είναι συνάϱτηση του
(
ν
T

)
. Ως εκ τούτου, τα

ενεϱγειακά στοιχεία πϱέπει να είναι ανάλογα µε τη συχνότητα και τη σχέση του Planck:

ϵ = hν, (7.7)

οπότε ο νόµος του Planck, πεϱιγϱάϕεται από την σχέση:

u(ν, T ) =
8πν2

c3
· hν

exp
(
hν
kT

)
− 1

, (7.8)

[Passon and Grebe-Ellis, 2017]
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7.2 Τι είναι ο κϐαντισµένος ταλαντωτής

Η νέα και ϱιϹική υπόθεση του Planck ήταν ότι, ένας ταλαντωτής στα τοιχώµατα της

κοιλότητας µποϱούσε να εκπέµπει ή να απορροφά ενέϱγεια µόνο σε κοµµάτια (κϐάντα)

και ότι το µέγεθος των κϐάντα ήταν ανάλογο µε τη συχνότητα του ταλαντωτή. Εάν ο τα-

λαντωτής λειτουργεί σε µια συχνότητα, το µέγεθος του κβάντου της ενέϱγειας του είναι

hν, όπου h µια µικϱή σταθερά την οποία ο Planck δεν γνώϱιϹε αρχικά, που πϱέπει να εκ-

ϕράζεται σε µονάδες ενέϱγειας επί χϱόνο. Αν αυτός ο ταλαντωτής συχνότητας ν πϱόκειται

να δεχθεί ενέϱγεια από την κοιλότητα, µποϱεί να δεχτεί µόνο ένα κβαντικό ποσό, το ποσό

hν. Ο ταλαντωτής δεν µποϱεί σύµφωνα µε την υπόθεση του Planck να κερδίσει ή να

χάσει ενέϱγεια εκτός από αυτή την ποσότητα. Η υπόθεση του Planck για τους κβαντισµέ-

νους ταλαντωτές είχε σηµαντική επίδραση στη κατανοµή ακτινοβολούµενης ενέϱγειας στην

κοιλότητα. Αυτό ϑα γίνει πιο κατανοητό αν υποθέσουµε ότι, η συχνότητα στην κοιλότητα

είναι ν και ότι σε κάποιο σύντοµο χϱονικό διάστηµα 6hν ενέϱγειας, διατίθεται από τα

πηνία ϑέρµανσης. Αυτή η ενέϱγεια µποϱεί να διεγείϱει ταλαντωτές στα τοιχώµατα της

κοιλότητας µε διάφορους τϱόπους, όπως:

• ΄Εξι ταλαντωτές στη ϑεµελιώδη συχνότητα ν ϑα µποϱούσαν να απορροφήσουν ένα

κϐάντο ενέϱγειας, hν. Στη συνέχεια, το καθένα ϑα ενεργοποιείται στη ϐασική λει-

τουργία και ϑα παϱέχει αυτή την ενέϱγεια στην ακτινοβολία της κοιλότητας. ΄Αϱα έχει

υπολογιστεί όλη η ενέϱγεια έξι ταλαντωτών που απέκτησε ο καθένας hν ενέϱγεια, σε

µοϱϕή εξίσωσης:

6 · 1hν = 6hν

• ΄Η τέσσεϱις ταλαντωτές στη ϑεµελιώδη συχνότητα ν, µποϱεί ο καθένας να απορροφά

ένα κϐάντο, ενώ ένας πέµπτος ταλαντωτής στη δεύτεϱη αρµονική ταλάντωση(2ν)

απορροφά τις υπόλοιπες 2hν ενέϱγειας. Η ενέϱγεια που είναι διαθέσιµη στην

κοιλότητα παίϱνει τη µοϱϕή τεσσάϱων κβάντων στη συχνότητα ν και ένα κϐάντο

στη συχνότητα 2ν. Η εξίσωση είναι:

4 · 1hν + 1 · 2hν = 6hν

• ΄Η ένας ταλαντωτής µποϱεί να διεγείρεται στη ϑεµελιώδη συχνότητα ν ένας τα-

λαντωτής στη δεύτεϱη αρµονική ταλάντωση και ένας ταλαντωτής στη συχνότητα
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3ν.Τότε η κοιλότητα λαµβάνει ενέϱγεια hν στη συχνότητα ν, 2hν στην συχνότητα

2ν και 3hν στη συχνότητα 3ν, όπως ϕαίνεται στην εξίσωση:

1 · 1hν + 2 · 2hν + 3 · 3hν = 6hν

Εποµένως για να αλληλεπιδϱάσουν τα κϐάντα και οι ταλαντωτές πϱέπει:

• Η συνολική ενέϱγεια που παϱέχεται από τα πηνία ϑέϱµανσης, πϱέπει να ισούται µε

την ποσότητα που αποϱϱοϕάται από τους διάϕοϱους ταλαντωτές και επίσης ισούται

µε την συνολική ποσότητα που απελευϑεϱώνεται από αυτούς τους ταλαντωτές στην

κοιλότητα.

• ΄Ενας ταλαντωτής σε συχνότητα ν µποϱεί να δεχϑεί ή να απελευϑεϱώσει µόνο την

ενέϱγεια του hν.

Μποϱούµε λοιπόν να δούµε ότι η υπόϑεση του Planck εµποδίϹει τις υψηλές συχνότητες

να κυϱιαϱχήσουν.΄Οπως είχαµε δεί ήταν οι τϱόποι λειτουϱγίας υψηλής συχνότητας (µικϱό

µήκος κύµατος, µεγάλη συχνότητα ν), που ο καϑένας απαιτούσε το ίδιο µεϱίδιο ενέϱγειας

και έτσι πϱοκάλεσαν την καταστϱοϕή της υπεϱιώδους ακτινοϐολίας στην ϑεϱµοδυναµική.

[Gupta, 2003]

7.3 Απόδειξη του νόµου Planck

Ο Planck αναγκάστηκε ουσιαστικά να εισαγάγει την έννοια του resonator ("ταλαντωτής")

που έχει διακεκϱιµένες (δηλαδή όχι συνεχείς αλλά εξαϱτώµενες από έναν ϕυσικό αϱιϑµό

n, µε άλλα λόγια "κϐαντισµένες") επιτϱεπόµενες ενέϱγειες En για δεδοµένη συχνότητα

ν και κατόπιν να υποϑέσει ότι η ενέϱγεια που ατιστοιχεί σε δεδοµένη συχνότητα ν και

ϑεϱµοκϱασία T είναι στην πϱαγµατικότητα µια µέση τιµή E(ν, T ) των ενεϱγειών ενός

µεγάλου αϱιϑµού ταυτοσήµων resonators που ο καϑένας ϐϱίσκεται σε µια διαϕοϱετική

στάϑµη En, ενώ η πιϑανότητα καταλήψεως της στάϑµης Pn δίνεται απο τη στατιστική

Boltzmann. Θα υποϑέσουµε λοιπόν ότι η ηλεκτϱοµαγνητική ενέϱγεια ενός resonator

συχνότητας ν εντός της κοιλότητας µέλανος σώµατος µποϱεί να πάϱει µόνο διακεκϱιµένες

τιµές και µάλιστα έχει τη µοϱϕή

En = nhν, n = 0, 1, 2, 3... (7.9)
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Από το ϑεώϱηµα ισοκατανοµής της ενέϱγειας, έτσι και εδώ ϑα υποϑέσουµε ότι η µέση

τιµή της ενέϱγειας κανονικού τϱόπου εξαϱτάται από τη ϑεϱµοκϱασία αλλά και από τη

συχνότητα

E(ν, T ) =
∑
n

Enpn (7.10)

όπου ας υποϑέσουµε ότι η πιϑανότητα να ϐϱίσκεται ο δoµικός λίϑος στην ενέϱγεια En

είναι Ep και αυτή δίνεται από την στατιστική κατανοµή Boltzmann, δηλαδή

pn =
e

−En
kBT

Z
(7.11)

Z =
∑
n

e
−En
kBT (7.12)

όπου Z η συνάϱτηση επιµεϱισµού. Ας οϱίσουµε

x =
hν

kBT
(7.13)

΄Αϱα έχουµε

E(ν, T ) =
∑
n

nkBT
e−nx

Z
=

kBTx

Z

∑
n

ne−nx (7.14)

Z =
∑
n

e−nx =
1

1− e−x
(7.15)

διότι πϱόκειται για άϑϱοισµα απείϱων όϱων γεωµετϱικής πϱοόδου an = e−nx µε αϱχικό

όϱο a0 = e−0x = 1 και λόγο λ = an+1

an
= e−x < 1.

Απο την εξίσωση (75) πϱοκύπτει

∂Z

∂x
= −

∑
n

ne−nx = − e−x

(1− e−x)2
⇒ (7.16)

A =
e−x

(1− e−x)2
(7.17)

Απο τις εξισώσεις (74),(75),(77) πϱοκύπτει

E(ν, T ) = kBTx
e−x

1− e−x
= kBTx

1

ex − 1
(7.18)
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και αν ϑυµηϑούµε πως οϱίστηκε το χ στην εξίσωση (73) καταλήγουµε οτι

E(ν, T ) =
hν

e
hν

kBT − 1
(7.19)

όπου τώϱα το E(ν, T ) εξαϱτάται και απο τη συχνότητα ν και µάλιστα δίνεται απο την

εξίσωση (79) άϱα

u(ν, T ) =
hν

e
hν

kBT − 1

8πν2

c3
(7.20)

η πυκνότητα ενέϱγειας ανα µονάδα συχνότητας ΗΜ ακτινοϐολίας µέλανος σώµατος σε

ϑεϱµοδυναµική ισοϱϱοπία u(ν, T ) είναι

u(ν, T ) =
8πh

c3
ν3

e
hν

kBT − 1
(7.21)

[Σιµσεϱίδης, 2015]

• Για hv ≫ kT , τότε παίϱνουµε τον νόµο των Rayleigh-Jeans.

• Για hν ≪ kT , τότε παίϱνουµε τον νόµο µετατόπισης του Wien.

[Βοσνιάκος, 1980]

7.4 Η συνάϱτηση Planck στο εύϱος συχνοτήτων

΄Ενα παϱάδειγµα τέλειας ακτινοϐολίας µέλανος σώµατος είναι το Hohlraumstrahlung που

πεϱιγϱάϕει την ακτινοϐολία σε µια κοιλότητα που οϱιοϑετείται από αδιαϕανείς ουσίες που

εκπέµπουν και αποϱϱοϕούν ϑεϱµοκϱασία.Σύµϕωνα µε τα ευϱήµατα του Kirchhoff[22],

η κατάσταση της ϑεϱµικής ακτινοϐολίας σε τέτοια κοιλότητα είναι εντελώς ανεξάϱτητη

από τη ϕύση και τις ιδιότητες αυτών των ουσιών και εξαϱτάται µόνο από την απόλυτη

ϑεϱµοκϱασία, T , και τη συχνότητα ν (ή την ακτινική συχνότητα ω = 2πν) ή το µήκος

κύµατος λ. Η ακτινοϐολία που κυµαίνεται από ν έως ν + dν συµϐάλλει στο ενεϱγειακό

εύϱος ν µέσα σε έναν όγκο dV , κατά µέσο όϱο, µια ποσότητα ενέϱγειας που είναι ανάλογη

των dν και dV εκϕϱάϹεται µε:

dE = U(ν, T )dνdV = U(ω, T )dωdV , (7.22)
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η ποσότητα U(ν, T ) (ή U(ω, T )) ονοµάζεται µονοχρωµατική (ή ϕασµατική) πυκνότητα

ενέϱγειας της ακτινοβολίας. Σύµφωνα µε τον Planck, στην πεϱίπτωση της ϑερµικής ισορ-

ϱοπίας, µποϱεί να σχετίζεται µε τη µέση ενέϱγεια, E, ενός αρµονικού ταλαντωτή της

συχνότητας ν που ϐρίσκεται µέσα στα τοιχώµατα της κοιλότητας από:

U(ν, T ) = AE (7.23)

όπου A είναι µια σταϑεϱά. Στην πεϱίπτωση της ϑεϱµικής ισοϱϱοπίας, η πιϑανότητα P (Ej)

να ανιχνευτεί µια στατική κατάσταση µε ενέϱγεια, Ej δίνεται από :

P (Ej) = α gj e
−Ej
kT , (7.24)

όπου το α είναι µια σταϑεϱά, gj είναι ο αϱιϑµός των στατικών καταστάσεων (εκϕυλισµός)

και k = 1, 3806 · 10−23JK−1 είναι η σταϑεϱά Boltzmann. Αντανακλά τη σύνδεση του

Boltzmann µεταξύ εντϱοπίας και πιϑανότητας. H πιϑανότητα ένας αϱµονικός ταλαντωτής,

να καταλαµϐάνει ενέϱγεια, En, εκϕϱάϹεται τον τύπο του Boltzmann:

Pn = P (En) = Ce
−En
kT , (7.25)

όπου C µια άλλη σταϑεϱά. Ο Planck υπέϑεσε ότι ένας τέτοιος ταλαντωτής µποϱεί να έχει

µόνο την ποσότητα ενέϱγειας [Kramm and Mölders, 2009]:

En = nhν = nh̄ω (7.26)

που σηµαίνει ότι η ενέϱγεια είναι κϐαντισµένη. Από την ιστοϱική σκοπιά αυτό το αξίωµα

µποϱεί να ϑεωϱηϑεί ως η έναϱξη της κϐαντικής ϕυσικής [Kramm and Mölders, 1000] .

Εδώ ο n = 0, 1, 2, 3, ...,∞ είναι ένας ακέϱαιος, ο λεγόµενος κύϱιος κϐαντικός αϱιϑµός, το

h = 6, 625 · 10−34Js είναι η σταϑεϱά του Planck και h̄ = h
2π

, ονοµάϹεται συνήϑως σταϑεϱά

Dirac. Ο Planck υπέϑεσε ότι η ενέϱγεια ενός ταλαντωτή στην κατάσταση για n = 0 ισούται

µε µηδέν. Σήµεϱα όµως, γνωϱίϹουµε ότι για n = 0, η µηδενική ενέϱγεια δίνεται από

E0 =
1

2
hν

και η εξίσωση (7.26) γϱάϕεται ως εξής:
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En =

(
n+

1

2

)
hν =

(
n+

1

2

)
h̄ω . (7.27)

Επιπλέον, υπέθεσε ότι τα κϐάντα ενέϱγειας εκπέµπονται µόνο όταν ένας ταλαντωτής αλ-

λάζει από τη µια στην άλλη από τις κβαντισµένες ενεργειακές του καταστάσεις σύµφωνα

µε το ∆E = En+1 − En = h̄ω για n = 0, 1, 2, ... Προφανώς, η σταθερά C που εµφανίζεται

στην Εξίσωση (7.25) µποϱεί να προσδιοριστεί από την προϋπόθεση ότι το άθροισµα όλων

των πιθανοτήτων πϱέπει να είναι ίσο µε τη µονάδα, δηλαδή:

∞∑
n=0

Pn =
∞∑
n=0

Cexp

(
−En

kT

)
= C

∞∑
n=0

exp

(
−En

kT

)
= 1 (7.28)

C =
1

∞∑
n=0

exp
(
−En

kT

) (7.29)

Τώϱα, ϑεωϱούµε ότι το σύστηµά µας αποτελείται από πολλούς ταλαντωτές που ο καϑένας

έχει συχνότητας ν. Μεϱικοί από αυτούς τους ταλαντωτές, όπως ο N0, ϑα ϐϱίσκονται στη

ϑεµελιώδη κατάσταση (n = 0), ο N1 ϑα είναι στην επόµενη υψηλότεϱη (n = 1) και ούτω

καϑεξής. ΄Ετσι στο n επίπεδο ενέϱγειας, έχουµε µια ποσότητα ενέϱγειας

ϵn = EnNn .

Ο αϱιϑµός των αϱµονικών ταλαντωτών που καταλαµϐάνει ένα επίπεδο ενέϱγειας σχετίϹεται

µε την αντίστοιχη πιϑανότητα,

Nn = NPn(En) ,

οπότε

ϵn = EnNn = EnNC exp

(
−En

kT

)
=

EnN exp
(
−En

kT

)
∞∑
n=0

exp
(
−En

kT

) (7.30)

Σύµϕωνα µε την επόµενη σχέση,

N =
∞∑
n=0

Nn =
∞∑
n=0

NCexp

(
−En

kT

)
= N

∞∑
n=0

Cexp

(
−En

kT

)
= N , (7.31)
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µποϱούµε να πούµε ότι N είναι ο συνολικός αϱιϑµός των αϱµονικών ταλαντωτών. Στη

συνέχεια δίνεται η συνολική ενέϱγεια,

E =
∞∑
n=0

ϵn =

N
∞∑
n=0

exp
(
−En

kT

)
∞∑
n=0

exp
(
−En

kT

) (7.32)

αυτή την εξίσωση µποϱούµε να συµπεϱάνουµε ότι η µέση ενέϱγεια ανά ταλαντωτή σε

ϑεϱµική ισοϱϱοπία όπως αναϕέϱϑηκε στην εξίσωση (7.23), δίνεται από:

E =
E

N
=

∞∑
n=0

En exp
(
−En

kT

)
∞∑
n=0

exp
(
−En

kT

) (7.33)

Για απλότητα οϱίϹουµε µέγεϑος Z που ονοµάϹεται συνάϱτηση επιµεϱισµού (partition

function)

Z =
∞∑
n

exp

(
−En

kT

)
. (7.34)

Αν παϱαγωγίσουµε το Z ως πϱος T ϐϱίσκουµε ότι,

∂Z

∂T
=

∞∑
n=0

exp

(
−En

kT

)
·
(
− En

kT 2

)
=

1

kT 2
·

∞∑
n=0

En exp

(
−En

kT

)
(7.35)

ή

kT 2 · ∂Z
∂T

=
∞∑
n=0

En exp

(
−En

kT

)
. (7.36)

ΣυνδυάϹοντας τις Εξισώσεις (7.33) και (7.36) ϐϱίσκουµε ότι

E = kT 2 · ∂Z
∂T

= kT 2 ∂

∂T
(lnZ) . (7.37)

Καϑώς το En είναι κϐαντισµένο, εξίσωση (7.26), παίϱνουµε

Z =
∞∑
n=0

exp

(
−nhν

kT

)
=

∞∑
n=0

(
exp

(
− hν

kT

))n

(7.38)

Μποϱούµε να οϱίσουµε,
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x = exp

(
− hν

kT

)
,

και τότε έχουµε ότι

Z =
∞∑
n=0

xn (7.39)

είναι µια γεωµετϱική σειϱά. Για 0 ≤ x < 1 το άϑϱοισµα δίνεται από τη σχέση,

Z =
∞∑
n=0

xn =
1

1− x
=

1

1− exp
(
− hν

kT

) . (7.40)

Εισάγοντας αυτήν την σχέση στην εξίσωση (7.37) αποδεικνύουµε ότι,

E = kT 2 ∂

∂T
(lnZ)

= kT 2 ∂

∂T

(
ln

(
1− exp

(
− hν

kT

)))
= −kT 2 · 1

1− exp
(
− hν

kT

) · (− exp

(
− hν

kT

)(
hν

kT 2

))
=

hν exp
(
− hν

kT

)
1− exp

(
− hν

kT

)
δηλαδή,

E =
hν

exp
(
− hν

kT

)
− 1

, (7.41)

εισάγοντας αυτή την εξίσωση στην εξίσωση (7.23) παίϱνουµε,

U(ν, T ) = A
hν

exp
(
− hν

kT

)
− 1

. (7.42)

Οπότε τελικά πϱοκύπτει η σχέση,

n =
1

exp
(
− hν

kT

)
− 1

=
1

exp
(
h̄ω
kT

)
− 1

(7.43)
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που ονοµάζεται κατανοµή Planck. Τώϱα, πϱέπει να προσδιορίσουµε τη σταθερά A.

Μποϱεί να ϐρεθεί από τον κλασικό νόµος ακτινοβολίας µέλανος σώµατος.

U(ν, T ) =
8πν2

c3
kT, (7.44)

όπου c = 2.998 × 108ms−1είναι η ταχύτητα του ϕωτός στο κενό. Αυτός ο νόµος ακτι-

νοβολίας πϱοήλϑε για πϱώτη ϕοϱά από τον Rayleigh χρησιµοποιώντας αρχές της κλασικής

στατιστικής, µε µια διόρθωση από τον Jeans και είναι γνωστός σήµεϱα ως νόµος των

Rayleigh – Jeans. Αυτός ο κλασικός νόµος της ακτινοβολίας πληϱοί τόσο τα ευρήµατα

του Kirchhoff σχετικά µε την κατάσταση της ϑερµικής ακτινοβολία σε µια κοιλότητα όσο

και τις απαιτήσεις του νόµου µετατόπισης του Wien που λέει ότι:

U(ν, T ) ∝ ν3f
( ν
T

)
(7.45)

Για µικϱές συχνότητες σε σχετικά υψηλή ϑεϱµοκϱασία η σχέση αυτή ικανοποιείται. ΄Οµως

ο νόµος Rayleigh – Jeans δεν µποϱεί να ισχύει για υψηλές συχνότητες ν, επειδή για

ν → ∞ η µονοχϱωµατική ενεϱγειακή πυκνότητα U(ν, T ) τείνει στο άπειϱο.

Στη συνέχεια εξετάϹουµε τον τύπο του Planck στο κόκκινο εύϱος για τον οποίο ο νόµος

Jeans ισχύει.

Για ν → 0 η εξίσωση (7.43) γίνεται

U(ν, T ) → 0

0

΄Αϱα πϱέπει να χϱησιµοποιήσουµε τον κανόνα de l’ Hospital.

Για

f(ν) = Ahν ,

και

g(ν) = exp

(
hν

kT

)
,

παίϱνουµε:
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lim
ν→0

f ′(ν)

g′(ν)
= lim

ν→0

Ah
h
kT

exp( hν
kT
)
= AkT . (7.46)

Oπότε, συνδυάϹοντας τις εξισώσεις (7.45) και (7.46) ϐϱίσκουµε τελικά ότι,

A =
8πν3

c3
. (7.47)

ΕϕαϱµόϹοντας την σχέση αυτή στην εξίσωση (7.43) πϱοκύπτει τελικά ότι

U(ν, T ) =
8πν3

c3
ν3

exp( hν
kT
)− 1

(7.48)

Κατά συνέπεια η εξίσωση (7.22) µποϱεί να γϱαϕεί ώς,

dE =
8πh

c3
ν3

exp( hν
kT
)− 1

dνdV , (7.49)

ή

dE =
h̄

π2c3
ω3

exp( h̄ω
kT
)− 1

dωdV (7.50)

Για την παϱουσίαση της παϱαπάνω ανάλυσης χϱησιµοποιήϑηκε η µεϑοδολογία που

παϱουσιάϹεται στις αναϕοϱές [Σιµσεϱίδης, 2015] , [Salasnich, 2014]
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Σχήµα 7.1. Νόµος του Planck για την ακτινοβολία µέλανος σώµατος για έξι

ϑεϱµοκϱασίες.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

Συµπεϱάσµατα

Σκοπός της διπλωµατικής εργασίας είναι να προσεγγίσουµε την ακτινοβολία του µέλανος

σώµατος µε την ϐοήθεια της Σύγχϱονης Φυσικής. Στο πϱώτο κεφάλαιο έγινε αναλυ-

τική περιγραφή πως από την Κλασική Φυσική πεϱάσαµε στη Σύγχϱονη Φυσική. Σε µια

εποχή που οι ϑεωρίες της Κλασικής Φυσικής και άλλων επιστηµών δεν επαϱκούσαν στο

να εξηγήσουν κάποια πειραµατικά αποτελέσµατα που προέκυπταν. Εποµένως µιλάµε

για την επανάσταση της Κβαντικής Φυσικής. Στη συνέχεια έγινε αναϕοϱά στην έννοια της

ϑερµικής ακτινοβολίας και πως αυτή εκπέµπεται και απορροφάται από επιϕάνειες. Πιο

συγκεκριµένα µελετήσαµε την ακτινοβολία ενός µέλανος σώµατος, όπου για να γίνει πιο

κατανοητό, επινοήσαµε ένα πρότυπο αυτού. Στο σώµα αυτό ανοίξαµε µια µικϱή οπή

και είδαµε πως συµπεριφέρεται η ακτινοβολία στην κοιλότητα σε σχέση µε την εξω-

τερική επιϕάνεια του σώµατος. Αυτό το ϕαινόµενο το προσεγγίσαµε µε κάποιους εµ-

πειρικούς νόµους. Αρχικά οι Rayleigh–Jeans οδηγήϑηκαν σε αδιέξοδο που ονοµάστηκε

"υπεριώδης καταστροφή", όταν µελέτησαν την ακτινοβολία για υψηλές συχνότητες. Μια

δεύτεϱη προσέγγιση τους ήταν να εξετάσουν τα ταλαντευόµενα ηλεκτρόνια στην κοιλότητα.

Εποµένως µελέτησαν το ηλεκτρικό πεδίο και τα στάσιµα κύµατα που σχηµατίζονται, µε την

χϱήση της τρισδιάστατης εξίσωσης κύµατος. ΄Επειτα υπολογίσαµε µε το πρόγραµµα oc-

tave την συµπεριφορά αυτών των στάσιµων κυµάτων µεταξύ δύο τοιχωµάτων. Στη συνέχεια

µια ακόµη προσπάθεια για να εξαχθεί ο νόµος, έγινε από τον Wien. Το πϱόϐληµα

πϱοέκυψε όταν στον νόµο εφάρµοσε µεγάλες συχνότητες. Επόµενη προσπάθεια έγινε

από τους Stefan–Boltzmann. Στο τέλος γνωρίζοντας όλες τις απόπειϱες των παραπάνω

ερευνητών, ο Planck ϑεώϱησε πως για να εξετάσει την ακτινοβολία έπϱεπε να µοιράσει
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την ενέϱγεια σε κϐάντα, να µελετήσει δηλαδή τα ενεργειακά επίπεδα ενός κβαντισµένου

ταλαντωτή. ΄Ενα από τα σηµαντικότερα Ϲητήµατα της εργασίας είναι οι κβαντικές καταστά-

σεις του ταλαντωτή. ΄Ενας ταλαντωτής στην ϑεµελιώδη του κατάσταση, δηλαδή σε εκείνη

που έχει την χαµηλότερη δυνατή ενέϱγεια δεν ακτινοβολεί, επειδή δεν µποϱεί να πάει

σε πιο χαµηλή ενεργειακή κατάσταση. Οι κβαντικές καταστάσεις όπου ο κύϱιος κβαν-

τικός αριθµός n, είναι µεγαλύτερος του µηδενός, λέγονται διεγεϱµένες καταστάσεις και

έχουν ενέϱγειες µεγαλύτεϱες από την ενέϱγεια της ϑεµελιώδης κατάστασης. Σε αντίθεση

µε την σταθερή κατάσταση αυτής της ϑεµελιώδης κατάστασης, οι διεγεϱµένες καταστά-

σεις, µεταπίπτουν σε χαµηλότερη ενέϱγεια. Η ενέϱγεια που απελευθερώνονται κατά την

αποδιέγεϱση, αποδίδεται στο περιβάλλον µε µοϱϕή ϕωτονίων. Εν τέλει ένας ταλαντωτής

που ϐρίσκεται στη ϑεµελιώδη αρχική κατάσταση, δεν συνεισφέρει στο ϕάσµα ακτινοβολίας

µέλανος σώµατος. ΄Ενα ακόµη συµπέϱασµα είναι πως για να ταιριάζει η ϑεωρητική µε την

πειραµατική κατανοµή ϑα πϱέπει η µέση τιµή E, να µηδενίζεται στις µεγάλες συχνότητες,

ώστε να έχουµε το όϱιο της E να τείνει στο µηδέν. ΄Οµως για χαµηλές συχνότητες η µέση

ενέϱγεια ϑα πϱέπει να τείνει στην κλασική τιµή της kBT και η κλασική συνάϱτηση ϑα

συµπίπτει µε την πειραµατική καµπύλη, κάτι που εκφράζει τη λεγόµενη την Αϱχή της

Αντιστοιχίας.
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Παϱαϱτήµατα

Παϱάϱτηµα Α

Στο παϱάϱτηµα αυτό παϱουσιάϹουµε τον κώδικα σε octave που χϱησιµοποιήϑηκε για να

πεϱιγϱάϕει τα στάσιµο κύµα στην κυϐική κοιλότητα. Ο κώδικας που δίνεται παϱακάτω,

χϱησιµοποιήϑηκε για για να κατασκευάσουµε το Σχήµα 4.3.

x=[-1:0.001:1];

pi=3.14159

y1=sin(pi*x);

y2=sin(2*pi*x);

y3=sin(3*pi*x);

y4=sin(4*pi*x);

plot(x,y1,’r’,x,y2,’b’,x,y3,’g’,x,y4,’k’)

grid on;

axis ([0 1.01 -1.1 1.1])

legend ("k=1","k=2","k=3","k=4","location", "southwest")
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Παϱάϱτηµα B

Ακολουϑεί ο κώδικας σε octave που πεϱιγϱάϕει τον νόµο του Wien και του Planck για

κάποιες ϑεϱµοκϱασίες µέλανος σώµατος. Ο συγκεκϱιµένος κώδικας χϱησιµοποιήϑηκε

για να κατασκευάσουµε το Σχήµα 5.1.

x1=0;

xr=5000;

ekth=2001;

step=(xr-x1)/(ekth-1);

for j=1:3

T(j)=3000+j*500

lambda0(j)=2897772/T(j)

for i=1:ekth;

x(i)=x1+step*(i-1);

x(i)=x(i)*1e-9;

c1=499.24825e-26; %c1=8πhc

c2=14.38777e-3 ; %hc/k_B

u(i,j)=c1/(x(i)ˆ5);

u1(i,j)=u(i,j)/(exp(c2/(x(i)*T(j)))-1);

u2(i,j)=u(i,j).*(exp(-c2/(T(j)*x(i))));

end

end

figure(1);

title(’Blackbody Radiation’)

xlabel(’\lambda’)

ylabel(’Intensity’)

hold on

plot(x,u1(:,1),’r’,’linewidth’,3,x,u1(:,2),’b’,

’linewidth’,3,x,u1(:,3),’r’,’linewidth’,3)

plot(x,u2(:,1),’b’,’linewidth’,2,x,u2(:,2),’b’,

’linewidth’,2,x,u2(:,3),’b’,’linewidth’,2)

text(.67e-6,65000,’3500K’,’fontsize’,14)
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text(.55e-6,120000,’4000K’,’fontsize’,14)

text(.45e-6,200000,’4500K’,’fontsize’,14)

legend(’Planck’s Law’ ,’Wien’s Law’)

holf off

grid
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Παϱάϱτηµα Γ

Ακολουϑεί ο κώδικας σε octave που πεϱιγϱάϕει τον νόµο του Planck για έξι ϑεϱµοκϱασίες

µέλανος σώµατος. Ο συγκεκϱιµένος κώδικας χϱησιµοποιήϑηκε για να κατασκευάσουµε

το Σχήµα 7.1.

%plot Planck Radiation Laws

clc;

h=6.626e-34;kb=1.38e-23;c=3e8;

T=500:100:1000;

To=1000;

Wu=0.1:0.005:30;

W=Wu.*10ˆ-6;

A=(8*3.14*h*c);

for j=1:length(T)

for i=1:length(W)

up(j,i)=(A/W(i)ˆ5)/(exp((h*c)/(kb*T(j)*W(i)))-1);

ur(i,j)=8*3.14*kb*T(j)/(W(i)ˆ4);

uw(j,i)=(A/W(i)ˆ5)*exp(-(h*c)/(kb*T(j)*W(i)));

endfor

if T(j)=To

q=j;

endif

endfor

%Plot Planck’s Law

subplot(2,2,1)

plot(Wu’,up’,’linewidth’,3);

legend("T=500","T=600","T=700","T=800","T=900","T=1000");

xlabel(’\lambda(\mu m)’,’fontsize’,20);

ylabel(’u(\lambda)’,’fontsize’,20);

title(’Planck Radiation Law’,’fontsize’,20);

grid on
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Παϱάϱτηµα ∆

Ακολουϑεί ο κώδικας σε octave που περιγράφει την υπεριώδη καταστροφή για έξι ϑεϱµοκϱασίες

µέλανος σώµατος. Ο συγκεκριµένος κώδικας χρησιµοποιήθηκε για να κατασκευαστεί το

Σχήµα 4.1.

clc;

h=6.626e-34;kb=1.38e-23;c=3e8;

T=500:100:1000;

To=1000;

Wu=0.1:0.005:30;

W=Wu.*10ˆ-6;

A=(8*3.14*h*c);

for j=1:length(T)

for i=1:length(W)

up(j,i)=(A/W(i)ˆ5)/(exp((h*c)/(kb*T(j)*W(i)))-1);

ur(i,j)=8*3.14*kb*T(j)/(W(i)ˆ4);

uw(j,i)=(A/W(i)ˆ5)*exp(-(h*c)/(kb*T(j)*W(i)));

endfor

if T(j)=To

q=j;

endif

endfor

plot(Wu,ur,’linewidth’,2);

axis([0 30 0 200])

legend ("T=500","T=600","T=700","T=800","T=900","T=1000",

’Location’,’southeast’,’NumColumns’,5);

title(’Ultraviolet catastrophe - Rayleigh-Jeans law’,

’fontsize’,20,’Position’, [15, 150, 0]);

xlabel(’\nu’,’fontsize’,25);

ylabel(’u(\nu)’,’fontsize’,25);

grid on
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Παϱάϱτηµα Ε

Ακολουϑεί ο κώδικας σε octave που πεϱιγϱάϕει την ακτινοϐολία µέλανος σώµατος. Ο

συγκεκϱιµένος κώδικας χϱησιµοποιήϑηκε για να κατασκευάσουµε το Σχήµα 3.2.

x1=0;

xr=5000;

ekth=2001;

step=(xr-x1)/(ekth-1);

for j=1:4

T(j)=3000+j*500

lambda0(j)=2897772/T(j)

for i=1:ekth;

x(i)=x1+step*(i-1);

x(i)=x(i)*1e-9;

c1=499.24825e-26; %c1=8πhc

c2=14.38777e-3 ; %hc/k_B

u(i,j)=c1/(x(i)ˆ5);

u1(i,j)=u(i,j)/(exp(c2/(x(i)*T(j)))-1);

end

end

figure(1);

title(’Blackbody Radiation’,’fontsize’,20)

xlabel(’\lambda’,’fontsize’,20)

ylabel(’Intensity’,’fontsize’,20)

hold on

plot(x,u1(:,1),’r’,’linewidth’,3,x,u1(:,2),’b’,

’linewidth’,3,x,u1(:,3),’y’,’linewidth’,3,x,u1(:,4),

’g’,’linewidth’,3)

legend("T=3500","T=4000","T=4500","T=5000")

holf off

grid
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