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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η παρούσα διπλωματική εργασία με τίτλο: «Μακροσκοπικές ιδιότητες σύνθετων υλικών με τυχαίες μικροδο-
μές σωματιδιακού τύπου: Η επίδραση της κατανομής των σωματιδίων σε πολλαπλές κλίμακες», έχει ως σκοπό
την μελέτη της επίδραση της χωρικής κατανομής των σωματιδίων σε πολλαπλές κλίμακες μήκους στις μακρο-
σκοπικές μηχανικές ιδιότητες σύνθετων υλικών με τυχαίες μικροδομές σωματιδιακού τύπου, σαν αυτές που
φαίνονται στο Σχήμα 2.2. Η μελέτη θα βασιστεί σε ένα σύνολο αριθμητικών αναλύσεων μοναδιαίας κυψελίδας
οι οποίες θα διεξαχθούν με τη μέθοδο των Πεπερασμένων Στοιχείων (FEM) για το σκοπό της εν λόγω εργασίας.
Τα αριθμητικά αποτελέσματα θα συγκριθούν με αντίστοιχα αναλυτικά αποτελέσματα τα οποία είναι διαθέσιμα
από τη βιβλιογραφία όπως αυτά των Agoras and Ponte Castañeda [1]. Η μοντελοποίηση των μικροδομών θα
γίνει μέσω του συμβολικού πακέτου Mathematica 12, ενώ οι υπολογισμοί μέσω του ABAQUS 2017.

Ο προσδιορισμός της σχέσεως που συνδέει τις μακροσκοπικές ιδιότητες ενός σύνθετου υλικού με τη μικρο-
δομή και τις ιδιότητες των συνιστωσών του φάσεων αποτελεί το κεντρικό πρόβλημα της Μηχανικής των Σύν-
θετων Υλικών, καθώς πάνω σε αυτή τη σχέση βασίζεται τόσο η μελέτη, η ανάλυση και η βελτιστοποίηση των
ιδιοτήτων των σύνθετων υλικών, όσο και ο σχεδιασμός νέων υλικών με επιθυμητές ιδιότητες. Παραδείγματα
σύνθετων υλικών είναι διάφορα πολυμερή υλικά οπλισμένα με ανθρακονύματα ή υαλονύματα, σχετικά ελα-
φρά και μαλακά μέταλλα ενισχυμένα με σκληρότερα σωματίδια, πολυκρυσταλλικά υλικά όπως τα μέταλλα
και τα κράματά τους, κράματα με μνήμη μορφής, ιξωδοελαστικά και ιξωδοπλαστικά υλικά, πολυμερή υλικά
με μνήμη μορφής, πιεζοηλεκτρικά υλικά, μαγνητορεολογικά ελαστομερή, και άλλα. Τα υλικά αυτά χρησιμο-
ποιούνται ευρέως σε σύγχρονες εφαρμογές στην αυτοκινητοβιομηχανία, στην αεροναυπηγική, στη ρομποτική,
στη βιοϊατρική, κτλ.

Σε αδρές γραμμές, όπως περιγράφεται στο άρθρo των Agoras and Ponte Castañeda [1], η μακροσκοπική από-
κριση των σύνθετων υλικών σε πολλαπλές κλίμακες επιτυγχάνεται μέσω της διαδικασίας της διαδοχικής ομο-
γενοποίησης, η οποία λέει ότι μπορούμε να εκτιμήσουμε την μακροσκοπική απόκριση ενός σύνθετου με k-
οικογένειες κλιμάκων μήκους, αν το αποσυνθέσουμε σε k προβλήματα απλής κλίμακας, στα οποία, καθώς ανε-
βαίνουμε κλίμακα μήκους, χρησιμοποιούμε της ομογενείς μηχανικές ιδιότητες (αν υπάρχουν φυσικά) της προη-
γούμενης κλίμακας. Ο κύριος στόχος της ομογενοποίησης είναι η πρόβλεψη της μακροσκοπικής συμπεριφοράς
των σύνθετων υλικών συναρτήσει της συμπεριφοράς των συστατικών τους και τις καθορισμένες στατιστικές
πληροφορίες της μικροδομή τους [5]. Οι μέθοδοι ομογενοποίησης είναι ισχυρά εργαλεία για την προσομοίωση
της μηχανικής συμπεριφοράς των σύνθετων υλικών, με λογικό υπολογιστικό κόστος. Προηγούμενες έρευνες
των Papadioti et al. [5] και Agoras et al. [2] έχουν εκτιμήσει τις ελαστοπλαστικές ιδιότητες σύνθετων υλικών
με ελλειψοειδή και σφαιρική συμμετρία. Για την ανά χείρας έρευνα, θα θεωρούμε πάντα ότι έχουμε

1. Διφασικά Σύνθετα Υλικά, και

2. k = 2 οικογένειες κλίμακας μήκους.

Αναφορικά με την δομή της διπλωματικής έχουμε

1



2 1. Εισαγωγή

• Κεφάλαιο 2ο: Παρουσιάζεται συνοπτικά η θεωρητική μελέτη για το πρόβλημα της ομογενοποίησης σε
μία και πολλαπλές κλίμακες

• Κεφάλαιο 3ο: Παρουσιάζεται ο τρόπος που κατασκευάζονται οι γεωμετρίες σε πολλαπλές κλίμακες στο
επίπεδο, καθώς και οι κώδικες σεMathematica 12 που δημιουργήθηκαν από τον συντάκτη της παρούσας
διπλωματικής

• Κεφάλαιο 4ο: Παρουσιάζονται οι όσες αριθμητικές αναλύσεις μπόρεσαν και υλοποιήθηκαν επιτυχώς, και

• Κεφάλαιο 5ο: Παρουσιάζονται τα συμπεράσματα της έρευνας

Τέλος, απευθύνω ιδιαίτερες ευχαριστίες στους:

• κ. Μιχάλη Αγόρα, Επίκουρο Καθηγητή και Επιβλέπον της διπλωματικής μου εργασίας, ο οποίος μου
χάρισε την ευκαιρία να παρακολουθήσω το μάθημα των Σύνθετων Υλικών όταν βρισκόμουν στο 3ο έτος
των σπουδών μου, με αποτέλεσμα να ασχοληθώ και εγώ, όσο δηλαδή τα κατάφερα, με την μελέτη των
σύνθετων υλικών.

• Χάρη Σιδερή, τελειόφοιτο του τμήματος, ο οποίος ήταν αυτός που μου έδωσε το «βάπτυσμα του πυρός»
ώστε να ξεκινήσω και ’γω με την σειρά μου να εργάζομαι με το Abaqus.

• Σωκράτη Ξένο, Διδακτορικό του τμήματος, που μου προσέφερε τις ιδιαίτερες γνώσεις του πάνω στο
Abaqus, και πληθώρα συζητήσεων πάνω σε θεωρητικά όσο και υπολογιστικά θέματα και τεχνικές, ώστε
να ξεπεραστούν τα όποια εμπόδια εμφανίζονταν αναφορικά με τις αναλύσεις μου.

• κ. Νικόλαο Αράβα, Καθηγητή και Υπεύθυνο του Εργαστηρίου Υπολογιστική Μηχανικής στο τομέα
ΜΥΚ, ο οποίος με δέχθηκε ώστε να συμμετάσχω στα μαθήματα της Μηχανικής των Συνεχών Μέσων
και την Πλαστικότητα, τα οποία προσφέρονταν σε μεταπτυχιακό επίπεδο.

• κ. Κ. Δανά, Αναπληρωτή Καθηγητή στο Τμήμα Μηχανικής της Ecole Polytechnique, ο οποίος συνέταξε
τα εξωτερικά αρχεία για την ανάλυση διφασικών σύνθετων υλικών στο ABAQUS

• κ. Ανδρέα Ζούπα, Επισκέπτης Καθηγητής, ο οποίος πάντα έθετε το ερώτημα «και πως θα εξηγήσεις σε
έναν που ξέρει θεωρητική φυσική και δεν έχει ασχοληθεί ποτέ του με τα σύνθετα υλικά, το φυσικομαθημα-
τικό νόημα αυτών που κάνεις;», και τέλος

• κ. Νικόλαο Χολέβα, την μοναδική Τεχνική Υποστήριξη που μπόρεσε και επιδιόρθωσε πληθώρα τεχνικών
προβλημάτων που εμφανίζονταν (ειδικά δε μετά το Πάσχα του 2022) σχεδόν σε κάτι περισσότερο από
μηνιαία βάση, αναφορικά κυρίως με το δίκτυο του Server στο Τμήμα.



Κεφάλαιο 2

Το Θεωρητικό Πλαίσιο

Στόχος του κεφαλαίου είναι η περιγραφή των γεωμετριών των μικροδομών σε μία και πολλαπλές κλίμακες, να
γίνουν αναφορές στο πρόβλημα της ομογενοποίησης σε μία (Papadioti et al. [5], Agoras et al. [2]) και πολλαπλές
κλίμακες μήκους, και τέλος, να γίνουν οι εκτιμήσεις των Hashin-Shtrikman για τις μικροδομές. Το πρόβλημα
της ομογενοποίησης σε πολλαπλές κλίμακες αναπτύσσεται και αναλύεται από τους Agoras and Ponte Castañeda
[1].

2.1 Τα Σύνθετα Υλικά & Οι Ιδιότητες των Επιμέρους Φάσεων

Για την ανά χείρας έρευνα, ένα ετερογενές υλικό αποτελείται από δύο φάσεις, για τις οποίες ισχύουν τα εξής

1. είναι ομογενείς

2. είναι ισότροπες με τανυστές L(r)
ijkm =

(
κ(r) − 2

3µ(r))δijδkm + µ(r)(δikδjm + δimδjk)

3. είναι ασυμπίεστες, δηλαδή ∇ · u(r) = 0

4. είναι γραμμικώς ελαστικές, δηλαδή σ(r) = L(r) : ε(r) και

5. είναι τέλεια πλαστικές υπακούοντας στο κριτήριο διαρροής κατά von Mises

Συγκεκριμένα, μια κατηγορία των ετερογενών υλικών είναι αυτή των σύνθετων, όπου υπάρχει ο περιορισμός
της διάκρισης των κλιμάκων μήκους των μεγεθών των φάσεων σε σύγκριση με την κυψελίδα. Όταν ισχύει
η διάκριση κλίμακας μήκους των φάσεων, τότε η κυψελίδα ονομάζεται Αντιπροσωπευτικό Στοιχείο Όγκου
(RepresentativeVolumeElement, ή RVE) όπως φαίνεται και στο Σχήμα 2.1. Οπότε, για όποια φάση ξεχωριστά,
έστω την φάση (r), θα ισχύει για την γραμμικά ελαστική περιοχή ότι υπάρχει κυρτή συνάρτηση δυναμικού

w(r) = 1
2

κ(r)ε2
ll + µ(r)

∑
i,j

(
εij − 1

3
δijεll

)2
, r = 1, 2 (2.1)

ως προς ένα κύριο σύστημα συντεταγμένων, όπου κ(r) και µ(r) αποτελούν το μέτρο διογκώσεως και μέτρο
διατμήσεως της κάθε φάσης ξεχωριστά, αντιστοίχως. Επιπλέον, αναφορικά με το πεδίο των μετατοπίσεων θα
υπάρχει ο περιορισμός ότι ∇ · u(r) = 0 λόγω της ασυμπιεστότητας. Οι εξισώσεις ισορροπίας είναι

∇ · ∂w(r)

∂ε
= 0 ⇒

(
κ(r) + 1

3
µ(r)

)
∇
(

∇ · u(r)
)

+ µ(r)∇2u(r) = 0, r = 1, 2

οι ελαστοστατικές εξισώσεις Navier-Cauchy για ομογενή και ισότροπα υλικά, οι οποίες ισχύουν για κάθε φάση
ξεχωριστά.
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ℓ

L

RVE − P0

Σχήμα 2.1: Το Αντιπροσωπευτικό Στοιχείο Όγκου-ή-RVE υφίσταται μόνο όταν υπάρχει ξεκάθαρη διάκριση κλί-
μακας μήκους, δηλαδή ℓ ≪ L και θεωρητικά ℓ/L → 0. Γεωμετρίες σαν αυτές οι οποίες αποτελούνται από
ίδια σωματίδια ή σωματίδια που δεν υπάρχει ξεκάθαρη διάκριση κλίμακας μήκους ανά μεταξύ τους, καλούνται
ως απλής κλίμακας και συμβολίζονται ως P0.

2.2 Τα Χαρακτηριστικά των Τυχαίων Σύνθετων Υλικών με ΠεριοδικήΜικρο-
δομή

2.2.1 Τυχαίες Μικροδομές

Η μικροδομή κάθε συγκεκριμένου σύνθετου υλικού ορίζεται από τις χαρακτηριστικές συναρτήσεις χ(r) =
χ(r)(x) των r φάσεων που συνιστούν το υλικό. Εάν οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις χ(r) είναι τυχαίες μετα-
βλητές, τότε η μικροδομή αποκαλείται τυχαία. Για την ακρίβεια, ο όρος «τυχαία μικροδομή-ή-τυχαίο σύνθετο
υλικό» αναφέρεται σε ένα σύνολο S διαφορετικών μικροδομών α ∈ S , οι οποίες υλοποιούνται με πυκνότητας
πιθανότητας p(α) στο S . Επομένως, για ένα τυχαίο σύνθετο υλικό χ(r) = χ(r)(x, α) η πληροφορία για την
μικροδομή αναμένεται να είναι διαθέσιμη μέσω των στατιστικών ροπών των συναρτήσεων χ(r) = χ(r)(x, α).
Στην πράξη, μόνο μερική πληροφορία για τη μικροδομή ενός τυχαίου σύνθετου υλικού είναι διαθέσιμη. Παρα-
κάτω παρουσιάζονται συγκεκριμένοι ορισμοί:

• Η ροπή 1ης τάξεως της χ(r)(x, α) (ή, η συνάρτηση ενός σημείου) ορίζεται ως η μέση τιμή της συναρτή-
σεως χ(r)(x, α) στο S:

p(r)(x) =
∫
S

χ(r)(x, α)p(α) dα

και εκφράζει την πιθανότητα η φάση (r) να βρίσκεται στο σημείο x

• Η ροπές 2ης τάξεως των χ(r)(x, α), χ(s)(x′, α) (ή, οι συναρτήσεις συσχέτισης δυο σημείων) ορίζονται
ως οι μέσες τιμές των γινομένων χ(r)(x, α)χ(s)(x′, α) στο S

p(rs)(x, x′) =
∫
S

χ(r)(x, α)χ(s)(x′, α)p(α) dα

και εκφράζουν την πιθανότητα η φάση (r) να βρίσκεται στο σημείο x και, ταυτόχρονα, η φάση (s) να
βρίσκεται στο σημείο x′.

• Οι ροπές μεγαλύτερης τάξεως ορίζονται ανάλογα.

Ορισμένες υποθέσεις που ισχύουν αναφέρονται στην
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1. Στατιστική ομογένεια :

• Οι πιθανότητες ενός σημείου p(r)(x) είναι ανεξάρτητες του x, δηλαδή p(r) = σταθερή

• Οι πιθανότητες δυο σημείων p(rs)(x, x′) εξαρτώνται μονο από την σχετική θέση των x και x′,
δηλαδή p(rs)(x, x′) = p(rs)(x − x′)

• Γενικότερα, οι πιθανότητες n σημείων εξαρτώνται μόνο από τη σχετική διάταξη των σημείων στο
χώρο.

2. Εργοδικότητα : αν m = dim Ω και c(r) η συγκέντρωση της r φάσης

p(r) = 1
|Ω|

∫
Ω

χ(r)(x)dmx = c(r)

p(rs)(x − x′) = 1
|Ω|

∫
Ω

χ(r)(x + x′′)χ(s)(x′ + x′′)dmx′′

κ.ο.κ.

3. Στατιστική ανεξαρτησία για μεγάλες αποστάσεις στο Ω

p(rs)(x − x′) → c(r)c(s) καθώς
∥∥x − x′∥∥ → ∞

η οποία καταλαβαίνουμε ότι δεν μπορεί να ισχύει όταν έχουμε περιοδικές μικροδομές.

4. Ελλειψοειδής συμμετρία :

p(rs)(x − x′) = p(rs)(∥∥Z−1 ·
(
x − x′)∥∥)

όπου Z είναι ένας συμμετρικός, θετικά ορισμένος τανυστής 2ας τάξεως, ο οποίος ορίζει τα ακριβή γε-
ωμετρικά χαρακτηριστικά της ελλειψοειδούς συμμετρίας. Όταν δε ο Z = δ τότε έχουμε Στατιστική
Ισοτροπία.

2.2.2 Οι Γεωμετρίες των Μικροδομών P0, P2 και P1

Σκοπός της παρούσας ενότητας είναι να περιγραφούν οι γεωμετρίες των κυψελίδων των μικροδομών P0, P2
και P1, καθώς και να ορισθούν οι συμβολισμοί και οι συμβάσεις υπολογισμού των συγκεντρώσεων, όπως είναι
αυτές που βρίσκονται στο [1]. Για τις γεωμετρίες P0 όπως φαίνεται και στο Σχήμα 2.1, έστω {xn}N(2)

n=1 να
αποτελεί το σύνολο των N (2) κέντρων/θέσεων των σωματιδίων στον RVE. Η χαρακτηριστική συνάρτηση της
φάσης (r) είναι αυτή που

χ(r)(x) =

{
1, x ∈ int

(
Ω(r))

0, x /∈ cl
(
Ω(r)) , r = 1, 2

όπου cl
(
Ω(r)) = int

(
Ω(r)) ∪ ∂Ω(r). Είτε μιλάμε για δίσκους στο επίπεδο είτε για σφαίρες στον χώρο, αν R η

ακτίνα τους αντίστοιχα, τότε η χαρακτηριστική συνάρτηση παίρνει την μορφή

χ(2)(x) =
N(2)∑
n=1

ϑ(R − ∥x − xn∥)

όπου ϑ αποτελεί την βηματική ϑ-Heaviside. Η συγκέντρωση ή το κλάσμα όγκου που καταλαμβάνουν τα σω-
ματίδια υπολογίζεται για m = dim Ω

c(2) =
∣∣Ω(2)∣∣

|Ω|
= 1

|Ω|

∫
Ω

χ(2)(x) dmx
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Ω(2)

Ω(1,2)

Ω(1)

P2

Ω(2)

Ω(1)

Ω(2,2)

P1

Σχήμα 2.2: Οι RVEs των μικροδομών P2& P1. Τα μεγάλα σωματίδια ανήκουν στην μεσοκλίμακα και τα μικρά
στην μικροκλίμακα. Ειδικά για την P1, τα μεγάλα «σωματίδια» είναι αυτά που φαίνονται με τις διακεκομμένες
γραμμές, ενώ εντός της φραγμένης περιοχής τους υπάρχουν τα μικρά σωματίδια, δημιουργώντας δηλαδή σμήνη
σωματιδίων.

Στο Σχήμα 2.2 φαίνονται οι γεωμετρίες των μικροδομών P1 και P2. Μικροδομές σαν αυτές θεωρούνται αντι-
προσωπευτικές μόνο όταν υπάρχει ξεκάθαρη διάκριση κλιμάκων μήκους σε κάθε στοιχείο της. Όταν αυτές είναι
αντιπροσωπευτικές, θα καλούνται ως Μικροδομές Σωματιδιακού Τύπου σε 2 Κλίμακες Μήκους (προφανώς
θα μπορούσε να είναι σε περισσότερες, αρκεί να ισχύει η ξεκάθαρη διάκριση). Τότε, οι κλίμακες μήκους θα ονο-
μάζονται μεσοκλίμακα για τα «μεγάλα» σωματίδια και μικροκλίμακα για τα «μικρά» σωματίδια. Στο Σχήμα
2.5 φαίνεται η μικροδομή P2 σαν να ήταν αντιπροσωπευτική όπου διακρίνεται η μεσοκλίμακα από την μικρο-
κλίμακα. Έστω {xn}N(2)+N(_,2)

n=1 ένα σύνολο N (2) +N (_,2) κέντρων/θέσεων όλων των σωματιδίων (μικρών και
μεγάλων) στον RVE της κάθε κατηγορίας . Η χαρακτηριστική συνάρτηση της φάσης (r, p)

χ(r,p)(x) =

{
1, x ∈ int

(
Ω(r,p))

0, x /∈ cl
(
Ω(r,p)) , r = 1, 2

όπου cl
(
Ω(r,p)) = int

(
Ω(r,p)) ∪ ∂Ω(r,p). Ομοίως με παραπάνω, είτε μιλάμε για δίσκους στο επίπεδο είτε για

σφαίρες στον χώρο, ανRp η ακτίνα από τις k-οικογένειες, τότε η χαρακτηριστική συνάρτηση παίρνει την μορφή

χ(2)(x) =
k∑

p=1

N(p,2)∑
n=1

ϑ(Rp − ∥x − xn∥)

ενώ η μερική συγκέντρωση που καταλαμβάνουν τα σωματίδια υπολογίζεται για m = dim Ω.

c(_,2) =
∣∣Ω(2)∣∣∣∣Ω(_)

∣∣ = 1∣∣Ω(_)
∣∣ ∫
Ω(_)

χ(2)(x) dmx

Με βάση τα παραπάνω, για τις μερικές συγκεντρώσεις c(2) και c(_,2) στην μεσοκλίμακα και την μικροκλίμακα
αντίστοιχα, ανάλογα με την γεωμετρία διακρίνουμε τα εξής:

• Για τις P2 βλέπουμε πως η μικροκλίμακα βρίσκεται στον φορέα του σύνθετου, δηλαδή εντός της φάσης
(1), ενώ

• Για τιςP1 βλέπουμε πως η μικροκλίμακα βρίσκεται εντός των «σωματιδίων» (είναι η φραγμένη περιοχή),
δηλαδή εντός της φάσης (2).
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Γεωμετρίες σαν τις P1 καλούνται σμήνη, καθώς τα σωματίδια συσσωρεύονται εντός φραγμένων περιοχών (οι
διακεκομμένοι κύκλοι στο Σχήμα 2.2). Με βάση τους παραπάνω ορισμούς, βλέπουμε πως ορίζονται δύο χώροι,
ανάλογα με το πού βρίσκονται τα σωματίδια1. Έχουμε

Για τις P2 : c(2) =
∣∣Ω(2)∣∣

|Ω|
και c(1,2) =

∣∣Ω(1,2)∣∣∣∣Ω(1)
∣∣ (2.2)

Για τις P1 : c(2) =
∣∣Ω(2)∣∣

|Ω|
και c(2,2) =

∣∣Ω(2,2)∣∣∣∣Ω(2)
∣∣ (2.3)

με
∣∣Ω(1)∣∣ = |Ω| −

∣∣Ω(2)∣∣, δηλαδή ο όγκος της μήτρας και των σωματιδίων που ανήκουν στην μικροκλίμακα.
Για να υπολογίσουμε την συνολική συγκέντρωση για τις P2 κάνουμε

c(1,2) =
∣∣Ω(1,2)∣∣∣∣Ω(1)

∣∣ =
∣∣Ω(1,2)∣∣/|Ω|∣∣Ω(1)

∣∣/|Ω|
= ĉ(1,2)

1 − c(2) ⇒ ĉ(1,2) =
(

1 − c(2)
)

c(1,2)

όπου ĉ(1,2) είναι η μερική συγκέντρωση που μετράται ως προς την Ω. Οπότε, η συνολική συγκέντρωση των
σωματιδίων ως προς το Ω, έστω c(f), θα υπολογίζεται

c(f) = c(2) + ĉ(1,2) ⇒ c(f) = c(2) + c(1,2) − c(2)c(1,2) (2.4)

Για τις P1 θα είναι, δεδομένου ότι η συνολική συγκέντρωση είναι c(f)

c(2,2) =
∣∣Ω(2,2)∣∣∣∣Ω(2)

∣∣ =
∣∣Ω(2,2)∣∣/|Ω|∣∣Ω(2)

∣∣/|Ω|
= c(f)

c(2) ⇒ c(f) = c(2)c(2,2) (2.5)

Συγκεκριμένα, για λόγους απλούστευσης αναφορικά με τις P2, θα υποθέσουμε ότι έχουμε ίσες μερικές συγκε-
ντρώσεις, δηλαδή c(2) = c(1,2) = ĉ, οπότε

(2.4) c(2)=c(1,2)=ĉ========⇒ ĉ = 1 −
√

1 − c(f)

Τέλος, για τις P1 οι γραφικές για διάφορες συνολικές συγκεντρώσεις φαίνονται στο Σχήμα 2.3. Διαπιστώνουμε
πως μέχρι και για μικρές συνολικές συγκεντρώσεις απαιτούνται, αναλόγως, μεγάλες μερικές.

2.3 Η Μακροσκοπική Απόκριση & Η Ομογενοποίηση των P0

Έστω L(x) = χ(1)(x)L(1) + χ(2)(x)L(2) ο τοπικός τανυστής ελαστικότητας της P0. Αναφορικά με τις Συ-
νοριακές Συνθήκες του προβλήματος, ακριβώς λόγω της συμμετρίας και της περιοδικότητας του συνόλου της
μικροδομής, επιβάλλονται περιοδικές συνοριακές συνθήκες στα όρια κυψελίδων, οπότε οι μακροσκοπικές στα-
θερές υπολογίζονται από μία κυψελίδα και μόνο. Έτσι, για το Πρόβλημα της Ομογενοποίησης ισχύουν τα εξής:

1. Τα πεδία των τάσεων σ(x) και παραμορφώσεων ε(x) που αναπτύσσονται στο υλικό είναι τέτοια ώστε

⟨ε⟩ = 1
|Ω|

∫
Ω

ε(x) dmx και ⟨σ⟩ = 1
|Ω|

∫
Ω

σ(x) dmx

2. Συνοριακές Συνθήκες : u(x) = ⟨ε⟩ ·x+u∗, ∀ x ∈ ∂Ω όπου ⟨ε⟩ ένα ομοιόμορφο παμορφωσιακό πεδίο,
και u∗(x) είναι ένα πεδίο περιοδικής μετατόπισης το οποίο κατά μέση τιμή δεν παράγει παραμόρφωση
στην κυψελίδα, δηλαδή ⟨ε∗⟩ = ⟨∇ ⊗ u∗(x)⟩ = 0 ([5],[2])

1Ένας ίσως πιο εύκολος τρόπος να αντιληφθούμε τις συμβάσεις των συμβολισμών, είναι να υποθέσουμε ότι ο φορέας, τα μεγάλα
και τα μικρά σωματίδια αποτελούν τρεις ξεχωριστές φάσεις (το οποίο ξέρουμε ότι δεν ισχύει για τα εν λόγω σύνθετα). Για τις P2 ο
σύνθετος φορέας αποτελείται από τον φορέα με τα μικρά σωματίδια, ενώ για τις P1 τα σύνθετα σωματίδια αποτελούνται από τον φορέα
και τα μικρά σωματίδια.
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c (f ) = 0.1

c (f ) = 0.2

c (f ) = 0.3
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Σχήμα 2.3: Οι γραφικές παραστάσεις για τον υπολογισμό των της συγκέντρωσης των σωματιδίων εντός φραγ-
μένης περιοχής, δηλαδή για σμήνη σωματιδίων. Η σχέση είναι η c(2,2) = c(f)/c(2) όπου c(2) είναι συνολικά
το περιεχόμενο των φραγμένων περιοχών. Βλέπουμε πως για c(2,2) < 50% απαιτούνται πολύ μεγάλες συγκε-
ντρώσεις c(2) που ορίζονται απ’ τις φραγμένες περιοχές.

3. Συνθήκες στις Διεπιφάνειες των Φάσεων :[
σ+(x) − σ−(x)

]
· n(x) = 0 και[

ε+(x) − ε−(x)
]

= 1
2

(
a(x) ⊗ n(x) + [a(x) ⊗ n(x)]⊤

)
όπου a(x) ένα άγνωστο διανυσματικό πεδίο και n(x) το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα την διεπιφάνεια.

ΈστωσανΩ0 και Ω̃0 η γεωμετρία του σύνθετου και ενός ισότροπου (ή εγκαρσίως ισότροπου όταν αναφερόμαστε
στο επίπεδο) ομογενούς αναφοράς στις αρχικές τους διαμορφώσεις αντίστοιχα, οι οποίες παραμορφώνονται ⟨ε⟩
κάτω από την φόρτιση ⟨σ⟩ όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.4, τότε μέσω των μακροσκοπικών εξισώσεων θα είναι

Ω : ⟨σ⟩ = L(x) : ⟨ε⟩ και Ω̃ : ⟨σ⟩ = L̃ : ⟨ε⟩

Έστω δ τέτοιο ώστε

δ =
∥∥∥L − L̃

∥∥∥/∥∥∥L̃
∥∥∥ όπου ∥L∥ =

√
tr(L : L)

ΤοΩ θα συμπεριφέρεται μακροσκοπικά σαν το ομογενές Ω̃ αν και μόνο αν επιτευχθεί έλεγχος σύγκλισης τέτοιος
ώστε δ ≪ 1, όπως αναφέρουν οι Kachanov and Sevostianov [4] και Anoukou et al. [3].

2.4 Η Μακροσκοπική Απόκριση των P2 και P1

Για τον προσδιορισμό των μακροσκοπικών ιδιοτήτων των P2 και P1, ακολουθούμε την διαδικασία της δια-
δοχικής ομογενοποίησης ([1]), όπου ανάλογα το πρόβλημα, εκτιμούμε πρώτα τις μακροσκοπικές ιδιότητες της
μικροκλίμακας (όπως ακριβώς περιγράφηκε και παραπάνω) και τις οποίες χρησιμοποιούμε ως τις ομογενοποι-
ημένες ιδιότητες στην μεσοκλίμακα. Συγκεκριμένα,

• για τις P2 βρίσκουμε την μακροσκοπική απόκριση των μικρών σωματιδίων και του φορέα, που μαζί
συνθέτουν έναν σύνθετο φορέα με μακροσκοπικό τανυστή

L̃
(1)

=
(

2κ̃(1)
p , l̃(1), ñ(1), 2µ̃(1)

p , 2µ̃(1)
n

)
,

ενώ
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Ω0 Ω

Ω̃0 Ω̃

⟨ε⟩ , ⟨σ⟩
−−−−−−−−−−−−→
L(x) = ∂2w(x)

∂ε∂ε

⟨ε⟩ , ⟨σ⟩
−−−−−−−−→
L̃ = ∂2w̃

∂ε∂ε

Σχήμα 2.4: Η γεωμετρική αναπαράσταση ενός προβλήματος ομογενοποίησης. Οι γεωμετρίες σχεδιάστηκαν
καταχρηστικά, καθώς είναι εμφανές ότι το Ω δεν είναι RVE, καθώς επίσης οι μεταβολές στα γεωμετρικά χα-
ρακτηριστικά του σώματος μεταξύ απαραμόρφωτης και παραμορφωμένης κατάστασης είναι αμελητέες. Το ση-
μαντικό είναι ότι οι Ω και Ω̃ για να παραμορφωθούν το ίδιο απαιτείται διαφορετική ενέργεια. Σκοπός είναι η
διαφορά των δύο δυναμικών να είναι ελάχιστη.
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Ω(1)

L

ℓ

Ω(2)

Ω(1,2)

RVE − P2

Σχήμα 2.5: Η γεωμετρία P2 αν θεωρηθεί ότι είναι αντιπροσωπευτική τόσο ως προς το Ω(2) όσο και ως προς
το Ω(1,2). Αν d(2) και d(1,2) είναι οι διάμετροι των σωματιδίων Ω(2) και Ω(1,2) αντίστοιχα, τότε d(2) ≪ L και
d(1,2) ≪ ℓ. Προφανώς θα ισχύουν επιπλέον ότι ℓ ≪ L καθώς και d(1,2) ≪ d(2). Ανάλογα ισχύουν και για τις
γεωμετρίες P1.

• για τις P1 βρίσκουμε την μακροσκοπική απόκριση των μικρών σωματιδίων και του φορέα εντός των
σωματιδίων, που μαζί συνθέτουν τα σύνθετα σωματίδια με μακροσκοπικό τανυστή

L̃
(2)

=
(

2κ̃(2)
p , l̃(2), ñ(2), 2µ̃(2)

p , 2µ̃(2)
n

)
Ανάλογα ισχύουν και για τις 3Δ γεωμετρίες, με την μόνη διαφορά ότι οι μακροσκοπικοί τανυστές είναι
ισότροποι. Για τις επίπεδες P2 & P1 αλλάζουν οι συμμετρίες ανά στάδιο ομογενοποίησης!

2.5 Οι Εκτιμήσεις των Hashin-Shtrikman

Οι εκτιμήσεις των Hashin-Shtrikman είναι αναλυτικές εκφράσεις οι οποίες αναπτύχθηκαν για να εκτιμήσουμε
τον ομογενοποιημένο μακροσκοπικό τανυστή L̃ σε πεπερασμένες συγκεντρώσεις, οι οποίες είναι ακριβείς 1ης
τάξεως ως προς αυτές. Για αραιές συγκεντρώσεις γνωρίζουμε από τις λύσεις των προβλημάτων του Eshelby ότι
δεν υπάρχουν επιδράσεις μεταξύ των σωματιδίων στην μακροσκοπική απόκριση.

2.5.1 Οι Εκτιμήσεις των Hashin-Shtrikman για τις P0

Όλα τα υλικά είναι ασυμπίεστα, που σημαίνει ότι το κ(r) → ∞. Για μικροδομές απλής κλίμακας P0 που
μελετήθηκαν σε θεωρητικό πλαίσιο, οι εκτιμήσεις των Hashin-Shtrikman είναι οι εξής:

• Για Απολύτως Απαραμόρφωτα Σφαιρικά Σωματίδια σε συγκέντρωση c(2) = c(s), όπου κ(1), κ(2) →
∞ και µ(2) → ∞ θα είναι

µ̃

µ(1) = 2 + 3c(s)

2
(
1 − c(s)

)
και προφανώς το κ̃ → ∞, Ẽ = 3µ̃ και ν̃ = 1/2 . Επιπλέον θα ισχύει ότι ⟨ε⟩ =

(
1 − c(s)) ⟨ε⟩(1)

• Για Σφαιρικούς Πόρους σε συγκέντρωση c(2) = f , όπου κ(1) → ∞, κ(2) = 0 και µ(2) = 0 θα είναι

κ̃

µ(1) = 4(1 − f)
3f

και
µ̃

µ(1) = 3(1 − f)
3 + 2f
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και μέσω των αναλυτικών σχέσεων για ισότροπα υλικά Ẽ = 9 κ̃ µ̃

3κ̃ + µ̃
και ν̃ = 3κ̃ − 2µ̃

2(3κ̃ + µ̃)
θα είναι

Ẽ

µ(1) = 36(1 − f)
11f + 12

και ν̃ = f + 6
11f + 12

Επιπλέον θα ισχύει ότι ⟨σ⟩ = (1 − f) ⟨σ⟩(1)

• Για Απολύτως Απαραμόρφωτες Παράλληλες Ίνες c(2) = c(f), όπου κ(1), κ(2) → ∞ και µ(2) → ∞ θα
είναι

µ̃p

µ(1) = 1 + c(f)

1 − c(f)

και επιπλέον ότι ⟨ε⟩ =
(
1 − c(f)) ⟨ε⟩(1)

• Για Παράλληλους Κυλινδρικούς Πόρους με c(2) = f όπου κ(1) → ∞, κ(2) = 0 και µ(2) = 0 θα είναι

µ̃p

µ(1) = 1 − f

1 + f

Επιπλέον θα ισχύει ότι ⟨σ⟩ = (1 − f) ⟨σ⟩(1).

2.5.2 Οι Εκτιμήσεις των Hashin-Shtrikman για τις P2

Για να υπολογιστούν οι εκτιμήσεις των Hashin-Shtrikman για υλικά σε πολλαπλές κλίμακες, ακολουθούμε
την διαδοχική ομογενοποίηση μέσω των απλών γεωμετριών P0. Ειδικά για τις γεωμετρίες P2 όπως φαίνονται
και στο Σχήμα 2.2, αρχικά εκτιμούμε τα ομογενοποιημένα χαρακτηριστικά για τον σύνθετο φορέα Ω(1) με τα
«μικρά/ούς» σωματίδια/πόρους στην μικροκλίμακα, και τέλος εκτιμούμε για την μακροκλίμακα Ω με τα «με-
γάλα/ους» σωματίδια/πόρους. Για αραιές συγκεντρώσεις c(2) ≪ 1 ⇒ ĉ ≪ 1 δεν περιμένουμε διαφοροποιήσεις
μεταξύ των κλιμάκων μήκους για ίσες, πάντα, μερικές συγκεντρώσεις, γεγονός συμβατό με το πρόβλημα (των
ιδιοπαραμορφώσεων) του Eshelby.

• Για Απολύτως Στερεά Σφαιρικά Σωματίδια στην Μικροκλίμακα & την Μεσοκλίμακα σε ίσες μερι-
κές συγκεντρώσεις ĉ = 1 −

√
1 − c(s), όπου κ(1), κ(2) → ∞ και µ(2) → ∞ θα είναι

µ̃

µ(1) =
(

2 + 3ĉ

2(1 − ĉ)

)2
= 34 − 9c(s) − 30

√
1 − c(s)

4(1 − c(s))

και προφανώς το κ̃ → ∞, Ẽ = 3µ̃ και ν̃ = 1/2 .

• Για Σφαιρικούς Πόρους στην Μικροκλίμακα & την Μεσοκλίμακα σε ίσα μερικά πορώδη f̂ = 1 −√
1 − f , όπου µ(2) = 0 θα είναι

κ̃

µ(1) = 2(1 − f)
5
(
1 −

√
1 − f

)
− f

και
µ̃

µ(1) =
9
(
4
√

1 − f − 7
)
(f − 1)(

2
√

1 − f − 5
)(

13f + 44
√

1 − f − 53
)

και μέσω των αναλυτικών σχέσεων για ισότροπα υλικά Ẽ = 9 κ̃ µ̃

3κ̃ + µ̃
και ν̃ = 3κ̃ − 2µ̃

2(3κ̃ + µ̃)
θα είναι

Ẽ

µ(1) =
54
(
4
√

1 − f − 7
)
(f − 1)

64f
√

1 − f − 387f − 817
(
1 −

√
1 − f

) και

ν̃ = 14f
√

1 − f − 72f − 161
√

1 − f + 188
64f

√
1 − f − 387f − 817

(
1 −

√
1 − f

)
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Σχήμα 2.6: Το ομογενές μέτρο διογκώσεως για την 1-κλίμακα μήκους με σφαιρικούς πόρους V.S. 2-κλίμακες
μήκους με σφαιρικούς πόρους στην μικροκλίμακα και την μεσοκλίμακα για ίσες μερικές συγκεντρώσεις. Όπως
ξέρουμε από τα προβλήματα του Eshelby, για μικρές f ≪ 1 δεν υπάρχει επίδραση της κατανομής σε πολλαπλές
κλίμακες μήκους.

• Για Απολύτως Στερεές Παράλληλες Ίνες στην Μικροκλίμακα & την Μεσοκλίμακα σε ίσες μερικές
συγκεντρώσεις ĉ = 1 −

√
1 − c(f), όπου κ(1), κ(2) → ∞ και µ(2) → ∞ θα είναι

µ̃p

µ(1) =
(

1 + ĉ

1 − ĉ

)2
= 5 − c(f) − 4

√
1 − c(f)

1 − c(f)

2.5.3 Οι Εκτιμήσεις των Hashin-Shtrikman για τις P1

Οι εκτιμήσεις αυτές δεν διαφέρουν από αυτές στην P0, με την μόνη διαφορά ότι η συνολική συγκέντρωση
υπολογίζεται από την σχέση (2.5).

2.6 Οι ΓραφικέςΠαραστάσεις των Εκτιμήσεων τωνHashin-Shtrikman γιαP0
VS P2
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Σχήμα 2.7: Το ομογενές μέτρο διατμήσεως για την 1-κλίμακα μήκους με σφαιρικούς πόρους V.S. 2-κλίμακες
μήκους με σφαιρικούς πόρους στην μικροκλίμακα και την μεσοκλίμακα για ίσες μερικές συγκεντρώσεις. Όπως
ξέρουμε από τα προβλήματα του Eshelby, για μικρές f ≪ 1 δεν υπάρχει επίδραση της κατανομής σε πολλαπλές
κλίμακες μήκους.

Σχήμα 2.8: Το ομογενές μέτρο ελαστικότητας για την 1-κλίμακα μήκους με σφαιρικούς πόρουςV.S. 2-κλίμακες
μήκους με σφαιρικούς πόρους στην μικροκλίμακα και την μεσοκλίμακα για ίσες μερικές συγκεντρώσεις. Όπως
ξέρουμε από τα προβλήματα του Eshelby, για μικρές f ≪ 1 δεν υπάρχει επίδραση της κατανομής σε πολλαπλές
κλίμακες μήκους.
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Σχήμα 2.9: Το ομογενές μέτρο ελαστικότητας για την 1-κλίμακα μήκους με σφαιρικούς πόρουςV.S. 2-κλίμακες
μήκους με σφαιρικούς πόρους στην μικροκλίμακα και την μεσοκλίμακα για ίσες μερικές συγκεντρώσεις. Όπως
ξέρουμε από τα προβλήματα του Eshelby, για μικρές f ≪ 1 δεν υπάρχει επίδραση της κατανομής σε πολλαπλές
κλίμακες μήκους.

Σχήμα 2.10: Το ομογενές μέτρο διατμήσεως για την 1-κλίμακα μήκους με απολύτως σκληρές ίνες V.S. 2-
κλίμακες μήκους με απολύτως σκληρές ίνες στην μικροκλίμακα και την μεσοκλίμακα για ίσες μερικές συγκε-
ντρώσεις. Όπως ξέρουμε από τα προβλήματα του Eshelby, για μικρές c(f) ≪ 1 δεν υπάρχει επίδραση της
κατανομής σε πολλαπλές κλίμακες μήκους.



Κεφάλαιο 3

Η Γεωμετρική Κατασκευή των Μικροδομών

Στο παρόν κεφάλαιο θα παρουσιαστεί ο τρόπος κατασκευής των κυψελίδων στο επίπεδο, οι οποίες θα αποτε-
λούν τον RVE για ινώδη περιοδικές μικροδομές. Θεωρούμε πως οι ίνες είναι κύλινδροι, όπου οι άξονές τους
είναι αυστηρά όλοι παράλληλοι. Αυτό σημαίνει πως υπάρχει επίπεδο κάθετο στους άξονες αυτούς, όπου η τομή
του με τους κυλίνδρους είναι δίσκοι ακτίνας rk. Το επίπεδο (κατοπτρικής συμμετρίας) αυτό με τους δίσκους θα
αποτελεί την προσέγγιση του REV του σύνθετου, καθώς, για να είναι αντιπροσωπευτικό θα πρέπει να υπάρχει
και διάκριση κλίμακας μήκους όπως φαίνεται και στο Σχήμα 2.1, γεγονός που απαιτεί πολλά μικρού μεγέθους
σωματίδια (ίνες με μικρή διατομή). Αν το επίπεδο αντιπροσωπεύει την φάση (1) (την μήτρα δηλαδή), οι ίνες
αποτελούν την φάση (2). Επιπλέον, μπορούμε να υποθέτουμε ότι οι παράλληλες ίνες μπορούν να έχουν την
όποια διατομή, αρκεί να μην έχουν συσσωματωθεί/αλληλοκαλυφθεί. Αυτές θα απέχουν ανά μεταξύ τους μια
απόσταση, έστω ε × rk > 0, καθώς και μια απόσταση από τα σύνορα της κυψελίδας, έστω με h × rk > 0.
Τόσο το ε όσο και το h, θα καθορίζονται με τρόπο τέτοιο ώστε να μην υπάρχει θέμα με την δημιουργία των
πλεγμάτων, ή με την μετέπειτα ανάλυση, όπως φαίνεται και στους Segurado and Llorca [6]. Όπως θα αναφερθεί
και παρακάτω, ειδικά ο προσδιορισμός του ε είναι τόσο σημαντικός, καθώς θα αποτελέσει καθοριστικό παρά-
γοντα που θα εξασφαλίσει την επιτυχία της κατασκευής του RVE. Ο μοναδικός τρόπος που μπορεί να βρεθεί η
μεγαλύτερη δυνατή τιμή του γίνεται μέσω της διαδικασίας «δοκιμής-και-σφάλματος», καθώς εξαρτάται από την
συγκέντρωση των σωματιδίων και τον αριθμό τους. Συγκεκριμένα, όσο λιγότερες είναι οι ίνες που πρέπει να κα-
λύψουν μεγάλες συγκεντρώσεις, τόσο προσεγγίζουμε το όριο κορεσμού-ή-διαπίδυσης (Percolation Threshold),
το οποίο αυτό όριο για το επίπεδο, όπως αποδεικνύεται στον Torquato [7], προσεγγίζεται για συγκεντρώσεις
c(2) > 50%.

3.1 Ο Αλγόριθμος του RSA στο C

Πριν αναφερθούμε στον αλγόριθμο του RSA, είναι σκόπιμο να καταγραφεί ότι ο συντάκτης προτίμησε να
επιλέξει το μιγαδικό επίπεδο C για την υλοποίηση του αλγορίθμου, παρά το R2. Αυτό έγινε καθαρά και μόνο
για προσωπική διευκόλυνση και για κανέναν άλλο λόγο, διότι όπως αποδεικνύεται, το μιγαδικό επίπεδο έχει
τα ίδια τοπολογικά χαρακτηριστικά με το πραγματικό, δηλαδή το C ∼ R2 (διαβάζεται «το μιγαδικό επίπεδο
είναι ισόμορφο του πραγματικού»), αλλά έχει διαφορετικά αλγεβρικά χαρακτηριστικά (διαφορετική αλγεβρική
δομή). Αυτό πρακτικά σημαίνει ότι δεν πρόκειται να επηρεάσει το τελικό (γεωμετρικό) αποτέλεσμα. Τέλος, για
την υλοποίηση του RSA χρησιμοποιήθηκε το συμβολικό πακέτο Mathematica 12, αυτό έχει την δυνατότητα
να αποδίδει αποτελέσματα σε μιγαδική μορφή, καθώς και να λειτουργεί πολύ καλά με το μιγαδικό επίπεδο.
Ακριβώς αυτό το γεγονός θα εκμεταλλευτούμε παρακάτω, ενώ η αξία του θα φανεί ιδίως για την δημιουργία
των σμηνών.

Ο αλγόριθμος τουRSA (Random SequentialAddition-ή-Adsorption) περιγραφεί την διαδικασία κατά την οποία
παράγεται τυχαία, μη αντιστρεπτά, η διαδοχική τοποθέτηση μη επικαλυπτόμενων σωματιδίων εντός ενός όγκου
(Torquato [7]). Εν προκειμένω, όγκος αυτός θα είναι η μοναδιαία κυψελίδα, ενώ τα σωματίδια θα είναι αυτά

15
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Σχήμα 3.1: Δύο σωματίδια που παρήχθησαν μέσω του RSA με κέντρα τους τα z1 και z2 εντός της μοναδιαίας
κυψελίδας [0, 1] × [0, i], καθώς και η τοποθέτησή τους στους 8 γείτονες που συνορεύουν με αυτήν. Προφανώς,
η διαδικασία συνεχίζεται μέχρι να τοποθετηθούν όσα σωματίδια επιθυμούμε και σε όποια συγκέντρωση.

όπου τα κέντρα τους θα είναι οι μιγαδικοί αριθμοί zn. Επιπλέον, επειδή μακροσκοπικά ορίζεται περιοδική δομή,
σημαίνει ότι όλες οι γειτονιές που συνορεύουν με τον RVE θα πρέπει να είναι συνεχείς. Έτσι, κάθε δίσκος
που ανήκει τον RVE, θα ανήκει και στους γειτονικούς RVE’s που συνορεύουν με αυτόν. Εφόσον η κυψελίδα
ορίζεται ως ένα ορθογωνικό μιγαδικό χωρίο [0, 1] × [0, i] ⊆ C (ισόμορφο του [0, 1] × [0, 1] ⊆ R2), τότε
συνορεύει με 8 γείτονες, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 3.1 Με την τυχαία τοποθέτηση ενός δίσκου, έστω z1,
εντός της κυψελίδας, ταυτόχρονα τοποθετούνται και όλοι οι δίσκοι που βρίσκονται στους 8 γείτονες ως εξής

z1 ± 1, z1 ± i, z1 ± (1 + i), z1 ± (1 − i)

ή εναλλακτικά τοποθετούνται μέσω της συνάρτησης:

z1,k = z1 +
[√

2 +
(

1 −
√

2
)

× (k mod 2)
]
ei

(k−1)π
4 , ∀k ∈ [1, 8]

Με την τυχαία τοποθέτηση ενός επιπλέον δίσκου, έστω z2, γίνεται ο έλεγχος όλων των δυνατών συνδιασμών
των αποστάσεων |∆za|, |∆zb|, ..., |∆zf |, ... μέσω της σχέσης

|∆zm,n| =
√

(zm − zn)(zm − zn)∗
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ενώ το κέντρο γίνεται δεκτό μόνο όταν δεν αλληλοεπικαλύπτεται με τα υπόλοιπα σωματίδια εντός και των
γειτονικών κυψελίδων όταν

|∆zm,n| ≥ (1 + ε1)r1 + (1 + ε1)r2, m ∈ Ω(1) και n ∈ Ω(2)

με r1 και r2 να αποτελούν τις ακτίνες των δίσκων και ε1, ε2 > 0 δύο σταθερές. Είναι προφανές πως όταν
οι δείκτες αναφέρονται στο ίδιο Ω(k) τότε |∆zm,n| ≥ (2 + εk)rk. Με κάθε επιπλέον τυχαία τοποθέτηση δί-
σκων πρέπει να γίνει πάλι η ίδια διαδικασία, έως ότου τοποθετηθούν όλοι οι δίσκοι που επιθυμούμε, ώστε να
καλύψουν μια δεδομένη συγκέντρωση. Έτσι λειτουργεί ο RSA στο C.

Μια επιπλέον συνθήκη που πρέπει να ικανοποιείται, είναι αυτή που λέει ότι τα σωματίδια πρέπει να απέχουν
δεδομένη απόσταση h × rk > 0 από τα σύνορα της κυψελίδας. Αυτό είναι κάτι που απαιτούμε συμπληρωματικά
να ισχύει, καθώς υπάρχει ο κίνδυνος όταν οι δίσκοι οριακά να εφάπτονται με τα σύνορα του RVE, να μην
καθίσταται δυνατή η δημιουργία πλεγμάτων, βασικό στοιχείο για την μετέπειτα ανάλυση.

Ο κώδικας σε Mathematica που κανείς μπορεί να φτιάξει τις P0 μέσω του RSA είναι ο παρακάτω:

ClearAl l [ c ,NP , r , R , z , Z ,w,W, f , F , l , d ] ;
edge=Complex [ 1 , 1 ] ;
c [ 1 ] = 0 . 3 ;
NP[ 1 ] = 4 0 ;
r [ 1 ] : = Sqrt [ ( c [ 1 ] *Re [ edge ]*Im [ edge ] ) / ( Pi *NP [ 1 ] ) ] ;

d i s t [ P_ , B_ , a_ , b_ , c_ , d_ ] : =
Sqrt [Re [ ( z [ P , a , c ] − z [B , b , d ] ) * Conjugate [ z [ P , a , c ] − z [B , b , d ] ] ] ] ;

Do [
Label [ c e n t r e 1 ] ;
z [ 1 , i , 1 ] = RandomComplex [ edge ] ;
z [ 1 , i , 2 ] = z [ 1 , i , 1 ] +Re [ edge ] ;
z [ 1 , i , 3 ] = z [ 1 , i , 1 ] −Re [ edge ] ;
z [ 1 , i , 4 ] = z [ 1 , i , 1 ] + Im [ edge ] I ;
z [ 1 , i , 5 ] = z [ 1 , i , 1 ] − Im [ edge ] I ;
z [ 1 , i , 6 ] = z [ 1 , i , 1 ] + edge ;
z [ 1 , i , 7 ] = z [ 1 , i , 1 ] + Conjugate [ edge ] ;
z [ 1 , i , 8 ] = z [ 1 , i , 1 ] − Conjugate [ edge ] ;
z [ 1 , i , 9 ] = z [ 1 , i , 1 ] − edge ;

I f [ Between [Re [ z [ 1 , i , 1 ] ] + r [ 1 ] , {Re [ edge ] , Re [ edge ]+0 . 1 r [ 1 ] } ] | |
Between [ Im [ z [ 1 , i , 1 ] ] + r [ 1 ] , { Im [ edge ] , Im [ edge ]+0 . 1 r [ 1 ] } ] | |
Between [Re [ z [ 1 , i , 1 ] ] − r [ 1 ] , { −0 . 1 r [ 1 ] , 0 } ] | |
Between [ Im [ z [ 1 , i , 1 ] ] − r [ 1 ] , { −0.1 r [ 1 ] , 0 } ]
,Goto [ c e n t r e 1 ] , Continue ] ;

Do [ I f [ d i s t [ 1 , 1 , i ,m, n , k ] !=0 &&
d i s t [ 1 , 1 , i , m, n , k ] <= (2+0 .1 ) r [ 1 ]
,Goto [ c e n t r e 1 ] ]
,{m, 1 , i } ,{ n , 1 , 9 } , { k , 1 , 9 } ] ;

, { i , 1 ,NP [ 1 ] } ] ;

l =0 ;
Do [
I f [Re [ z [ 1 , i , n ] ] <Re [ edge ]+ r [ 1 ] && Re [ z [ 1 , i , n ]] > − r [ 1 ] &&
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Im [ z [ 1 , i , n ] ] <Im [ edge ]+ r [ 1 ] &&
Im [ z [ 1 , i , n ]] > − r [ 1 ] , { l = l +1 ,w[ l ]= z [ 1 , i , n ] } ] , { n , 1 , 9 } , { i , 1 ,NP [ 1 ] } ]

Do [ f [ i ]={Re [w[ i ] ] , Im [w[ i ] ] } , { i , 1 , l } ] ;
Do [W[ i , n ]={Re [ z [ 1 , i , n ] ] , Im [ z [ 1 , i , n ] ] } , { i , 1 ,NP[ 1 ] } , { n , 1 , 9 } ]

3.2 Τα Σμήνη στο C

Στην ενότητα αυτή θα αναλυθεί το γεωμετρικό πρόβλημα κατασκευής των σμηνών. Αυτό είναι ουσιαστικά
ένα πρόβλημα τυχαίας τοποθέτησης δίσκων εντός μιας φραγμένης περιοχής (εν προκειμένω ενός κύκλου). Για
να επιτευχθεί αυτό, προϋποθέτει την ύπαρξη κέντρων, έστω τα οποία δημιουργούνται από τον RSA εντός της
κυψελίδας [0, 1]× [0, i]. ΈστωZn μιγαδικός αριθμός ο οποίος περιγράφει το κέντρο του n-κύκλου, και η ακτίνα
του είναιR. Έστωσαν z1 και z2 δύο τυχαίοι μιγαδικοί αριθμοί οι οποίοι πιθανώς βρίσκονται εντός του n-κύκλου
με κέντρο το Zn όπως φαίνεται και στο Σχήμα 3.2. Για να βρίσκονται οι z1 και z2 εντός του οφείλουν

z1 − Zn = f(r1)eiθ1 καθώς και z2 − Zn = f(r2)eiθ2

όπου r1, r2 ≪ R οι ακτίνες και θ1, θ2 ∈ [0, 2π] τα βασικά ορίσματα των μιγαδικών z1 και z2 αντίστοιχα.
Σκοπός είναι ο προσδιορισμός της πραγματικής συνάρτησης f(ra). Η τυχαία αυτή συνάρτηση είναι φραγμένη
στο διάστημα (0, R − ra], ∀ ra ≪ R καθώς ο σκοπός είναι να δημιουργηθούν δίσκοι ακτίνας ra εντός του
μεγαλύτερου κύκλου R. Οπότε, η συνάρτηση θα πάρει την απλή μορφή

f(ra) = κ(R − ra), κ ∈ [−1, 1]

όπου κ ∈ [−1, 1] κάποιος πραγματικός αριθμός. Τελικώς, οι θέσεις των σημείων που θα τοποθετούνται εντός
του κύκλου, θα τοποθετούνται και στους γείτονες όμως φαίνεται παρακάτω

za = Zn + (R − ra)κeiθa , za,k = za +
[√

2 +
(

1 −
√

2
)

× (k mod 2)
]
ei

(k−1)π
4 , ∀k ∈ [1, 8]

όπου κeiθa είναι ένας μιγαδικός αριθμός με τυχαίο μέτρο κ ∈ [−1, 1] και τυχαίο βασικό όρισμα θa ∈ [0, 2π]. Το
φυσικό νόημα των σταθερών κ και θa είναι αντίστοιχα το κατά πόσο κεντρικά και σε πόση στροφή αναφορικά
με το κέντρο θα τοποθετηθούν οι απαιτούμενοι δίσκοι. Αν τα κέντρα τοποθετούνται εντός του κύκλου, τότε θα
πρέπει να γίνει επιπλέον ο έλεγχος των μεταξύ τους αποστάσεων, και των αποστάσεων από τα σύνορα (όπως
δηλαδή και παραπάνω). Έτσι λειτουργεί ο RSA για την δημιουργία σμηνών σωματιδίων.

Γενικά τα σμήνη δεν είναι εύκολα υλοποιήσιμες κατασκευές, καθώς:

• Εξαρτάται την c(2) ⇒ c(2,2) (βλέπε εξίσωση (2.5)) και

• Εξαρτάται από τον N (2,2) (αριθμός σωματιδίων εντός της φραγμένης περιοχής)

Οι γεωμετρικοί λόγοι που μπορεί να δυσκολεύουν την κατασκευή τους είναι ότι:

1. Εξαρτάται την c(2) γιατί όσο μικρότερη είναι ⇒ τόσο μεγαλύτερη είναι c(2,2) (Σχήμα 2.3)

2. Εξαρτάται από τονN (2,2), καθώς όσο λιγότερα είναι και σε συνδυασμό με την τυχαία τοποθέτησή τους⇒
σπατάλη χώρου προς εκμετάλλευση για τοποθέτηση των υπόλοιπων⇒ προσεγγίζουμε το όριο κορεσμού.

Ένας τρόπος που εν μέρει ξεπερνά τα παραπάνω προβλήματα είναι να επιτρέπουμε να ξεφεύγουν τα σωματίδια
από τα όρια των κύκλων, δηλαδή

za(θa) = Zn + [R − (1 − m)ra]κeiθa , m > 0

όπου m είναι το ποσοστό της ακτίνας που επιτρέπουμε να «δραπετεύει» από την φραγμένη περιοχή (βλέπε
στο Σχήμα 3.2 δίσκο ακτίνας r2). Σε αυτή την περίπτωση, πρέπει να γίνει έλεγχος και μεταξύ των υπόλοιπων
σμηνών, προς αποφυγή αλληλεπικάλυψης.

Ο κώδικας σε Mathematica που κανείς μπορεί να φτιάξει σμήνη P1 μέσω του RSA είναι ο παρακάτω:
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z1 = Zn + f(r1)eiθ1

z2 = Zn + f(r2)eiθ2

Σχήμα 3.2: Ο ιδεώδης κύκλος (διακεκομμένη) που περιγράφεται από τον μιγαδικό Zn, και οι ιδεώδεις δίσκοι
z1 και z2. Όπως φαίνεται, το κέντρο του z2, τοποθετήθηκε σε σημείο τέτοιο ώστε η ακτίνα του να υπερβαίνει
τα όρια του κύκλου, σε αντίθεση με τον z1. Στόχος είναι να προσδιοριστεί ο μιγαδικός αριθμός f(ra)eiθa με
αρχή το κέντρο Zn.

c [ 2 ] = 0 . 1 ;
NPM[1 ] =20 ;
R[1 ]= Sqrt [ c [ 2 ] / ( NP[ 1 ] *NPM[1 ] * Pi ) ] ;

D i s t 1 [ P_ , B_ , a_ , b_ , e_ , c_ , d_ ] :=
Sqrt [Re [ ( Z [ P , a , e , c ] −Z[B , b , e , d ] ) * Conjugate [Z [ P , a , e , c ] −Z[B , b , e , d ] ] ] ;

Do [
Label [ c e n t r e 3 ] ;
c [ ang l e_ ] : =Cos [ a ng l e ]+ I *Sin [ a ng l e ] ;
Z [ 1 , i , j , 1 ] =
z [ 1 , j , 1 ] + ( r [ 1 ] −0 . 8R [ 1 ] ) * RandomReal [{ −1 ,1} ]* c [ RandomReal [ {0 , 2* Pi } ] ] ;
Z [ 1 , i , j , 2 ] =Z [ 1 , i , j , 1 ] + 1 . ;
Z [ 1 , i , j , 3 ] =Z [ 1 , i , j , 1 ] − 1 . ;
Z [ 1 , i , j , 4 ] =Z [ 1 , i , j , 1 ] + I ;
Z [ 1 , i , j , 5 ] =Z [ 1 , i , j , 1 ] − I ;
Z [ 1 , i , j , 6 ] =Z [ 1 , i , j , 1 ] + 1 . + I ;
Z [ 1 , i , j , 7 ] =Z [ 1 , i , j , 1 ]+1 . − I ;
Z [ 1 , i , j , 8 ] =Z [ 1 , i , j , 1 ] −1 .+ I ;
Z [ 1 , i , j , 9 ] =Z [ 1 , i , j , 1 ] −1 . − I ;

Do [ I f [ Between [Re [Z [ 1 , i , j , k ] ] +R[ 1 ] , { 1 , 1 + 0 . 1R [ 1 ] } ] | |
Between [ Im [Z [ 1 , i , j , k ] ] +R[ 1 ] , { 1 , 1 + 0 . 1R [ 1 ] } ] | |
Between [Re [Z [ 1 , i , j , 1 ] ] −R[1 ] , { −0 . 1R[ 1 ] , 0 } ] | |
Between [ Im [Z [ 1 , i , j , k ] ] −R[1 ] , { −0 . 1R[ 1 ] , 0 } ]
,Goto [ c e n t r e 3 ] , Continue ] , { k , 1 , 9 } ] ;
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Do [ I f [ D i s t 1 [ 1 , 1 , i ,m, j , n , k ] !=0 &&
Di s t 1 [ 1 , 1 , i ,m, j , n , k ] <= (2+0 .1 )R[ 1 ]
,Goto [ c e n t r e 3 ] ]
,{m, 1 , i } ,{ n , 1 , 9 } , { k , 1 , 9 } ] ;

, { i , 1 ,NPM[1 ] } , { j , 1 ,NP [ 1 ] } ] ;

d =0;
Do [
I f [Re [Z [ 1 , i , j , n ]] <1+R[ 1 ] && Re [Z [ 1 , i , j , n ]] > −R[ 1 ] &&
Im [Z [ 1 , i , j , n ]] <1+R[ 1 ] &&
Im [Z [ 1 , i , j , n ]] > −R[ 1 ] , { d=d+1 ,W[ d ]=Z [ 1 , i , j , n ] } ]
,{ n , 1 , 9 } , { j , 1 ,NP[ 1 ] } , { i , 1 ,NPM[ 1 ] } ]

Do [ F [ i ]={Re [W[ i ] ] , Im [W[ i ] ] } , { i , 1 , d } ] ;

3.3 Ο RSA για Στραμμένη Κυψελίδα

Η λογική είναι αυτή που φαίνεται στο Σχημα 3.3

Ο κώδικας σε Mathematica που κανείς μπορεί να φτιάξει περιστραμμένες ορθογωνικές P0 για όποιες γωνίες
είναι ο παρακάτω:

ang l e =Pi / 4 ;
d i a g o n a l =Complex [ 1 , 1 ] ;
c [ 1 ] = 0 . 3 ;
NP[ 1 ] = 1 0 ;
r [ 1 ]= Sqrt [ ( c [ 1 ] *Re [ d i a g o n a l ]*Im [ d i a g o n a l ] ) / ( Pi *NP [ 1 ] ) ] ;
d i s t [ P_ , B_ , a_ , b_ , c_ , d_ ] :=
Sqrt [Re [ ( z [ P , a , c ] − z [B , b , d ] ) * Conjugate [ z [ P , a , c ] − z [B , b , d ] ] ] ] ;
a [ 1 ] = Re [ d i a g o n a l ] ;
a [ 2 ] = −Re [ d i a g o n a l ] ;
a [ 3 ] = Im [ d i a g o n a l ]* I ;
a [ 4 ] = −Im [ d i a g o n a l ]* I ;
a [ 5 ] = d i a g o n a l ;
a [ 6 ] = − d i a g o n a l ;
a [ 7 ] = Conjugate [ d i a g o n a l ] ;
a [ 8 ] = −Conjugate [ d i a g o n a l ] ;
Do [ b [ n ] = a [ n ]*Exp [ I * ang l e ] , {n , 1 , 8 } ]
Do [

Label [ c e n t r e 1 0 ] ;
z [ 1 , i , 1 ] = RandomComplex [ d i a g o n a l ]*Exp [ I * ang l e ] ;
Do [ z [ 1 , i , n ] = z [ 1 , i , 1 ] + b [ n −1] , {n , 2 , 9 } ] ;

Do [ I f [ d i s t [ 1 , 1 , i ,m, n , k ] != 0 &&
d i s t [ 1 , 1 , i ,m, n , k ] <= ( 2+ 0 . 1 ) r [ 1 ]
,Goto [ c e n t r e 1 0 ] ] , {m, 1 , i } , {n , 1 , 9 } , {k , 1 , 9 } ] ;
, { i , 1 ,NP [ 1 ] } ] ;
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Σχήμα 3.3: Η περιστροφή την κυψελίδας για γωνία φ μέσω ενός παράγοντα φάσης eiφ. Αν zn κάποιο από τα
μιγαδικά κέντρα των δίσκων, τότε το περιστραμμένο είναι απλά z′

n = eiφzn.

3.4 Ο Υπολογισμός των Ακτίνων

• Για την περίπτωση της μίας οικογένειας N (2) δίσκων, η ακτίνα υπολογίζεται απλά απ’ την σχέση:

N (2)πr2
2 = c(2)L2 ⇒ r2 =

√
c(2)

πN2 L

• Για την κατηγορία των δύο οικογενειών είναι

λ2 = r2
2

r2
1,2

= N (1,2)

N (2) × N (2)πr2
2

N (1,2)πr2
1,2

⇒ λ2 = N (2,2)c(2)

N (2,1)ĉ(1,2)

Έτσι, οι ακτίνες υπολογίζονται απλά ως

r2 =

√
c(2)

πN (2) L και r1,2 = r2
λ

Ο λόγος που επιλέχθηκε αυτός ο τρόπος υπολογισμού, είναι γιατί πρέπει πάντα να έχουμε στο νου μας την
«ξεκάθαρη διάκριση των κλιμάκων μήκους». Θεωρητικά, η καλή διάκριση έρχεται όταν λ → ∞.

• Για την περίπτωση όπου έχουμε τα N (2) σμήνη και N (2,2) δίσκους ανά σμήνος, δεδομένου του πόσα σμήνη
θέλουμε και σε ποια «εικονική» συγκέντρωση η ακτίνα των σωματιδίων υπολογίζεται απλά

r2,2 =

√
c(2,2)

N (2,2) r2 =

√
c(2,2)

N (2,2) ×

√
c(2)

πN (2) L ⇒ r2,2 =

√
c(f)

πN (2,2)N (2)

3.5 Ορισμένα Γεωμετρικά Αποτελέσματα

Θα παρουσιαστούν ορισμένα γεωμετρικά αποτελέσματα που δημιουργήθηκαν από τους παραπάνω κώδικες
μέσω της Mathematica 12. Σκοπός εδώ είναι η επίδειξη και όχι κάποιος άλλος. Ούτως ή άλλως, το πρόβλημα
δυσκολεύει όταν κανείς περιστρέφει τις γεωμετρίες, καθώς αν ένας δίσκος δεν πληρεί την προϋπόθεση τότε
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Σχήμα 3.4: Μικροδομές [x × y] = [1 × 1] RSA για c(2) = 30% και N (2) = 10 σε στροφή π/3 , π/4 , π/6 και
0 (από αριστερά πάνω προς δεξιά κάτω).

πρέπει να αλλάξει από τον RVE, ενώ μπορεί να ήταν έγκυρος (δηλαδή να ήταν ένα αποδεκτό κέντρο που
πληρούσε όλες τις προϋποθέσεις των αποστάσερων). Προφανώς, για τις γεωμετρίες που χρησιμοποιήθηκαν,
τηρήθηκαν ότι πρέπει τουλάχιστον το 10% των ακτίνων να βρίσκεται εντός του RVE. Τέλος, η χρησιμότητα
των περιστραμμένων γεωμετριών μπορεί να φανεί όταν κανείς εκτιμήσει τις ελαστικές σταθερές, και να δει
πόσο διαφέρουν από τις μη περιστραμμένες. Αν διαφέρουν λίγο ή βρίσκονται εντός των τυπικών αποκλίσεων,
τότε επιβεβαιώνεται η υπόθεση της ισοτροπίας.
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Σχήμα 3.5: Μικροδομές [x × y] = [1 × 1] RSA για c(2) = 30% και N (2) = 50 σε στροφή π/3 , π/4 , π/6 και
0 (από αριστερά πάνω προς δεξιά κάτω).
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Σχήμα 3.6: Μικροδομές [x × y] = [1 × 1] RSA για c(2) = 30% και N (2) = 100 σε στροφή π/3 , π/4 , π/6
και 0 (από αριστερά πάνω προς δεξιά κάτω).
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Σχήμα 3.7: Μικροδομές [x × y] = [2 × 1] RSA για c(2) = 30% και N (2) = 10 σε στροφή π/3 , π/4 και π/6
(από αριστερά πάνω προς δεξιά και κάτω).
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Σχήμα 3.8: Μικροδομές [x × y] = [2 × 1] RSA για c(2) = 30% και N (2) = 50 σε στροφή π/3 , π/4 και π/6
(από αριστερά πάνω προς δεξιά και κάτω).
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Σχήμα 3.9: Μικροδομές [x × y] = [2 × 1] RSA για c(2) = 30% και N (2) = 100 σε στροφή π/3 , π/4 και π/6
(από αριστερά πάνω προς δεξιά και κάτω).
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Σχήμα 3.10: Σμήνη για 10 δεδομένες περιοχές συσσώρευσης N (2) = 10, 20, 30 και 50 σωματιδίων, για c(f) =
15% και c(2) = 50%.



Κεφάλαιο 4

Οι Αριθμητικές Αναλύσεις & Αποτελέσματα

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιαστούν όσες αναλύσεις ολοκληρώθηκαν επιτυχώς και έδωσαν αποτελέσματα.
Σε γενικές γραμμές, κανείς μπορεί να λύσει τα προβλήματα P0 → P2 απευθείας και να εξάγει τα δεδομένα
του. Όμως, οι πραγματικές γεωμετρίες P2 εν γένει απαιτούν πολλά σωματίδια όμως φαίνονται και στο Σχήμα
4.9 και είναι υπολογιστικά χρονοβόρες, ειδικά δε άμα συμπεριληφθούν οι πλαστικές συμπεριφορές μπορεί να
είναι ατελέσφορες οι προσπάθειες του Η.Υ..

4.1 Πλεγματοποίηση & Τα Στοιχεία

Τα πλέγματα δημιουργήθηκαν μέσω του ελεύθερου λογισμικού NetGen. Με βάση τις οδηγίες που δίνονται για
το Abaqus 17, όταν τα υλικά είναι ασυμπίεστα επιβάλλεται να χρησιμοποιηθούν τα στοιχεία τύπου C3D10H
(βλέπε την ενότητα Choosing between regular and hybrid elements).

4.2 Οι Αναλύσεις για τις Επίπεδες P0 → P2

Για τις επίπεδες γεωμετρίες, στόχος ήταν να εκτιμηθεί το μακροσκοπικό μέτρο διατμήσεως µ̃p. Για την εύρεση

του µ̃p = Ẽp

2(1 + ν̃p)
, αρκεί να υπολογιστούν σε επίπεδη παραμορφωσιακή κατάσταση (ϵ13 = ϵ23 = ϵ33 = 0)

και να υποβληθούν σε καθαρή διάτμηση (ϵ11 = −ϵ22 ⇒ ν̃p = 1), όπου προκύπτει για την μακροσκοπικό μέ-
τρο διατμήσεως με την επίλυση των Πεπερασμένων Στοιχείων μέσω του ABAQUS 2017

µ̃p = ⟨σ11⟩
2 ⟨ϵ11⟩

, ⟨ε11⟩ ≈ 1
|Ω|

NEL∑
n=1

ε11(n)|∆Vn|, ⟨σ11⟩ ≈ 1
|Ω|

NEL∑
n=1

σ11(n)|∆Vn| (4.1)

όπουNEL = ο αριθμός των στοιχείων, και |∆Vn| αποτελεί τον όγκο του n-στοιχείου, όπου πρέπει |Ω| =∑NEL
n=1 |∆Vn| (Agoras et al. [2]).

4.3 Οι Αναλύσεις για τις Επίπεδες P0 για Απολύτως Απαραμόρφωτες Ίνες &
Κυλινδρικούς Πόρους

Όπως φαίνεται και στο Σχήμα 4.4, υπολογίστηκαν για N (2) = 20 → 40 για c(2) = 10% → 40%, όπου

• Για f = 10% για N (2) = 40 η απόκριση είναι µ̃p = 41.21 και διαφέρει κατά 0.73% της εκτίμησης των
H.S.

• Για f = 20% για N (2) = 40 η απόκριση είναι µ̃p = 29.28 και διαφέρει κατά 12.16% της εκτίμησης των
H.S.

29

https://ngsolve.org/
https://abaqus-docs.mit.edu/2017/English/SIMACAEELMRefMap/simaelm-c-solidcont.htm
https://abaqus-docs.mit.edu/2017/English/SIMACAEELMRefMap/simaelm-c-solidcont.htm
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Σχήμα 4.1: Η διαδικασία δημιουργίας πλέγματος μέσω του NetGen (Από Αριστερά Πάνω → Δεξιά Κάτω).
Αρχικά πάμε στοMesh και εκεί επιλέγουμε την ποιότητα του πλέγματος. Για τους σκοπούς της εργασίας χρη-
σιμοποιήθηκαν τα πιο πυκνά πλέγματα, γεγονός που για τις P0 δεν έχει πάντα και ιδιαίτερο νόημα, όμως για
τις P2 και P1 επιβάλλεται καθώς περιέχουν μικρά σωματίδια/πόρους. Επίσης προτιμήθηκαν τα Second Order
Elements. Με την ολοκλήρωση της δημιουργίας του πλέγματος (Generate Mesh) στο τέλος ΠΑΝΤΑ κάνουμε
Validate Second Order (αν και εφόσον χρησιμοποιηθούν) για να δούμε αν υπάρχουν «παράνομα στοιχεία» με
αρνητική ιακωβιανή ή είναι πολύ μικρά =⇒ Πρόβλημα στην Ανάλυση με το Abaqus.
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Σχήμα 4.2: Οι επίπεδες μικροδομές P0 για ίνες και πόρους πριν και μετά την πλεγματοποίησή τους.
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Σχήμα 4.3: Οι επίπεδες μικροδομές P1 για ίνες και πόρους πριν και μετά την πλεγματοποίησή τους.
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c(f) N (2) µ
(2)
p µ̃p Αύξηση (×%)

10% 30 150 × 103 63.08
10% 30 150 × 1010 63.19 +0.16%
50% 10 150 × 103 235
50% 10 150 × 1010 240 +2.13%

Πίνακας 4.1: Με αλλαγή του μέτρου διατμήσεως των σωματιδίων από 150 × 103 → 150 × 1010, φαίνεται ότι
για c(f) = 50% έχουμε απόκλιση του μακροσκοπικού μέτρου διατμήσεως, η οποία είναι πρακτικά ανούσια
και ειδικά για μικρές συγκεντρώσεις αμελητέα . Παρεμπιπτόντως, η εκτίμηση µ̃p = 235 ήταν μία από τις δύο
εκτιμήσεις που έγιναν για c(f) = 50%, με την δεύτερη να είναι µ̃p = 166, γεγονός που δείχνει την αστάθεια
των λύσεων για μεγάλες συγκεντρώσεις.

c(f) = 30% No1 No2 No3 No4 No5 No6 No7 No8 No9 No10
N (2) = 20 100.7 108.7 102.6 104.3 104.2 109.8 106.7 104.0 106.9 107.6
N (2) = 30 103.1 102.5 105.6 114.4 99.0 103.4 106.2 105.1 99.8 104.2

Πίνακας 4.2: 10 διαφορετικές ανακατανομές για N (2) = 20 και για 30 σκληρές ίνες και οι μακροσκοπικές
εκτιμήσεις για το µ̃p. Φαίνεται ότι η μέση τιμή για τις 20 ίνες είναι ⟨µp⟩20 = 105.6 ενώ για τις 30 είναι
⟨µp⟩30 = 104.3 και διαφέρουν κατά 13.7% και 12.3% της εκτίμησης των Hashin-Shtrikman που δίνουν το
κάτω φράγμα µ̃p = 92.9

• Για f = 30% για N (2) = 40 η απόκριση είναι µ̃p = 24.69 και διαφέρει κατά 8.28% της εκτίμησης των
H.S.

• Για f = 40% για N (2) = 40 η απόκριση είναι µ̃p = 16.8 και διαφέρει κατά 21.60% της εκτίμησης των
H.S.

• Για c(f) = 10% για N (2) = 40 η απόκριση είναι µ̃p = 62.30 και διαφέρει κατά 1.95% της εκτίμησης
των H.S.

• Για c(f) = 20% για N (2) = 40 η απόκριση είναι µ̃p = 80.84 και διαφέρει κατά 7.79% της εκτίμησης
των H.S.

• Για c(f) = 30% για N (2) = 40 η απόκριση είναι µ̃p = 99.53 και διαφέρει κατά 7.19% της εκτίμησης
των H.S.

• Για c(f) = 40% για N (2) = 40 η απόκριση είναι µ̃p = 168.34 και διαφέρει κατά 44.3% της εκτίμησης
των H.S.

4.4 Οι Αναλύσεις για τις Επίπεδες P1 για Απολύτως Απαραμόρφωτες Ίνες &
Κυλινδρικούς Πόρους

Οι αναλύσεις που έγιναν για την σύγκλιση ως προς τον αριθμό των σμηνών N (2) για σκληρές ίνες φαίνονται
στο Σχήμα 4.7 ενώ για τους κυλινδρικούς πόρους στο Σχήμα 4.8. Για αυτή την κατηγορία, η απευθείας ανάλυση
είναι ιδανικότερη της διαδοχικής, καθώς, εν γένει θα πρέπει να γίνουν αναλύσεις σε υψηλές συγκεντρώσεις,
ενώ όπως φαίνεται και στο Σχήμα 4.4, για c(2) > 40% τα αποτελέσματα δεν μπορούν να είναι αξιόπιστα.

4.5 Οι Αναλύσεις για τις Επίπεδες P2 για Απολύτως Απαραμόρφωτες Ίνες

Οι αναλύσεις για τις Επίπεδες P2 δεν επιτεύχθηκαν στον βαθμό που έπρεπε, δηλαδή στην εύρεση σύγκλισης
του ομογενοποιημένου μέτρου διατμήσεως. Δοκιμάστηκαν μόνο για απολύτως απαραμόρφωτες ίνες και όχι για
κυλινδρικούς πόρους, διότι στους κυλινδρικούς πόρους βρέθηκαν αστάθειες ως προς το όριο διαρροής (βλέπε
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Σχήμα 4.4: Αποτελέσματα αναλύσεων για τυχαίες μικροδομές με µ(1) = 50 για c(2) = 10% − 40% και αριθμό
σωματιδίων/πόρων N (2) = 20, 30, 40. Βλέπουμε ότι οι αναλύσεις για τους πόρους προσεγγίζουν την εκτίμηση
καλύτερα όταν N (2) = 40 σε κάθε περίπτωση, παρά για μικρότερο αριθμό. Στην περίπτωση των σκληρών
ινών δεν φαίνονται διαφοροποιήσεις μέχρι και την συγκέντρωση c(f) = 20%, όμως τα αποτελέσματα δεν είναι
αξιόπιστα για c(2) ≥ 40%.
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Σχήμα 4.5: Αστάθειες ως προς την πλαστική διαρροή που εμφανίστηκαν σε επίπεδεςP0 με κυλινδρικούς πόρους
για f = 30%.

Σχήμα 4.5). Στο Σχήμα 4.9 δίνονται περισσότερες λεπτομέρειες αναφορικά με τα δεδομένα και τις συνθήκες
υπολογισμού μιας μικροδομής.

Ο διαφορετικός τρόπος επίλυσης γίνεται μέσω της διαδοχικής ομογενοποίησης/ανάλυσης που περιγράφεται με
στόχο να βρεθεί η σύγκλιση 5 ελαστικών σταθερών στην μικροκλίμακα με ομογενοποιημένο τανυστή

L̃
(1)

=
(

2κ̃(1)
p , l̃(1), ñ(1), 2µ̃(1)

p , 2µ̃(1)
n

)
ώστε ο παραπάνω να είναι ο ομογενοποιημένος τανυστής του σύνθετου φορέα.
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Σχήμα 4.6: Εμφάνιση shear-bands για N (2) = 90 και c(f) = 30%.
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Σχήμα 4.7: 5 σωματιδία μέσα σε 10-40 σμήνη με c(f) = 10% όπου µ̃p,10 = 61.52, µ̃p,20 = 62.87, µ̃p,30 = 63.98
και µ̃p,40 = 63.14 και η εκτίμηση των H.S. είναι µ̃p = 61.1
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Σχήμα 4.8: 5 σωματιδία μέσα σε 10-40 σμήνη με f = 10% όπου µ̃p,10 = 39.405, µ̃p,20 = 38.63, µ̃p,30 = 40.78
και µ̃p,40 = 38.304 και η εκτίμηση των H.S. είναι µ̃p = 40.91
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Σχήμα 4.9: Μια P2 (Πάνω) και η μεγέθυνσή της (Κάτω). Δεδομένα & Συνθήκες Υπολογισμού: N (2) = 20,
N (1,2) = 500,µ(1)

p = 50,µ(2)
p = 50×103 (θεωρητικά∞), c(f) = 30%, λ = r2/r1,2 = 5, Βαθ.Ελευθ: 4788785,

Στοιχεία: 3227200. Για ισχύ 8-cpus: 11/14/2022 11:38:01 AM-11/16/2022 6:15:11 AM και δεν ολοκλήρωσε την
πλαστική συμπεριφορά γιατί γέμισε η προσωρινή μνήμη. Γνωρίζουμε (όπως φαίνεται και στο Σχήμα 4.4) ότι
για c(f) ≤ 20% η σύγκλιση επιτυγχάνεται για N (2) = 20 σωματίδια, οι επιμέρους συγκεντρώσεις είναι 15%,
για τις P2 η εκτίμηση µ̃H.S.

p = 96.6686, ενώ η ανάλυση έδωσε ότι µ̃p = 108.348, δηλαδή στο εύρος των
υπολογιστικών εκτιμήσεων για c(f) = 30% (όπως φαίνονται και στον Πίνακα 4.2) και διαφέρει 12.08% από
την H.S..
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Κεφάλαιο 5

Τα Συμπεράσματα

Η παρούσα διπλωματική εργασία σε αυτό το σημείο κλείνει. Τα συμπεράσματα που προέκυψαν είναι τα εξής:

1. Για τις επίπεδες P0 που μελετήθηκαν σίγουρα υπάρχει σύγκλιση για τις Απολύτως Απαραμόρφωτες ίνες
στα N (2) = 20 για c(f) ≤ 20%.

2. Οι επίπεδες P2 απαιτούσαν πολλά σωματίδια ώστε να υπολογιστούν οι ελαστοπλαστικές ιδιότητες, συ-
γκεκριμένα N (1,2) ∼ λ2N

(2)
∗ όπου λ = r(2)

/
r(1,2) και N

(2)
∗ = min N (2) τέτοιος ώστε να έχουμε

σύγκλιση ως προς την ισότροπη ομογενή περίπτωση.

3. Δεν υπολογίστηκαν όλες οι ομογενοποιημένες ελαστικές σταθερές που να περιγράφουν την μακροσκο-
πική απόκριση εγκαρσίως ισότροπων υλικών, είτε με σκληρά σωματίδια, είτε με πόρους, καθώς δεν
υλοποιήθηκε ποτέ.

4. Οι επίπεδες P1 έχουν «περιορισμένο εύρος» περιπτώσεων ώστε να υπολογιστούν είτε απευθείας είτε
μέσω της διαδοχικής ομογενοποίησης, καθώς απαιτούνται εν γένει μεγάλες συγκεντρώσεις ώστε να μην
ισχύει ότι c(2) ≪ 1.

5. Γενικά οι πλαστικές συμπεριφορές ήταν αυτές όπου καθυστερούσαν πολύ ώστε το Abaqus να μπορέσει
να βρει την σύγκλιση ως προς το όριο διαρροής, και ειδικά για τις P2 δεν τα κατάφερε (Σχήμα 4.9).
Ακόμα, στους πόρους στο επίπεδο βρέθηκαν αστάθειες ως προς την διαρροή τους (Σχήμα 4.5)

6. Το πρόβλημα των πολλαπλών κλιμάκων δεν έχει ολοκληρωθεί!

Όμως, δημιουργήθηκαν όλοι οι απαραίτητοι κώδικες, οι οποίοι είναι καταγεγραμμένοι σε κάθε κατηγορία μικρο-
δομής, που κανείς μπορεί να χρησιμοποιήσει ώστε να μπορέσει να συνεχίσει την έρευνα...

41
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