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Περίληψη

Η παρούσα διπλωµατική εργασία έχει σαν αντικείµενο την λήψη απο-
ϕάσεων στα πλαίσια της αυτόνοµης κίνησης ενός αγωνιστικού αυτο-
κινήτου. Οι ϐέλτιστες τιµές των µεταβλητών απόφασης υπολογίζονται
από έναν αλγόριθµο που συνδυάζει το δυναµικό µοντέλο του αυτοκι-
νήτου και έναν ελεγκτή που µεγιστοποιεί την διανυόµενη απόσταση
σε έναν κυλιόµενο ορίζοντα. Με κατάλληλες γραµµικοποιήσεις το µη
γραµµικό αυτό πρόβληµα ανάγεται σε απλούστερα προβλήµατα τετρα-
γωνικού προγραµµατισµού τα οποία µπορούν µε κατάλληλους solvers
να λυϑούν σε χρονικά διαστήµατα της τάξης των ms. Οι παράµετροι
αυτού του αλγορίθµου προσαρµόζονται στο νέο αγωνιστικό µονοθέσιο
αυτοκίνητο της οµάδας του Κενταύρου του τµήµατος Μηχανολόγων Μη-
χανικών του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας, ονόµατι Κριέων. Επίσης εξε-
τάζεται ποιες τιµές αποδίδουν τα καλύτερα αποτελέσµατα ως κόστη του
προβλήµατος ϐελτιστοποίησης αυτού.
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1 Εισαγωγή

Η αυτόνοµη κίνηση δεν είναι κάτι νέο τεχνολογικά, υπάρχει άλλωστε
στην αεροπορία εδώ και πολλές δεκαετίες µε τη µορφή του αυτόµατου
πιλότου. Η τεχνολογία αυτή έχει κάνει επίσης τα πρώτα της ϐήµατα
και στην αυτοκινητοβιοµηχανία µε την µορφή του cruise control, αλλά
και της πλήρους αυτονοµίας τα τελευταία χρόνια. Η αυτόνοµη κίνηση
όµως είναι περισσότερο απαιτητική σε αγωνιστικές συνθήκες καθώς ε-
κτός του µικρότερου χρόνου λήψης των αποφάσεων το αυτοκίνητο ωθεί-
ται επίσης στα όρια της πρόσφυσης όπου τα περιγραφικά µοντέλα είναι
µη-γραµµικά. Σε τέτοιες εφαρµογές έχουν ϕανεί τα πλεονεκτήµατα του
προβλεπτικού ελέγχου (model predictive control), όπου υπολογίζεται
η ϐέλτιστη λύση ενός µαθηµατικού προβλήµατος υπο συγκεκριµένους
περιορισµούς. Αυτό το πρόβληµα λύνεται σε έναν ορίζοντα µήκους n

ϐηµάτων, ο οποίος µετακυλίεται σε κάθε ϐήµα ανά χρονικό διάστηµα
𝑇𝑠. Ο αλγόϱιθµος ο οποίος χρησιµοποιείται και του οποίου οι παράµε-
τροι προσαρµόζονται σε αυτές του αυτοκινήτου της οµάδας Κένταυρος
έχει αναπτυχθεί στην διδακτορική διατριβή του ∆ρ. Liniger [1]. Ο αλγό-
ϱιθµος αυτός έχει σχεδιαστεί για την λειτουργία στα όρια της πρόσφυ-
σης εκτός της γραµµικής περιοχής. Συγκεκριµένα, για να λειτουργήσει
χρειάζεται απλώς έναν χάρτη της πίστας και το δυναµικό µοντέλο του
αυτοκινήτου, το οποίο αναπτύχθηκε µε το µοντέλο του ποδηλάτου σε
συνδυασµό µε µη γραµµικές δυνάµεις ελαστικών, όπως ϑα εξηγήσουµε
παρακάτω.

Σύµφωνα µε την Αµερικάνικη ∆ιεύθυνση Ασφάλειας Αυτοκινητο-
δρόµων (National Highway Traffic Safety Administration) υπάρχουν 5
διαφορετικά επίπεδα αυτοµατοποίησης, τα χαρακτηριστικά των οποίων
αναλύονται στον παρακάτω πίνακα.



Επίπεδο Αυτοµατοποίηση Περιγραφή

0 Χωρίς

αυτοµατοποίησ-

η

Ο οδηγός είναι σε πλήρη έλεγχο του οχήµατος, ελέγχει

τα ϕρένα, το τιµόνι και το γκάζι, καθ΄ όλη την διάρ-

κεια, καθώς επίσης είναι υπεύθυνος να παρατηρεί τις

συνθήκες του δρόµου και να παίρνει κατάλληλες απο-

ϕάσεις.

1 Αυτοµατοποίηση

συγκεκριµένων

λειτουργιών

Αυτό το επίπεδο περιέχει µία ή περισσότερες λειτουρ-

γίες ελέγχου. Εάν υπάρχουν παραπάνω από µία αυτο-

µατοποιηµένες διαδικασίες, αυτές λειτουργούν ανεξάρ-

τητα και ο οδηγός έχει τον συνολικό έλεγχο και την

ευθύνη της ασφαλούς πορείας.

2 Συνδυαστική

αυτοµατοποίησ-

η

Σε αυτό το επίπεδο επιτυγχάνεται η αυτοµατοποίηση

τουλάχιστον δύο κύριων λειτουργιών, οι οποίες είναι

σχεδιασµένες να λειτουργούν σε συνδυασµό ώστε να

απαλλάσσουν τον οδηγό από τον έλεγχο αυτών. Ωστόσο

ο οδηγός παραµένει υπεύθυνος της επίβλεψης των συν-

ϑηκών του δρόµου και πρέπει να είναι διαθέσιµος για

να λάβει τον έλεγχο σε οποιαδήποτε στιγµή.

3 Περιορισµένη

αυτονοµία

Τα οχήµατα σε αυτό το επίπεδο δεν χρειάζονται τον

οδηγό να έχει τον έλεγχο των κύριων λειτουργιών, σε συ-

γκεκριµένες συνθήκες κίνησης. Το όχηµα είναι σχεδια-

σµένο ώστε να εγγυάται την ασφαλή λειτουργία σε αυτές

τις συνθήκες, ενώ ο οδηγός αναµένεται να είναι διαθέσι-

µος περιστασιακά, αλλά µε αρκετό χρόνο µετάβασης.

4 Πλήρης

αυτονοµία

Τα πλήρως αυτόνοµα οχήµατα είναι σχεδιασµένα να

ελέγχουν όλες τις κύριες λειτουργίες και να επιβλέπουν

τις συνθήκες του περιβάλλοντος καθ΄ όλη την διάρκεια.

Ο οδηγός εισάγει απλώς τον προορισµό, ενώ δεν χρει-

άζεται να είναι διαθέσιµος σε κανένα σηµείο του ταξι-

διού και η ασφαλής λειτουργία είναι αποκλειστική ευ-

ϑύνη του οχήµατος.
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Τα αυτοκίνητα στη συντριπτική πλειοψηφία τους περιορίζονταν στο
επίπεδο 0 µέχρι την πρώτη δεκαετία του 2000. Ο οδηγός ήταν (από-
λυτα) υπέυθυνος και δεν είχε καµία αυτοµατοποιηµένη λειτουργία. Ω-
στόσο, µικρά ϐήµατα στον τοµέα της αυτονοµίας έγιναν ήδη από το
1945 από τον τυφλό Αµερικάνο µηχανικό Ralph Teetor. Ο ευρηµα-
τικός µηχανικός αυτός ενοχλούταν από την ανώµαλη οδήγηση όταν το
κράτος της Αµερικής επέβαλλε ανώτατο όριο ταχύτητας 35 µίλια ανα
ώρα για λόγους εξοικονόµησης καυσίµων και ελαστικών σε συνθήκες
πολέµου. Με αυτή την αφορµή λοιπόν, ο Teetor ανέπτυξε το πρώτο
σύστηµα ελέγχου ταχύτητας (cruise control), µέσω ενός πνευµατικού
συστήµατος, το οποίο δηµιουργούσε αντίσταση στο πεντάλ του γκαζιού
όταν η ταχύτητα πλησίαζε την ανώτατη. Αυτό το σύστηµα εµφανίστηκε
για πρώτη ϕορά σε αυτοκίνητο παραγωγής το 1958.

Αλλά και πέρα από το επίπεδο 1, επαναστατική ήταν η έρευνα του
Ernst Dickmanns, ο οποίος κατάφερε µε την οµάδα του να δηµιουρ-
γήσει τα πρώτα µερικώς αυτόνοµα οχήµατα επιπέδου 3. Από το 1986
άρχισαν οι δοκιµές µε ένα ϐαν της Mercedes-Benz για το πρόγραµµα
VaMoRs που µεταφράζεται ως δοκιµαστικό όχηµα για αυτόνοµη κίνηση
και υπολογιστική όραση, ενώ είχαν προηγηθεί 8 χρόνια δοκιµών και
προσοµοιώσεων. Αυτό το όχηµα µέχρι το 1989 µπορούσε να λειτουρ-
γήσει αυτόνοµα σε συνθήκες αυτοκινητόδροµου σε σταθερή ταχύτητα,
ενώ το 1989 όταν εισήχθη και η αναγνώριση εµποδίων στο σύσηµα
µπόρεσαν και έγιναν τα πρώτα ϐήµατα στον τοµέα του adaptive cruise
control αλλά και της αυτόνοµης αλλαγής λωρίδας.

Σχήµα 1: Οι δύο τύποι δοκιµαστικών οχηµάτων του προγράµµατος VaMoRs
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Το 1994 στην στα πλαίσια της 3ης ϕάσης του προγράµµατος «Προ-
µηθέας», τρία αυτοκίνητα Mercedes S-Class εφοδιάστηκαν µε πολύ
µικρότερες κάµερες και τον αντίστοιχο εξοπλισµό που δοκιµάστηκε τα
προηγούµενα χρόνια από την οµάδα του Dickmanns. Το όχηµα µπορεί
να εντοπίσει µέχρι 6 άλλα οχήµατα στο εµπρός και στο πίσω ηµισφα-
ίριο και η ϑέση τους σε σχέση µε το αυτόνοµο όχηµα υπολογίζεται σε
πραγµατικό χρόνο µε συχνότητα 25 Hz. Τον Οκτώβριο του 1994 στην
τελική παρουσίαση του προγράµµατος, παρουσιάστηκε για πρώτη ϕο-
ϱά η ικανότητα του οχήµατος να εκτελέσει πλήρως αυτόνοµη αλλαγή
λωρίδας σε αυτοκινητόδροµο µε κανονική κυκλοφορία.

Σχήµα 2: Αναγνώριση οχηµάτων µέσα από τις κάµερες του οχήµατος VaMoRs

Πολλές από αυτές τις λειτουργίες αυτονοµίας που αναπτύχθηκαν
στα τέλη του 20ου αιώνα είναι µέρος του στάνταρ εξοπλισµού σε πολ-
λά µοντέλα παραγωγής εν έτει 2020. Λειτουργίες επιπέδου 3 όπως το
adaptive cruise control και το lane keeping assist συναντώνται αρκετά
συχνά στην αυτοκινητοβιοµηχανία, αλλά η µετάβαση στο επίπεδο της
πλήρους αυτονοµίας χρειάζεται περισσότερους αισθητήρες αλλά και πε-
ϱισσότερη ανάπτυξη του λογισµικού. Η κύρια αιτία της µεγάλης αύξη-
σης της δυσκολίας στο τελευταίο επίπεδο αυτονοµίας είναι ότι λαµβάνει
µέρος και σε αστικούς δρόµους και όχι µόνο σε αυτοκινητόδροµους.
∆ιασταυρώσεις, ϕανάρια, πεζοί, ποδηλάτες και πολλά άλλα αυξάνουν
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κατακόρυφα την δυσκολία της αυτονοµίας, καθώς το σύστηµα πρέπει
αφενός να αναγνωρίζει όλα αυτά τα στοιχεία, αλλά και να προβλέπει την
ανθρώπινη δράση. Πόσο πιθανό είναι π.χ. ο πεζός που είναι 3 µέτρα
µακριά απ΄ την διάβαση να την διασχίσει τρέχοντας για να προλάβει
το λεωφορείο. Μάλιστα, ϑα ήταν πιο εύκολη η ανάπτυξη της πλήρους
αυτονοµίας σε ένα οδικό δίκτυο µε µόνο αυτόνοµα οχήµατα, όπου όλα
ϑα επικοινωνούσαν µεταξύ τους και πολύ σπάνια ϑα υπήρχε ατύχη-
µα, σε σχέση µε την σύγχρονη ανάπτυξη της αυτονοµίας µε ανθρώπους
πίσω από το τιµόνι άλλων οχηµάτων, όπως γίνεται τώρα.

Σχήµα 3: Το αυτόνοµο αυτοκίνητο της Google καθώς και οι αισθητήρες που χρησι-
µοποιεί

Παρ΄ όλα αυτά, αρκετές εταιρίες έχουν µπει στο πεδίο της πλήρους
αυτονοµίας και έχουν κάνει άλµατα προόδου. Η Google έχει αναπτύξει
αυτόνοµα αυτοκίνητα που ϑα της χρησιµεύσουν ίσως στο µέλλον στον
τοµέα της χαρτογράφησης για την εφαρµογή Google Maps. Επιπλέον,
εταιρίες ιδιωτικών µέσων µεταφοράς όπως η Uber και η Waymo, έχουν
αναπτύξει δικά τους αυτόνοµα οχήµατα, η τελευταία µάλιστα ασχολε-
ίται αποκλειστικά µε την ανάπτυξη αυτόνοµων οχηµάτων µεταφοράς
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ιδιωτών. Παρόλο που αυτά τα οχήµατα έχουν εµπλακεί σε πολύ λιγότε-
ϱα ατυχήµατα ανάλογα µε τις ώρες λειτουργίας τους σε σχέση µε τον
µέσο άνθρωπο, λόγω της επιφυλακτικότητας του ευρύ κοινού, ο ϑάνα-
τος που προκλήθηκε από ένα όχηµα της Uber, είχε ως αποτέλεσµα την
διακοπή του προγράµµατος από αυτή εταιρία.

Σχήµα 4: Το αυτόνοµο αυτοκίνητο της Waymo

Στη δική µας εφαρµογή, σκοπός είναι η πλήρης αυτονοµία επιπέδου
4, µέσω της οποίας το µονοθέσιο ϑα αντιλαµβάνεται µέσω αισθητήρων
το περιβάλλον ϑα δηµιουργεί έναν χάρτη και ϑα γνωρίζει την ακριβή
του τοποθεσία σε αυτόν. Στην συνέχεια, ϑα σχηµατιστεί ένα πλάνο
πορείας και ο αλγόριθµος του αυτόµατου ελέγχου ϑα πάρει τις ϐέλτιστες
αποφάσεις για τις µεταβλητές ελέγχου και στη συνέχεια ϑα δώσει εντολή
στους αυτοµατισµούς που ελέγχουν την πορεία του οχήµατος. Σε αυτή
την εργασία, εξετάζεται το κοµµάτι του ελέγχου και οι παράµετροι αυτού
που δίνουν τα καλύτερα αποτελέσµατα.
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1.1 Βιβλιογραφική ανασκόπηση

Οι πρώτες προσπάθειες στην αγωνιστική αυτονοµία έχουν αρχίσει από
τις αρχές του 2000 σε διαγωνισµούς όπως ο DARPA Grand Challenge,
όπου ο χρόνος ολοκλήρωσης έπαιζε τον µεγαλύτερο ϱόλο και έλαβαν
µέρος πολλά πανεπιστήµια (Stanford, Carnegie Mellon, Caltech) και
ερευνητικές οµάδες [2]. Ακόµα και σε αυτές τις διοργανώσεις όµως ο
κύριος στόχος ήτανη ανάπτυξη της αυτονοµίας σε κανονικές συνθήκες
και σε όχι πολύ µεγάλες ταχύτητες. Η αγωνιστική αυτονοµία ϕαινόταν
να έρχεται σε δεύτερη µοίρα, ωστόσο µεγάλα ϐήµατα προόδου έχουν
επιτευχθεί και σε αυτόν τον τοµέα, όπως όταν ένα αυτόνοµο Audi TTS
εξοπλίστηκε µε έναν ελεγκτή πορείας και ακολούθησε µια προαποφα-
σισµένη πορεία µε µεγάλες ταχύτητες [3].

΄Οσον αφορά τον έλεγχο, οι ϑεµέλιοι λίθοι για αυτοµατοποιηµένους
αγώνες µπορούν να χωριστούν σε τρεις κατηγορίες : έλεγχος ολίσθησης,
προγραµµατισµός πορείας και έλεγχος της πορείας αναφοράς. Σχετικά
µε τον πρώτο πυλώνα, υπάρχει ϐιβλιογραφία που στόχο έχει την κα-
λύτερη κατανόηση της συµπεριφοράς του οχήµατος κοντά στα όρια της
πρόσφυσης, ώστε να σχεδιαστούν συστήµατα ασφάλειας που προσπα-
ϑούν να περιορίσουν την απώλεια ελέγχου. Αναλύοντας το µη γραµ-
µικό µοντέλο του αυτοκινήτου, µπορεί να αποδειχθεί ότι µποϱούν να
αναπτυχθούν κινήσεις µόνιµης κατάστασης που να αντιστοιχούν στην
ολίσθηση, ϐλ. [4] και [5].

Οι ελεγκτές της πορείας αναφοράς σχεδιάζονται συνήθως να λειτουρ-
γούν στη γραµµική περιοχή των δυνάµεων των ελαστικών για µέγιστη α-
σφάλεια. Σε αυτές τις συνθήκες πολύ συχνά χρησιµοποιούνται ελεγκτές
ανάδρασης αλλά και πρόσδρασης σε συνδυασµό µε κάποιον PID con-
troller [6], αλλά σε αγωνιστικές συνθήκες το state-of-the-art είναι πλέον
ο προβλεπτικός έλεγχος. Προσεγγίσεις στον µη γραµµικό προβλεπτικό
έλεγχο, που δίνει την δυνατότητα της συστηµατικής ενσωµάτωσης του
επιπλέον περιορισµού, αντιµετωπίζουν τις µη γραµµικότητες του µο-
ντέλου είτε ευθέως µέσω κάποιου solver µη γραµµικού προγραµµατι-
σµού [7], είτε µέσω γραµµικών (linear time-varying) [8] ή τµηµατικών
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προσσεγγίσεων (piece-wise affine) [9], που έχουν ως αποτέλεσµα ένα
πρόβληµα κυρτού ή µικτού ακέραιου τετραγωνικού προγραµµατισµού
αντίστοιχα.

Τέλος, όσον αφορά τον προγραµµατισµό πορείας, συνήθως αυτή η
διαδικασία λαµβάνει µέρος σε ανεξάρτητο, υψηλότερο επίπεδο ελέγχου,
δηλ. από διαφορετικό αλγόριθµο από αυτόν του ελεγκτή της πορείας.
Πολλές προσπάθειες έχουν γίνει για να κάνουν αυτήν την µέθοδο εφι-
κτή για τις αγωνιστικές απαιτήσεις, αλλά είτε οι πορείες που εξάγονται
δεν είναι αρκετά αξιόπιστες, είτε το πρόβληµα γίνεται πολύ περίπλο-
κο για την σχετικά µεγάλη συχνότητα δειγµατολειψίας που είναι ανα-
γκαία σε αυτές τις εφαρµογές. Ως εκ τούτου, έχουν γίνει προσπάθειες
να ενσωµατωϑεί ο προγραµµατισµός πορείας µε τον έλεγχο πορείας
στο ίδιο επίπεδο ελέγχου, όπως στην αναφορά [10], όπου οι ϐέλτιστες
τροχιές και αντίστοιχος έλεγχος για στροφές σε αγωνιστικές συνθήκες
υπολογίζονται αριθµητικά σε προσοµοίωση. Στην αναφορά [11] χρησι-
µοποιούνται επαναλήψεις σε πραγµατικό χρόνο µε σκοπό µικρότερους
υπολογιστικούς χρόνους, σε αντίθεση µε την µη γραµµική επίλυση που
επιλέγεται στα [10] και [12] και έχει ως αποτέλεσµα απαγορευτικά µε-
γάλους χρόνους επίλυσης.
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1.2 Το ολοκληρωµένο σύστηµα

Το κοµµάτι του αυτόµατου ελέγχου προφανώς χρειάζεται και άλλες
εφαρµογές για να λειτουργήσει, είτε αυτές αποτελούν είσοδο σε αυτόν
είτε έξοδο από αυτόν. ΄Ενα σκιαγράφηµα του ολοκληρωµένου συστήµα-
τος της αυτόνοµης κίνησης ϕαίνεται στο σχήµα 5.

Σχήµα 5: Το ολοκληρωµένο σύστηµα της αυτόνοµης κίνησης

Προφανώς ο έλεγχος για να λειτουργήσει χρειάζεται µια αντίληψη
των συνθηκών κάθε χρονική στιγµή. Η πιο σηµαντική πτυχή αυτών
των συνθηκών είναι ο περιβάλλων χώρος, η αντίληψη του οποίου είναι
αναγκαία ώστε να προγραµµατιστεί η µέλλουσα πορεία του οχήµατος.
Κύριο συστατικό για αυτό τον σκοπό αποτελούν οι κάµερες, οι οποίες
αποτελούν ουσιαστικά «τα µάτια»του ελέγχου. Μέσα από τις κάµερες
µπορούµε να διακρίνουµε τα όρια του δρόµου, που στην περίπτωση
του µονοθεσίου µας είναι οι κώνοι. Κάτι που είναι ϕαινοµενικά όµως
εύκολο για έναν άνθρωπο, αποτελεί µεγάλη πρόκληση για έναν υπο-
λογιστή, ο οποίος πρέπει να εκπαιδευτεί στο τι είναι ένας κώνος και
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στο πως να τον αναγνωρίζει. Αυτή η τεχνητή νοηµοσύνη στον υπολογι-
στή αναπτύσσεται µέσω νευρωνικών δικτύων. ΄Ενας τέτοιος αλγόριθµος
που χρησιµοποιείται σε µεγάλο ϐαθµό για αναγνώριση αντικειµένων
είναι ο YOLO (You Only Look Once). Τα νευρωνικά δίκτυα δουλεύουν
εξετάζοντας πολύ µεγάλο αριθµό εικόνων και αλλάζοντας συνεχώς τις
παραµέτρους µε τις οποίες κρίνουν αν υπάρχει ή όχι το αντικείµενο
στην κάθε εικόνα.

Σχήµα 6: Η αναγνώριση των κώνων από τον αλγόριθµο YOLO

Μόνο η αναγνώριση των κώνων στην εικόνα που λαµβάνει η κάµερα
δεν είναι αρκετή, όµως, για την αντίληψη του περιβάλλοντος. Πρέπει
να τοποθετήσουµε αυτούς του κώνους και κατα συνέπεια τα όρια του
δρόµου σε ένα «εικονικό» περιβάλλον, στο οποίο ϑα λειτουργήσει ο έλεγ-
χος. Συνεπώς είναι αναγκαία η αναγνώριση της ακριβής τοποθεσίας του
κάθε κώνου και όχι µόνο η αναγνώρισή αυτού. Πολλές εταιρίες που α-
σχολούνται µε την αυτόνοµη κίνηση, αλλά και άλλες οµάδες Formula
Student, επιτυγχάνουν την εκτίµηση της τοποθεσίας µε την χρήση αι-
σθητήρων LiDAR (Light Detection and Ranging), οι οποίοι λειτουργούν
στέλνοντας παλµούς λέιζερ και αναγνωρίζοντας την αντανάκλασή τους,
σχηµατίζοντας έτσι ένα «ανάγλυφο»του περιβάλλοντος.
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Σχήµα 7: Εικόνα απο αισθητήρα LiDAR

΄Ενας άλλος τρόπος να έχει κανείς πληροφορία για την απόσταση
είναι ένα stereo σύστηµα καµερών, δηλαδή δύο ή παραπάνω µε διαφο-
ϱετικές οπτικές γωνίες. Η λύση του LiDAR έχει µεγάλο κόστος και η
λύση των παραπάνω καµερών προϋποθέτει πολύ καλό καλιµπράρισµα
αυτών αλλά και συνδυασµό των εικόνων τους µέσω άλλων αλγορίθµων.
΄Οπως ϐλέπουµε και στο σχήµα 5 οι πληροφορίες από τους αισθητήρες
πηγαίνουν σε έναν αλγόριθµο SLAM (Simultaneous Localization and
Mapping), ο οποίος ϕτιάχνει αυτό το εικονικό περιβάλλον που αναφέρ-
ϑηκε πριν, ή αλλιώς τον χάρτη, και τοποθετεί το όχηµα στην τοποθεσία
του χάρτη που είναι και στην πραγµατικότητα.

Η οµάδα µας λόγω των απαιτήσεων των δύο άλλων επιλογών που
αναφέρθηκαν πριν άρχισε τις δοκιµές ενός αλγόρθµου που µπορεί να
κάνει το SLAM και µε µία µόνο κάµερα (mono setup). Αυτός ο αλγόριθ-
µος λέγεται ORB-SLAM και µπορεί να εκµεταλλευτεί εικόνες από µία
κάµερα µε πολύ ευρυγώνιο ϕακό (fisheye lens), αλλά και δεδοµένα από
τον αισθητήρα IMU (inertia measurement unit). Με τις µετρήσεις των
επιταχύνσεων που παρέχει αυτός ο αισθητήρας αλλά και των ταχυτήτων
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που µπορεί να εξάγει κανείς από αυτόν, ο αλγόριθµος αυτός µπορεί να
τοποθετήσει τα όρια (κώνοι) αλλά και το µονοθέσιο µε αρκετή ακρίβεια
στον χάρτη.

Στο άλλο άκρο του ολοκληρωµένου συστήµατος και αφού ο έλεγ-
χος έχει πάρει τις αποφάσεις ως προς τις µεταβλητές ελέγχου, πρέπει
κάπως αυτές να εφαρµοστούν στο όχηµα, προσαρµόζωντας την επι-
τάχυνση (ή επιβράδυνση) και την πορεία αυτού. Αυτές οι µεταβλητές ϑα
εφαρµοστούν µέσω αυτοµατισµών που ελέγχουν το γκάζι, το ϕρένο και
το τιµόνι. ΄Οσον αφορά το γκάζι στην οµάδα έχει προχωρήσει αρκετά
η έρευνα στο ηλεκτρονικό γκάζι που ϑα αντικαταστήσει το έως τώρα
µηχανικό (ντίζα). Για να ελέγξουµε το µηχανικό γκάζι ϑα χρειαζόµα-
σταν ούτως ή άλλως κάποια ηλεκτρονική πλακέτα που ϑα ελέγχει έναν
µικρό κινητήρα (σέρβο), οπότε είναι λογική η στροφή σε ένα σύστη-
µα throttle-by-wire. Σε αυτό το σύστηµα το πεντάλ του γκαζιού δεν
κινεί κάποιο µηχανικό σύστηµα, απλά κάποιοι αισθητήρες πάνω του
δίνουν σήµα στην πλακέτα και αυτή δίνει σήµα στο σέρβο να τοποθε-
τήσει την πεταλούδα του γκαζιού στην κατάληλη γωνία. Επιπλέον, το
τιµόνι ϑα εφαρµόζει τις εντολές του ελέγχου µέσω ενός ηλεκτροκινη-
τήρα που ϑα ελέγχεται µέσω µιας πλακέτας που ϑα παίρνει εντολές
από τον υπολογιστή του αυτοκινήτου. Μεγάλη έρευνα απαιτείται στο
τι τύπος ηλεκτροκινητήρα είναι πιο ϐέλτιστο να χρησιµοποιηθεί, στην
ισχύ του, καθώς και στο µέγεθος του, διότι προκύπτουν και χωροτα-
κτικά προβλήµατα. Στον τοµέα των ϕρένων, οι εντολές ϑα εκτελούνται
µε κάποιο ηλεκτρο-πνευµατικό σύστηµα, το οποίο ϑα ενσωµατώνει και
το σύστηµα EBS (Emergency Braking System) που ακινητοποιεί το
αυτοκίνητο σε περίπτωση που ο υπολογιστής αντιληφθεί ότι έχει ϐγει
εκτός ορίων ή δοθεί εντολή από εξωτερικό παρατηρητή. Περισσότερες
πληροφορίες για το ολοκληρωµένο σύστηµα υπάρχουν στο άρθρο [13]
της ΑΜΖ, µίας από τις καλύτερες οµάδες στον τοµέα της αυτονοµίας.
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2 Μοντελοποίηση

Σε πολλές εφαρµογές αρκούν απλότερα µοντέλα που ϑεωρούν την τα-
χύτητα στα ελαστικά µόνο στην ίδια κατεύθυνση µε αυτήν των ελαστι-
κών, αλλά σε µεγαλύτερες ταχύτητες και σε συνθήκες οριακής πρόσφυ-
σης η παραδοχή αυτή δεν είναι ϱεαλιστική. Ως εκ τούτου στην ϐιβλιο-
γραφία έχουν αναπτυχθεί µοντέλα που χρησιµοποιούν µη γραµµικές
εξισώσεις για να περιγράψουν αυτές τις συνθήκες λειτουργίας. Η πο-
λυπλοκότητα του µοντέλου όµως αυξάνεται δραµατικά και πρέπει να
ληφθούν µέτρα για την εν µέρει απλοποίηση ώστε να είναι εφικτή η υ-
πολογιστική του επίλυση. Μία τέτοια απλοποίηση είναι το µοντέλο του
ποδηλάτου, στο οποίο ο κάθε άξονας αναπαριστάται από έναν τροχό,
και το οποίο χρησιµοποιείται πολύ συχνά ως µοντέλο ενός αυτοκινήτου
(και όχι µόνο) στον αυτόµατο έλεγχο. Στη συνέχεια ϑα αναλυθεί το
µοντέλο του ποδηλάτου που αναπτύσσεται στο ϐιβλίο [14] Vehicle Dy-

namics and Control, πάνω στο οποίο ϐασίστηκε και η µοντελοποίηση
και επακόλουθα ο αλγόριθµος του [15].
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2.1 Το µοντέλο του ποδηλάτου

Στην συγκεκριµένη ανάλυση υπάρχουν δύο ϐαθµοί ελευθερίας η ε-
γκάρσια απόσταση y και η γωνία πορείας ψ. Η εγκάρσια ϑέση του
οχήµατος µετράται στον εγκάρσιο άξονά του µέχρι το κέντρο περιστρο-
ϕής του οχήµατος που απεικονίζεται ως Ο. Η γωνία ψ µετράται ως προς
τον άξονα Χ του σταθερού συστήµατος συντεταγµένων. Η επιµήκης
ταχύτητα του οχήµατος στο κέντρο ϐάρους επισηµαίνεται ως 𝑉𝑥.

Σχήµα 8: Εγκάρσια δυναµική του µοντέλου

Η επιρροή της κλίσης του οδοστρώµατος αγνοείται προς το παρόν και
εφαρµόζουµε τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για τον εγκάρσιο άξονα,

𝑚𝑎𝑦 = 𝐹𝑦𝑓 + 𝐹𝑦𝑟 (2.1)

όπου 𝑎𝑦 είναι η αδρανειακή επιτάχυνση του οχήµατος στο κέντρο ϐάρους
στον άξονα Ψ και 𝐹𝑦𝑓 ,𝐹𝑦𝑟 οι εγκάρσιες δυνάµεις των ελαστικών στους
εµπρός και πίσω τροχούς αντίστοιχα. Η επιτάχυνση 𝑎𝑦 αποτελείται από
δύο όρους : την επιτάχυνση 𝑦 λόγω της κίνησης στον εγκάρσιο άξονα
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και την κεντροµόλο 𝑉𝑥𝜓̇. ΄Αρα

𝑎𝑦 = 𝑦 + 𝑉𝜓̇ (2.2)

Αντικαθιστώντας στην (1) παίρνουµε την εξίσωση για την εγκάρσια
κίνηση

𝑚(𝑦 + 𝜓̇𝑉𝑥) = 𝐹𝑦𝑓 + 𝐹𝑦𝑟 (2.3)

όπου 𝑙𝑓 ,𝑙𝑟 είναι οι αποστάσεις του κέντρου ϐάρους από τον µπρός και
τον πίσω άξονα αντίστοιχα.

Το ισοζύγιο ϱοπών γύρω από τον άξονα Ζ δίνει την εξίσωση

𝐼𝑧𝜓̇ = 𝑙𝑓𝐹𝑦𝑓 − 𝑙𝑟𝐹𝑦𝑟 (2.4)

Το επόµενο ϐήµα είναι να µοντελοποιηθούν οι εγκάρσιες δυνάµεις
𝐹𝑦𝑓 , 𝐹𝑦𝑟 που επενεργούν στα ελαστικά. Πειραµατικά δεδοµένα δείχνουν
ότι οι εγκάρσιες δυνάµεις στα ελαστικά είναι ανάλογη της γωνίας ο-
λίσθησης για µικρές τιµές της γωνίας ολίσθησης. Η γωνία ολίσθησης
ορίζεται ως η γωνία ανάµεσα στην κατεύθυνση του ελαστικού και την
κατεύθυνση της ταχύτητας του ελαστικού.

𝛼𝑓 = 𝛿 − 𝜃𝑉 𝑓 (2.5)

όπου 𝜃𝑉 𝑓 είναι η γωνία της κατεύθυνσης της ταχύτητας και δ είναι η
γωνία της κατεύθυνσης των ελαστικών. Οι δύο γωνίες αυτές µετρόυνται
ως προς τον διαµήκη άξονα του οχήµατος. Η γωνία ολίσθησης των πίσω
τροχών, οµοίως, ϑα είναι

𝑎𝑓 = −𝜃𝑉 𝑟 (2.6)
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Μια ϐαθύτερη ανάλυση του γιατί οι εγκάρσια δύναµη στα ελαστι-
κά είναι ανάλογη της γωνίας ολίσθησης ϑα παρουσιαστεί στα επόµενα
κεφάλαια.

Η εγκάρσια δύναµη για τους εµπρός τροχούς ϑα µπορεί να γραφεί,
λοιπόν, ως

𝐹𝑦𝑓 = 2𝐶𝑎𝑓(𝛿 − 𝜃𝑉 𝑓) (2.7)

όπου η σταθερά αναλογίας 𝐶𝑎𝑓 ονοµάζεται ακαµψία στροφής (corner-
ing stiffness) του κάθε εµπρός ελαστικού, 𝛿 είναι η γωνία στρέψης των
εµπρός τροχών και 𝜃𝑉 𝑓 είναι η γωνία του διανύσµατος της ταχύτητας
του εµπρός ελαστικού ως προς τον διαµήκη άξονα του οχήµατος. Ο συ-
ντελεστής 2 υπάρχει λόγω των δυο εµπρός τροχών. Οµοίως η εγκάρσια
δύναµη στα πίσω ελαστικά µπορεί να γραφεί ως

𝐹𝑦𝑓 = 2𝐶𝑎𝑟(−𝜃𝑉 𝑟) (2.8)

όπου 𝐶𝑎𝑟 είναι η ακαµψία στροφής του κάθε πίσω ελαστικού και 𝜃𝑉 𝑟
είναι η γωνία του διανύσµατος της ταχύτητας του πίσω ελαστικού ως
προς τον διαµήκη άξονα του οχήµατος. Υπολογίζουµε τις γωνίες 𝜃𝑉 𝑓
και 𝜃𝑉 𝑟:

tan 𝜃𝑉 𝑓 =
𝑉𝑦 + 𝑙𝑓 𝜓̇

𝑉𝑥
(2.9)

tan 𝜃𝑉 𝑟 =
𝑉𝑦 − 𝑙𝑟𝜓̇

𝑉𝑥
(2.10)

Χρησιµοποιώντας µικρές γωνίες κατα προσέγγιση,
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𝜃𝑉 𝑓 =
𝑦̇ + 𝑙𝑓 𝜓̇

𝑉𝑥
(2.11)

𝜃𝑉 𝑟 =
𝑦̇ − 𝑙𝑟𝜓̇

𝑉𝑥
(2.12)

Αντικαθιστώντας στις προηγούµενες εξισώσεις το σύστηµα των διαφορι-
κών εξισώσεων γράφεται ως

𝑑

𝑑𝑡

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑦

𝑦̇

𝜓

𝜓̇

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0

0 −2𝐶𝑎𝑓+2𝐶𝑎𝑟
𝑚𝑉𝑥

0 −𝑉𝑥 − 2𝐶𝑎𝑓 𝑙𝑓−2𝐶𝑎𝑟𝑙𝑟
𝑚𝑉𝑥

0 0 0 1

0 −2𝑙𝑓𝐶𝑎𝑓−2𝑙𝑟𝐶𝑎𝑟

𝐼𝑧𝑉𝑥
0 −2𝑙2𝑓𝐶𝑎𝑓+2𝑙2𝑟𝐶𝑎𝑟

𝐼𝑧𝑉𝑥

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎣
0

2𝐶𝑎𝑓

𝑚

0
2𝑙𝑓𝐶𝑎𝑓

𝐼𝑧

⎤⎥⎥⎥⎦ 𝛿

Επιρροή της εγκάρσιας κλίσης του οδοστρώµατος

Αν πάρουµε υπόψιν την εγκάρσια κλίση του οδοστρώµατος τότε η ε-
ξίσωση (2.3) µπορεί να γραφεί ως

𝑚(𝑦 + 𝜓̇𝑉𝑥) = 𝐹𝑦𝑓 + 𝐹𝑦𝑟 + 𝐹𝑏𝑎𝑛𝑘 (2.13)

όπου 𝐹𝑏𝑎𝑛𝑘 = 𝑚𝑔 sin𝜑 και 𝜑 είναι η εγκάρσια γωνία κλίσης του δρόµου
όπως ϕαίνεται στο σχήµα 9. Η δυναµική ως προς τον κατακόρυφο άξο-
να δεν επηρεάζονται από την συγκεκριµένη γωνία. Εποµένως η εξίσωση
(2.4) παραµένει αναλοίωτη ακόµα και αν ο δρόµος έχει εγκάρσια κλίση.
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Σχήµα 9: Σύµβαση ϕοράς γωνίας εγκάρσιας κλίσης οδοστρώµατος
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2.2 ∆ιαµήκεις δυνάµεις ελαστικών σε µικρούς λόγους ολίσθη-

σης

Πειραµατικά αποτελέσµατα έχουν δείξει ότι η διαµήκης δύναµη στα
ελαστικά σε µικρούς ¨λόγους ολίσθησης¨ είναι ανάλογη του λόγου ο-
λίσθησης.

Λόγος Ολίσθησης

Η διαφορά ανάµεσα στην πραγµατική διαµήκη ταχύτητα του άξονα του
τροχού 𝑉𝑥 και την αντίστοιχη περιστροφική ταχύτητα 𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤 του ελα-
στικού ονοµάζεται διαµήκη ολίσθηση. ∆ηλαδή, η διαµήκης ολίσθηση
ισούται µε (𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤 − 𝑉𝑥). Ο λόγος διαµήκους ολίσθησης ορίζεται ως

𝜎𝑥 =
𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤 − 𝑉𝑥

𝑉𝑥
(2.14)

κατά την επιβράδυνση και

𝜎𝑥 =
𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤 − 𝑉𝑥
𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤

(2.15)

κατά την επιτάχυνση.
Πειράµατα έχουν αποδείξει ότι η επιµήκης δύναµη στα ελαστικά

εξαρτάται από τον λόγο ολίσθησης, την κάθετη δύναµη και τον συντε-
λεστή τριβής της επιφάνειας επαφής. Εάν ο συντελεστής τριβής της
επιφάνειας ελαστικού-δρόµου ϑεωρηθεί ίσος µε 1 και η κάθετη δύνα-
µη ϑεωρηθεί σταθερή η τυπική µεταβολή της διαµήκους δύναµης στα
ελαστικά ως συνάρτηση του λόγου ολίσθησης ϕαίνεται στο σχήµα 10.

Από το σχήµα 10 είναι επίσης ϕανερό ότι για µικρούς λόγους ο-
λίσθησης (λιγότερο από 0.1 σε στερεές επιφάνειες), η διαµήκης δύναµη
στα ελαστικά εξαρτάται γραµµικά από τον λόγο ολίσθησης.

27



Σχήµα 10: ∆ιαµήκης δύναµη ελαστικών ως συνάρτηση του λόγου ολίσθηση

Η δύναµη στα ελαστικά σε αυτήν την περίπτωση µπορεί να αναγρα-
ϕεί ως

𝐹𝑥𝑓 = 𝐶𝜎𝑓𝜎𝑥𝑓 (2.16)

𝐹𝑥𝑟 = 𝐶𝜎𝑟𝜎𝑥𝑟 (2.17)

όπου 𝐶𝜎𝑓 και 𝐶𝜎𝑟 ονοµάζονται παράµετροι διαµήκους ακαµψίας των
εµπρός και πίσω ελαστικών αντίστοιχα. Να σηµειωθεί ότι ο διαµήκης
λόγος ολίσθησης είναι συνήθως µικρός σε οµαλή οδήγηση σε ξηρές
συνθήκες.

΄Ενα σχεδιάγραµµα των συνθηκών κύλισης απεικονίζεται στο σχήµα
11. Αυτό το µοντέλο στηρίζεται στην ϑεώρηση των στοιχείων του ελα-
στικού ως µια σειρά ανεξάρτητων ελατηρίων που παραµορφώνονται και
αντιστέκονται µε µια σταθερή διαµήκη ακαµψία. Τέτοιου είδους µο-
ντέλα αποκαλούνται "brush" ή "elastic foundation models" (ϐλ. [16]
[17]).

Αν η διαµήκης ταχύτητα του τροχού είναι 𝑉𝑥 και η γωνιακή ταχύτητα
𝜔𝑤, τότε η καθαρή ταχύτητα στο πέλµα του ελαστικού ϑα είναι 𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤−
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Σχήµα 11: ∆ιαµήκης δύναµη σε τροχό µετάδοσης κίνησης

𝑉𝑥.
Αρχικά, ας εξετάσουµε την περίπτωση που ο τροχός είναι αυτός που

µεταδίδει την κίνηση π.χ. οι εµπρός τροχοί σε ένα εµπροσθοκίνητο
όχηµα. Σε αυτήν την περίπτωση, εφόσον ο τροχός µεταδίδει την κίνηση
ϑα ισχύει 𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤 > 𝑉𝑥. Εποµένως η συνισταµένη ταχύτητα στο πέλµα
έχει κατεύθυνση αντίθετη από την διαµήκη ταχύτητα του οχήµατος. Ας
ϑεωρήσουµε ότι η ολίσθηση 𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤− 𝑉𝑥 είναι µικρή. Τότε υπάρχει µια
περιοχή του πέλµατος που δεν ολισθαίνει ως προς το έδαφος, η οποία
απεικονίζεται ως στατική περιοχή (static region) στο σχήµα 11. ΄Οπως
ο τροχός περιστρέφεται και το πέλµα εισέρχεται στη στατική περιοχή η
άκρη που έρχεται σε επαφή µε το οδόστρωµα πρέπει να έχει µηδενική
ταχύτητα. Αυτό ισχύει επειδή δεν υπάρχει ολίσθηση στην συγκεκριµένη
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περιοχή. Συνεπώς, το πέλµα ϑα λυγίσει όπως ϕαίνεται στο σχήµα 11
και ο λυγισµός αυτός ϑα είναι στην κατεύθυνση της διαµήκους κατε-
ύθυνσης κίνησης του οχήµατος. Η µέγιστη κάµψη του πέλµατος είναι
ανάλογη της ταχύτητας ολίσθησης 𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤 − 𝑉𝑥 για όσο αυτό το σηµείο
του πέλµατος µένει σε επαφή µε το έδαφος. Ο χρόνος αυτός επαφής
είναι αντιστρόφως ανάλογος της περιστροφικής ταχύτητας 𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤. Επο-
µενως, η µέγιστη κάµψη του πέλµατος ϑα είναι ανάλογη του λόγου της
ταχύτητας ολίσθησης προς την απόλυτη ταχύτητα δηλ. ανάλογη του
λόγου ολίσθησης 𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤−𝑉𝑥

𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤
.

Ως εκ τούτου, η συνισταµένη δύναµη στα ελαστικά από το έδαφος
είναι ανάλογη του λόγου ολίσθησης και στην περίπτωση του τροχού
µετάδοσης της κίνησης στην κατεύθυνση της κίνησης του οχήµατος.

Στην περίπτωση που ο τροχός δεν µεταδίδει την κίνηση, η διαµήκης
ταχύτητα είναι µεγαλύτερη από την περιστροφική ταχύτητα (𝑉𝑥 > 𝑟𝑒𝑓𝑓𝜔𝑤).
Στην συγκεκριµένη περίπτωση η απόλυτη ταχύτητα του πέλµατος ϑα
έχει την κατεύθυνση της κίνησης του οχήµατος και ως αποτέλεσµα τα
στοιχεία του πέλµατος ϑα κάµπτονται προς την αντίθετη κατεύθυνση.
Εποµένως η δύναµη στους τροχούς που δεν µεταδίδουν την κίνηση
ϑα έχουν κατέυθυνση αντίθετη µε αυτή της διαµήκους ταχύητας του
οχήµατος. Οµοίως, για µικρούς λόγους ολίσθησης, η δύναµη στα ελα-
στικά ϑα είναι ανάλογη αυτού του λόγου.
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2.3 Εγκάρσιες δυνάµεις ελαστικών σε µικρούς λόγους ολίσθη-

σης

΄Οσον αφορά τις εγκάρσιες δυνάµεις στα ελαστικά, πειραµατικά δεδο-
µένα δείχνουν ότι για µικρές ¨γωνίες ολίσθησης¨, η εγκάρσια δύναµη
στο ελαστικό είναι ανάλογη της γωνίας ολίσθησης.

Γωνία Ολίσθησης

Σχήµα 12: Γωνία ολίσθησης και εγκάρσια δύναµη του εµπρός ελαστικού

Η γωνία ολίσθησης ενός ελαστικού ορίζεται ως η γωνία ανάµεσα στην
κατεύθυνση του ελαστικού και της κατεύθυνσης της ταχύτητας του ε-
λαστικού (ϐλ. σχήµα 12). Στο σχήµα 12, η γωνία ολίσθησης είναι

𝛼𝑓 = 𝛿 − 𝜃𝑉 𝑓 (2.18)

όπου 𝛿 και 𝜃𝑉 𝑓 είναι οι γωνίες του εµπρός ελαστικού και του διανύσµα-
τος της ταχύτητας ως προς τον διαµήκη άξονα του οχήµατος. Η γωνία
ολίσθησης των πίσω τροχών δίνεται οµοίως από τη σχέση
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𝛼𝑓 = −𝜃𝑉 𝑟 (2.19)

όπου 𝜃𝑉 𝑟 είναι η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα της ταχύτητας του
ελαστικού µε τον διαµήκη άξονα του οχήµατος.

΄Οταν το όχηµα ταξιδεύει ευθεία και δεν κατευθύνεται σε άλλη κα-
τεύθυνση, τότε η κατεύθυνση της ταχύτητας του ελαστικού καθώς και
η κατεύθυνση του ελαστικού ταυτίζονται µε τον διαµήκη άξονα του ο-
χήµατος, άρα συµπεραίνει κανείς εύκολα ότι έχουµε µηδενική γωνία
ολίσθησης.

Στη συνέχεια, ϑα εξηγήσουµε γιατί η εγκάρσια δύναµη είναι ανάλο-
γη της γωνίας ολίσθησης. Στην στατική περιοχή της επιφάνειας επαφής
του ελαστικού, η άκρη του πέλµατος είναι σε επαφή µε το έδαφος και
άρα έχει µηδενική ταχύτητα. Η κορυφή του πέλµατος εποµένως κι-
νείται ως προς την άκρη του πέλµατος, µε αποτέλεσµα να προκύπτει
κάµψη στα στοιχεία του πέλµατος. ΄Οπως ϕαίνεται και στο σχήµα 12,
αν η ταχύτητα του τροχού είναι 𝑉𝑤, η εγκάρσια συνιστώσα της ταχύτη-
τας ϑα είναι 𝑉𝑤 sin𝛼. Το µέγεθος της εγκάρσιας κάµψης είναι ανάλογο
της εγκάρσιας ταχύτητας καθώς και του χρόνου επαφής µε το έδα-
ϕος. Εφόσον η εγκάρσια ταχύτητα είναι ανάλογη της ταχύτητας και
της γωνίας ολίσθησης, ενώ ο χρόνος επαφής µε το οδόστρωµα είναι α-
ντιστρόφως ανάλογος στην περιστροφική ταχύτητα, συµπεραίνουµε ότι
η εγκάρσια κάµψη είναι ουσιαστικά ανάλογη µόνο στην γωνία ολίσθη-
σης. Η εγκάρσια δύναµη στο ελαστικό εξαρτάται µε τη σειρά της από το
µέγεθος της εγκάρσιας κάµψης του πέλµατος. ΄Αρα, για µικρές γωνίες
ολίσθησης, η εγκάρσια δύναµη είναι ανάλογη της γωνίας ολίσθησης.

Η εγκάρσια δύναµη στα ελαστικά µπορεί να αναγραφεί εποµένως ως

𝐹𝑦𝑓 = 𝐶𝛼(𝛿 − 𝜃𝑉 𝑓) (2.20)

όπου η σταθερά 𝐶𝛼 ονοµάζεται ακαµψία στροφής (cornering stiffness),
δ είναι η γωνία διεύθυνσης των εµπρός τροχών και 𝜃𝑉 𝑓 η γωνία του
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διανύσµατος της ταχύτητας τους. Οµοίως, η εγκάρσια δύναµη στα πίσω
ελαστικά του οχήµατος µπορεί να γραφεί ως

𝐹𝑦𝑓 = 𝐶𝛼(−𝜃𝑉 𝑓) (2.21)

Ο λόγος της εγκάρσιας ταχύτητας προς την διαµήκη ταχύτητα σε
κάθε τροχό µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό της κατε-
ύθυνσης του διανύσµατος ταχύτητας σε κάθε τροχό. ΄Αρα οι γωνίες 𝜃𝑉 𝑓
και 𝜃𝑉 𝑟 υπολογίζονται από τις εξής σχέσεις :

tan 𝜃𝑉 𝑓 =
𝑉𝑦 + 𝑙𝑓 𝜓̇

𝑉𝑥
(2.22)

tan 𝜃𝑉 𝑟 =
𝑉𝑦 − 𝑙𝑟𝜓̇

𝑉𝑥
(2.23)

όπου 𝑉𝑦 είναι η εγκάρσια ταχύτητα του κέντρου ϐάρους του οχήµατος,
𝑉𝑥 η διαµήκης ταχύτητα του κέντρου ϐάρους του οχήµατος, 𝜓̇ ο ϱυθµός
µεταβολής της γωνίας ϑέσης ως προς τον άξονα Χ και 𝑙𝑓 , 𝑙𝑟 οι διαµήκεις
αποστάσεις του κέντρου ϐάρους από τον εµπρός και τον πίσω άξονα
αντίστοιχα. Χρησιµοποιώντας µικρές γωνίες κατα προσέγγιση,

𝜃𝑉 𝑓 =
𝑉𝑦 + 𝑙𝑓 𝜓̇

𝑉𝑥
(2.24)

𝜃𝑉 𝑟 =
𝑉𝑦 − 𝑙𝑟𝜓̇

𝑉𝑥
(2.25)

Εποµένως

𝐹𝑦𝑓 = 𝐶𝛼(𝛿 −
𝑉𝑦 + 𝑙𝑓 𝜓̇

𝑉𝑥
) (2.26)

𝐹𝑦𝑟 = 𝐶𝛼(−
𝑉𝑦 + 𝑙𝑟𝜓̇

𝑉𝑥
) (2.27)

33



2.4 Εισαγωγή στο µοντέλο "Magic Formula"

Τα γραµµικά µοντέλα για τις δυνάµεις στα ελαστικά που αναλύθηκαν
παραπάνω είναι καλές προσεγγίσεις σε περιπτώσεις που ο λόγος και η
γωνία ολίσθησης έχουν χαµηλές τιµές. Για µεγαλύτερες τιµές αυτών
των µεγεθών, που συναντώνται σε πιο ακραίες συνθήκες οδήγησης και
στα όρια της πρόσφυσης, χρειάζεται ένα πιο εκλεπτυσµένο µοντέλο. Το
µοντέλο "Magic Formula" (ϐλ. [18]) µας δίνει µια µέθοδο υπολογι-
σµού των εγκάρσιων και διαµήκων δυνάµεων 𝐹𝑦 και 𝐹𝑥 και της ϱοπής
ευθυγράµµισης 𝑀𝑧 για ένα ευρύ ϕάσµα συνθηκών λειτουργίας, όπως
µεγάλους λόγους και µεγάλες γωνίες ολίσθησης αλλά και συνδυασµό
εγκάρσιων και διαµήκων δυνάµεων.

Στην απλή περίπτωση που αναπτύσσεται είτε διαµήκης είτε εγκάρσια
δύναµη, η δύναµη στα ελαστικά 𝑌 µπορεί να εκφραστεί ως συνάρτηση
της µεταβλητής εισόδου 𝑄 ως εξής :

𝑌 (𝑋) = 𝑦(𝑥) + 𝑆𝑣 (2.28)

µε

𝑦(𝑥) = 𝐷 sin [𝐶 arctan {𝐵𝑥− 𝐸(𝐵𝑥− arctan𝐵𝑥)}] (2.29)

𝑥 = 𝑋 − 𝑆ℎ (2.30)

όπου 𝑌 είναι η µεταβλητή εξόδου: εγκάρσια δύναµη 𝐹𝑦, διαµήκης
δύναµη 𝐹𝑥 ή ϱοπή ευθυγράµµισης 𝑀𝑧 και 𝑋 είναι η µεταβλητή ει-
σόδου: γωνία ολίσθησης 𝛼 ή λόγος ολίσθησης 𝜎𝑥.

Οι παράµετροι του µοντέλου 𝐵,𝐶,𝐷,𝐸, 𝑆𝑣 και 𝑆ℎ έχουν τις ακόλου-
ϑες ονοµασίες :

𝐵 stiffness factor (συντελεστής ακαµψίας)
𝐶 shape factor (συντελεστής σχήµατος)
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𝐷 peak value (µέγιστη τιµή)
𝐸 curvature factor (συντελεστής καµπυλότητας)
𝑆ℎ horizontal shift
𝑆𝑣 vertical shift

Αυτή η εµπειρική σχέση είναι ικανή να παράγει χαρακτηριστικά που
ταιριάζουν σε µεγάλο ϐαθµό τα πειραµατικά δεδοµένα για την πλευρική
δύναµη 𝐹𝑦 και την διαµήκη δύναµη 𝐹𝑥 ως συναρτήσεις των αντίστοιχων
µεγέθων ολίσθησης : γωνία ολίσθησης 𝛼 και λόγο ολίσθησης 𝜎𝑥.

Σχήµα 13: Καµπύλη δύναµης ελαστικών του µοντέλου "Magic Formula"
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ΟΝΟΜΑΤΟΛΟΓΙΑ

𝐹𝑦 εγκάρσια δύναµη ελαστικών
𝐹𝑦𝑓 εγκάρσια δύναµη εµπρός ελαστικών
𝐹𝑦𝑟 εγκάρσια δύναµη πίσω ελαστικών
𝑉 συνολική ταχύτητα του κέντρου ϐάρους του οχήµατος
𝑉𝑥 διαµήκης ταχύτητα του κέντρου ϐάρους του οχήµατος
𝑉𝑦 εγκάρσια ταχύτητα του κέντρου ϐάρους του οχήµατος
𝑦̇ εγκάρσια ταχύτητα του κέντρου ϐάρους του οχήµατος (ίδιο µε 𝑉𝑦)
𝑚 συνολική µάζα του οχήµατος
𝐼𝑧 ϱοπή αδράνειας του οχήµατος ως προς άξονα 𝑧
𝑙𝑓 διαµήκης απόσταση του κέντρου ϐάρους από τον εµπρός άξονα
𝑙𝑟 διαµήκης απόσταση του κέντρου ϐάρους από τον πίσω άξονα
𝐿 συνολικό µεταξόνιο
𝜓 γωνία κατεύθυνσης του οχήµατος ως προς σταθερό σύστηµα συντε-
ταγµένων
𝜓̇ ϱυθµός µεταβολής 𝜓
𝑟 ϱυθµός µεταβολής 𝜓 (ίδιο µε 𝜓̇)
𝛿 γωνία στρέψης των εµπρός τροχών
𝛼𝑓 γωνία ολίσθησης εµπρός ελαστικών
𝛼𝑟 γωνία ολίσθησης πίσω ελαστικών
𝐶𝛼 ακαµψία στροφής ελαστικού
𝐹𝑧 κάθετη δύναµη ελαστικών
𝜇 συντελεστής τριβής µεταξύ δρόµου και ελαστικών
𝜃𝑉 γωνία διανύσµατος ταχύτητας ως προς διαµήκη άξονα
𝜑 εγκάρσια κλίση οδοστρώµατος
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2.5 Το µοντέλο του αλγορίθµου

Στην ανάπτυξη του µοντέλου στο [15] γίνονται αρκετές απλοποιήσεις
και παραδοχές ως προς το αναλυτικό µοντέλο στο ϐιβλίο του Rajamani
[14]. Το αυτοκίνητο ϑεωρείται ένα στερεό σώµα µάζας m και ϱοπής α-
δράνειας 𝐼𝑧 και ανάγεται σε ποδήλατο. Μόνο οι κινήσεις στο επίπεδο 𝑥𝑦
λαµβάνονται υπόψιν καθώς η δυναµική γύρω από τους άξονες 𝑥, 𝑦 αλλά
και η µεταφορά ϕορτίου αγνοούνται. Η κίνηση στα συγκεκριµένα αυτο-
κίνητα που χρησιµοποιούνται στο [15] µεταδίδεται στους πίσω τροχους
και ως εκ τούτου αγνοείται η διαµήκης δύναµη στα µπροστά ελαστικά.
Οι διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν το µοντέλο ϕαίνονται παρα-
κάτω όπως και ένα σχεδιάγραµµα του µοντέλου ϕαίνεται στο σχήµα 14.

𝑋̇ = 𝜐𝑥 cos(𝜙)− 𝜐𝑦 sin(𝜙) (2.31a)

𝑌̇ = 𝜐𝑥 sin(𝜙) + 𝜐𝑦 cos(𝜙) (2.31b)

𝜙̇ = 𝜔 (2.31c)

𝜐𝑥 =
1

𝑚
(𝐹𝑟,𝑥 − 𝐹𝑓,𝑦 sin(𝛿) +𝑚𝜐𝑦𝜔) (2.31d)

𝜐𝑦 =
1

𝑚
(𝐹𝑟,𝑦 + 𝐹𝑓,𝑦 cos(𝛿)−𝑚𝜐𝑥𝜔) (2.31e)

𝜔̇ =
1

𝐼𝑧
(𝐹𝑓,𝑦𝑙𝑓 cos(𝛿)− 𝐹𝑟,𝑦𝑙𝑟) (2.31f)

Στα πλαίσια αυτού του κινηµατικού µοντέλου τα Χ, Υ είναι οι συντε-
ταγµένες του κέντρου ϐάρους και 𝜙 η γωνία του αυτοκινήτου ως προς
σταθερό σύστηµα συντεταγµένων. ΄Οσον αφορά το κινητικό µοντέλο, 𝜐𝑥,
𝜐𝑦 είναι η διαµήκης και εγκάρσια ταχύτητα αντίστοιχα, ενώ 𝜔 η γωνια-
κή ταχύτητα του αυτοκινήτου. Οι µεταβλητές ελέγχου είναι το ϕορτίο
του κινητήρα d και η γωνία στρέψης των µπροστινών τροχών 𝛿. Τα 𝑥, 𝑦
αναφέρονται σε διαµήκεις και εγκάρσιες δυνάµεις και ταχύτητες, ενώ
τα 𝑟, 𝑓 στα µπρος και πίσω ελαστικά αντίστοιχα. Τέλος, τα 𝑙𝑓 , 𝑙𝑟 αναπα-
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Σχήµα 14: Το µοντέλο του ποδηλάτου

ϱιστούν την απόσταση από το κέντρο ϐάρους του µπρός και πίσω άξονα
αντίστοιχα.

΄Οσον αφορά το µοντέλο των ελαστικών, λόγω της αγωνιστικής ϕύσης
της εφαρµογής, ϐλέπουµε ότι ακολουθείται το µοντέλο "Magic Formula"
που αναλύσαµε προηγουµένως. Με κάποιες απλοποιήσεις οι εγκάρσιες
δυνάµεις 𝐹𝑓,𝑦, 𝐹𝑟,𝑦 περιγράφονται ως εξής :

𝐹𝑓,𝑦 = 𝐷𝑓 sin(𝐶𝑓 arctan(𝐵𝑓𝛼𝑓)), 𝛼𝑓 = − arctan

(︂
𝜔𝑙𝑓 + 𝜐𝑦

𝜐𝑥

)︂
+ 𝛿

(2.32)

𝐹𝑟,𝑦 = 𝐷𝑟 sin(𝐶𝑟 arctan(𝐵𝑟𝛼𝑟)), 𝛼𝑟 = arctan

(︂
𝜔𝑙𝑟 − 𝜐𝑦
𝜐𝑥

)︂
(2.33)

𝐹𝑟,𝑥 = (𝐶𝑚1 − 𝐶𝑚2𝜐𝑥)𝑑− 𝐶𝑟 − 𝐶𝑑𝜐
2
𝑥 (2.34)
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Μπορεί κανείς εύκολα να προσέξει τις οµοιότητες µε την σχέση (2.29)
από το µοντέλο του Pacejka. Οι παράµετροι B, C, D ορίζουν την ηµι-
εµπειρική καµπύλη συµπεριφοράς των ελαστικών. Η διαµήκης δύνα-
µη στα πίσω ελαστικά µοντελοποιείται µέσω ενός µοντέλου ηλεκτροκι-
νητήρα συνεχούς ϱεύµατος, καθώς επίσης ένα µοντέλο τριβής για την
αντίσταση κύλισης και την αντίσταση του αέρα. Το πως ελέγχονται
όλα αυτά τα µεγέθη που αναλύσαµε σε αυτό το κεφάλαιο ϕαίνεται στο
σχήµα 15.

Σχήµα 15: Ο έλεγχος της δυναµικής και κινηµατικής του µοντέλου
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3 Προβλεπτικός έλεγχος του µοντέλου

Στην αυτόνοµη κίνηση, ϐασική προϋπόθεση του ελέγχου και είσοδος
σε αυτόν αποτελεί ένα πλάνο πορείας. Αυτή η προγραµµατισµένη πο-
ϱεία µπορεί να είναι είτε µια προκαθορισµένη εφικτή πορεία (π.χ. το
µέσον του δρόµου) είτε µια πορεία που έχει προκύψει από κάποιου
είδους ϐελτιστοποίηση. Στον συγκεκριµένο αλγόριθµο του [15], λόγω
της αγωνιστικής του ϕύσης, η πορεία ορίζεται ώστε να µεγιστοποιείται
η πρόοδος στην πίστα σε ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα. Ο αλ-
γόρθµος του ελέγχου ϑα υπολογίσει τις µεταβλητές εξόδου έτσι ώστε να
ακολουθηθεί αυτή η προγραµµατισµένη πορεία ανάλογα µε τις αρχι-
κές συνθήκες, το δυναµικό µοντέλο αλλά και το πόσο συντηρητικά είναι
σταθµισµένες οι παράµετροι και τα κόστη του ελέγχου.

Σχήµα 16: Το σύστηµα του ελέγχου
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3.1 Βασικές αρχές MPC

Ο προβλεπτικός έλεγχος (Model Predictive Control) αποτελεί µία µέθοδο
ελέγχου ϐασισµένη στην αριθµητική ϐελτιστοποίηση. Χαρακτηρίζεται
από έναν ορίζοντα πρόβλεψης, στον οποίο λαµβάνουν χώρα οι προ-
ϐλέψεις και ένα χρονικό διάστηµα ϐήµατος, τον χρόνο ανανέωσης του
ορίζοντα αυτού. Μελλοντικές αποφάσεις ελέγχου και οι αντίστοιχες α-
ντιδράσεις του συστήµατος προβλέπονται µε ϐάση ένα µοντέλο και ϐελ-
τιστοποιούνται σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου ϐάσει ενός δείκτη επίδο-
σης. Ο έλεγχος MPC από την απαρχή του ως υπολογιστική τεχνική
στην πετροχηµική ϐιοµηχανία έχει καταστεί από τις πλέον προηγµένες
µεθόδους ελέγχου στην ϐιοµηχανία. Επίσης έχει ισχυρές ϑεωρητικές
ϐάσεις καθώς και οι ιδιότητες σταθερότητας, ϐελτιστότητας και ευρω-
στίας είναι καλά κατανοητές.

Παρόλη την απλότητα του στον σχεδιασµό και την εφαρµογή του οι
MPC αλγόριθµοι µπορούν να ελέγξουν συστήµατα µεγάλης κλίµακας
µε πολλές µεταβλτές, αλλά προσφέρουν και µία συστηµατική µέθοδο
για την εφαρµογή περιορισµών στις εισόδους και τις καταστάσεις του
συστήµατος. Τέτοιου είδους περιορισµοί υπάρχουν σε όλες τις µηχανι-
κές εφαρµογές και αναπαριστούν όρια λειτουργίας µηχανισµών και κα-
ταστάσεων προερχόµενα από ϕυσικούς, οικονοµικούς ή περιορισµούς
ασφάλειας. Αυτοί οι περιορισµοί ενσωµατώνονται λοιπόν στο πρόβληµα
και ϐρίσκεται µια ϐέλτιστη λύση σε πραγµατικό χρόνο, η οποία ικανο-
ποιεί αυτούς τους περιορισµούς.

Α. Πρόβλεψη

Η µελλοντική συµπεριφορά του συστήµατος προβλέπεται µέσω ενός
δυναµικού µοντέλου, το οποίο στην απλούστερη περίπτωση είναι γραµ-
µικό και εξαρτώµενο από τις µεταβλητές εισόδου και τις µεταβλητές
κατάστασης όπως ϕαίνεται εδώ:
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𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 (3.1)

𝑥𝑘 και 𝑢𝑘 είναι οι µεταβλητές κατάστασης και µεταβλητές εισόδου α-
ντίστοιχα στο ϐήµα 𝑘. Στη ϐιβλιογραφία αυτές οι προβλέψεις συµπτύσ-
σονται, για ευκολία, σε διανύσµατα u,x ως εξής :

u𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑢0|𝑘
𝑢1|𝑘
. . .

𝑢𝑁−1|𝑘

⎤⎥⎥⎥⎦ ,x𝑘 =
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑥0|𝑘
𝑥1|𝑘
. . .

𝑥𝑁−1|𝑘

⎤⎥⎥⎥⎦ (3.2)

όπου τα 𝑢𝑖|𝑘 και 𝑥𝑖|𝑘 αναπαριστούν διανύσµατα εισόδου και κατάστα-
σης σε χρόνο 𝑘+ 𝑖 που προβλέπονται σε χρόνο 𝑘 (πρόβλεψη µετά απο 𝑖
ϐήµατα δηλαδή) και το 𝑥𝑖|𝑘 περιγράφεται από το µοντέλο πρόβλεψης:

𝑥𝑖+1|𝑘 = 𝐴𝑥𝑖|𝑘 +𝐵𝑢𝑖|𝑘 (3.3)

µε αρχική συνθήκη (στην αρχή του ορίζοντα πρόβλεψης)

𝑥0|𝑘 = 𝑥𝑘 (3.4)

Β. Βελτιστοποίηση

Ο ϐρόχος ανάδρασης του προβλεπτικού ελέγχου λειτουργεί ελαχιστο-
ποιώντας ένα προβλεπόµενο κόστος απόδοσης, που ορίζεται ως προς τα
διανύσµατα u,x. Συνήθως το κόστος αυτό είναι τετραγωνικής µορφής
και έχει τη γενική µορφή:

𝐽(𝑥𝑘,u𝑘) =
𝑁∑︁
𝑖=0

(‖𝑥𝑖|𝑘‖2𝑄 + ‖𝑢𝑖|𝑘‖2𝑅) (3.5)

όπου ‖𝑥𝑖|𝑘‖2𝑄 = 𝑥T𝑄𝑥 και 𝑄,𝑅 είναι ϑετικά ορισµένοι (ο 𝑄 µπορεί να
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είναι ηµιορισµένος). Η ϐέλτιστη ακολουθία ελέγχου για το πρόβλη-
µα της ελαχιστοποίηση του προβλεπόµενου κόστους αναπαριστάται ως
u*
𝑘(𝑥𝑘) και η ϐέλτιστη τιµή του κόστους 𝐽*(𝑥𝑘) = 𝐽(𝑥𝑘,u

*
𝑘), που συχνά

γράφεται 𝐽*
𝑘 για ευκολία :

u*
𝑘(𝑥𝑘) = argmin 𝐽(𝑥𝑘,u𝑘) (3.6)

𝐽*
𝑘 = 𝐽*(𝑥𝑘) = 𝐽(𝑥𝑘,u

*
𝑘) = min

u𝑘

𝐽(𝑥𝑘,u𝑘) (3.7)

Εαν το σύστηµα υπόκειται σε περιορισµούς εισόδου και κατάστασης,
τότε αυτοί µπορούν να συµπεριλφθούν στην ϐελτιστοποίηση ως περιο-
ϱισµοί του u𝑘.

Γ. Η µέθοδος του κυλιόµενου ορίζοντα

Σε κάθε ϐήµα του αλγορίθµου εφαρµόζεται το πρώτο στοιχείο της ϐέλ-
τιστης προβλεπόµενης αλληλουχίας u𝑘 ως είσοδος στο σύστηµα:

𝑢𝑘 = 𝑢0|𝑘* (3.8)

Η διαδικασία του υπολογισµού του u*
𝑘 ελαχιστοποιώντας το προβλε-

πόµενο κόστος και εφαρµόζοντας το πρώτο στοιχείο του u*
𝑘 επαναλαµ-

ϐάνεται σε κάθε ϐήµα 𝑘 = 0, 1, . . .

Το µήκος του ορίζοντα πρόβλεψης παραµένει ίδιο παρόλη την επα-
νάληψη της ϐελτιστοποίησης σε κάθε ϐήµα (σχήµα 17) και ως εκ τούτου
η προσέγγιση αυτή ονοµάζεται µέθοδος κυλιόµενου ορίζοντα.

Εφόσον οι προβλέψεις του διανύσµατος κατάστασης x𝑘 και εποµένως
η ϐέλτιστη ακολουθία εισόδων u*

𝑘 εξαρτώνται από την παρούσα κα-
τάσταση 𝑥𝑘, αυτή η διαδικασία εισάγει την ανάδραση στο σύστηµα,
προσφέροντας έναν ϐαθµό ευρωστίας απέναντι σε όποια αβεβαιότητα
και λάθη µοντελοποίησης. ΄Ενα επιπλέον χαρακτηριστικό της µεθόδου
του κυλιόµενου ορίζοντα είναι ότι, µετακινώντας συνεχώς τον ορίζοντα
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Σχήµα 17: Η µέθοδος του κυλιόµενου ορίζοντα

ως προς τον οποίο ϐελτιστοποιείται η είσοδος του συστήµατος, προσπα-
ϑεί να αντισταθµίσει το γεγονός ότι ο ορίζοντας είναι πεπερασµένος.
Αυτό ϕαίνεται και στο παρακάτω σχήµα που απεικονίζει την πιθανή α-
πόκλιση της προβλεπόµενης απόκρισης από αυτή του κλειστού ϐρόχου.
∆εδοµένης της σωστής σχεδίασης των περιορισµών και του κόστους, η
µέθοδος του κυλιόµενου ορίζοντα µπορεί να εξασφαλίσει ότι η απόδο-
ση του κλειστού ϐρόχου είναι τουλάχιστον στο ίδιο επίπεδο µε αυτή της
ϐέλτιστης πρόβλεψης.



3.2 Προγραµµατισµός πορείας

Η πορεία ως προς την οποία ϑα ϐελτιστοποιηθούν οι µεταβλητές ε-
λέγχου, συνήθως, είναι ϐελτιστοποιηµένη από άλλο αλγόριθµο. Στην
συγκεκριµένη εφαρµογή [15] η ϐελτιστοποίηση αυτή της τροχιάς εν-
σωµατώνεται στο ίδιο πρόβληµα που επιλύεται και για τις µεταβλητές
εξόδου, όπως έχει δοκιµαστεί στις αναφορές [19], [20].

Χρησιµοποιείται µία µέθοδος που ονοµάζεται "contouring control"

που συναντάται συνήθως σε ϐιοµηχανικές εφαρµογές κατεργασίας µε
κοπτικά εργαλεία ή ακόµα και λέιζερ. Σε αυτές τις εφαρµογές, το Ϲη-
τούµενο είναι να υπολογιστούν οι µεταβλητές εισόδου ώστε να κινηθεί
το εργαλείο ως προς µια πορεία αναφοράς. Αυτή η πορεία δίνεται µόνο
σε χωρικές συντεταγµένες, τα υπόλοιπα σχετικά µεγέθη (π.χ. ταχύτη-
τες, γωνίες κλπ) υπολογίζονται και εφαρµόζονται από τον αλγόριθµο
του ελέγχου. Αυτό διαφέρει από άλλους αλγόριθµους ελέγχου πορεί-
ας, καθώς εδώ ο αλγόριθµος έχει περισσότερη ελευθερία να ορίσει την
πορεία των καταστάσεων για να ακολουθήσει το δεδοµένο µονοπάτι.

Στον συγκεκριµένο αλγόριθµο εφαρµόζεται η διατύπωση του Model

Predictive Contouring Control από το [20] ώστε να επιτευχθεί ένας ελεγ-
κτής υψηλής απόδοσης για αυτόνοµη αγωνιστική οδήγηση, ο οποίος
µεγιστοποιεί την διανυόµενη απόσταση ως προς µια πορεία αναφοράς.
Ως πορεία αναφοράς εδώ χρησιµοποιείται το µέσον του δρόµου, αλλά
κυρίως για την µέτρηση της προόδου, καθώς επιλέγονται χαµηλά ϐάρη
στο σφάλµα απόκλισης (contouring error). Ως εκ τούτου, η τελική τροχιά
ακολουθεί σε µεγάλο ϐαθµό τις αγωνιστικές γραµµές επαγγελµατιών
οδηγών. Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι ο προγραµµατι-
σµός και ο έλεγχος πορείας µπορεί να συµπτυχθεί σε ένα µη γραµµικό
πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, το οποίο µπορεί να λυθεί σε πραγµατι-
κό χρόνο χρησιµοποιώντας τοπικές προσεγγίσεις κυρτού τετραγωνικού
προγραµµατισµού.

Πριν εµβαθύνουµε στο πρόβληµα του MPCC, χρειάζεται µια προκα-
ταρκτική ανάλυση κάποιων ϐοηθητικών µεγεθών όπως η παραµετρο-
ποίηση της πορείας αναφοράς και ο υπολογισµός των σφαλµάτων.
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Α. Παραµετροποίηση τροχιάς αναφοράς

Το µονοπάτι αναφοράς παραµετροποιείται ως προς το µήκος τόξου
𝜃 ∈ [0, 𝐿] χρησιµοποιώντας πολυωνυµικές παρεµβολές τρίτου ϐαθµού,
όπου 𝐿 είναι το συνολικό µήκος του τόξου. Οι παρεµβολές λαµβάνο-
νται από offline fitting (δηλ. πριν τον προβλεπτικό έλεγχο κυλιόµενου
ορίζοντα και όχι σε πραγµατικό χρόνο) της διχοτόµου του δρόµου. Με
αυτή την παραµετροποίηση µπορούµε να λάβουµε οποιοδήποτε σηµείο
𝑋𝑟𝑒𝑓(𝜃), 𝑌 𝑟𝑒𝑓(𝜃) που ανήκει στο µέσον του δρόµου εκτιµώντας ένα πο-
λυώνυµο τρίτου ϐαθµού για το όρισµά του 𝜃. Η γωνία της εφαπτοµένης
στην τροχιά στο σηµείο αναφοράς ως προς τον άξονα 𝑋,

Φ(𝜃) , arctan
𝜕𝑌 𝑟𝑒𝑓 (𝜃)

𝜕𝑋𝑟𝑒𝑓 (𝜃)
(3.9)

είναι επίσης άµεσα διαθέσιµη. Αυτή η παραµετροποίηση οδηγεί σε
µια συνεπή παρεµβολή µε τα γνωστά σηµεία της τροχιάς αναφοράς και
είναι πιο ακριβής από την τµηµατικά γραµµική παρεµβολή που χρησι-
µοποιείται σε άλλες µεθόδους.

Β. Μέτρηση σφαλµάτων

Για την εφαρµογή του προγραµµατισµού πορείας είναι αναγκαίος ο
ορισµός σφαλµάτων που ορίζουν την απόκλιση της τοποθεσίας του ο-
χήµατος 𝑋, 𝑌 από το επιθυµητό σηµείο αναφοράς 𝑋𝑟𝑒𝑓(𝜃), 𝑌 𝑟𝑒𝑓(𝜃).
΄Εστω 𝑃 : R2 → [0, 𝐿] η προβολή της ϑέσης του οχήµατος στο µονοπάτι
αναφοράς που ορίζεται ως εξής :

𝑃 (𝑋, 𝑌 ) , argmin
𝜃
(𝑋 −𝑋𝑟𝑒𝑓 )2 + (𝑌 − 𝑌 𝑟𝑒𝑓 )2 (3.10)
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Για συντοµία ορίζουµε 𝜃𝑃 , 𝑃 (𝑋, 𝑌 ). Η απόσταση του οχήµατος
από το µονοπάτι αναφοράς δίνεται τότε από το σφάλµα απόκλισης (con-

touring error)

𝑒𝑐(𝑋, 𝑌, 𝜃𝑃 ) , sin(Φ(𝜃𝑃 ))(𝑋 −𝑋𝑟𝑒𝑓 (𝜃𝑃 ))− cos(Φ(𝜃𝑃 ))(𝑌 − 𝑌 𝑟𝑒𝑓 (𝜃𝑃 )) (3.11)

όπου το Φ έχει οριστεί στην σχέση (3.9). Τα σφάλµατα απεικονίζονται
στο σχήµα 18

Ο τελεστής 𝑃 δεν είναι η καταλληλότερη λύση για την ϐελτιστο-
ποίηση σε πραγµατικό χρόνο καθώς αποτελεί ένα αυτοτελές πρόβληµα
ϐελτιστοποίησης. Γι΄ αυτόν τον λόγο εισάγουµε την 𝜃𝐴, µια προσέγγιση
της 𝜃𝑃 , που είναι ανεξάρτητη µεταβλητή και ορίζεται από τον ελεγκτή.
Για να είναι χρήσιµη αυτή η προσέγγιση πρέπει να συσχετιστούν οι
𝜃𝐴, 𝜃𝑃 µέσω του σφάλµατος καθυστέρησης (lag error).

𝑒𝑙(𝑋, 𝑌, 𝜃𝐴) , |𝜃𝐴 − 𝜃𝑃 | (3.12)

που µετρά την ποιότητα της προσέγγισης. Το σφάλµα καθυστέρησης
απεικονίζεται στο σχήµα 18

Τα προαναφερθέντα σφάλµατα µπορούν να προσεγγιστούν ως µια
συνάρτηση της ϑέσης 𝑋, 𝑌 και της προβολή 𝜃𝐴, µεταβλητές που µπο-
ϱούν να ελεγχθούν από τον ελεγκτή MPCC, ώστε να είναι ανεξάρτητα
από την µεταβλητή 𝑃 .

𝑒𝑐 ≈ 𝑒𝑐(𝑋, 𝑌, 𝜃𝐴) , sin(Φ(𝜃𝐴))(𝑋 −𝑋𝑟𝑒𝑓 (𝜃𝐴))− cos(Φ(𝜃𝐴))(𝑌 − 𝑌 𝑟𝑒𝑓 (𝜃𝐴)) (3.13)

𝑒𝑙 ≈ 𝑒𝑙(𝑋, 𝑌, 𝜃𝐴) , − cos(Φ(𝜃𝐴))(𝑋 −𝑋𝑟𝑒𝑓 (𝜃𝐴))− sin(Φ(𝜃𝐴))(𝑌 − 𝑌 𝑟𝑒𝑓 (𝜃𝐴))

(3.14)

Οι προσεγγίσεις των σφαλµάτων 𝑒𝑐, 𝑒𝑙 ορίζονται ως η ορθογώνια και
εφαπτοµενική συνιστώσα της απόστασης της ϑέσης𝑋, 𝑌 από το σηµείου
αναφοράς 𝑋𝑟𝑒𝑓 , 𝑌 𝑟𝑒𝑓 , όπως ϕαίνεται στο σχήµα 18.
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Σχήµα 18: Το σφάλµα απόκλισης (αριστερά) και το σφάλµα καθυστέρησης (δεξιά) µε
τις αντίστοιχες γραµµικές προσεγγίσεις

Γ. Ολοκληρωµένο πρόβληµα MPCC

΄Εχοντας ορίσει τα σφάλµατα αυτά, µπορεί να διατυπωθεί το πρόβληµα
προβλεπτικού ελέγχου τροχιάς (Model Predictive Contouring Control).
Η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος είναι ένας συνδυασµός
της ποιότητας της τροχιάς (µικρό σφάλµα απόκλισης 𝑒𝑐) και της προ-
όδου που επετέυχθη στον ορίζοντα 𝑁 ϐηµάτων, το κάθε µέγεθος από τα
οποία ϐελτιστοποιούντα σε ϐάρος του άλλου. Λαµβάνοντας υπόψιν την
δυναµική του µοντέλου και περιορισµούς της πίστας και των εισόδων:

min
𝑁∑︁
𝑘=1

(‖𝑒𝑐𝑘(𝑋𝑘, 𝑌𝑘, 𝜃𝑃 )‖2𝑞𝑐)− 𝛾𝜃𝑃,𝑁 (3.15a)

s.t. 𝑥0 = 𝑥 (3.15b)

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑦𝑘), 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1 (3.15c)

𝐹𝑘𝑥𝑘 ≤ 𝑓𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 (3.15d)

𝑥 ≤ 𝑥𝑘,≤ 𝑥, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 (3.15e)

𝑢 ≤ 𝑢𝑘,≤ 𝑢, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1 (3.15f)

όπου 𝑋𝑘, 𝑌𝑘 είναι η ϑέση του αυτοκινήτου στο ϐήµα 𝑘, που καθορίζεται
από το µη γραµµικό µοντέλο 𝑓 στη σχέση (3.15c), η οποία είναι η εκ-
δοχή διακριτού χρόνου του µοντέλου που αναλύσαµε στο 2ο κεφάλαιο
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(σχέσεις 2.31) µε τµηµατικά σταθερές εισόδους ελέγχου. Το σφάλµα
απόκλισης 𝑒𝑐𝑘 έχει οριστεί στην εξίσωση (3.3) και 𝜃𝑃,𝑘 είναι η παράµε-
τρος προόδου, για την οποία το σηµείο 𝑋𝑟𝑒𝑓(𝜃𝑃,𝑘), 𝑌

𝑟𝑒𝑓(𝜃𝑃,𝑘) είναι η
ορθογώνια προβολή του 𝑋𝑘, 𝑌𝑘 στην τροχιά αναφοράς. Οι δύο όροι
της αντικειµενικής συνάρτησης (τήρηση τροχιάς αναφοράς και µέγιστη
πρόοδος) έχουν αντίστοιχα ϐάρη 𝑞𝑐 ∈ R++, 𝛾 ∈ R++. Οι πεϱιορισµοί
(3.7d) είναι οι χωρικοί περιορισµοί της πίστας, ενώ οι πεϱιορισµοί (3.7e)
και (3.7f) ορίζουν τα ϕυσικά όρια των διανυσµάτων κατάστασης και ει-
σόδου αντίστοιχα.

Λόγω της άµεσης εξάρτησης της αντικειµενικής συνάρτησης από το
𝑃 το παραπάνω πρόβληµα έχει δύο επίπεδα µη γραµµικού προγραµ-
µατισµού, που είναι πολύ περίπλοκο για επίλυση σε πραγµατικό χρόνο.
Γι΄ αυτόν τον λόγο, όπως προαναφέρθηκε, χρησιµοποιείται η προσεγ-
γιστική προβολή 𝜃𝐴, 𝑘 και προστίθεται ένα κόστος στο σφάλµα καθυ-
στέρησης για το έλεγχο αυτής της προσέγγισης. Αναγκαία εισάγεται
ένας ολοκληρωτής µε δυναµική 𝜃𝐴,𝑘+1 = 𝜃𝐴,𝑘 + 𝜐𝑘/𝑇𝑠, όπου 𝜐𝑘 µπορεί
να ερµηνευθεί ως η προβαλλόµενη ταχύτητα και 𝜃𝐴,𝑘 ως η κατάσταση
της προόδου, σε κάθε ϐήµα 𝑘. Αυτή η παραδοχή καθιστά το (3.7) ως
ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης ελέγχου που πλέον µπορεί να λυθεί σε
πραγµατικό χρόνο.

min
𝑁∑︁
𝑘=1

‖𝑒𝑐𝑘(𝑋𝑘, 𝑌𝑘, 𝜃𝐴,𝑘)‖2𝑞𝑐 + ‖𝑒𝑙𝑘(𝑋𝑘, 𝑌𝑘, 𝜃𝐴,𝑘)‖2𝑞𝑙 − 𝛾𝑢𝑘𝑇𝑠 + ‖Δ𝑢𝑘‖2𝑅𝑢
+ ‖Δ𝜐𝑘‖2𝑅𝜐

− 𝛾𝜐0𝑇𝑠

(3.16a)

s.t. 𝜃0 = 𝜃 (3.16b)

𝜃𝐴,𝑘+1 = 𝜃𝐴,𝑘 +
𝜐𝑘
𝑇𝑠
, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1 (3.16c)

0 ≤ 𝜃𝑘,≤ 𝐿, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 (3.16d)

0 ≤ 𝜐𝑘,≤ 𝑢, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 (3.16e)

όπου Δ𝑢𝑘 , 𝑢𝑘 − 𝑢𝑘−1 και Δ𝜐𝑘 , 𝜐𝑘 − 𝜐𝑘−1. Να σηµειωθεί ότι στην
αντικειµενική συνάρτηση χρησιµοποιείται το προσεγγιστικό σφάλµα α-
πόκλισης 𝑒𝑐𝑘(𝑋𝑘, 𝑌𝑘, 𝜃𝐴,𝑘). Επιπλέον, έχουµε αντικαταστήσει την µεγι-
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στοποίηση της προόδου στο µονοπάτι, 𝜃𝑃,𝑁 , µε το
∑︀𝑁

𝑘=1 𝜐𝑘𝑇𝑠, που είναι
ισοδύναµο εαν η προσέγγιση είναι ακριβής. Εφαρµόζονται λογικά άνω
και κάτω όρια στα 𝜃𝑘 και 𝜐𝑘, ώστε να αποφεύγονται πλαστές λύσεις του
µη γραµµικού προβλήµατος, µε το 𝜐 να σηµαίνει την µέγιστη δυνατή
πρόοδο στη διάρκεια ενός ϐήµατος. Το κόστος στο σφάλµα καθυστέρη-
σης 𝑒𝑙𝑘(𝑋𝑘, 𝑌𝑘, 𝜃𝐴,𝑘) συνδέει την πρόοδο µε την δυναµική του οχήµατος.
Το ϐάρος του σφάλµατος καθυστέρησης 𝑞𝑙 ∈ R++ επιλέγεται υψηλό
όπως προτείνεται στο [20], ώστε να εξασφαλίσουµε ακριβή προσέγγιση
της προόδου και εποµένως, ισχυρή σύνδεση της συνάρτησης κόστους
και του µοντέλου του αυτοκινήτου. Επιπροσθέτως, ένας όρος κόστους
προστίθεται και στον ϱυθµό µεταβολής των εισόδων, µε σκοπό τον πε-
ϱιορισµό των απότοµων αλλαγών, την οµαλοποίηση των εισόδων και
εποµένως, την αποφυγή ακραίων καταστάσεων εκτός των ορίων του µο-
ντέλου.

∆. Επίλυση

Τοπικές κυρτές προσεγγίσεις στην παρακάτω µορφή τετραγωνικού προ-
γραµµατισµού σχηµατίζονται σε κάθε ϐήµα, γραµµικοποιώντας τους
µη γραµµικούς όρους, ώστε να µπορέσει να λυθεί το µη γραµµικό
πρόβληµα σε πραγµατικό χρόνο.

min
𝑥,𝑢,𝜃,𝜐,𝑠

𝑁∑︁
𝑘=1

[︃
𝑥𝑘
𝜃𝐴,𝑘

]︃𝑇

Γ𝑘

[︃
𝑥𝑘
𝜃𝐴,𝑘

]︃
+ 𝑐𝑇𝑘

[︃
𝑥𝑘
𝜃𝐴,𝑘

]︃
− 𝛾𝜐𝑘𝑇𝑠+

[︃
Δ𝑢𝑘
Δ𝜐𝑘

]︃2

+𝑅

[︃
Δ𝑢𝑘
Δ𝜐𝑘

]︃
+ 𝑞‖𝑠𝑘‖∞ − 𝛾𝜐0𝑇𝑠

(3.17a)

s.t. 𝑥0 = 𝑥, 𝜃𝐴,0 = 𝜃 (3.17b)

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑘𝑥𝑘 +𝐵𝑘𝑢𝑘 + 𝑔𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1 (3.17c)

𝜃𝐴,𝑘+1 = 𝜃𝐴,𝑘 +
𝜐𝑘
𝑇𝑠
, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1 (3.17d)

𝐹𝑘𝑥𝑘 ≤ 𝑓𝑘 + 𝑠𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 (3.17e)

𝑠𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 (3.17f)

𝑥 ≤ 𝑥𝑘,≤ 𝑥, 0 ≤ 𝜃𝐴,𝑘 ≤ 𝐿, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 (3.17g)

𝑢 ≤ 𝑢𝑘,≤ 𝑢, 0 ≤ 𝜐𝐴,𝑘 ≤ 𝐿, 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 (3.17h)
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όπου ο όρος Γ𝑘 ∈ S7+ σχηµατίζεται από το τετραγωνικό µέρος της γραµ-
µικοποιηµένης συνάρτησης κόστους και ο όρος 𝑐𝑘 ∈ R7 προέρχεται από
το γραµµικό µέρος αντίστοιχα. Χρησιµοποιούνται γραµµικές προσεγ-
γίσεις µεταβλητού χρόνου της δυναµικής του του µοντέλου (2.31) και
των σφαλµάτων (3.5-3.6). ώστε να διατηρήσουµε το σφάλµα της γραµ-
µικοποίησης χαµηλό. Κάθε µη γραµµική συνάρτηση γραµµικοποιείται
γύρω από το αποτέλεσµα της προηγούµενης επανάληψης του τετραγω-
νικού προγραµµατισµού µετατοπισµένο κατά ένα ϐήµα. Η ισότητα
𝑥 = 𝑥0 χρησιµοποιείται ως το πρώτο σηµείο γραµµικοποίησης, και η
τελευταία είσοδος της προηγούµενης επανάληψης διατηρείται σταθερή
για να σχηµατίζεται µια νέα τελευταία είσοδος. Το σηµείο γραµµικοπο-
ίησης για την την τελική κατάσταση 𝑥𝑁 υπολογίζεται προσοµοιώνοντας
το µη γραµµικό µοντέλο για ένα ϐήµα. Οι περιορισµοί της πίστας (3.9e)
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4 Παραµετροποίηση και αποτελέσµατα

΄Ολη αυτή η έρευνα έγινε, διότι υπήρχε η ώθηση από τους διαγωνισµούς
Formula Student προς την αυτόνοµη κίνηση. Οι διοργανωτές σε πολ-
λές χώρες επιθυµούν το µονοθέσιο που κατασκευάζουν οι οµάδες να
ολοκληρώνει ορισµένα αγωνίσµατα χωρίς κάποια εξωτερική ανθρώπινη
παρέµβαση (οδηγός, τηλεπικοινωνία κλπ). Το µονοθέσιο λοιπόν πρέπει
να αντιλαµβάνεται που ϐρίσκεται, να ϐρίσκει την ϐέλτιστη επιλογή των
µεταβλητών ελέγχου, και να εφαρµόζει αυτές τις επιλογές µέσω κάποιων
αυτοµατισµών.

Για τον σκοπό αυτό κάποια µέλη της οµάδας ασχολούνται µε την
αναγνώριση του περιβάλλοντος µέσω αισθητήρων (κάµερα, IMU κλπ),
πράγµα που αποτελεί είσοδο στον αλγόριθµο του ελέγχου. ΄Αλλα µέλη
της οµάδας ασχολούνται µε την εφαρµογή των εξόδων του αλγόριθµου
του ελέγχου, όπως το γκάζι, το ϕρένο και το τιµόνι, µέσω ηλεκτρικών
αυτοµατισµών. ΄Ετσι και αυτός ο αλγόριθµος MPCC εξετάζεται ως µια
λύση για το κοµµάτι του ελέγχου, καθώς και άλλες πολύ πετυχηµένες
οµάδες στο κοµµάτι της αυτόνοµης κίνησης όπως η AMZ του πολυτε-
χνείου ETH της Ζυρίχης, ϐασίστηκαν πάνω σε αυτόν.

Σχήµα 19: Το υπο-κατασκευή µονοθέσιο της οµάδας Κένταυρος ονόµατι «Κριέων»
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Ο συγκεκριµένος αλγόριθµος δοκιµάστηκε σε λογισµικό Linux
Ubuntu 18.04 και σύστηµα µε επεξεργαστή Intel i5-4300 @2.6GHz
και 8GB RAM. Ο convex QP-solver που χρησιµοποιήθηκε ονοµάζε-
ται hpipm (high-preformance interior-point method) (github.com/

giaf/hpipm). Επιπλέον, ο κώδικας του αλγορίθµου ϐρίσκεται στην
ιστοσελίδα github.com/alexliniger/MPCC.

Η πρώτη µεγάλη διαφορά του αλγορίθµου στο [15] µε την εφαρµογή
µας είναι το µέγεθος, καθώς αυτός δηµιουργήθηκε για µικρά τηλεκα-
τευθυνόµενα αυτοκίνητα σε κλίµακα 1:43. Χρειάζονται τροποποίηση
αφενός οι παράµετροι του αυτοκινήτου (διαστάσεις, µάζα, ϱοπή αδρα-
νείας, σταθερές ελαστικών κλπ) και αφετέρου οι διαστάσεις της πίστας.

Το πρώτο κοµµάτι γίνεται σχετικά εύκολα τροποποιώντας ένα αρχείο
µε τα συγκεκριµένα δεδοµένα. ΄Οσον αφορά τις σταθερές των ελαστικών,
λήφθηκαν υπόψιν αυτές που χρησιµοποίησε µετά από πειράµατα η
οµάδα AMZ του πολυτεχνείου της Ζυρίχης. Αυτή την παραδοχή κατέστη
εφικτή λόγω της οµοιότητας του µεγέθους των µονοθεσίων αλλά και των
ελαστικών τους (χωρίς αυτά να είναι πανοµοιότυπα), αλλά και αναγκαία
λόγω έλλειψης αντίστοιχων πειραµάτων.

΄Οσον αφορά την πίστα δηµιουργήθηκαν πίστες στις διαστάσεις των
αγωνισµάτων που ενδιέφερε την οµάδα, καθώς και µια µεγενθυµένη
έκδοση της πίστας του αλγορίθµου στις διαστάσεις των διαγωνισµών.
Αυτές οι πίστες περιγράφονται σε αρχεία που περιέχουν 3 Ϲευγάρια
διανυσµάτων, που αναγράφουν τις συντεταγµένες των σηµείων των 2 ο-
ϱίων της πίστας και της πορείας αναφοράς (που συνήθως είναι το µέσον
των ορίων). Οι νέες πίστες δηµιουργήθηκαν στο matlab µέσω επανα-
λήψεων και η µεγέθυνση της πίστας του αλγορίθµου µέσω του πολλα-
πλασιασµού όλων των συντεταγµένων των σηµείων µε τον συντελεστή
κλίµακας.



Σχήµα 20: Οι πρώτες δοκιµές του αλγορίθµου σε µεγάλη κλίµακα

Παρόλο που οι πίστες είχαν πλέον τις επιθυµητές διαστάσεις και
τα στοιχεία του µοντέλου τις επιθυµητές τιµές, ο αλγόριθµος δεν έτρε-
χε σωστά και το όχηµα κατευθυνόταν εκτός πίστας όπως ϕαίνεται στο
σχήµα 20.

Μετά από επικοινωνία µε τον ∆ρ. Liniger ενηµερώθηκα ότι αυτή η
έκδοση του αλγορίθµου δεν ενδείκνυται για εφαρµογές πραγµατικού
µεγέθους. Το πρόβληµα έγκειται στα κυβικά splines µε τα οποία προ-
σεγγίζεται η πίστα και η προγραµµατισµένη πορεία. ΄Ετσι µετά από
λίγο καιρό ανέβηκε µία ανανεωµένη έκδοση κατάλληλη για µεγάλης
κλίµακας εφαρµογές. Αυτή η έκδοση έχει ενσωµατωµένη µία κατάλλη-
λη πίστα ενσωµατωµένη που ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα, καθώς και
η µορφή της πίστας παίζει ϱόλο στην λειτουργία και την απόδοση του
αλγορίθµου.
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Αυτή η νέα έκδοση έχει επίσης προσαρµόσει τα κόστη του αλγορίθ-
µου, ώστε αυτός να λειτουργεί αρµονικά στη µεγαλύτερη κλίµακα. Με
αυτά τα κόστη πειραµατίστηκα ώστε να ϐρώ έναν καλό (αν όχι ϐέλτιστο)
συνδυασµό για το µοντέλο του µονοθέσιου «Κριέων». Η ϐελτιστότητα της
κάθε µεταβολλής και του κάθε συνδυασµού κρίνεται µε ϐάση τον χρόνο
εκτέλεσης ενός γύρου της πίστας, αλλά και δεδοµένα όπως δυνάµεις των
ελαστικών πλευρική ταχύτητα και ϱυθµοί µεταβολής των µεταβλητών
ελέγχου αλλά και κατάστασης. Τα αρχικά κόστη µας δίνουν τα απο-
τελέσµατα που ϕαίνονται παρακάτω. Αυτά ϐλέπουµε ότι αποτελούνται
από δεδοµένα κατάστασης : συντεταγµένες 𝑋, 𝑌 , γωνία 𝜑 ως προς στα-
ϑερό σύστηµα συντεταγµένων, διαµήκη και εγκάρσια ταχύτητα, από
δεδοµένα ελέγχου: 𝐷 και 𝛿 αλλά και δυναµικά δεδοµένα όπως γωνίες
ολίσθησης και δυνάµεις ελαστικών. Επίσης δίνονται και οι παράγωγοι
αρκετών µεγεθών από τα προαναφερθέντα. ΄Οπως ϕαίνεται από µεγέθη
όπως οι δυνάµεις των ελαστικών, οι οποίες ϐρίσκονται εντός της χαρα-
κτηριστικής έλλειψης, η πλευρική ταχύτητα 𝑣𝑦 που περιορίζεται µέχρι
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τα 2 m/s, αλλά και οι παράγωγοι των 𝐷 και 𝛿 , µε τα αρχικά κόστη
έχει επιτευχθεί οµαλή λειτουργία. Ο χρόνος που επιτυγχάνεται µε τα
αρχικά κόστα κυµαίνεται στα 1830 sec και ϑα δείξουµε στη συνέχεια
πως ϕαίνεται στα αποτελέσµατα.
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Στη συνέχεια ϑα εξεταστούν µεταβολές στα κόστη όλων αυτών των
µεταβλητών, καθώς και οι αλλαγές που επιφέρουν στην λειτουργία του
αλγορίθµου. Αρχικά µεταβάλλουµε τις τιµές στα κόστη µεµονωµένα,
δηλαδή η αλλαγή του κάθε κόστους εξετάζεται µε τα υπόλοιπα κόστη
στις αρχικές τιµές. Η συνδυαστική αλλαγή των παραµέτρων αυτών ϑα
εξεταστεί στην συνέχεια.
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4.1 Μεµονωµένη προσέγγιση

Ξεκινάµε µε το κόστος απόκλισης qC (contouring cost) από την αρχι-
κή τιµή 10 σε µεγαλύτερες και ϐλέπουµε ότι δεν έχουµε καµία αλλαγή.
Σε µικρότερες τιµές ωστόσο παρατηρούµε µεταβολή, καθώς ϐλέπουµε
ότι για 𝑞𝐶 = 1 οι δυνάµεις των ελαστικών εκτείνονται και εκτός της
χαρακτηριστικής έλλειψης. Εφαρµόζοντας 𝑞𝐶 = 0.1 παρατηρούµε χα-
ϱακτηριστικά ολίσθησης (drifting) όπως υψηλές πλευρικές ταχύτητες
που ϕτάνουν ακόµα και τα 10 m/s και µεγάλες γωνίες ολίσθησης που
στην οµαλή λειτουργία περιορίζονταν µέχρι τα 0.075 rad, όπως µπορεί
να παρατηρήσει κανείς στις επόµενες εικόνες. Ο χρόνος αυξάνεται στα
1840 sec, λογικό αποτέλεσµα αφού η ολίσθηση µειώνει την πρόσφυση
και άρα την µέγιστη δυνατή ταχύτητα σε µια στροφή.

Στη συνέχεια περνάµε στο κόστος καθυστέρησης qL (lag cost), όπου
για 𝑞𝐿 = 10 επιτυγχάνεται χρόνος 1820 sec µε οµαλή λειτουργία. Επί-
σης για 𝑞𝐿 = 0.1 επιτυγχάνεται χρόνος 1815 sec µε οµαλή λειτουρ-
γία, όπως ϕαίνεται στις παρακάτω εικόνες. Βέβαια, η µείωση αυτού
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του κόστους πιθανόν να µην είναι ορθολογική όπως έχει προαναφερ-
ϑεί, διότι αυτό το κόστος αντιπροσωπεύει την σύνδεση µε το µοντέλο
του συστήµατος. Εποµένως, µε µεγάλη µείωσή του 𝑞𝐿 η προσοµοίωση
πιθανόν να µην ανταποκρίνεται στο πραγµατικό σύστηµα. Τον χρόνο
γύρου τον ϐλέπουµε από ένα γράφηµα της διανυθείσας απόστασης του
οχήµατος, η οποία µηδενίζεται όταν αυτό περνά την γραµµή εκκίνησης.

59



Επίσης, ο αλγόριθµος εµφανίζει µία µεταβλητή ίση µε 0 αν λειτουρ-
γεί οµαλά και 1 αν υπάρχουν προβλήµατα (συνήθως µη εφικτότητας).
΄Οταν αυτή η µεταβλητή exitflag είναι ίση µε 1, ο αλγόριθµος µπορεί
είτε να ολοκληρώσει την προσοµοίωση κανονικά, είτε αυτή να διακοπεί
λόγω µη εφικτότητας, όπως ϕαίνεται στις παρακάτω εικόνες.
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΄Οπως ϕαίνεται µας δίνονται και επιπλεόν πληροφορίες όπως ο
χρόνος υπολογισµού του κάθε ϐήµατος του κυλιόµενου ορίζοντα και
τις απαιτούµενες επαναλήψεις. ΄Οταν η µεταβλητή exitflag είναι ίση
µε 1 ϐλέπουµε ότι έχουµε µεγαλύτερους (σχεδόν διπλάσιους) χρόνους
υπολογισµού καθώς και περισσότερες επαναλήψεις, δείγµατα ότι ο αλ-
γόριθµος δεν δουλέυει ϐέλτιστα.

΄Ενα ακόµη µέγεθος που µετράται είναι η ταχύτητα 𝑉𝑠, η οποία ανα-
παριστά την παράλληλη στην προγραµµατισµένη πορεία συνιστώσα της
ταχύτητας του οχήµατος. Ως εκ τούτου, σε καταστάσεις ολίσθησης, που
παρατηρούσαµε µεγάλη εγκάρσια ταχύτητα και µεγάλες γωνίες ολίσθη-
σης, αυτή η ταχύτητα διαφέρει µε την διαµήκη ταχύτητα του οχήµατος.
΄Οταν ϑέταµε το κόστος αυτής της ταχύτητας qVs ίσο µε ακραίες τιµές,
είχαµε πολύ αργή ολοκλήρωση του γύρου. Ωστόσο, µε 𝑞𝑉 𝑠 = 1 επιτυγ-
χάνεται χρόνος περίπου 1800 sec, µε τις δυνάµεις των ελαστικών όµως
να υπερβαίνουν την χαρακτηριστική έλλειψη. Αυτό το κόστος ϑα εξετα-
στεί στη συνέχεια συνδυαστικά µε άλλες αλλαγές, ώστε να πετύχουµε
αυτή τη µεγάλη µείωση στον χρόνο, διατηρώντας τις δυνάµεις εντός της
έλλειψης.
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Το επόµενο κόστος που εξετάζεται είναι το qR, το οποίο ϐλέπουµε
αρκετά συχνά σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης και καθορίζει το πόσο
επιϑετικός ή συντηρητικός είναι ο αλγόριθµος. ΄Οταν ϑέτουµε 𝑞𝑅 = 0.01

από το αρχικό 10−4 ϐλέπουµε µια ϐελτίωση της τάξης των 5 δευτερο-
λέπτων µε οµαλή πορεία χωρίς ολίσθηση. ΄Οταν αυξάνουµε την τιµή
αυτή σε ακόµη µεγαλύτερες τιµές παρατηρούµε όλο και µεγαλύτερους
χρόνους, κάτι λογικό διότι ο αλγόριθµος γίνεται πολύ συντηρητικός.
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Υπάρχουν κόστη και στις µεταβλητές εξόδου D, 𝛿, δηλαδή το γκάζι
(ή ϕρένο) και τιµόνι αντίστοιχα. Πρώτα εξετάζουµε το κόστος rD. ΄Ο-
ταν αυξάνουµε αυτό το κόστος έχουµε αργούς χρόνους, καθώς η επι-
τάχυνση είναι µικρότερη µε µεγάλο περιορισµό στο γκάζι. Αντιθέτως,
όταν εξετάζουµε µικρότερες τιµές από το αρχικό 10−3 έχουµε µεγάλους
χρόνους και, σε κάποιες τιµές, ακόµα και συνθήκες ολίσθησης, λόγω
µικρού περιορισµού του γκαζιού. Στα παρακάτω σχήµατα ϕαίνεται ο
αργός χρόνος για 𝑟𝐷 = 10 και η ανώµαλη λειτουργία για 𝑟𝐷 = 10−4,
όπου παρατηρούµε πλευρικές ταχύτητες έως 5 m/s και γωνίες ολίσθη-
σης µέχρι 0.25 rad.
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Τέλος, εξετάζεται το κόστος που επιβάλλεται στον έλεγχο της στρέψης
των εµπρός τροχών r𝛿. Για µικρότερες τιµές από την αρχική 10−3 δεν
παρατηρείται καµία σηµαντική διαφορά είτε στους χρόνους είτε στα
υπόλοιπα δεδοµένα. Ωστόσο όταν κινούµαστε σε µεγαλύτερες τιµές από
0.01 έως 1, ϐλέπουµε µια εντεινόµενη αύξηση στους χρόνους, στις γω-
νίες ολίσθησης και στις δυνάµεις των ελαστικών. Στην τελευταία µάλι-
στα περίπτωση, ϐλέπουµε τις δυνάµεις των ελαστικών εκτός της χαρα-
κτηϱιστικής έλλειψης για πολύ µεγαλύτερη διάρκεια και τεράστιες γω-
νίες ολίσθησης µέχρι 3 rad.Τα δεδοµένα για 𝑟𝛿 = 0.1 και 𝑟𝛿 = 1 ϕα-
ίνονται στην επόµενη σελίδα.
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Σχήµα 21: Αποτελέσµατα για 𝑟𝛿 = 0.1

Σχήµα 22: Αποτελέσµατα για 𝑟𝛿 = 1
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4.2 Συνδυαστική προσέγγιση

Σε αυτό το σηµείο εξετάζονται συνδυαστικά όσα κόστη ϐελτίωσαν τον
χρόνο. Αυτά είναι ουσιαστικά τα qL,qVs,qR, ωστόσο ϑα αρχίσουµε
διατηρώντας το 𝑞𝐿 = 1000 καθώς, όπως αναφέρεται και στο κεφάλαιο
3, προτιµούνται µεγάλες τιµές στο συγκεκριµένο κόστος.

΄Ετσι, αρχικά, ϑέτουµε τα κόστη 𝑞𝑉 𝑠 = 1 και 𝑞𝑅 = 0.01 και ϐλέπου-
µε πολύ κακή συµπεριφορά µε τεράστιες γωνίες ολίσθησης και δυ-
νάµεις ελαστικών.
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Αλλάζουµε τις τιµές των qVs,qR, ώστε να διαπιστώσουµε ποιό είναι
η αιτία της ανώµαλης συµπεριφοράς. ΄Οταν, λοιπόν, επαναφέρουµε το
qVs στην αρχική του τιµή, ϐλέπουµε ότι τα αποτελέσµατα είναι σχεδόν
πανοµοιότυπα µε τα αρχικά, ενώ όταν επαναφέρουµε το qR στην αρ-
χική του τιµή, τα δεδοµένα έχουν την µορφή που ϕαίνονται στα προη-
γούµενα σχήµατα. Συµπεραίνουµε, έτσι, ότι η µεταβολή του κόστους
qVs είναι αυτή που δυσχεραίνει την λειτουργία του αλγορίθµου, πα-
ϱόλο που προσφέρει ταχύτερη ολοκλήρωση του γύρου.

Στη συνέχεια ϑα εξετάσουµε τα ίδια κόστη ϑέτοντας 𝑞𝐿 = 10. Αρχικά
ϑέτουµε και τα άλλα δύο κόστη στις ϐέλτιστες τιµές τους, δηλ. 𝑞𝑉 𝑠 =

1, 𝑞𝑅 = 0.01.

Παρατηρούµε πολύ µικρό χρόνο, περίπου 1793 δευτερόλεπτα, µε
τις δυνάµεις να ϐγαίνουν εκτός έλλειψης αλλά όχι σε τεράστιο ϐαθµό
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όπως είδαµε σε προηγούµενες δοκιµές. Επίσης, οι πλευρικές ταχύτητες
περιορίζονται στα 2 m/s όπως και µε τα αρχικά κόστη όπου είχαµε
οµαλή λειτουργία.

Στη συνέχεια ϑα εφαρµόσουµε τις αρχικές τιµές στα κόστη qVs,qR

εναλλάξ για να δούµε αν µπορούµε να περιορίσουµε τις δυνάµεις των ε-
λαστικών εντός της έλλειψης. ΄Οταν επανέρχεται το qVs στην αρχική του
τιµή επιτυγχάνεται χρόνο 1815 δευτερολέπτων, αλλα οι δυνάµεις των
ελαστικών δεν περιορίζονται ολοκληρωτικά εντός της έλλειψης, όπως
διαπιστώνουµε στις επόµενες εικόνες. Ωστόσο οι εγκάρσιες ταχύτητες
του οχήµατος περιορίζονται έως τα 2.5 m/s.
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Στην περίπτωση που το qR επανέρχεται στην αρχική του τιµή, επι-
τυγχάνεται χρόνος περίπου 1820 sec, ενώ όπως και στην προηγούµενη
περίπτωση οι δυνάµεις δεν περιορίζονται εντός της έλλειψης. Παρά
ταύτα, ϐλέπουµε ότι µειώνοντας την τιµή του qL, οι δυνάµεις των ελα-
στικών και οι πλευρικές ταχύτητες έχουν πιο µικρές τιµές και είναι πιο
κοντά στην έλλειψη.

Περαιτέρω µείωση αυτών των µεγεθών για πιο οµαλή λειτουργία
προσπαθούµε να πετύχουµε δοκιµάζοντας ακόµα πιο µικρές τιµές στο
κόστος qL. Εφαρµόζοντας, λοιπόν, 𝑞𝐿 = 0.1 ϐλέπουµε ότι επιτυγχάνε-
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ται κάτι τέτοιο, καθώς ϐλέπουµε ότι οι δυνάµεις των ελαστικών είναι
ελάχιστα εκτός των ορίων της έλλειψης και πολύ κοντά σε αυτά, αλλά
επιτυγχάνεται και χρόνος 1795 δευτερολέπτων.
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5 Συµπεράσµατα και προτάσεις

Σε αυτήν την διπλωµατική εργασία, κληθήκαµε να αντιµετωπίσουµε το
πρόβληµα της αυτόνοµης κίνησης σε αγωνιστικές συνθήκες. Στην ϐι-
ϐλιογραφία διαπιστώθηκε ότι παρ΄ όλο που γενικά στον τοµέα της αυτο-
νοµίας έχει γίνει µεγάλη έρευνα και πρόοδος, σε αγωνιστικές συνθήκες
η έρευνα είναι περιορισµένη. Ο προβλεπτικός έλεγχος έχει εδραιωθεί
ϐέβαια ως η ϐέλτιστη λύση, παρ΄ όλη την περιορισµένη έρευνα και χρη-
σιµοποιείται και στον αλγόριθµο που χρησιµοποιήθηκε σε αυτήν την
εργασία.

Αυτός ο αλγόριθµος χρειάζεται ως είσοδο µόνο τον χάρτη της πίστας
και την κατάσταση του αυτοκινήτου (ϑέση, κατεύθυνση, επιτάχυνση)
και δίνει ως έξοδο µαταβλητές ελέγχου της επιτάχυνσης και της κα-
τεύθυνσης, οι οποίες ελέγχουν τους αυτοµατισµούς του γκαζιού, του
ϕρένου και του τιµονιού. Βέβαια επιπλέον αλγόριθµοι χρειάζονται ώστε
να παραχθεί ο χάρτης, όπως η µηχανική όραση, η αναγνώριση αντικει-
µένων και το SLAM, αλλά και ώστε να ελεγχθούν οι αυτοµατισµοί.

5.1 Συµπεράσµατα αποτελεσµάτων

Ο αλγόριθµος χρειαζόταν αλλαγές στις παραµέτρους του, καθώς είχε
σχεδιαστεί για πολύ µικρότερη κλίµακα, τις οποίες έκανε ο ∆ρ. Liniger,
ενώ ϱυθµίστηκαν απο εµένα και κάποιες παράµετροι του αυτοκινήτου
(ϐάρος, ϱοπή αδράνειας, σταθερές ελαστικών) στα µέτρα του µονοθε-
σίου µας. ∆υστυχώς ο αλγόριθµος αυτός δεν µπόρεσε να δοκιµαστεί
σε κάποιες πίστες που δηµιουργήθηκαν ψηφιακά (πιθανώς λόγω των
πολυωνυµικών προσεγγίσεων των καµπυλών) και δοκιµάστηκε στο εγ-
γενές του περιβάλλον. Το αποτελέσµατα αξιολογήθηκαν όπως δείξαµε
µε ϐάση τον χρόνο, αλλά και την ποιότητα κύλισης και τις δυνάµεις
των ελαστικών. ΄Οπως είδαµε, η µείωση του κόστους qR κατά 2 τάξεις
µεγέθους έφερε µία ϐελτίωση στον χρόνο χωρίς να επηρεάσει αρνητι-
κά την ποιότητα κύλισης. Επίσης µεγάλη ϐελτίωση διαπιστώθηκε στις
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συνδυαστικές αλλαγές των qVs, qL. Σε αυτή την περίπτωση όµως ϑα
πρέπει να επιβεβαιωθεί αν η µείωση του κόστους qL είναι κάτι ϑεµιτό
σε πραγµατικές δοκιµές µε το αυτοκίνητο.

5.2 Προτάσεις για µελλοντική έρευνα

Στο κοµµάτι της µηχανικής όρασης έχει γίνει αρκετή έρευνα στην ο-
µάδα Κένταυρος και έχουµε αρκετά αποτελέσµατα, πρέπει να αναπτυ-
χθεί όµως οµοίως και το κοµµάτι της χαρτογράφησης (SLAM) που α-
ποτελεί ακρογωνιαίο λίθο για το κοµµάτι του ελέγχου που εξετάστηκε
σε αυτήν την εργασία. Επίσης, εαν το µονοθέσιο τροφοδοτείται από
µηχανή εσωτερικής καύσης και όχι ηλεκτροκινητήρα, ίσως πρέπει να
µοντελοποιηθεί ανάλογα το κοµµάτι της επιτάχυνσης στον αλγόριθµο,
εαν τα πραγµατικά αποτελέσµατα στις δοκιµές έχουν µεγάλη απόκλιση
απ΄ την πραγµατικότητα. Επιπλέον, ένας τελευταίος παράγοντας ανα-
κρίβειας µπορεί πιθανώς να είναι οι παράµετροι των ελαστικών, παρ΄
όλη την οµοιότητά τους µε αυτά των οποίων οι παράµετροι υιοθετήθη-
καν. Τέλος, η εφαρµογή αυτού του αλγορίθµου σε ένα ολοκληρω-
µένο σύστηµα µπορεί να είναι πολύ απαιτητική οπότε µπορεί να είναι
ϕρόνιµο στην αρχή των δοκιµών να εφαρµοστεί κάποιος απλούστερος
αλγόριθµος (όπως ένας pure-pursuit controller) για να τελειοποιηθούν
οι περιφερειακοί αλγόριθµοι, ενώ όταν γίνει αυτό µπορεί να δοκιµαστεί
και κάποιου είδους PID controller µε ανάδραση ή και πρόσδραση, για
πιο απαιτητικές συνθήκες οδήγησης.
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