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Περίληψη

Στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας ϑέσαµε σαν στόχο να µελετήσου-
µε και να πειραµατιστούµε µέσω υλοποίησης πάνω σε µεθόδους για τον υποβιβασµό
τάξης µοντέλου. Μέθοδοι υποβιβασµού της τάξης των µοντέλων χρησιµοποιούνται ε-
κτεταµένα σε εφαρµογές προσοµοίωσης κυκλωµάτων όπου τα γραµµικά συστήµατα
που απορρέουν από πραγµατικά κυκλώµατα καθιστούν τη συµβατική επίλυση αδύνα-
τη.

Με την εκτόξευση του µεγέθους των κυκλωµάτων, η συµβατική σχεδίαση και µελέτη
της συµπεριφοράς των κυκλωµάτων έγινε µη ϐιώσιµη. Η λύση για τη σχεδίαση κυ-
κλωµάτων εκατοµµυρίων στοιχείων προήλθε µέσω της επιστήµης της µοντελοποίηση
κυκλωµάτων τα οποία αποτέλεσαν τη ϐάση για την εµφάνιση εργαλείων προσοµοίωσης
κυκλωµάτων.

Η ϐασική µέθοδος επίλυσης γραµµικών συστηµάτων µεγάλης κλίµακας είναι η προ-
σέγγιση της λύσης µε όσο το δυνατόν µικρότερο σφάλµα. Ανάλογα µε την επιλογή
του εκάστοτε αλγορίθµου, εµφανίζεται ένας συµβιβασµός µεταξύ της ταχύτητας και της
ακρίβειας επίλυσης.

Οι µέθοδοι που παρουσιάζονται στην παρούσα διπλωµατική εργασία ϐασίζονται πάνω
στον υποβιβασµό τάξης µοντέλου (Model Order Reduction (MOR)). Μια εδραιωµένη µε-
ϑοδολογία για τον υποβιβασµό τάξης µοντέλου αποτελεί το ταίριασµα στιγµών (moment-
matching) καθώς είναι αρκετά απλή στην υλοποίηση και παρουσιάζει πολύ καλά απο-
τελέσµατα στην απόδοση.

Οι παραπάνω µέθοδοι ταιριάσµατος στιγµών οι οποίες ϐασίζονται στους τυπικούς υπο-
χώρους Krylov δεν καταφέρνουν να προσεγγίσουν µε καλή ακρίβεια την συµπεριφορά
του αρχικού κυκλώµατος.

Στα πλαίσια της διπλωµατικής εργασίας ϑα µελετήσουµε τις ϐασικές µεθόδους ται-
ϱιάσµατος στιγµών αλλά ϑα έχουµε και την ευκαιρία να µελετήσουµε µια µέθοδο η
οποία εκµεταλλεύεται την ιδιότητα της υπέρθεσης (superposition property) έτσι ώστε
να µπορέσει να διαχειριστεί τις πολλαπλές ϑύρες του κυκλώµατος.

Τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται µέσω της πρακτικής υλοποίησης µας δίνουν µια
πολύ καλή µείωση του λάθους σε σχέση µε τις συµβατικές λύσεις που προσεγγίζει το
84%.
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Abstract

In this master thesis we set as a goal to study and experiment through implemen-
tation into Model Order Reduction (MOR) techniques. The MOR techniques are
intensively being used in circuit simulation where the linear systems that derive
from real-world circuit systems are impossible to be solved with conventional meth-
ods.

With the advent of circuit systems that contain millions of elements, the conventional
methods of finding the solution were deprecated since they could not provide a so-
lution fast enough. The way to approach such linear systems came from the science
of circuit modeling that drove the appearance of circuit simulation tools.

The standard approach to solve big order linear systems is to not try and find the ex-
act solution but to approximate it. Depending on the selection of the approximation
algorithm we face a tradeoff between accuracy and performance.

The methods that we study in this thesis are based on MOR. A well established
methodology to achieve a MOR is the moment-matching technique which offers a
simple approach with good performance.

Conventional moment matching techniques that are based on Krylov subspaces
come short on achieving adequate approximation on the initial circuit behaviour.

In the thesis we will study the well established moment matching techniques but we
will also implement and experiment on a new approach that takes advantage of the
superposition property in order to handle the great number of terminals.

The results that we received from the experiments that we run suggest an error
reduction that reaches up to 84%.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Προσοµοίωση κυκλωµάτων στην επιστήµη της πλη-
ϱοφορικής

Καθώς το µέγεθος των ηλεκτρικών κυκλωµάτων έχει ϕτάσει σε κλίµακα εκατοµµυρίων
στοιχείων, η µελέτη συµπεριφοράς τους είναι αδύνατη χωρίς τη χρήση ενός λογισµικού
προσοµοίωσης του κυκλώµατος. Τέτοιου είδος λογισµικά, πραγµατοποιούν την αντι-
στοίχιση του κυκλώµατος σε µαθηµατικό µοντέλο το οποίο αναπαράγει τη συµπεριφορά
του.

Ο στόχος των προσοµοιωτών είναι µέσω της τροποποιηµένης ανάλυσης κόµβων (mod-
ified nodal analysis), να δηµιουργήσει εξισώσεις µε ϐάση το ηλεκτρικό κύκλωµα, οι
οποίες όταν λυθούν να υπολογίσουν τις τάσεις των κόµβων του κυκλώµατος καθώς και
τα ϱεύµατα ορισµένων κλάδων. Οι εξισώσεις ανάγονται σε ένα γραµµικό σύστηµα το
οποίο χρήζει επίλυσης.

Για µικρά κυκλώµατα η επίλυση τέτοιων συστηµάτων είναι εύκολη και η επιλογή µε-
ϑόδων επίλυσης γραµµικών συστηµάτων ασήµαντη. ΄Οσο τα γραµµικά συστήµατα µε-
γαλώνουν (για ολοκληρωµένα κυκλώµατα αλλά και δίκτυα παροχής ηλεκτρικής ενέρ-
γειας) η πολυπλοκότητα τους απαιτεί τη χρήση υψηλών υπολογιστικών πόρων. Απα-
ϱαίτητη γίνεται και η ορθή επιλογή αλγορίθµων επίλυσης καθώς µη αποδοτικοί αλ-
γόριθµοι ή αλγόριθµοι που δεν εκµεταλλεύονται τα ιδιαίτερα στοιχεία του γραµµικού
συστήµατος, µπορούν να οδηγήσουν είτε σε χρόνους εκτέλεσης απαγορευτικούς, είτε
σε µη σταθερά συστήµατα επίλυσης.

Για τον λόγο αυτό, η έρευνα στρέφεται προς την αναζήτηση τεχνικών για την ϐελτίωση
των προσοµοιωτών, ώστε να επιτυγχάνεται ταχύτερη επίλυση των γραµµικών συστη-
µάτων.

Σηµειώνουµε ότι µία από τις συνέπειες που προκύπτουν από διάφορες µεθόδους τα-
χύτερης επίλυσης γραµµικών συστηµάτων είναι η µείωση της ακρίβειας της λύσης.
Συνεπώς, προσπαθούµε να ϐρούµε τη χρυσή τοµή µεταξύ ταχύτητας επίλυσης αλλά
χωρίς να χαθεί η ακρίβεια.
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1.2 Η συµβολή της παρούσας διπλωµατικής εργασίας

Στην παρούσα εργασία, χρησιµοποιούµε τεχνικές οι οποίες αντικαθιστούν τα µεγάλης
κλίµακας ηλεκτρικά µοντέλα µε κάποια πολύς µικρότερης κλίµακας των οποίων η
συµπεριφορά είναι παρόµοια µε αυτή του αρχικού µοντέλου.

Η παραπάνω διαδικασία ονοµάζεται Υποβιβασµός Τάξης Μοντέλου (Model Order Re-
duction (MOR)) και ϑα δοκιµάσουµε την τεχνική Extended Block Arnoldi (EBA) σε
σύγκριση µε κλασσική µέθοδο Ταιριάσµατος Στιγµών (Moment Matching(MM)) µε
στόχο να επιτύχουµε µικρότερο λάθος λύση µας.

Μέρος της εργασίας αποτελεί και η υλοποίηση της κλασσικής µεθόδου Ταιριάσµατος
Στιγµών PRIMA καθώς και της µεθόδου Εκτεταµένου Υποχώρου Krylov µε τη χρήση
του Extended Block Arnoldi αλγορίθµου και η σύγκριση των λαθών που παράγουν
κατά την εύρεση λύσης.

1.3 ∆ιάρθρωση της εργασίας

Αρχικά ϑα µελετήσουµε το πρόβληµα της Προσοµοίωσης Κυκλωµάτων, ϑα περιγράψου-
µε την µετατροπή των κυκλωµατικών στοιχείων σε γραµµικά συστήµατα µέσω της Τρο-
ποποιηµένης Ανάλυσης Κόµβων (Modified Nodal Analysis (MNA)) ενώ ϑα αναφερθούµε
και στην Ανάλυση Συνεχούς.

Στη συνέχεια είναι απαραίτητο να ορίσουµε το Μαθηµατικό Υπόβαθρο µέρους του ο-
ποίου είναι οι Αραιοί Πίνακες, οι ιδιότητες τους καθώς και η απεικόνιση τους στα
υπολογιστικά συστήµατα. Θα συνεχίσουµε µε µια σύντοµη αναφορά στην Αλγοριθ-
µική επίλυση των αραιών πινάκων καθώς και διάφορες µεθόδους παραγοντοποίησης
τους. Τέλος, ϑα γίνει αναφορά στους Υποχώρους Krylov οι οποίοι αποτελούν ϐάση του
αλγορίθµου που ϑα εξετάσουµε στα πλαίσια της διπλωµατικής εργασίας.

Στο επόµενο κεφάλαιο, ϑα εξετάσουµε τις ϐασικές µεθόδους για τον υποβιβασµό τάξης
µοντέλου (Model Order Reduction (MOR)). Πιο συγκεκριµένα, ϑα αναφερθούµε στη
µέθοδο PRIMA η οποία συνθέτει τον πλέον ϐασικό αλγόριθµο για τον υποβιβασµό τάξης
ενός µοντέλου ενώ ϑα αναλύσουµε και την µέθοδο SPRIM εξίσου ϑεµελιώδους στην
ϑεωρία υποβιβασµού τάξης µοντέλου.

΄Ενα από τα ϐασικά κεφάλαια στα πλαίσια της παρούσας εργασίας είναι το Κεφάλαιο
5 στο οποίο αναλύουµε τον αλγόριθµο Block Arnoldi (BA) ο οποίος χρησιµοποιείται
για την κατασκευή του υποχώρου Krylov. Στη συνέχεια, ϑα αναλύσουµε την επέκταση
του παραπάνω αλγορίθµου τον Extended Block Arnoldi που παράγει τον εκτεταµένο
υποχώρο Krylov ο οποίος ϑα χρησιµοποιηθεί για να ενισχύσουµε την ακρίβεια στη
µέθοδο Ταιριάσµατος Στιγµών (Moment Matching (MM) και να πετύχουµε καλύτερα
αποτελέσµατα.

Με την ολοκλήρωση των παραπάνω κεφαλαίων έχουµε ολοκληρώσει τη ϑεωρητική ϐάση
της παρούσας εργασίας. Στο Κεφάλαιο 6 περνάµε στην Πειραµατική ∆ιαδικασία στην
οποία αναφερόµαστε στο πρακτικό κοµµάτι της υλοποίησης που πραγµατοποιήθηκε
στα πλαίσια της εργασίας. Αρχικά αναφερόµαστε στα αρχεία εισόδου και την µορφή
που έχουν, συνεχίζουµε µε την αναφορά στην ϐιβλιοθήκη CSparse και αναφέρουµε
κάποιες από τις επιπλέον συναρτήσεις που χρειάστηκε να κατασκευάσουµε. Σηµαντικό
κοµµάτι της εργασίας στάθηκε και η ανάκτηση του παραγοντοποιηµένου πίνακα Q απο
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τα διανύσµατα Householder που παράγει η µέθοδος QR της ϐιβλιοθήκης CSParse.
Τέλος, στο κεφάλαιο αυτό, γίνεται εκτενής αναφορά στα αποτελέσµατα που λάβαµε
κατά την πειραµατική διαδικασία.
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Κεφάλαιο 2

Το πρόβληµα της Προσοµοίωσης
Κυκλωµάτων

2.1 Βασικές έννοιες ηλεκτρικών κυκλωµάτων

2.1.1 Γραµµικά κυκλώµατα

Ο πρώτος ορισµός που πρέπει να δώσουµε είναι αυτός του ηλεκτρικού κυκλώµατος. Το
ηλεκτρικό κύκλωµα αποτελεί ένα κλειστό δίκτυο συνδεδεµένων µεταξύ τους ηλεκτρικών
στοιχείων εντός του οποίου υπάρχουν διαδροµές ϱεύµατος.

Το κάθε στοιχείο περιγράφεται από µια σχέση ϱεύµατος και τάσης. Για παράδειγµα,
ένας πυκνωτής περιγράφεται από την συνάρτηση (µε ϐάση τον νόµο του Ohm) u =
Ri.

Οι συναρτήσεις των στοιχείων ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος καθορίζουν αν το κύκλωµα
ϑα είναι γραµµικό ή µη γραµµικό. Γραµµικό στοιχείο είναι το στοιχείο του οποίου η
συνάρτηση δεν περιλαµβάνει συντελεστές στη δύναµη του 2 ή µεγαλύτερη. ΄Οταν ένα
ηλεκτρικό κύκλωµα περιλαµβάνει µόνο στοιχεία γραµµικά τότε και το ίδιο το κύκλωµα
είναι γραµµικό.

Στα πλαίσια της εργασίας, ϑα ασχοληθούµε αυστηρά µόνο µε γραµµικά κυκλώµατα
τα οποία ακολουθούν την αρχή της επαλληλίας (superposition principle). ΄Ετσι, η

Σχήµα 2.1: Στοιχείο αντίστασης

Σχήµα 2.2: Στοιχείο πυκνωτή
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έξοδος ενός κυκλώµατος F (x),όταν εφαρµόζεται ένας γραµµικός συνδυασµός σηµάτων
a1x1(t) + a2x2(t) ως είσοδος, ϑα ισούται µε τον γραµµικό συνδυασµό των εξόδων των
σηµάτων x1(t) και x2(t) όταν αυτά εφαρµόζονται ξεχωριστά, δηλαδή:

F {a1x1(t) + a2x2(t)} = a1F {x1(t)} + a2F {x2(t)} (2.1)

2.1.2 Κυκλωµατικά στοιχεία

Με τον όρο κυκλωµατικό στοιχείο στα πλαίσια της εργασίας µας, περιγράφουµε ηλε-
κτρικά στοιχεία µε δύο τερµατικά. Σαν γενικές κατηγορίες των στοιχείων αυτών έχουµε
τα παθητικά και τα ενεργά στοιχεία. Τα ενεργά στοιχεία είναι αυτά που παρέχουν ηλε-
κτρική ενέργεια και δρουν ως πηγές ενός κυκλώµατος. Οι πηγές που ϑα συναντήσουµε
είναι ανεξάρτητες και έχουν την ιδιότητα ότι η τάση v(t) ή το ϱεύµα i(t) που περνάει
απο µέσα τους εκφράζεται ως εξής :

• Ανεξάρτητη πηγή τάσης ορίζεται η πηγή της οποίας η τάση είτε είναι σταθερή ή
µεταβάλλεται σε συνάρτηση µε τον χρόνο v = f (t).

• Ανεξάρτητη πηγή ϱεύµατος ορίζεται η πηγή της οποίας το ϱεύµα είτε είναι σταθερό
ή µεταβάλλεται σε συνάρτηση µε τον χρόνο i = f (t).

Αντίθετα µε τα ενεργά στοιχεία, τα παθητικά στοιχεία καταναλώνουν και δεν παράγουν
ενέργεια. Η ενέργεια που καταναλώνουν τα παθητικά στοιχεία είτε ϑα µετατραπεί σε
κάποιου άλλου είδους ενέργειας (για παράδειγµα ϑερµότητα) είτε ϑα αποθηκευτεί (σε
ενέργεια ηλεκτρικού ή µαγνητικού πεδίου). Τονίζουµε ότι κατά την µετατροπή της
ενέργειας, η ισχύς που υπολογίζουµε στην έξοδο δεν ϑα ενισχυθεί. Τα πιο γνωστά
παθητικά στοιχεία είναι το πηνίο, η αντίσταση και ο πυκνωτής.

Αν δούµε τη µορφή της εξίσωσης που χαρακτηρίζει το κάθε στοιχείο µπορούµε να
διαφοροποιήσουµε την κατηγοριοποίηση σε δύο οµάδες. Για αριθµό στοιχείων m1

έχουµε την πρώτη οµάδα που έχει την παρακάτω µορφή εξίσωσης :

ik(t) = gkuk(t) + ck
duk(t)
dt

+ sk(t) (2.2)

Στην οµάδα αυτή έχουµε αντιστάτες, πυκνωτές και πηγές ϱεύµατος.

Αντίστοιχα, η δεύτερη οµάδα µε αριθµό στοιχείων m2 εκφράζεται από την παρακάτω
µορφή εξίσωσης :

uk(t) = l
−−→dik(t)
dt
+ −→sk(t) (2.3)

Στην δεύτερη οµάδα έχουµε πηνία και πηγές τάσης.

2.1.3 Τροποποιηµένη ανάλυση κόµβων

Η συµπεριφορά ενός κυκλώµατος περιγράφεται από ένα σύνολο εξισώσεων που σχηµα-
τίζεται συνδυάζοντας τις συναρτήσεις που προκύπτουν από τους νόµους του Kirchoff
για την τάση (Kirchoff’s Voltage Law (KVL) και το ϱεύµα (Kirchoff’s Current Law (KCL)).
Ορίζουµε τους παραπάνω νόµους ως εξής :
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1. Ο νόµος ϱευµάτων του Kirchoff (KCL) µας λέει οτι το αλγεβρικό άθροισµα των
ϱευµάτων σε κάθε κόµβο ενός κυκλώµατος ισούται µε το µηδέν.

n∑
k=1

ik(t) = 0⇔ A−→i (t) =
−→
0 (2.4)

2. Ο νόµος τάσεων του Kirchoff(KVL) µας λέει ότι σε κάθε κλειστό ϐρόγχο ενός κυ-
κλώµατος, το άθροισµα των τάσεων (διαφορών δυναµικού) των επιµέρους κλάδων
που απαρτίζουν τον ϐρόγχο ισούται µε το µηδέν.

m∑
k=1

uk(t) = 0⇔ −→u (t) = AT−→u (t) (2.5)

Χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις που προκύπτουν από τους παραπάνω νόµους και α-
κολουθώντας τις κλασσικές µεθοδολογίες επίλυσης γραµµικών συστηµάτων µπορούµε
να ϐρούµε τη λύση για πολύ απλά συστήµατα. Καταλαβαίνουµε όµως, µε την κλασ-
σική επίλυση των συστηµάτων δεν µπορούµε να έχουµε κλιµάκωση στο µέγεθος των
ηλεκτρικών κυκλωµάτων.

Για τον παραπάνω λόγο, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την Τροποποιηµένη Ανάλυ-
ση Κόµβων (Modified Nodal Analysis (MNA)) για να λύσουµε µε συστηµατικό τρόπο
συστήµατα πολύ µεγάλης κλίµακας.

Τα ϐασικά ϐήµατα για την Τροποποιηµένη Ανάλυση Κόµβων είναι τα εξής :

1. Γράφουµε µε ϐάση τον Νόµο Ρεύµατος του Kirchoff την εξίσωση Ai = 0 όπου A
είναι ο πίνακας µειωµένης πρόσπτωσης (reduced incidence matrix) και το i είναι
διάνυσµα µε όλα τα ϱεύµατα σε κάθε κλάδο

2. Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις που περιγράφουν το κάθε κυκλωµατικό στοιχείο,
προσπαθούµε να εξαλείψουµε όσο το δυνατόν περισσότερες µεταβλητές ϱεύµατος
µε τη ϐοήθεια του Νόµου Kirchoff για το ϱεύµα. Με το ϐήµα αυτό καταλήγουµε
να έχουµε εξισώσεις οι οποίες είναι σε συνάρτηση µε την τάση u = ATv.

3. Στο ϐήµα αυτό, χρησιµοποιούµε τον Νόµο Kirchoff για την τάση (Kirchoff’s Vol-
tage Law (KVL)) και αντικαθιστούµε όλα τις τάσεις κλάδων µε τάσεις κόµβων στη
γείωση.

4. Οι εξισώσεις στοιχείων των οποίων οι µεταβλητές τάσης δεν µπορούσαν να εξαλει-
ϕθούν, τις προσθέτουµε σαν επιπλέον εξισώσεις στο MNA σύστηµα.

Με ϐάση τα παραπάνω ϐήµατα καταλήγουµε στο εξής σύστηµα [1]:[
Y B
C Z

] [
v
i

]
=

[
sv
sj

]
(2.6)

΄Οπου ισχύει η εξίσωση Zi + Yu = s για Z και Y πίνακες ενώ s είναι διάνυσµα.

G̃−→x (t) + C̃
d−→x (t)
dt

= −→e (t)⇔ G̃−→x (t) + C̃−→x (t) = −→e (t) (2.7)
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2.2 Μεταβατική ανάλυση και ανάλυση συνεχούς

Τα κυκλώµατα στην πλειονότητα τους εκτός απο ανιστάτες περιλαµβάνουν και δυνα-
µικά στοιχεία (πυκνωτές και πηνεία) τα οποία ανάλογα µε τον χρόνο παρουσιάζουν
µεταβολή.

Με ϐάση την παραπάνω παρατήρηση, η ανάλυση µας µπορεί µε ϐάση τον χρόνο να
οριστεί σε δυο κατηγορίες :

• Ανάλυση συνεχούς : Σε αυτή την ανάλυση προσεγγίζουµε µια λύση του κυκλώµα-
τος για µια δεδοµένη χρονική στιγµή.

• Μεταβατική ανάλυση: Αναφέρεται σε κυκλώµατα µε δυναµικά στοιχεία στα οποία
µας ενδιαφέρει η απόκριση µε ϐάση τον χρόνο.

2.2.1 Ανάλυση συνεχούς

Η παρούσα ανάλυση όπως τονίσαµε αναφέρεται σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές.
Συνεπώς, υπολογίζουµε για διάφορα DC σήµατα την απόκριση που παρουσιάζει το
κύκλωµα. Το χαρακτηριστικό της ανάλυσης είναι οτι λόγω της µη µεταβολής του
χρόνου, έχουµε µηδενική χρονική παράγωγο για τις διεγέρσεις και τις αποκρίσεις.

Το σύστηµα της εξίσωσης 2.7 γίνεται :

[
A1GAT1 A2

AT2 0

] [−→u1
−→i2

]
=

[
−A1
−→s1
−→s2

]
(2.8)

Για την παραπάνω ανάλυση είναι σηµαντικό να αναφερθούµε στους συµµετρικούς και
ϑετικά ορισµένους πίνακες Symmetric and Positive Definite(SPD) οι οποίοι παρουσι-
άζουν ιδιαίτερες ιδιότητες που µας ϐοηθούν για ταχύτερη επίλυση των συστηµάτων.
Για να προκύψουν τέτοιοι πίνακες είναι απαραίτητο το κύκλωµα να αποτελείται µόνο
απο αντιστάσεις, πυκνωτές και πηγές ϱεύµατος. ΄Ολα τα υπόλοιπα στοιχεία πρέπει να
απουσιάζουν.

Η συµµετρία symmetric ενός πίνακα A ορίζεται όταν ο πίνακας ισούται µε τον αντίστρο-
ϕο του, δηλαδή ισχύει A(i, j) = A(j, i) για i , j.

A = AT ⇔ A is symmetric,∀A ∈ Rnxn (2.9)

Για την ιδιότητα του ϑετικά ορισµένου (positive definite) πίνακα Α, είναι όταν η τετρα-
γωνική µορφή είναι ϑετική για κάθε διάνυσµα εκτός του µηδενικού:

−→x TA−→x > 0,∀−→x ∈ Rn,−→x ,
−→
0 ⇔ A is positive definite (2.10)

2.2.2 Μεταβατική ανάλυση

Αντίθετα µε την ανάλυση συνεχούς (DC analysis) όπου πραγµατοποιείται η ανάλυση
για συγκεκριµένες χρονικές στιγµές, στην µεταβατική ανάλυση Transient analysis ϐα-
σιζόµαστε στον υπολογισµό της χρονικής απόκρισης του κυκλώµατος για δεδοµένες
διεγέρσεις.
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Αρχικά αναζητούµε επίλυση για το πρόβληµα των αρχικών τιµών στο οποίο για δεδοµένο
διάνυσµα διεγέρσεων e(t) και ϑεωρώντας πως το διάνυσµα των αποκρίσεων x(t) είναι
καθορισµένο για µία δεδοµένη χρονική στιγµή t0 ως x(t0) = x0 (αρχική συνθήκη),
έχουµε:

G̃x(t) + C̃ẋ(t) = e(t)
x(t0) = x0

έχει µοναδική λύση x(t) (υπό ορισµένες συνθήκες) σε ένα διάστηµα [t0, tf ] σε διακριτούς
χρόνους t0 < t1 < t2 < ... < tm = tf .

Οι παρακάτω προσεγγίσεις µας ϐοηθάνε στο πρόβληµα της εύρεσης των αρχικών τιµών
(Initial Value Problem (IVP):

1. Προσέγγιση Backward Euler (BE) ή Implicit Euler (IE)
Σύµφωνα µε αυτήν και για µονοδιάστατη περίπτωση, γράφουµε µια Taylor εκτε-
ταµένη σειρά στο tn+1 και έχουµε:

x(t) = x(tn+1) + (t − tn+1)x ′(tn+1) +
(t − tn+1)2

2
x ′′(ξ ) (2.11)

για κάποιο ξmetaxτn+1) και t. Τότε, για t = tn = tn+1 − h έχουµε:

x(tn) = x(tn+1)hx ′(tn+1) +
h2

2
x ′′(ξ ) (2.12)

Για πολυδιάστατο m χώρο έχουµε:

x(tn) = xn + hf (xn+1, tn+1) => xn+1 = xn + hfn+1 (2.13)

2. Προσέγγιση Trapezoidal Rule(TR)
Για ακόµη καλύτερη προσέγγιση στη λύση µας, χρειάζεται να καταφύγουµε σε
µεθόδους υψηλότερης τάξης. Μια τέτοια µέθοδος είναι η Trapezoidal Rule(TR).
Για µονοδιάστατη περίπτωση χρησιµοποιούµε µια Taylor εκτεταµένη σειρά στο
tn+1 και έχουµε:

x(t) = x(tn) + (t − tn)x ′(tn) +
(t − tn)2

2
x ′′(tn) +

t − tn)3

6
x ′′′(ξ ) (2.14)

για κάποιο ξmetaxτn και tn+1 το οποίο µπορούµε να παραγοντοποιήσουµε και να
λάβουµε:

x ′(t) = x ′(tn) + (t − tn)x ′′(tn) +
(t − tn)2

2
x ′′′(ξ ) (2.15)

γράφοντας τα δύο αποτελέσµατα απο τις 2.14 και 2.15 και για t = tn+1 = tn + h,
πολλαπλασιάζουµε την πρώτη ισότητα µε 2 και την δεύτερη µε −h για να λάβουµε:

2x ′(tn+1) = 2x ′(tn) + 2hx ′(tn) + h2x ′′(tn) +
h3

3
x ′′′(ξ ) (2.16)

12

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
13/06/2024 18:16:51 EEST - 3.15.7.189



− hx ′(tn+1) = −hx ′(tn) − h2x ′′(tn) −
h3

2
x ′′′(ξ ) (2.17)

Προσθέτοντας τις δύο ισότητες και διαιρώντας µε το 2 παίρνουµε:

x(tn+1) − x(tn) =
h

2
[x ′(tn+1) + x ′(tn)] −

h3

12
x ′′′(ξ ) (2.18)

Για m διαστάσεις, µπορούµε να γράψουµε την παραπάνω ισότητα ως:

x(tn+1) − x(tn) =
h

2
[x ′(tn+1) + x ′(tn)] + 0(h3) (2.19)

Καταλήγουµε στον Trapezoidal Rule (TR):

xn+1 = xn +
h

2
[f (xn+1, tn+1) + f (xn, tn)] (2.20)

ή πιο απλά:

xn+1 = xn +
h

2
(fn+1 + fn) (2.21)

Σηµειώνουµε ότι µεταξύ των δυο παραπάνω προσεγγίσεων, η µέθοδος Trapezoidal Rule
(TR) είναι η πιο συχνά χρησιµοποιούµενη µέθοδος για την προσοµοίωση κυκλωµάτων.
Επίσης, προσεγγίζει τη λύση καλύτερα και µε µεγαλύτερη ακρίβεια την πραγµατική
λύση xn για τις διακριτές στιγµές tn. ΄Ενα ακόµη πλεονέκτηµα της TR έναντι της BE
είναι µπορούµε να έχουµε µεγαλύτερα ϐήµατα στο χρόνο και σε δειγµατοληψία η οποία
είναι µεταβλητή.
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Κεφάλαιο 3

Μαθηµατικό Υπόβαθρο

3.1 Αραιοί Πίνακες στα Γραµµικά Συστήµατα

Με το όρο Αραιοί Πίνακες (Sparse Matrices) αναφερόµαστε σε πίνακες όπου τα περισ-
σότερα στοιχεία τους είναι 0. Για την επιστήµη της πληροφορικής, οι πίνακες αυτοί
έχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον καθώς µας δίνουν την δυνατότητα να συµπιέσουµε την πλη-
ϱοφορία που περιέχουν σε µικρότερο χώρο από ότι ϑα χρειάζονταν ένας πυκνός (dense)
πίνακας. Επίσης, µπορούµε να εκµεταλλευτούµε την ιδιότητα που έχουν οι πίνακες
αυτοί και να προσεγγίσουµε µια λύση του γραµµικού συστήµατος πιο γρήγορα απο ότι
ϑα κάναµε σε έναν πυκνό (dense) πίνακα.

3.1.1 Αποθήκευση και απεικόνιση Αραιών Πινάκων

΄Οπως τονίσαµε, η ιδιότητα των αραιών πινάκων να έχουν τα περισσότερα στοιχεία τους
0, µας δίνει την δυνατότητα να εφαρµόσουµε πιο αποτελεσµατικούς τρόπους απο-
ϑήκευσης από το να κρατούσαµε όλα τα στοιχεία (µηδενικά και µη µηδενικά) στη
µνήµη.

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι αποθήκευσης. Στα πλαίσια της διπλωµατικής και λόγω
της εξωτερικής ϐιβλιοθήκης που χρησιµοποιούµε, ϑα σταθούµε σε 2 ϐασικές µεθόδους
απεικόνισης των αραιών πινάκων.

Τρίδυµη ∆οµή Απεικόνισης

Η δοµή αυτή [2] αποτελεί τον πιο απλό τρόπο απεικόνισης των αραιών πινάκων σε
ένα υπολογιστικό σύστηµα. Για κάθε µη µηδενικό στοιχείο του πίνακα, κρατάµε την
γραµµή, τη στήλη και τη τιµή του στοιχείου.

Εκ πρώτης όψεως ϑα µπορούσε να παρατηρήσει κάποιος ότι χρειαζόµαστε 3 στοιχεία
στη µνήµη µας για να απεικονίσουµε ένα µη µηδενικό στοιχείο. ∆εν είναι όσο αποδο-
τικό όσο η απλή απεικόνιση που έχουµε για έναν πυκνό πίνακα όπου κρατάµε όλα τα
στοιχεία στη µνήµη.

Το σηµαντικό στοιχείο στην απεικόνιση ενός αραιού πίνακα είναι ότι τα στοιχεία που ϑα
χρειαστεί να αποθηκεύσουµε ϑα είναι πολύ λιγότερα από το µέγιστο αριθµό στοιχείων
που µπορεί να έχει ένας πίνακας µεγέθους nxm.
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Παράδειγµα απεικόνισης αραιού πίνακα σε Τρίδυµη ∆οµή

0 0 11.0
0 3 14.0
0 5 16.0
1 1 22.0
1 3 25.0
1 5 26.0
2 2 33.0
2 3 34.0
2 5 36.0
3 0 41.0
3 2 43.0
3 3 44.0
3 5 46.0

Κάθε γραµµή του παραπάνω πίνακα έχει την παρακάτω µορφή:
I J A(I, J)
όπου τα I και J είναι οι δείκτες για τον x και y άξονα αντίστοιχα και είναι µε ϐάση το
0.

∆οµή της Συµπιεσµένης Στήλης Compressed Column Storage (CCS)

Η δοµή αυτή αποτελεί τον πιο συνηθισµένο τρόπο απεικόνισης ενός αραιού πίνακα
σε ένα υπολογιστικό σύστηµα. Η δοµή αυτή αναφέρεται και ως Harwell-Boeing α-
πεικόνιση [3]. Σε σχέση µε την Τρίδυµη ∆οµή Απεικόνισης, προσφέρει τη δυνατότητα
να αποθηκεύσουµε µόνο τα µη µηδενικά στοιχεία ενός αραιού πίνακα, αλλά χωρίς να
χρειαζόµαστε 3 στοιχεία της µνήµης για την απεικόνιση ενός στοιχείου του πίνακα.
Συνολικά για την απεικόνιση ενός αραιού πίνακα Α στη µορφή Συµπιεσµένης Στήλης
(CCS) χρειαζόµαστε 3 διαφορετικούς µονοδιάστατους πίνακες :

• Πίνακας Τιµών: περιέχει τις τιµές του πίνακα

• Πίνακας ∆εικτών των γραµµών: Περιέχει τους δείκτες για όλες τις γραµµές που
υπάρχουν µη µηδενικά στοιχεία

• Πίνακας ∆εικτών Στηλών: Στον πίνακα αυτό ϐρίσκονται οι δείκτες για τα στοιχεία
στον Πίνακα τιµών που ξεκινάει µια στήλη του πίνακα Α.

3.1.2 Αλγοριθµική επίλυση αραιών πινάκων

Η επίλυση αραιών πινάκων µπορεί να πραγµατοποιηθεί είτε µε την χρήση άµεσων
επιλύσεων (direct solvers) είτε µε τη χρήση επαναληπτικών µεθόδων.

Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούνται για την άµεση επίλυση γραµµικών συστηµάτων που
χρησιµοποιούν αραιούς πίνακες ϐασίζονται στην απαλοιφή κατά Gauss.

Τα τελευταία χρόνια έχει εδραιωθεί η επίλυση γραµµικών συστηµάτων αραιών πινάκων
µε τη χρήση επαναληπτικών µεθόδων. Οι µέθοδοι αυτοί επιτυγχάνουν την γρηγορότερη
και πιο αποδοτική επίλυση των γραµµικών συστηµάτων µε τη χρήση των παρακάτω
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µεθοδολογιών : Μετάθεση των εξισώσεων και των αγνώστων έτσι ώστε να εγγυηθούµε µια
σταθερή LU αποσύνθεση του πίνακα Οργάνωση των υπολογισµών µε ϐάση τη διαθέσιµη
υπολογιστική ισχύ του υλικού (hardware) στο οποίο πραγµατοποιείται η επίλυση. Τα
τελευταία χρόνια έχει εδραιωθεί η χρήση πολυνηµατικών υπολογιστικών µονάδων από
τη µεριά του επεξεργαστή αλλά και της κάρτας γραφικών (µε τη χρήση τεχνολογιών
τύπου CUDA, OpenCL) που επιτρέπουν τη µαζική και παράλληλη επίλυση γραµµικών
συστηµάτων.

3.2 Μέθοδοι Παραγοντοποίησης Πινάκων

Η ϐασική µέθοδος επίλυσης ενός συστήµατος γραµµικών εξισώσεων Ax = b είναι ο πολ-
λαπλασιασµός του δεξιού µέλους µε τον αντίστροφο x = ATb (όταν ο A έχει ορθογώνιες
στήλες). Ο περιορισµός της ορθογωνικότητας των στηλών καθώς και η µη αποδοτι-
κή επίλυση του συστήµατος, καθιστά την απλή αυτή λύση µη ϐιώσιµη για γραµµικά
συστήµατα που συναντάµε σε πραγµατικά προβλήµατα.

΄Ενα ϐασικό εργαλείο για την επίλυση γραµµικών συστηµάτων (ή για την προσέγγι-
ση µιας λύσης) είναι η παραγοντοποίηση ενός πίνακα. Η ϐασική αρχή της παραγο-
ντοποίησης είναι η αποσύνθεση ενός πίνακα σε γινόµενο από πίνακες. Ανάλογα µε
την εκάστοτε µέθοδο παραγοντοποίησης, οι επιµέρους πίνακες έχουν και διαφορετι-
κές ιδιότητες τις οποίες µπορούµε να αξιοποιήσουµε κατά την επίλυση του γραµµικού
συστήµατος.

Η πιο ϐασική µέθοδος παραγοντοποίησης είναι η απαλοιφή κατά Gauss. Η απαλοιφή
αυτή µπορεί να εφαρµοστεί σε αντιστρέψιµους πίνακες όπου ο A µετατρέπεται σε έναν
άνω τριγωνικό Υ πίνακα ή παραγοντοποιείται σε ένα γινόµενο πινάκων LU όπου L είναι
ο κάτω τριγωνικός και U ο άνω τριγωνικός. Η µέθοδος αυτή αν και πολύ διαδεδοµένη
και χρήσιµη, έχει σαν ϐασικό µειονέκτηµα οτι µπορεί να είναι ¨ασταθής¨ για ορισµένα
γραµµικά συστήµατα. Επίσης, είναι δύσκολο να προσδιορίσουµε το σφάλµα που έχει
προκύψει κατά την παραγοντοποίση.

Τα παραπάνω προβλήµατα που εµφανίζει η απαλοιφή κατά Gauss έρχεται να αντιµε-
τωπίσει η Μέθοδος Παραγοντοποίησης QR.

Στα πλαίσια των αλγορίθµων που ϑα αναλύσουµε, γίνεται χρήση της QR παραγοντοπο-
ίησης η οποία µπορεί να επιτευχθεί µε τη χρήση διάφορων µεθόδων.

Η QR παραγοντοποίηση χρησιµοποιείται κυρίως για την επίλυση γραµµικών συστη-
µάτων, προβλήµατα µε ιδιοτιµές και προσέγγιση λύσης µε ϐάση την µέθοδο ελαχίστων
τετραγώνων.

Μέθοδος Παραγοντοποίησης QR

Ορίζουµε την Παραγοντοποίηση QR ως εξής :

Definition 3.2.1. QR Για πίνακα A διαστάσεων m ∗n όπου m >= n και έχει γραµµικά
ανεξάρτητες στήλες. Τότε υπάρχει ένας µοναδικός m ∗ n πίνακας Q µε QTQ = D,
D = diag(d1, ..., dn), dk > 0, k = 1, ..., n και ένας µοναδικός άνω τριγωνικός πίνακας R
µε rkk = 1, k = 1,2, ..., n έτσι ώστε A = QR
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Η Παραγοντοποίηση QR ϑα δούµε στην συνέχεια ότι αποτελεί ϐασικό στοιχείο στον EBA
αλγόριθµο καθώς χρησιµοποιείται σε κάθε επαναληπτικό ϐήµα.

Επίλυση Παραγοντοποίησης ΧΡ µε χρήση Householder µεθόδου

Η χρήση Householder µεθόδου µας δίνει τη δυνατότητα να επιλύσουµε το Ϲητούµενο
γραµµικό σύστηµα πετυχαίνοντας µίκροτερες αποκλίσεις στα αποτελέσµατα σε κάθε
ϐήµα µε αποτέλεσµα να αποφύγουµε την εύρεση Q πίνακα ο οποίος δεν είναι ορθο-
γώνιος [4].

Η ιδέα πίσω απο την µέθοδο Householder είναι να σχεδιάσουµε επαναληπτικά πίνακες
Q1, ..., Qn οι οποίοι σταδιακά µετατρέπουν τον A πίνακα σε άνω τριγωνικό πίνακα:

A =


x x x
x x x
x x x
x x x

 → Q1A = A =


x x x
0 x x
0 x x
0 x x

 → Q2Q1A = A =


x x x
0 0 x
0 0 x
0 0 x

 →

Q3Q2Q1A = A =


x x x
0 0 x
0 0 x
0 0 0


όπου x είναι µια µηδενική τιµή. Σηµειώνουµε οτι ο Qk χρησιµοποιεί τις γραµµές k : m
και δεν πειράζει καθόλου τις πρώτες k − 1 γραµµές και στήλες. Συνεπώς η µορφή του
πίνακα Q κατα την επανάληψη k ϑα είναι η εξής :

Qk =

[
Ik−1 0
0 F

]
όπου Ik−1 είναι ένας (k −1) ∗ (k −1) µοναδιαίος πίνακας και ο F έχει την εξής ιδιότητα :

Fx = ‖x‖e1

έτσι ώστε να εισαγάγει µηδενικά στο κάτω µέρος της στήλης k.

Ο πίνακας F καλείται και Housholder ανακλαστήρας (Housholder reflector)

Για u = ‖x‖e1 − x και P = uu∗

u∗u τότε έχουµε:

F = I − 2P = I − 2
uu∗

u∗u

Για το u επιλέγουµε το εξής :

u = x + sign(x(1))‖x‖e1

Κατά την ολοκλήρωση της µεθόδου, ο πίνακας A περιέχει τον πίνακα R της Παραγοντο-
ποίησης QR και τα διανύσµατα u1, ..., un είναι τα διανύσµατα αντανάκλασης τα οποία
ϑα χρησιµοποιηθούν επαναληπτικά για να σχηµατίσουµε το Q ∗ b σε ένα γραµµικό
σύστηµα.
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3.3 Χρήση προρυθµιστών µε χρήση επαναληπτικών
µεθόδων επίλυσης

Κατά την επίλυση µεγάλης κλίµακας γραµµικών συστηµάτων µε τη χρήση επαναληπτι-
κών µεθόδων προτείνεται η χρήση προρυθµιστών έτσι ώστε να επιτευχθεί γρηγορότερη
και πιο αποδοτική λύση.

Υπάρχουν επιλύσεις οι οποίες δεν χρησιµοποιούν προρυθµιστές αλλά δεν είναι ανταγω-
νιστικοί και ϐιώσιµοι σε προβλήµατα µεγάλης κλίµακας που ϐρίσκουµε σε πραγµατι-
κά προβλήµατα. Μια τέτοια επίλυση είναι η Επαναληπτική Υπερχαλάρωση(Successive
Overralaxation (SOR)) [5] µέθοδος η οποία αποτελεί προσέγγιση της Gauss–Seidel
(Liebmann). Στη µέθοδο αυτή για γραµµικό σύστηµα

Ax = b

Χωρίζουµε τον πίνακα Α σε τρεις(3) υποπίνακες

A = D + L + U

όπου

• A: περιέχει τις τιµές του πίνακα

• D : Πίνακας που περιλαµβάνει µόνο τη διαγώνιο του Α

• L : Κάτω τριγωνικός πίνακας που περιλαµβάνει όλα τα στοιχεία απο τη διαγώνιο
και κάτω του πίνακα A

• U : ΄Ανω τριγωνικός πίνακας που περιλαµβάνει όλα τα στοιχεία απο τη διαγώνιο
και πάνω

Για την επίλυση του συστήµατος χρησιµοποιούµε επαναληπτική µέθοδο που αξιοποιεί
τιµές του x από προηγούµενο ϐήµα για την εύρεση του x στο τρέχον ϐήµα.

Οι πιο σύγχρονες µέθοδοι που χρησιµοποιούνται για την επίλυση µεγάλης κλίµακας
γραµµικά συστήµατα χρησιµοποιούν προρυθµιστές υποχωρου Krylov.

3.4 Υποχώροι Krylov

Οι υποχώροι Krylov εµφανίζονται σε πολλές επαναληπτικές µεθόδους για την επίλυση
γραµµικών συστηµάτων αραιών πινάκων.

Μπορούµε να ορίσουµε τους υποχώρους Krylov ώς εξής :

Definition 3.4.1. Krylov Για µη-αντιστρέψιµο πίνακα A ∈ CNxN και y , 0 ∈ CN ο
Ν-οστος Krylov (υπο)χώρος Kn(A, y) που παράγεται απο τον A στον y είναι

Kn := Kn(A, y) := span(y, Ay, ..., An−1y)

Χαρακτηριστικά που µπορούµε να παρατηρήσουµε στον παραπάνω ορισµό είναι τα
παρακάτω:

K1 ⊆ K2 ⊆ K3 ⊆ ...

Οι διαστάσεις αυξάνονται κατά µια σε κάθε ϐήµα.
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Κεφάλαιο 4

Μέθοδοι Υποβιβασµού Τάξης
Μοντέλου

΄Οπως τονίσαµε και στην εισαγωγή της διπλωµατικής εργασίας (1) τα κυκλώµατα που
εµφανίζονται σε πραγµατικές εφαρµογές έχουν ϕτάσει τα εκατοµµύρια στοιχεία. Τα
γραµµικά συστήµατα που προκύπτουν από τέτοιας κλίµακας κυκλώµατα καθιστούν
την συµβατική επίλυση αδύνατη.

Μια από τις πλέον εδραιωµένες τεχνικές για τη µείωση της πολυπλοκότητας των γραµ-
µικών κυκλωµάτων οι οποίες αποσκοπούν στη µείωση των απαιτούµενων υπολογισµών
ή στην απλοποίηση των µαθηµατικών µοντέλων είναι οι µέθοδοι υποβιβασµού τάξης
µοντέλου. (Model Order Reduction (MOR)).

Οι µέθοδοι υποβιβασµού τάξης µοντέλου που ϑα εξετάσουµε στα πλαίσια της παρούσας
διπλωµατικής εργασίας ϐασίζονται στους υποχώρους Krylov 3.4. Τέτοιες µέθοδοι απο-
τελούν οι Passive Reduced-order Interconnect Macromodeling Algorithm (PRIMA) [6]
και Structure-Preserving Reduced-order Interconnect Macromodeling (SPRIM) [7]

4.1 Η µέθοδος υποβιβασµού τάξης µοντέλου PRIMA

Ο πλεόν ϐασικός αλγόριθµος για υποβιβασµό τάξης µοντέλου MOR είναι ο Passive
Reduced-order Interconnect Macromodeling Algorithm (PRIMA). Μέρος του αλγορίθ-
µου είναι και η µέθοδος Block Arnoldi που ϑα εξετάσουµε και υλοποιήσαµε στα πλα-
ίσια της διπλωµατικής εργασίας. Ο Block Arnoldi αλγόριθµος χρησιµοποιείται για την
παραγωγή ορθοκανονικής ϐάσης για έναν πίνακα µετασχηµατισµού.

Πρίν περιγράψουµε τον αλγόριθµο PRIMA ορίζουµε τους πίνακες οι οποίοι προκύπτουν
από τη µέθοδο MNA:

Cxn = −Gxn + Bvp (4.1)

ip = L
Txn

όπου τα διανύσµατα ip και vp δηλώνουν τις πηγές ϱεύµατος και τάσης αντίστοιχα

G =

[
N E
−ET 0

]
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C =

[
Q 0
0 H

]
xn =

[
v
i

]
Οι n ∗ n πίνακες G και C αντιπροσωπεύουν τους πίνακες αγωγιµότητας και επιδεκτι-
κότητας. Οι N , Q και H πίνακες περιλαµβάνουν τις αντιστάσεις, πυκνωτές και πηνία
αντίστοιχα. Ο πίνακας E περιλαµβάνει µονάδες, αρνητικές µονάδες και µηδενικά που
αντιστοιχούν στις µεταβλητές ϱεύµατος των νόµων του Kirchhoff (KCL). Στην περίπτωση
που οι Ν-ϑύρες του κυκλώµατος περιλαµβάνουν µόνο ϑετικά γραµµικά στοιχεία, Q,
H και N είναι συµµετρικοί, ϑετικά δηλωµένοι πίνακες (Symmetric Positive Definite
(SPD)). Με ϐάση το παραπάνω ο C είναι επίσης SPD.

Συνεπώς, επιστρέφοντας στην ισότητα 4.1, δηλώνουµε:

A = −G−1C (4.2)

R = G−1B (4.3)

Μετά από
⌊ q
N

⌋
+ 1 επαναλήψεις (η επιπλέον επανάληψη είναι απαραίτητη µόνο όταν q

N

δεν είναι ακέραιος) του PRIMA, ο n ∗ q πίνακας X είναι ο εξής :

colsp(X ) = Kr(A, R,
⌊ q
N

⌋
)

XTX = Iq

Στον ϐασικό αλγόριθµο PRIMA χρησιµοποιείται µια παραλλαγή της µεθόδου Block
Arnoldi η οποία µας δίνει το εξής :

(XTCX ) ˙̃xq = −(XTGX ) ˙̃xq + (XTB)up

ip = (LTX ) ˙̃xq

Το υποβιβασµένης τάξης µοντέλο των MNA πινάκων είναι :

C̃ = XTCX

G̃ = XTGX

B̃ = XTB

L̃ = XTL

Μετά τον υποβιβασµό του µοντέλου του πίνακα Y (s) στο οποίο αναφερόµαστε ως Ŷ (s)
είναι πλέον :

Ŷ (s) = L̃T (G̃ + sC̃)−1B̃

Τυπικά, το µέγεθος των πινάκων G̃ και C̃ είναι µικρό µε αποτέλεσµα αν είναι εύκολο
να ϐρούµε τους πόλους και τα µηδενικά του Ŷ (s).
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4.2 Η µέθοδος υποβιβασµού τάξης µοντέλου SPRIM

Για την περιγραφή του αλγορίθµου SPRIM ϑα χρειαστεί να ορίσουµε τους εξής πίνακες :

G =

[
G1 GT

2
−G2 0

]
C =

[
C1 0
0 C2

]
B =

[
B1

0

]
Στο πρώτο ϐήµα του αλγορίθµου, δηµιουργούµε τους εξής πίνακες A και R ως εξής :

A = (G + sC)−1C

R = (G + sC)−1B

Στη συνέχεια και ένα από τα ϐασικά σηµεία του αλγορίθµου είναι η επιλογή της µε-
ϑόδου για την παραγωγή του υπο-χώρου Krylov. Το σηµείο αυτό είναι που εισέρχεται
και η µελέτη που πραγµατοποιήσαµε στα πλαίσια της διπλωµατικής εργασίας για την
χρήση του Εκτεταµένου Block Arnoldi αλγορίθµου 5.2.

Με τη χρήση του επιθυµητού αλγορίθµου λαµβάνουµε το εξής αποτέλεσµα:

span(Vn) = Kn(A, R)

Συνεχίζουµε µε το επόµενο ϐήµα να είναι ο κατακερµατισµός του πίνακα Vn σε κοµ-
µάτια (blocks):

Vn =

[
V1

V2

]
ο οποίος µετατρέπεται στην εξής µορφή:

Vn =

[
V1 0
0 V2

]
Υπολογίζουµε τους νέους πίνακες µέσω της ελαχιστοποίησης :

G̃1 = V
T
q G1V1

G̃2 = V
2
TG2V1

C̃1 = V
1
TC1V1

C̃2 = V
2
TC2V2

B̃1 = V
1
TB1

και µε ϐάση του πίνακες αυτούς έχουµε:
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G̃n =

 G̃1 G̃2
T

−G̃2
T

0


C̃n =

[
C̃1 0
0 C̃2

]
B̃n =

[
B̃1

0

]
Τέλος, από τους νέους πίνακες υπολογίζεται η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος
µε τον εξής τρόπο:

Z̃n(s) = B̃n
T (G̃n + sC̃n)−1B̃n (4.4)
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Κεφάλαιο 5

Μέθοδοι προβολής σε υποχώρους
Krylov

5.1 Block Arnoldi (BA)

Ο αλγόριθµος Block Arnoldi (BA) ϑα εφαρµοστεί στους πίνακες F, G όπου F ∈n∗n και
G ∈ Rn∗s. Ο υποχώρος Krylov δίνεται απο:

Km(F, G) = Range([G, FG, F 2G, ..., Fm−1G]) (5.1)

Σηµειώνουµε οτι ο υποχώρος Km(F, G) είναι το άθροισµα απο s υποχώρους Krylov

Km(F, G) =
s∑
i=1

Km(F, G(i)) (5.2)

όπου Km(F, G(i)) είναι ο υποχώρος Krylov που έχει παραχθεί από τον F και την i-στη
στήλη G(i) απο τον nxs πίνακα G. Στη συνέχεια ορίζουµε τον αλγόριθµο ΒΑ [8–10]

Algorithm 1: Αλγόριθµος Block-Arnoldi
Είσοδοι :F πίνακας nxn G πίνακας nxs και m ακέραιος
Παραγοντοποίηση QR του G = V1R1

for j ← 1 to m 1 do
Wj = FVj for i ← 1 to j 1 do

Hi,j = V T
i Wj

Wj = Wj − VjHi,j
end
Πραγµατοποιούµε παραγοντοποίηση QR του QjRj = Qj
Hj+1,j = Rj

end
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5.2 Extended Block Arnoldi (EBA)

Η επαναληπτική µέθοδος της Extended Block Arnoldi (EBA) χρησιµοποιείται έτσι ώστε
να κατασκευαστεί ένας ορθοκανονικός πίνακας

Vm = [V1, V2, ..., Vm]

ο οποίος αποτελεί ϐάση του υποχώρου Krylov Km(A, V ). Ο περιορισµός του πίνακα Α
στον υποχώρο Krylov Km(A, V ) δίνεται από το

Tm = V
T
mAVm

Ο αλγόριθµος ΕΒΑ ορίζεται ως εξής [8,11–14]:

Algorithm 2: Αλγόριθµος Extended Block-Arnoldi (EBA)
Είσοδοι : Α πίνακας nxn, V πίνακας nxr και m ακέραιος
Παραγοντοποίηση QR του [V, A−1V ]
Θέτουµε V0 = []
for j ← 1 to m 1 do

Θέτουµε V (1)
j τις πρώτες r στήλες του Vj

Θέτουµε V (2)
j τις επόµενες r στήλες του Vj

Vj = [Vj−1, Vj]
V̂j+1 = [AV (

j 1), A−1V (2)
j ]

Ορθογωνοποιούµε V̂j+1 µε ϐάση τον Vj για να πάρουµε τον Vj+1

for i ← 1 to j 1 do
Hi,j = V T

i V̂j+1

V̂j+1 = V̂j+1 − VjHi,j
end
Πραγµατοποιούµε παραγοντοποίηση QR του V̂j+1 : V̂j+1 = Vj+1Hj+1,j

end
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Κεφάλαιο 6

Πειραµατική ∆ιαδικασία

6.1 Περιγραφή της πειραµατικής διαδικασίας

Στόχος της πειραµατικής διαδικασίας είναι η εφαρµογή των µεθόδων υποβιβασµού
τάξης µεγέθους και η χρήση εκτεταµένων υποχώρων Krylov σε πραγµατικά κυκλώµατα
µεσαίας και µεγάλης κλίµακας.

Μέσω της τροποποιηµένης ανάλυσης κόµβων µετατρέπουµε τα δίκτυα τροφοδοσίας
ολοκληρωµένων συστηµάτων σε γραµµικά συστήµατα στα οποία ϑα εφαρµόσουµε τον
Extended Block Arnoldi (EBA) αλγόριθµο για να πετύχουµε υποβιβασµό της τάξης
µεγέθους και τελικά επίλυση των συστηµάτων.

Τα πραγµατικά κυκλώµατα που ϑα µελετήσουµε είναι τα δίκτυα τροφοδοσίας των ολο-
κληρωµένων κυκλωµάτων της ΙΒΜ.

Σαν οδηγό στην υλοποίηση µας χρησιµοποιούµε το εργαλείο MATLAB το οποίο είναι
σχεδιασµένο για γρήγορη και άµεση υλοποίηση (χρησιµοποιώντας συναρτήσεις συ-
στήµατος για τις περισσότερες πράξεις µεταξύ πινάκων) αλγορίθµων.

Με τη ϐοήθεια του παραπάνω εργαλείου µπορούµε να αξιοποιήσουµε ότι η υλοποίηση
µας είναι ορθή σε όλα τα στάδια της.

6.1.1 Μορφή αρχείων εισόδου

Τα αρχεία εισόδου είναι σε µορφή Matrix Market. Περιγραφή της παραπάνω µορφής
µπορείτε να ϐρείτε στο Παράρτηµα Γʹ. ΄Οπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στη µορφή
του αρχείου, ο πίνακας ξκινάει απο τη ϑέση 1,1. Στις δοµές δεδοµένων που χρησιµο-
ποιούµε (όπως είναι η Τρίδυµη ∆οµή Απεικόνισης 3.1.1 και ∆οµή της Συµπιεσµένης
Στήλης 3.1.1) στην υλοποίηση µας, οι πίνακες έχουν σαν αρχικές συντεταγµένες το
(0,0). Συνεπώς, µια ϐασική αλλαγή που πρέπει να πραγµατοποιήσουµε είναι να α-
ϕαιρούµε -1 από κάθε συντεταγµένη γραµµής και στήλης έτσι ώστε να έχουµε τον ίδιο
πίνακα.

6.1.2 Επέκταση υπάρχουσας ϐιβλιοθήκης CSparse

Η ϐιβλιοθήκη CSparse που χρησιµοποιήσαµε κατά την υλοποίηση µας περιλαµβάνει
ένα πλήθος συναρτήσεων για πράξεις για διαχείριση και πραγµατοποίηση πράξεων
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µεταξύ αραιών πινάκων (Παράρτηµα Βʹ). Για την υλοποίηση του αλγορίθµου EBA
(Κεφάλαιο 5.2) χρειάστηκε να υλοποιήσουµε επιπλέον συναρτήσεις τις πιο σηµαντικές
από τις οποίες ϑα αναφέρουµε στη συνέχεια.

6.1.3 Ανάκτηση πίνακα Q απο τα διανύσµατα Householder

Η ϐιβλιοθήκη CSparse κατά την παραγοντοποίηση QR χρησιµοποιεί τη µέθοδο Hou-
seholder (Κεφάλαιο 3.2.1). Η µέθοδος αυτή αν και εξαιρετικά αποτελεσµατική για
επίλυση προβληµάτων όπως των Ελαχίστων Τετραγώνων, στη δική µας περίπτωση όπου
χρειαζόµαστε τον άνω τριγωνικό πίνακα Q, τα διανύσµατα απεικόνισης (reflectors) δεν
µπορούν να χρησιµοποιηθούν στην επίλυση µας. Συνεπώς, ϑα χρειαστεί να πραγµα-
τοποιήσουµε ένα επιπλέον ϐήµα όπου απο τα διανύσµατα απεικόνισης (reflectors) ϑα
χρειαστεί να ανακτήσουµε τον πίνακα Q.

Μέθοδοι Ανάκτησης Πίνακα Παραγόντων Q

Στις περιπτώσεις όπου χρειάζεται η ανάκτηση του πίνακα παραγόντων Q µπορούµε να
ακολουθήσουµε τις παρακάτω µεθόδους [15]:

• Εµπρόσθια Συσσώρευση (Forward Accumulation) Για την ανάκτηση του πίνα-
κα Q µε την παραπάνω µέθοδο ακολουθούµε τον εξής αλγόριθµο:

Algorithm 3: Εµπρόσθια Συσσώρευση(Forward Accumulation)
Q = In
for j ← 1 to r 1 do

Q = QQj
end

• Οπίσθια Συσσώρευση (Backward Accumulation)
Algorithm 4: Οπίσθια Συσσώρευση(Backwards Accumulation)
Q = In
for j ← r to 1 −1 do

Q = QjQ
end

Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι το (j − 1)x(j − 1) κοµµάτι του Qj είναι ο ταυτοτι-
κός πίνακας όποτε κατά το ξεκίνηµα της Οπίσθιας Συσσώρευσης, ο Q κατά κύριο
λόγο είναι ο ταυτοτικός πίνακας και σε κάθε ϐήµα γίνεται όλο και πιο πλήρης
όσο ο αλγόριθµος εξελίσσεται. Το συγκεκριµένο χαρακτηριστικό του αλγορίθ-
µου µπορεί να αξιοποιηθεί έτσι ώστε να µειώσουµε τον αριθµό των πράξεων που
χρειάζονται. Σε αντίθεση, στην Εµπρόσθια Συσσώρευση, µετά το πρώτο ϐήµα,
ο πίνακας είναι ήδη πλήρης. Με ϐάση τα παραπάνω, ο αλγόριθµος µπορεί να
µετατραπεί :
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Algorithm 5: Βελτιωµένη Οπίσθια Συσσώρευση(Backwards Accumulation)
Q = In
for j ← r to 1 −1 do

v(j : n) =
[

1
A(j + 1 : n, j)

]
Q(j : n, j : n) = (I − �jv(j : n)v(j : n)T )Q(j : n, j : n)

end

Στα πλαίσια της διπλωµατικής εργασίας, εφαρµόσαµε τον αλγόριθµο Βελιτωµένης Ο-
πίσθιας Συσσώρευσης.

6.2 Αποτελέσµατα Πειραµατικής ∆ιαδικασίας

Για την αξιολόγηση της πειραµατικής διαδικασίας διαλέξαµε τα διαθέσιµα πλέγµατα
ενέργειας power grids της IBM [16]. Τα χαρακτηριστικά των παραπάνω πλεγµάτων
ενέργειας µπορούν να συνοψιστούν στον παρακάτω πίνακα 6.1:

Αρχείο Εισόδου ∆ιαστάσεις #είσοδων

ibmpg1 44946 600
ibmpg2 127568 500
ibmpg3 852539 800
ibmpg4 954545 600
ibmpg5 1618397 600
ibmpg6 2506733 1000
ibmpg1t 54265 400
ibmpg2t 164897 800

Πίνακας 6.1: Πίνακας περιγραφής διαστάσεων και #εισόδων για τα πλέγµατα ενέργειας
IBM

6.2.1 Απαραίτητες τροποποιήσεις πλεγµάτων ενέργειας

Στον παραπάνω πίνακα 6.1 παρατηρούµε στις 2 τελευταίες γραµµές τα πλέγµατα ενέρ-
γειας ibmpg1t, ibmpg2t. Τα 2 αυτά πλέγµατα ενέργειας έχουν το γράµµα t στο τέλος
το οποίο υποδηλώνει οτι αναφέρονται στην µεταβατική transient ανάλυση. Τα πλέγ-
µατα ενέργειας που αναφέρονται στην µεταβατική ανάλυση, χρειάζεται να παρέχουµε
έναν πίνακα µε στοιχεία αποθήκευσης ενέργειας (πυκνωτές και πηνία). Από την άλλη
µεριά, για να πραγµατοποιήσουµε µεταβατική ανάλυση στα πλέγµατα ενέργειας συνε-
χούς DC ϱοής, στην προκειµένη περίπτωση ibmpg1 - ibmpg6 έπρεπε να προσθέσουµε
έναν διαγώνιο πίνακα µε πυκνωτικά στοιχεία τα οποία είχαν τυχαίες τιµές της τάξης του
picofarad. Η παραπάνω προσθήκη είναι τυπική για τέτοιου είδους πλέγµατα ενέργειας.

6.2.2 Αξιολόγηση πλεγµάτων ενέργειας αναφοράς

Για να καταφέρουµε να αξιολογήσουµε την µεθοδολογία µας σε µοναδικά πλέγµα-
τα ενέργειας αναφοράς, επιβάλαµε στον πίνακα πυκνωτικών στοιχείων των πλεγµάτων
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ibmpg2 και ibmpg4 να έχουν τουλάχιστον έναν κόµβο ο οποίος δεν είχε ένωση µε πυ-
κνωτικό στοιχείο. Τα παραπάνω πλέγµατα αναφοράς µαζί µε τα ibmpg1t και ibmpg2t
αντιπροσωπεύονται ως µοναδικά µοντέλα περιγραφής του [16].

6.2.3 Εφαρµογή και σύγκριση µε υπάρχουσες µεθόδους

΄Οπως έχουµε τονίσει και σε προηγούµενα κεφάλαια, στα πλαίσια της διπλωµατικής
εργασίας, εφαρµόσαµε τον αλγόριθµο Extended Block Arnoldi (EBA) τον οποίο πε-
ϱιγράψαµε στο 5.2 και τον συγκρίναµε µε µια ϐασική υλοποίηση Αντιστοίχισης Στιγ-
µών (Moment-Matching (MM) η οποία επίσης χρησιµοποιούσε την αρχή της επαλλη-
λίας(superposition property). Τα µοντέλα µειωµένης τάξης (Reduced-Order Models
(ROMs)) αξιολογήθηκαν στο εύρος συχνοτήτων [100,1012] συναρτήσει της ακρίβειας
για τη δεδοµένη τάξη του µοντέλου.

Για την αξιολόγηση µας επιλέξαµε τον κατάλληλο αριθµό στιγµών για το κάθε πλέγµα
ενέργειας έτσι ώστε και η µέθοδος EBA που εφαρµόσαµε αλλά και η κλασσική MM
µέθοδος να καταλήγουν στην ίδια τάξη µοντέλου.

6.2.4 Πίνακες συνολικών αποτελεσµάτων και περιγραφή µετα-
ϐλητών σύγκρισης

Στη συνέχεια παραθέτουµε πίνακες µε τα αποτελέσµατα της ανάλυσης µας. Οι πίνα-
κες περιλαµβάνουν τα δεδοµένα για την εκτέλλεση της ϐασικής µεθόδου Αντιστοίχισης
Στιγµών (Moment-Matching (MM), της εκτέλεσης της µεθόδου Εκτεταµένου Υποχώρου
Krylov (EBA) καθώς και έναν πίνακα µε τη σύγκριση των λαθών για κάθε πλέγµα
ενέργειας.

Ξεκινάµε παραθέτωντας τα αποτελέσµατα κατα την εφαρµογή της ϐασικής µεθόδου
Αντιστοίχισης Στιγµών (Moment-Matching (MM) 6.2.

Αρχείο Εισόδου #στιγµών Μέγιστο Λάθος

ibmpg1 2 0.037
ibmpg2 4 0.233
ibmpg3 2 0.253
ibmpg4 4 0.233
ibmpg5 2 0.242
ibmpg6 6 0.161
ibmpg1t 2 4.767
ibmpg2t 4 0.785

Πίνακας 6.2: Πίνακας αποτελεσµάτων του µέγιστου λάθους µε την εφαρµογή ϐασικής
µεθόδου Αντιστοίχισης Στιγµών για τα πλέγµατα ενέργειας IBM

Συνεχίζουµε παραθέτοντας τα αποτελέσµατα κατά την εφαρµογή της µεθόδου Εκτετα-
µένου Υποχώρου Krylov (EBA) 6.3.

Τέλος παραθέτουµε τα αποτελέσµατα της σύγκρισης µεταξύ των 2 παραπάνω µεθόδων
και το ποσοστό µείωσης λάθους της µεθόδου Εκτεταµένου Υποχώρου Krylov (EBA) σε
σχέση µε τη ϐασική µέθοδο 6.4:
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Αρχείο Εισόδου #στιγµών Μέγιστο Λάθος

ibmpg1 1 0.014
ibmpg2 2 0.131
ibmpg3 1 0.146
ibmpg4 2 0.038
ibmpg5 1 0.063
ibmpg6 3 0.130
ibmpg1t 1 1.814
ibmpg2t 2 0.411

Πίνακας 6.3: Πίνακας αποτελεσµάτων του µέγιστου λάθους µε την εφαρµογή µεθόδου
Εκτεταµένου Υποχώρου Krylov (EBA) για τα πλέγµατα ενέργειας IBM

Αρχείο Εισόδου Μέγιστο Λάθος (MM) Μέγιστο Λάθος (EKS-MM) Ποσοστό Μείωσης Λάθους

ibmpg1 0.037 0.014 62.16%
ibmpg2 0.233 0.131 43.78%
ibmpg3 0.253 0.146 42.29%
ibmpg4 0.233 0.038 83.69%
ibmpg5 0.242 0.063 73.97%
ibmpg6 0.161 0.130 19.25%
ibmpg1t 4.767 1.814 61.95%
ibmpg2t 0.785 0.411 47.64%

Πίνακας 6.4: Πίνακας αποτελεσµάτων σύγκρισης του µέγιστου λάθους µεταξύ των
µεθόδων για τα πλέγµατα ενέργειας IBM

Για τους πίνακες 6.3, 6.4 το Μέγιστο Λάθος αναφέρεται στο λάθος µεταξύ των άπει-
ϱων νορµών των συναρτήσεων µεταφοράς. Στην προκειµένη περίπτωση, για τα αρχεία
εισόδου έχουµε || ˜H(s) − H(s)||∞

Βλέπουµε επίσης στον πίνακα 6.4 οτι η ποσοστιαία µείωση του λάθους κυµαίνεται από
19.25% έως 83.69%.

Για την καλύτερη απεικόνιση των αποτελεσµάτων, επιλέξαµε να δείξουµε ενδεικτικά
τις συναρτήσεις µεταφοράς για τις δύο µεθόδους που υλοποιήσαµε (EKS-MM, MM) µε
αρχεία εισόδου ibmpg1, ibmpg2t, ibmpg6 καθώς και το µέγεθος λάθους µε αρχείο ει-
σόδου ibmpg6. Σαν σηµείο αναφοράς έχουµε συµπεριλάβει και την αρχική συνάρτηση
µεταφοράς.

Αρχικά ϑα απεικονίσουµε τα αποτελέσµατα των πειραµάτων µε το αρχείο εισόδου ib-
mpg1. Το παραπάνω αρχείο εισόδου είναι το µικρότερο απο το σύνολο των αρχείων που
τρέξαµε πειράµατα µε διάσταση 44946 και # ϑυρών 600. Στο διάγραµµα 6.1 παρατηρο-
ύµε οτι η συνάρτηση µεταφοράς για την ϐελτιωµένη προσέγγιση EKS-MM προσεγγίζει
πολύ καλύτερα τη συνάρτηση µεταφοράς του αρχικού αλγορίθµου σε σχέση µε την
προσέγγιση MM.

Παρατηρούµε επίσης, οτι και για τις πιο υψηλές συχνότητες, η προσέγγιση EKS-MM
παραµένει πολύ κοντά σε αντίθεση µε αυτή της MM προσέγγισης η οποία αποκλίνει.

Στη συνέχεια, έχουµε την απεικόνιση της συνάρτησης µεταφοράς για το αρχείο εισόδου
ibmpg2t. Υπενθυµίζουµε οτι το t στο τέλος του ονόµατος του αρχείου σηµαίνει οτι
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Σχήµα 6.1: Σύγκριση της συνάρτηση µεταφοράς στα υποβιβασµένης τάξης µοντέλα
(Reduced Order Models (ROMs) µε τη χρήση της µεθόδου EKS-MM και της κλασσικής
µεθόδου MM στο εύρος συχνοτήτων [100,1012] για το αρχείο εισόδου ibmpg1 για ϑύρες
(9,9)

πραγµατοποιήσαµε µεταβατική transient ανάλυση.

Σχήµα 6.2: Σύγκριση της συνάρτηση µεταφοράς στα υποβιβασµένης τάξης µοντέλα
(Reduced Order Models (ROMs) µε τη χρήση της µεθόδου EKS-MM και της κλασσικής
µεθόδου MM στο εύρος συχνοτήτων [100,1012] για το αρχείο εισόδου ibmpg2t για ϑύρες
(4,4)
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Στο σχήµα 6.2 ϐλέπουµε οτι και στην περίπτωση της µεταβατικής ανάλυσης, η συνάρτη-
ση µεταφοράς της µεθόδου EKS-MM παρουσιάζει καλύτερη προσέγγιση στη συνάρτηση
µεταφοράς του αρχικού αλγορίθµου απο αυτόν της απλής MM µεθόδου.

Στη συνέχεια, ϑα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα απο το αρχείο εισόδου ibmpg6.
Υπενθυµίζουµε οτι αυτό το αρχείο εισόδου, περιλαµβάνει και τις µεγαλύτερες διαστάσεις
(2506733) και # εισόδων(1000) απο όλα τα υπόλοιπα αρχεία εισόδου(σχήµα 6.3).

Σχήµα 6.3: Σύγκριση της συνάρτηση µεταφοράς στα υποβιβασµένης τάξης µοντέλα
(Reduced Order Models (ROMs) µε τη χρήση της µεθόδου EKS-MM και της κλασσικής
µεθόδου MM στο εύρος συχνοτήτων [100,1012] για το αρχείο εισόδου ibmpg6 για ϑύρες
(5,5)

Το πείραµα µας πραγµατοποιήθηκε για ϑύρες (5,5) και στο εύρος συχνοτήτων [100,1012].
Τα αποτελέσµατα όπως ϑα δούµε είναι πολύ ενθαρρυντικά καθώς η συνάρτηση µετα-
ϕοράς πλησιάζει αυτή του αρχικού αλγορίθµου ενώ έχουµε µεγάλη ϐελτιώση στο λάθος
σε σχέση µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα της MM προσέγγισης ιδιαίτερα για συχνότητες
που ξεπερνούν την 106.

Στο διάγραµµα 6.3 µπορούµε να δούµε τη συνάρτηση µεταφοράς του αρχικού αλγο-
ϱίθµου, της κλασσικής MM προσέγγισης και του ϐελτιωµένου αλγορίθµου EKS-MM.

Στο διάγραµµα 6.4 µπορούµε να δούµε το µέγεθος του λάθους µεταξύ των µεθόδων
MM και EKS-MM.
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Σχήµα 6.4: Μέγεθος του λάθους για τα υποβιβασµένης τάξης µοντέλα (Reduced Order
Models (ROMs) µε τη χρήση της µεθόδου EKS-MM και της κλασσικής µεθόδου MM
στο εύρος συχνοτήτων [100,1012] για το αρχείο εισόδου ibmpg6 για ϑύρες (5,5)
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Παράρτηµα Αʹ

Ακρωνύµια και συντοµογραφίες

MNA Modified Nodal Analysis

KCL Kirchhoff’s Current Law

SPD Symmetric Positive Definite

MOR Model Order Reduction

PRIMA Passive Reduced-order Interconnect Macromodeling Algorithm

SPRIM Structure-Preserving Reduced-Order Interconnect Macromodeling

MM Moment Matching

ROMs Reduced-Order Models

BA Block Arnoldi

EBA Extended Block Arnoldi
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Παράρτηµα Βʹ

Βιβλιοθήκη CSparse

Στο παρόν κεφάλαιο ϑα αναφέρουµε επιγραµµατικά τη χρήση της ϐιβλιοθήκης CSparse
σαν εξωτερική ϐιβλιοθήκη για την απεικόνιση αραιών πινάκων και πραγµατοποίηση
πράξεων και µετασχηµατισµών πάνω σε αυτούς [2].

Οι συναρτήσεις της ϐιβλιοθήκης CSparse χωρίζονται σε 3 ϐασικές κατηγορίες : τις
πρωτογενής, τις δευτερογενής και τις τριτογενής.

Οι πρωτογενής συναρτήσεις περιλαµβάνουν όλες τις συναρτήσεις που χρειάζεται µια
εφαρµογή για να δηµιουργήσει έναν πίνακα A, να λύσει ένα σύστηµα Ax = b και
γενικά να εφαρµόσει ϐασικές µεθόδους πινάκων.

Οι δευτερεύουσες συναρτήσεις περιλαµβάνουν ταξινόµηση και παραγοντοποίηση πι-
νάκων, µετασχηµατισµοί για πίνακες µεταθέσεων κλπ.

Οι τριτογενής συναρτήσεις έχουν δηµιουργηθεί κυρίως για εσωτερική χρήση εντός της
ϐιβλιοθήκης.

Κάθε πρόγραµµα το οποίο χρησιµοποιεί τη CSparse ϐιβλιοθήκη πρέπει να περιλαµ-
ϐάνει το header αρχείο :

#include "cs.h"

Στο αρχείο αυτό ϐρίσκονται οι δηλώσεις όλων των συναρτήσεων που παρέχει η ϐιβλιο-
ϑήκη καθώς και οι τύποι δεδοµένων που χρησιµοποιούνται.

Πριν περιγράψουµε τις διάφορες συναρτήσεις που περιλαµβάνει η ϐιβλιοθήκη CSparse
και χρησιµοποιούµε κατά την υλοποίηση στα πλαίσια της ∆ιπλωµατικής Εργασίας, ϑα
χρειαστεί να ορίσουµε τα είδη των παραµέτρων και των δυνατών τιµών που µπορεί να
επιστρέφονται από την κάθε συνάρτηση.

Κάθε παράµετρος ή τιµή που επιστρέφεται από τις συναρτήσεις της ϐιβλιοθήκης, περι-
γράφεται ως εξής :

• in: Η µνήµη της παραµέτρου δεσµεύεται και η τιµή της ορίζεται πριν τη κλήση
της συνάρτησης και δεν µεταβάλλεται κατά την επιστροφή της

• in/out: Η µνήµη της παραµέτρου δεσµεύεται και η τιµή της ορίζεται πρίν
τη κλήση της συνάρτησης αλλά η τιµή της έχει µεταβληθεί µετά τη κλήση της
συνάρτησης

34

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
13/06/2024 18:16:51 EEST - 3.15.7.189



• out: Η µνήµη πρέπει να έχει δεσµευτεί πριν τη κλήση της συνάρτησης. Η τιµή
ορίζεται µετά το πέρας της συνάρτησης

• work: Η µνήµη πρέπει να έχει δεσµευτεί πριν τη κλήση της συνάρτησης. Η τιµή
δεν ορίζεται ούτε πριν ούτε µετά το πέρας της συνάρτησης

• returns: Η επιστρεφόµενη τιµή κάθε συνάρτησης της ϐιβλιοθήκης. Σε περίπτω-
ση που η συνάρτηση επιστρέφει δείκτη, εάν προκύψει λάθος, επιστρέφεται NULL

Επίσης να σηµειώσουµε ότι σε όλη την υλοποίηση που κάναµε ορίζουµε ως m τον
αριθµό των γραµµών και ως n τον αριθµό των στηλών.

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε τις συναρτήσεις που χρησιµοποιήσαµε από τη ϐιβλιοθήκη
CSparse µαζί µε µια συνοπτική περιγραφή της χρήσης της.

Αρχικά έχουµε την ϐασική δοµή η οποία χρησιµοποιείται για την αναπαράσταση ενός
αραιού πίνακα είτε σε µορφή τρίδυµης δοµής απεικόνισης 3.1.1 είτε σε ∆οµή Συµπιε-
σµένης Στήλης 3.1.1

cs:

typedef struct cs_sparse /* matrix in compressed-column or
triplet form */

{
int nzmax ; /* maximum number of entries */
int m ; /* number of rows */
int n ; /* number of columns */
int *p ; /* column pointers (size n+1) or col indices

(size nzmax) */
int *i ; /* row indices, size nzmax */
double *x ; /* numerical values, size nzmax */
int nz ; /* # of entries in triplet matrix, -1 for

compressed-col */
} cs ;

Πρόσθεση πινάκων.
cs_add: C = αA + �B

cs *cs_add (const cs *A, const cs *B, double alpha, double beta);
A in sparse matrix
B in sparse matrix
alpha in scalar
beta in scalar

returns C=alpha*A+beta*B; NULL on error

Μετατροπή πίνακα T Τρίδυµης Μορφής Απεικόνισης σε πίνακα C µε ∆οµή Συµπιε-
σµένης Στήλης. Οι στήλες του πίνακα C δεν είναι ταξινοµηµένες και µπορεί να υπάρ-
χουν διπλές εγγραφές.
cs_compress:

cs *cs_compress (const cs *T) ;
T in sparse matrix in triplet form

returns C if successful; NULL on error
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Αφαίρεση διπλών εγγραφών
cs_dupl:

int cs_dupl (cs *A) ;
A in/out sparse matrix;

returns 1 if successful; 0 on error

Προσθήκη νέας τιµής σε έναν πίνακα Τρίδυµης ∆οµής Απεικόνισης. Σε περίπτωση που
η µνήµη που έχει δεσµευτεί για τον πίνακα δεν επαρκεί, γίνεται επέκταση της µνήµης
cs_entry:

int cs_entry (cs *T, int i, int j, double x) ;
T in/out triplet matrix; new entry added on

output
i in row index of new entry
j in column index of new entry
x in value of new entry

returns 1 if successful; 0 on error

Πολλαπλασιασµός αραιών πινάκων.
cs_multiply: C = AB

cs *cs_multiply (const cs* A, const cs *B) ;
A in sparse matrix
B in sparse matrix

returns C = A*B; NULL on error

Εκτύπωση αραιού πίνακα.
cs_print:

int cs_print (const cs* A, int brief) ;
A in sparse matrix
brief in if 0 print all of A; a few entries

otherwise
returns 1 if successful; 0 on error

Μετατόπιση αραιού πίνακα.
cs_transpose: C = AT

cs *cs_transpose (const cs* A, int values) ;
A in sparse matrix
values in if 0 only pattern; both pattern and

values otherwise
returns C = A’; NULL otherwise

∆έσµευση µνήµης αραιού πίνακα.
cs_calloc:

void *cs_calloc (int n, size_t size) ;
n in number of items to allocate
size in size of each item in bytes

returns if successful pointer to allocated
block;
NULL on error
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Απελευθέρωση µνήµης
cs_free:

void *cs_free (void *p) ;
A in/out block to free

returns NULL

∆οµή για την ανάλυση µεθόδου Cholesky ή QR
css:

typedef struct cs_symbolic /* symbolic Cholesky, LU,
or QR analysis */

{
int *pinv ; /* inverse row perm, for QR,

fill perm for Chol */
int *q ; /* fill-reducing column permutation

for LU and QR */
int *parent ; /* elimination tree for Cholesky

and QR */
int *cp ; /* column pointers for Cholesky,

row counts for QR */
int *leftmost j /* leftmost[i] = min(find(A(i,:))),

for QR */
int m2 ; /* # of rows for QR, after adding

fictitious rows */
double lnz ; /* # entries in L for LU or Cholesky;

in V for QR */
double unz ; /* # entries in U for LU;

in R for QR */
} css ;

∆οµή απεικόνισης αποτελεσµάτων LU και QR παραγοντοποίησης
csn:

typedef struct cs_numeric /* numeric Cholesky, LU,
or QR factorization */

{
cs *L ; /* L for LU and Cholesky,

V for QR */
cs *U ; /* U for LU, R for QR,

not used for Cholesky */
int *pinv ; /* partial pivoting for LU */
double *B ; /* beta [0..n-l] for QR */

} csn ;

Εξάλειψη µηδενικών από τους αραιούς πίνακες
cs_dropzeros:

int *cs_dropzeros (cs* A) ;
A in/out array to remove the zeros from

returns if successful 1; 0 otherwise
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Παραγοντοποίηση QR αραιού πίνακα A, n ∗m µεγέθους, όπου m >= n
cs_qr:

csn *cs_qr (const cs* A, const css *S) ;
A in matrix to factorize
S in symbolic analysis from cs_sqr

returns numeric factorization N;
NULL on error

Αλγεβρική επίλυση QR ή LU cs_sqr:

csn *cs_sqr (int order, const cs* A, const css *S) ;
order in ordering method to use (0 to 3)
A in matrix to factorize
qr in analyze for QR if nonzero

or LU if zero
returns S, symbolic analysis for cs_qr

or cs_lu; NULL on error

38

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
13/06/2024 18:16:51 EEST - 3.15.7.189



Παράρτηµα Γʹ

Μορφή αρχείων εισόδου Matrix
Market

Γʹ.1 Περιγραφή µορφής αρχείου

Η µορφή αρχείων εισόδου Matrix Market [17] αποτελεί µια ϐασική µορφή απεικόνι-
σης πινάκων σε µορφή ASCII αρχείων. Το ϐασικό χαρακτηριστικό της µορφής αυτής
είναι η απλότητα που τη διακρίνει κατά την περιγραφή ενός πίνακα. Ο στόχος της
µορφής αυτής είναι να είναι εύκολα προσβάσιµο στη κατανόηση όσο από ανθρώπους
όσο και από προγράµµατα αλλά χωρίς να χάνεται η προσαρµοστικότητα σε εφαρµογές
µε πιο αυστηρές δοµές ή η επεκτασιµότητα σε συναφείς δοµές δεδοµένων (όπως είναι
η Τρίδυµη ∆οµή Απεικόνισης (3.1.1) και ∆οµή της Συµπιεσµένης Στήλης (3.1.1».

Στα πλαίσια της παρούσας ∆ιπλωµατικής Εργασίας, ϑα εξετάσουµε δύο από τις ϐασικές
µορφές δήλωσης πινάκων:

• Μορφή Συντεταγµένων (Coordinate Format)
Είναι η ϐασική µορφή που χρησιµοποιείται για την αναπαράσταση αραιών πι-
νάκων. Η µορφή αυτή περιλαµβάνει µόνο τις µη-µηδενικές τιµές µαζί µε τις
συντεταγµένες τους στον πίνακα. ΄Οπως συµπεραίνουµε, η µορφή αυτή είναι
ιδανική µόνο όταν τα µη-µηδενικά στοιχεία είναι λιγότερα από τα µηδενικά.

• Μορφή Πίνακα (Array Format)
Είναι η ϐασική µορφή που χρησιµοποιείται για την αναπαράσταση πυκνών πι-
νάκων. Στη µορφή αυτή, παρέχουµε όλες τις τιµές (µηδενικές και µη-µηδενικές)
σε µια προ διατεταγµένη (ανά στήλη) σειρά.

Τα αρχεία εισόδου που διαχειριζόµαστε στην υλοποίηση µας είναι της πρώτης µορφής.
Παραθέτουµε ένα απλό παράδειγµα πως ένας αραιός πίνακας αντικατοπτρίζεται σε αυτή
τη µορφή:

10 15 0 0
0 2.34 0 221

1.32 0 0 23.324
0 0 0 98.58

Το παραπάνω παράδειγµα είναι από έναν γενικό αραιό πίνακα 4x4 µε πραγµατικές
τιµές.
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Στη µορφή Matrix Market το παραπάνω παράδειγµα ϑα παρουσιάζεται ως εξής :

%%MatrixMarket matrix coordinate real general
%===============================================================
4 4 7
1 1 10
1 2 15
2 2 2.34
2 4 221
3 1 1.32
3 4 23.324
4 4 98.58

Η πρώτη γραµµή του αρχείου περιλαµβάνει τον τύπο της µορφής του αρχείου. Στην
συγκεκριµένη περίπτωση, σηµειώνει ότι το αντικείµενο εντός του αρχείου αντιπροσω-
πεύει έναν πίνακα σε Μορφή Συντεταγµένων (Coordinate Format) και οι τιµές που
περιέχονται εντός του πίνακα είναι πραγµατικές σε κανονική µορφή.

Υπάρχουν διάφορες παραλλαγές της παραπάνω µορφής που περιλαµβάνουν µιγαδικές
αλλά και ακέραιες τιµές καθώς και µορφές που οι ϑέσεις από τις µη-µηδενικές τιµές
περιγράφονται ϐάση προτύπου (pattern matrices).

Επίσης, επιπλέον παράµετροι µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να δηλώσουµε συµ-
µετρίες στον πίνακα οι οποίες µπορούν να µειώσουν ϱιζικά το µέγεθος των δεδοµένων.
Τέτοιες παράµετροι είναι symmetric, skew-symmetric, Hermitian. Στις περιπτώσεις
αυτές µόνο οι τιµές για το κάτω τριγωνικό µέρος του πίνακα χρειάζεται να ϐρίσκονται
εντός του αρχείου.

Στη συνέχεια, στο παραπάνω παράδειγµα ϐλέπουµε ότι η πρώτη γραµµή µετά τα σχόλια
(τα οποία ξεκινάνε πάντα µε τον χαρακτήρα % στην αρχή) έχουµε µια γραµµή η οποία
έχει τη µορφή:

Αριθµός Γραµµών Αριθµός Στηλών Αριθµός Μη-Μηδενικών Στοιχείων

Η παραπάνω γραµµή µας ϐοηθάει στο να δεσµεύσουµε µε ακρίβεια τον χώρο που ϑα
χρειαστεί το πρόγραµµα µας για να αποθηκεύσει τον πίνακα.

Στη συνέχεια, όλες οι υπόλοιπες γραµµές έχουν την ίδια µορφή η οποία είναι η ε-
ξής :

Συντεταγµένη Γραµµής Συντεταγµένη Στήλης Τιµή

Κάθε µια τιµή που λαµβάνουµε από το αρχείο την τοποθετούµε εντός του πίνακα που
έχουµε στην µνήµη.
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