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ΣΚΟΠΟΣΚΑΓΑΝΠΚΕΖΜΕΝΟ ΤΗΣΕΡΓΑΣΖΑΣ

Η παραύσα Διπλωματική Εργασία πραγματεύεται τα συμβολικό

υπολογισμό συνθηκών τοπικής αστόθειας ενός διβόθμιου μη

συντηρητικαύ συστήματας με γραμμικό ελατήρια και απόσβεση, και πια

συγκεκριμένα του προσομοιώματας ταυ Ziegler υπό μερικό

εφαπτομενική δύναμη κορυφής.

Δίδεται έμφαση στις περιπτώσεις εκείνες συνδυασμού των παραμέτρων

που υπεισέρχονται (μόζας, δυσκαμψίας ελατηρίων, απόσβεσης,

παραμέτραυ μη συντηρητικότητας και φορτίαυ) για τις οποίες

παραβιόζονται τα κριτήρια ασυμπτωτικής ευστόθειας των Lienard ­
Chipart για τιμές ταυ φαρτίαυ μικρότερες του πρώταυ φαρτίαυ

λυγισμού.

Οι ευρεθείσες συνθήκες δεν σχετίζονται με οποιοδήποτε είδος στατικής

ή δυναμικής διακλόδωσης σημείων ισορροπίας, παρό μόνο με ασταθή

υπερβολικό σημεία ισορροπίας του τετριμμένου δρόμου (κατακόρυφου

συστήματος).

Μέσω πληθώρας αναλύαεων της δυναμικής του συστήματος με χρήση

εξιδεικευμένου ελεύθεραυ λαγισμικού καταδείχθηκε η ταπική αατόθεια

του ως όνω δρόμου, σχετιζόμενη είτε με αποκλίνουσα κίνηση (συνεχώς

αυξανομένου εύραυς) είτε με περιοδικές τροχιές εξαρτώμενες από τις

αρχικές συνθήκες.

Τέλος, δόθηκαν και ορισμένες προτόσεις για μελλοντική έρευνα.



Μαγδαληνή Παρασκευά

ΔιnΛωμαrιKή Εργασία

ΚΕΦΑΛΑΙ0 1 : 'Εισο w 17 - Γενικ . Μοθπ ΟΤΙΚ' θεώοπσπ

1.1 Γενικό

Η σπουδσιότητσ της σπόσβεσης στην τοπική οσυμπτωτική δυναμική

ευστάθεια μη συντηρητικών συστημάτων έχει ήδη αναγνωριστεί από

ορκετά νωρίς, αρχικά από τον Ziegler (1952), έπειτα από τους Nemat­
Nasser κοl Hermann (1966) και τέλος από τον Crandall (1970).
Ιδιαίτερη έμφοση έχει δοθεί σε μη συντηρητικά διακεκριμένα

συστήμοτα υπό την επίδΡοση εφαπτομενlκής φόρτισης (αυτόνομα

συστήμοτα), το οποίο μπορούν να χάσουν την ευστάθειά τους είτε

μέσω πτερυγισμού (τολοντώσεων συνεχών ουξανομένων εύρους ­
δυνομlκή οστάθειο) είτε μέσω αστάθειας τύπου απόκλισης (στατικής).

Αυτά εξορτάταl απά την περιοχή μεταβολής της παΡομέτρου μη

συντηρητικότητος του φορτίου.

Η τοπική δυναμική ευστάθειο τέτοιων αυτόνομων μη συντηρητικών

συστημάτων με οπόσβεση δlέπετοl από την ποροκάτω διαφορική

εξίσωση μορφής μητρώου διανύσματος:

Mq +Cq +Vq = ο (1.1)

όπου η τελεία σημοίνεl παράγωγο ως προς το χράνο t και το q(t)είναl

ένα διάνυσμα κατάστασης-με συντεταγμένες q,(t)(i = 1, ..... ,η).

Το Μκαl [είναl πραγμοτικά συμμετρικό. μητρώα ηχη, ενώ το v είνοl μη

συμμετρικό μητρώο, όταν η ποράμετρος μη συντηρητικής φόρτισης η

είνοl διάφορη του μηδενός (εφόσον για η=l αντιστοιχεί σε συντηρητική

φόρτιση). Ειδικότερα, το μητρώο Μ σχετίζεται με την ολική κινητική

ενέργεια του συστήματος, είνοl συνδυασμάς των συγκεντρωμένων

μαζών m, (ί=l, 2, ...... ,η) και είνοl πάντοτε θετικά ορισμένο, το μητρώο c
οποτελούμενο από στοιχεία των συντελεστών απόσβεσης CII (ί, j =1,
2,... , η) μπορεί να είναι θετικά ορισμένο, θετικά ημl-ορlσμένο άπως στη

περίπτωση της απόσβεσης λόγω διάβρωσης [Zajac (1964, 1965)] ή

αόριστο [5ygulski (1996), Laneville Κ,α (1996)] το V είναι ένα

γενικευμένο μητρώο δυσκαμψίας με συντελεστές ki; (ί, j=l, 2, ... η), του

οποίου το στοιχεία είναι γραμμική συνάρτηση του η και μιας αιφνίδιας

επl βαλλάμενης εξωτερl κής φόρτισης ii σταθερού μεγέθους με

καθαρισμένη διεύθυνση (εφαπτάμενη φόρτιση ορισμένη οπά το η) και

άπειρη διάρκεια, δηλαδή Vij = V'j(ii; k'j; η). nΡοφανώς, λόγω αυτού

του τύπου φόρτισης ένα σύστημα κάτω απά ουτές τις προϋποθέσεις
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είναι αυτόνομο. Η στατική αστάθεια (τύπου απόκλισης) ή τα φορτία που

προκαλούν λυγισμό λf(ί = 1' ..... ' η) λαμβάνονται μέσω του μηδενισμού

της ορίζουσας του ασύμμετρου (η * 1) μητρώου δυσκαμψίας

ν(λ; kIi , η),

Ιν(λ, kij> η)1 = ο (1.2)

Είναι φανερό ότι η εξίσωση καταλήγει σε μια ητου βαθμού αλγεβρική

εξίσωση ως προς το λ για δεδομένες τιμές των kij και του η.

Θεωρώντας διακριτές κρίσιμες καταστάσεις, το μητρώο δυσκαμψίας

ν(λ; kij> η) είναι: θετικό για λ < λ\, μηδενικό για λ = λ\ και αρνητικό για

λ> λ\.

Το σύνορο μεταξύ του πτερυγισμού και αστάθειας λάγω απόκλισης

βρίσκεται λύνοντας ως προς λ και η το σύστημα των αλγεβρικών

εξισώσεων.

8ν
V =-=0

8λ
(1.3)

για δοσμένες τιμές των συντελεστών δυσκαμψίας k,] (ί, j = 1' ..... ' η)

Ο Α.Ν. Κουνάδης και συνεργάτες του σε δύο πράσφατες δημοσιεύσεις

(2006, 2008) κατέδειξε τις συνθήκες υπά τις οποίες ένα αυτόνομο

σύστημα με απάσβεση κάτω από αιφνίδια επιβαλλόμενη φόρτιση

σταθερού μεγέθους και διεύθυνσης (συντηρητική φόρτιση), με άπειρη

διάρκεια, μπορεί να παρουσιάσει δυναμικές διακλαδικές μορφές

αστάθειας πριν την απόκλιση (στατική αστάθεια), δηλαδή για λ < λ\

όταν περιλαμβάνεται απειροελάχιστη απόσβεση. Αυτές οι μορφές

δυναμικής διακλάδωσης λαμβάνουν χώρο είτε μέσω εκφuΛισμέvωv.

διακAaδώσεωv ΗαΡf(περlοδlκές κινήσεις γύρω από κέντρα) ή καvαvική

διακλάδωση Hapf (περιοδικοί έλικες ή πτερυγισμάς). Τα απρόσμενα

αυτά αποτελέσματα (που συνεπάγονται αποτυχία του κινηματικού

κριτηρίου του Ziegler και άλλα φαινάμενα ανωμαλιών) μπορεί να

εμφανιστούν για ένα συγκεκριμένο συνδυασμό τιμών της κατανομής της

μάζας (κυρίως) και της δυσκαμψίας ενός συστήματο<;, σε συνδυασμό με

θετικά ημl-ορlσμένα ή αόριστα μητρώα απόσβεσης.

Το ερώτημα. που αvακύπτει είναι αν υπάρχουν συνδυασμοί των τιμών

των παραπάνω αναφερόμενων παραμέτρων, δηλαδή της μάζας και της

κατανομής δυσκαμψία<;, οι οποίες σε συνδυασμό με θετικά ορισμένα
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μητρώα απόαβεαης μπαραύν να αδηγήσαυν αε στατικό ή δυναμικό

διακλαδαύμενα ασταθή μαντέλα, όταν τα σύστημα είναι μη συντηρητικό

εξαιτίας μιας εφαρμαζόμενης μερικό εφαπταμενlκής θλιπτικής δύναμης,

παυ χαρακτηρίζεται από μια παρόμετρο μη συντηρητικότητας η. Μόνο οι

περιmώσεις της αστόθειας λόγω της απόκλισης για κατόλληλες τιμές

ταυ η λαμβόνονταl υπόψη. Ιδιαίτερη έμφαση πρέπει να δοθεί κυρίως

στην απειροελόχιστη απόσβεση, η οποία μπαρεί να έχει σημαντική

επίδραση σε ένα σύστημα με αστόθεια λόγω απόκλισης. 'Ενα τέτοιο

ταπικά, δυναμικό και ασταθές σύστημα θα διερευνηθεί μέσω του

συνόλου των κριτηρίων ασυμπτωτικής ευστάθειας Lίenard- Chipart

[Gantmacher (1959)] τα οποία είναι πιο εύχρηστα από τα ευρέως

γνωστό κριτήρια ευστάθειαςτου Rauth-Hurwitz. Η τοπική ασυμπτωτική

ευστάθεια αυτών των συστημάτων θα εξεταστεί για τιμές ταυ φορτίου

διάφορες του μηδενός αλλά μικρότερες ταυ λ\, καθόσαν αν το φορτίο

ισούται με μηδέν, η μη συντηρητικάτητα αναιρείται εξ ορισμαύ.

1.2 ΒασικέcEEIaώσEtc

Η λύση της εξίσωσης (1.1) μπαρεί να αναζητηθεί υπό τη μορφή:

q = re pt (1.4)

όπου ρ είναι γενικά ένας μιγαδικός αριθμός (ιδιατψή) και r ένα μιγαδικό

διάνυσμα ανεξάρτητο απά το χρόνο t.

Συνδυάζαντας τις εξισώσεις (1.1) και (1.4) λαμβάνουμε:

(ρ2Μ + pC + V)r = Ο (1.5)

Για δεδαμένα μητρώα Μ, C και V αl λύσεις της παραπάνω εξίσωσης

σχετίζονται με τις lακωβlανές lδlατιμές ρ=ρ(λ). που προκύπταυν μέσω

ταυ μηδενισμού της ορίζουσας:

Ip 2M+pC+VI=O (1.6)

το ανάπτυγμα της οποίας δίνει την χαρακτηριστική εξίσωση για ένα n­
βαθμού ελευθερίας σύστημα.

2n + Zn-l + + + - ΟΡ αι ρ .... αzn-lP a2n- (1.7)

όπου οι πραγματικαί συντελεστές α, με ί=l. 2•...•2n προκύπταυν από τον

τύπα ταυ Bόcher [Pipes και Harνill (1970)]. Οι lδlατιμές (ρίζες) της

εξίσωσης (1.7) ρ; 0=1. 2•...•2n) είναι γενικά ζεύγη συζυγών μιγαδικών
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αριθμών της μαρφής Ρι = νί ± μιί (όπου νί και μί πραγματικοί αριθμοί

και ί =,J 1) με αντίοτοlχα συζυγή μιγαδικό lδιαδιανύσματα Τί και ΤΙ

U=I. 2, ...,η). Εφόσαν Ρ; = ρiCλ) ισχύει και ν; = νί(λ), μι = μiCλ), r; = ΓiCλ)

και r'j = η(λ). Έτσι, αl λύσεις της εξίσωσης (1.1) είναι της μορφής

(1.8)

όπου Α και Β είναι σταθερές που καθορίζονται από τις αρχικές συνθήκες.

Εάν άλες οι lδlοτιμές της εξίσωσης (1.7) έχουν αρνητικό πραγματικό

μέρας, όταν δηλαδή νι < Ο για κάθε j, τότε αl ρίζες της εξίσωσης αυτής

είναι φραγμένες και τείνουν προς το μηδέν όταν t -, 00. Σε αυτή τη

περίπτωση τα αλγεβρικό παλυώνυμο (1.7) ανομάζεταl πολυώνυμο ταυ

Hurwitz (εφάσον όλες οι ρίζες ταυ έχαυν αρνητικό πραγματικό μέρας)

και η αρχή των αξόνων - αρχική θέση ισορροπίας του συστήματος

(η = q = ο)είναl ασυμπτωτικά ευσταθής.

1.3 Κοιτάοια για ασυμπτωτική'Eυtπόθεια

Έστω η γενική περίπτωση ενός παλυωνύμαυως πρας Ζ με πραγματικαύς

συντελεστέςα,υ = 0.1...... η) :

(1.9)

Για τα απαία θα αναζητήσουμε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες έτσι

ώστε όλες οι ρίζες του να έχουν αρνητικά πραγματικά μέρας.

Ως Zk (k=l, 2, .....m) ορίζανταl αl πραγματικές ρίζες και ως 1j + iSj , 0=1.

2, ...(n~m), ί =,J 1) οι μιγαδικές ρίζες της εξίσωσης (1.9). Μπορούμε να

εξασφαλίσαυμε αυτές να βρίσκονται αριστερά του φανταοτικού άξονα,

δηλαδή:

,--_.,
Zk < 0.1j < Ο. (k=l, 2..... m; j=l, 2....,.. , ....)

•

Επαμένως, μπορούμε να γράψουμε ότι

(1.10)

(1.11)

Καθάσον λάγω της ανισότητας (1.10) κάθε άρας του τελευταίαυ μέραυς

της εξίσωσης (1.11) έχει θετlκαύς συντελεοτές, συμπεραίναυμε ότι και

όλοι οι συντελεστές της εξίσωσης (1.9) είναι επίσης θετlκαί. Ενταύταις,

αυτό (δηλ. α, > Ο για κάθε ί με αο > Ο) είναι αναγκαία αλλά όχι ικανή
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συνθήκη ώστε όλες αι ρίζες της εξίσωσης (1.9) να βρίσκανται στα

αριστερό ημι-επίπεδο (Re(z) < Ο).

Σύμφωνα με τα κριτήριο των Rauth-Hurwitz για ασυμπτωτική

ευστάθεια, δηλαδή για να έχουν όλες οι ρίζες της εξίσωσης (1.9)
αρνητικό πραγματικό μέρος, αναγκαίες και ικανές συνθήκες είναι:

Δ, >0, Δ2 >0, ... ,Δn >0

όπου,

(1.12)

α31
α2 '

α, α3 αs

αο α2 α.

α l α3 Ο Ο α, α3

Δ3 = αο α2 α. , ....• Δn = Ο αο α2 α.

Ο α, α3

α,

, (1.13)

με ακ = Ο για K>n.

Επίσης, πρέπει να σημειωθεί ότι, όταν ισχύουν οι ανωτέρω αναγκαίες

συνθήκες α, > Ο (για κάθε ί), τότε οι ανισότητες (1.12) δεν είναι

ανεξάρτητες. Για παράδειγμα, για n=4 με το κριτήριο των Routh­
Hurwitz μειώνεται ατη μοναδική ανισότητα Δι > Ο, για π=5 μειώνεται σε

Δ2 > Ο και Δ4 > ο, ενώ για π=6 σε Δ3 > Ο, Δs > Ο. Αυτή η περίπτωση

απασχόλησε τους Lienard και Chipart [Gantmacher (1970)], οι οποίοι

διατύπωσαν το ακόλουθο κομψό κριτήριο για ασυμπτωτική ευστάθεια:

!1Ι2!τήριο ευστάθειοc τωv Lienard - Chipart

Για να διαθέτει ένα πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές f(z) =
αοΖ" + a,zn-, + ... an_,z + α• = Ο , αο > Ο όλες τις ρίζες του με

αρνητικό πραγματικό μέρος θα πρέπει να ισχύουν οι ακόλουθες

Όναγκαίεςκαι /κανέςσυνθήκες:

Είτε,

L
ή Δι > Ο, Δ3 > ο, ... ,a. > Ο, an-2 > Ο, ....., με 'Δ Ο Δ Ο
.η 2> , 4> , ... ,

5
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είτε,

{
ή Δι > Ο, Δ, > ο, ""

απ > Ο, an - 1 > Ο, απ-3 > Ο, "', με ι Δ Ο Δ Ο
η 7.>, ι,> ""Ι

(1.14β)

Το ποροπάνω κριτήριο ονοκολύφθηκεεκ νέου οπά τον Fuller (1968).

Στη πορούσο εργοσίο η προσοχή μος επικεντρώνετοl σε ένο μη

συVΤηρηΤΙKό με 2 βοθμούς ελευθερίος με οπόσβεση σύοτημο (εξοιτίος

μιος συγκεντρωμένης μερικά εφοπτομενlκής θλιπτικής φόρτισης στο

ελεύθερο άκρο του), του οποίου το χοροκτηριοτικό πολυώνυμο είνοl:

ρ' + αιρ' + α2Ρ' + α,ρ + α. = Ο, (αο > Ο) (1.15)

Σύμφωνο με το τελευτοίο κριτήριο, όλες οι ρίζες της ως άνω έχουν

ορνητικό προγμοτικό μέρος εάν α. > Ο, α, > Ο, Δι =αι > Ο KOI

Δ, = α,(αια, - α,) - αι'α. > ο. Προφονώς, οπό την τελευτοίο

ονισότητο έπετοl ότι KOI α, > Ο. Γιο τον λόγο ουτό, το ότι το αι ΚΟL α,

είνοl θετικά επιβεβοιώνετοl οπό τις ονωτέρω συνθήκες.

6



Μαγδαληvή παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Μaθ. aτικι1Ανάλυα:

2.1 ΕΕισώσειcΚί κοιΧο

Θεωρούμε το διβόθμιο σύστημο ελοτηρίων με οπόσβεση μορφής

ονεστρομμένου διπλού εκκρεμούς (ή ολλιώς προβόλου), το οποίο

οπεικονίζετοι στο Σχήμο 2.1, υπό μερικό εφοπτομενική οιφνίδιο

επιβολλόμενη θλιπτική φόρτιση στη κορυφή του.

Σχήμα 2.1: Διβόθμιαμη συVΤηρηΤΙKό σύστημα υπό μερικό εφaπτσμενΙKή δύναμη

Σε ότι οκολουθεί θο εξετόσουμε εκτενώς την επιρροή της ποροβίοσης

ενός ή περισσοτέρων οπό το κριτήριο των Lienard κοι Chipart στην

οσυμπτωτική ευστόθεια του τετριμμένου δρόμου ισορροπίας αυτού,

πριν το χαμηλότερο φορτίο απόκλισης. Τέτοια αυτόνομα συστήματα με

απόσβεση με θετικό ορισμένα μητρώα απόσβεσης και ειδικότερα με

απειΡοελόχιστη απόσβεση έχουν διερευνηθεί κατόλληλα. Εόν μια

7



Μαγδαληνή παρα~Kευά

Διπλωματική Εργασία

τουλόχιστον οπό τις ρίζες της χοροκτηριοτικής εξίσωσης (1.15) έχει

θετικό προγμοτικό μέρος, τότε η οντίστοιχη λύση (εξίσωση 1.8) θο

περιέχει μιο εκθετικό ουξονόμενη συνόρτηση με το χρόνο κοι τότε το

σύστημο θο κοτοοτεί δυνομικό οσυμπτωτικό οοτοθές.

Οι μη γρομμικές εξισώσεις κίνησης γιο το διβόθμιο μη συντηρητικό

τολοντωτή του σχήμοτος 2.1 έχουν ως εξής:

(1 + m)e, + ίί, cos(e, +θ,) - θΙ sin(e,-e,)

. .
+C11 81 + c12 82 + V!. = Ο

.• • "2 • . _
θ, + θ, cos(e,-e,) - θ, sIn(e,-e,) + C2,e2 +C12e, +V, - ο

όπου,

V, = (1 +k)e,-e, - λ sin[e, + (η - 1)θ,]

κοι

η: ποράμετρος μη συντηρητικότητος του φορτίου,

(2.10)

(2.1β)

(2.20)

(2.2β)

m,/ k _ k 1/m -= m2 , - k-/

Η γρομμικοποίηση των εξισώσεων (2.1) μέσω του μετοσχημοτισμού

Θ = ι::] = "ΡΙ ι::] ="ρΙφ

δίνει:

(ρ2Μ +pC + V)φ = ο

όπου,

(2.3)

rm11
Μ- Ι- m

12

C = ['11c12

m12 , r1. +m 11]
m 22J= Ι 1

c12 ]
c22

(2.40)

(2.4β)

V= [V11
VI2

V12 ] _ rk + 1 - λ

V22 j - ί -1
-1- λ(η -1)]

1-λη
(2.4γ)

Η εξίσωση στατικού λυγισμού (απόκλισης),detV = Ο οδηγεί σε:

8
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Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική εργασία

ηλ' - ,,(k + 2)λ + k = Ο (2.5)

της οποίας η ρίζα με την μικρότερη ολγεβρική ημή δίνει το πρώτο

φορτίο λυγισμοίι λ\ ίσο με :

λ\ = 0.5 [k + 2 -)(k + 2)' - 4 ~] ,(η * Ο)

Γιο πραγματικές ρίζες του η, η δlοκρίνουσο j) της εξίσωσης (2.5) πρέπει

να είνοl μεγαλίιτερη ή ίση ταυ μηδενόι;, απότε θα πρέπει να ισχίιει ότι:

4kj
n? (k + 2)' (2.7)

Με χρήση συμβαλικών μαθηματικών (Mathematica) οι συντελεστές της

χαρακτηριστικής εξίσωσης βρίσκονται ίσοι με:

Ι 1
αl = - [(1 + m)c" + Cl1 - 2c12] = - (Cl1 - 2c12 + C" + c22 m)

m m

α, = .!. [(1 + m)(1- λη) + 3 + k - λ + λ(η - 1) + Icl]=
m

.!.[4 - c:, + cl1 c" + k + m - (2 + mη)λ]
m

α, =.!. [cl1 (1- λη) + c22 (1 + k - λ) + [2 + λ(η -1)]c12]=
m

.!. [Cl1 + c12 + C" + c"k - (c12 + C22 + cl1 " - c12 η)λ]m

α. =.!.[ηλ' -η(k + 2)λ +k] =
m

1 •
- [k - kηλ + η(-2 + λ)] = -'-detV
m :i.

όπαυ Icl = detC = Cll C22 - c:,

(2.8α)

(2.8β)

(2.8γ)

(2.8δ)

Η περιοχή ίιπαρξης γειτονικών ισορροπιών (περιοχή αστόθειος τίιπου

οπόκλιση<;) σχετίζεται με στατικές διακλαδώσειι;, με δίια ξεχωριστό

κρίσιμα φορτία, που λαμβάνονται από τη σχέση α. = Ο ή την εξίσωση

(2.5). Το σίιναρο μεταξίι των περιοχών ίιπαρξης και μη ίιπαρξης

γειτανlκών lσαρροπιών αρίζεταl από:

οα.
G 4 =-=0

Ολ

το αποίο λόγω της σχέσης (2.8δ) δίνει

9
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4k λ _ k+2
ηο :::: (k+2)2' Ο - 2

ΜαΥδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική ΕΡΥασία

(2.10)

Πρόκειται περί ενός διπλαύ (σύνθεταυ) κρίσιμου σημείου, που σχετίζεται

με διπλή ρίζα της εξίσωσης (2.5) ως πρας λ.

2.2 π,τ. Αστάθεια

Ενδιαφερόμαστε για όλες τις συνθήκες εκτός αυτής που σχετίζεται με

την LI, (που μπαρεί κάλλιατα να αποτελέσει πεδίο για

έρευνα) και αναζητούμε συνδυασμό παραμέτρων,

παραβιάζονται οι συνθήκες α2 = Ο, α, = Ο για την περιοχή

λ<λi, λ>Ο και η~ηo.

2.2.1 α> = Ο - Γενιl(, • πεαίπ7'

περαιτέρω

ώστε να

k>o, m>o,

Χρησιμαπαιώντας την εντολή Reduce απά το πρόγραμμα του

Mathematica για τις παρακάτω συνθήκες

α2 = Ο, C11 > Ο, C22 "* Ο, k > Ο, m > Ο, λ < λ;, η ~ ηο

βρίσκουμε:

k+2 4k k
((0<k<2ΛΟ<λ<--Λ <η< , Λ

2 k' +4k+4 kλ-λ +2λ

([
,j (( -c,', +k -2λ+4 )cl2 <- k-2λ+4Λ O<m< . ηλ-Ι ΛCl1 >Ο v

(2.11)

-c" +k-2λ+4 (
( m> 12 ηλ _ Ι Λ C n < Ο )))ν -.Jk - 2λ + 4 < C 12 <.Jk - 2λ + 4 Λ m > Ο Λ

C J2 < Ο χ C 12 > .Jk - 2λ + 4 Λ

(( -C,', +k-2λ+4 ) ( -C~, +k-2λ+4 ο)))))0< m < Λ C22 > Ο ν m> Λ C 22 < ν
ηλ-Ι ηλ-Ι

10
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Διπλωμαπl<ή Εργασία

41 Ι
(1)2Λ((0<λ<2Λ <η< Λ« C" <-,J1-2λ+4Λ

1'+41+4 lλ-λ'+2λ

((
c', +1-2λ+4 (-C'" +Ι-2λ+4

0<,11< - AC22 >O)v m> AC1! <O)))v
ηλ-Ι ηλ-Ι

(- ΓoΙ:--~2-;λ:-+:-4~< C 12 <.Jk - 2λ + 4 Λ ΠΙ > Ο Λ C 22 < ο) v (C 12 > Γ.ι-_-:2Ο-λ;-+-'---;-4 Λ
- C~, + k - 2λ + 4 ,,- C

2
, + k - 2λ + 4

υυ<,"<' ACU >O)Vt,lI> 1. AC22 <olllllv
ηλ-Ι ηλ-Ι

ι' +4k+4 4Ι Ι
(2<λ< Λ« <η<-Λ« C" <-Jk-2λ+4Λ

4Ι k'+4k+4 λ

(
' -C~, +Ι-2λ+4 ,,-C', +Ι-2λ+4
(U<'II< - ACll >U}vtm> '. AC22 <Oll)v

ηλ-Ι ηλ-Ι

(-Jfl~---:2"'λ;-+-'---;-4< c" < ,ί. - 2λ + 4 Λ m > Ο Λ C" < Ο)ν (C" >'/k - 2λ + 4 Λ
- C

2
. + k - 2λ + 4 - C~, + k - 2λ + 4

«0<,,,< ., AC">O)V(,,,> .. AC,,<O)))))V
ηλ-Ι ηλ-Ι

Ι
(η =-Λ «C" <-'/k -2λ+4 Λ '" >OAC" > Ο)ν (-,Jk-2λ +4 <C" < ,/Ι-2λ +4 Λ

λ

Ι k
IJI>ΟΛcπ <0)V(C I2 >Jk 2λ+4Λ"I>ΟΛCπ >O)))v( -<η< Λ

λ Ιλ - λ' + 2λ

«c" <-'/k-2λ+4Λπ,>ΟΛC">0)ν(-,fk-2λ+4<c"<,/Ι-2λ+4Λ

- c? + k - 2λ + 4 - c2 + k - 2λ + 4
«0<,,,<, AC" <ο)ν(,,,> " AC" > ο))) ν

ηλ-ι ηλ-Ι

))
k'+4k+4

(c" >,Jk 2λ +4 Λ/" >OAc" >0))) ν ( λ = Λ
4Ι

Ι k
-<η< Λ

λ Ιλ-λ' +2λ

« c" <-,J" 2λ+4Λm>ΟΛC">0)ν(-'/k-2λ+4<c"<,Jk-2λ+4Λ

- c 2
, + k - 2λ + 4 - c 2 + k - 2λ + 4

«0<",< ι AC" <ο)ν(,,,> " AC" > ο))) ν
ηλ-Ι ηλ-Ι

ι' +4k+4 k+2
c" >,/k -2λ +4 Λ m >0 AC" > ο))) ν < λ <--

4Ι 2
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4k k
L <η< 2 Λ(( C I2 <--Jk-2λ+4Λm>ΟΛC 22 >o)v

k +4k+4 kλ-λ +2λ

( J (( -c' +k-2λ+4 )- k-2λ+4<c12 <·k-2λ+4Λ O<m< 12 AC22 <O v
ηλ-Ι

( -c' +k-2λ+4 )))
m> " ΛC" >0 ν( C" >..jk-2λ+4Λm>ΟΛC">0))))))

ηλ -Ι

-C~2 + k - mηλ + m - 2λ + 4
ΛCιι =-

c22

(2.12)

2.2.2 ειδικέι:περιπτώοειι:νια α? = Ο

Στην auvέxEIa γίνεται διαχωρισμός ως προς την τιμή της ορίζοuσας Tou
μητρώοu απόσβεσης c" ως εξής:

2.2.2.1 C?O

Στη nερίnτωση αυτή αναζητούμε

α2 = O,cl1 > O,cc > O,C22 =1= O,k > O,m > Ο,λ < λc1 ,λ > Ο,η? πο (2.13)

και λαμβάναυμε τα εξήζ αnατελέαματα:

k 2 (1
'2 λ k 2+4k+4 k'-3kλ+6k+2λ2 -8λ+8 Ο> Λ < < Λm> ΛC22 > Λ

4k λ-2

k+m-2λ+4 k) (k2+ 4k + 4 λ k+2
-----:---<n < v < <--Λ

mλ . kλ-λ'+2λ 4k 2

((
k2 -3kλ+6k+2λ' -8λ+8 -k' +2k'λ-8k'+8kλ-20k+8λ-16
"-----':=-'-':':"':-Ξ"-'-----=:"':""::< m < Λ

λ-2 k' -4kλ+4k+4

Ο k+m-2λ+4 k)
C > Λ <η< ν

" mλ kλ - λ' + 2λ

-k' +2k'λ-8k2 +8kλ-20k+8λ-16 Ο
m> AC > Λ

k'-4kλ+4k+4 "

4k k )))) _-..:cc""-':.:.+:.:.k_-",m.2ηλ:.:...:...+",m_--=2:.:.λ :.:.+-:.4.,--;------- < η < _ Λ C j 1 = - -
k'+4k+4 kλ-λ'+2λ c"

(2.14)
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2.2.2.2. cr-ο

Εδώ αναζητούμε

α2 = O,C11 > o,cc = O,C22 *" O,k > O,m > Ο,λ < λcι,λ > Ο,η > no

με αποτέλεσμα:

Ι 2λ-2
λ>2Λ-<η< Λ

λ λ'

2 Ι/ 2η-1 2(ηλ-η-l) -ηλ' +2ηλ+2λ-4
- - <m< Λ

ν η'(ηλ-Ι)' η(ηλ-Ι) - η'λ'-2ηλ+1

C22 >OA(C]2 <Ovc12 ?V)Λίι.=rγ!':~-m+2λ-4Λ

C]22 +k-mηλ+m-2λ+4
CII =

c"

2.2.2.3 cr<O

Στην υποπερίπτωση αυτή θα πρέπει να ισχύουν

α2 = O,Cll > O,cc < 0,C22 *" O,k > O,m > Ο,λ < λcι ,λ > Ο,η? no

με τα ακόλουθα αποτελέσματα

((
/k' +k'm-2k'l+8k' -4kml+4km-8kl+20k+4m-8l+l6

c <-" Λ
12 ν k L +4k+4

4k k)
C > ΟΛ < < ν

22 k' +4k+4 η kl-l' +2λ

(
c, =_ /k'+k'm-2k'l+8k'-4kml+4km-8kl+20k+4m-8l+16 Λ

,. V k'+4k+4

Ο -c;. +k+m-2l+4 k)
C22 > Λ • < η < ν

ml kλ-λ' +2λ

( /k3 +k'm-2k'l+8k' -4kml+4km-8kl+20k+4m-8l+16-v k' +4k+4 <

/k'3kl+6l-ml+2m+2l' -8λ+8
CI2 <-~Ι Λ

V k-l+2

13
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Μαγδαληνή Παρασκευά
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(( Ο 4k -C;, +k+m-2λ+4c < Λ < η < ,. )
22 k~ +4k+4 mλ v

( J'k' -3kλ+6λ-mλ+2m+2λ'-8λ+8
- <c <

k-λ+2 - 12-

/k' -3kλ+6λ-mλ+2m+2λ'-8λ+8
,ι Λ C22 < Ο Λ
V k-λ+2

4k k
-;-;----''';-----.,. <. η < ) v
k'+4k+4- kλ-λ'+2λ

(
~k' -3kλ+6λ-mλ+2m+2λ' -8λ+8

<C <
k-λ+2 12

!k' +k'm - 2k'λ + 8k' -4kmλ+4km -8kλ+ 20k + 4m -8λ +16
. Λ

ν k'+4k+4

(( Ο 4k -C,', +k+m-2λ+4 )ν
C < Λ < η < -~'----,----

22 k2 +4k+4 - mλ

(

f\ -c~+k+ιn-2λ+4 k \\\
C22~vΛ <η< 2 JI'V

mλ kλ-λ +2λ

( C" ~
k' +k'm-2k'λ+8k'-4kmλ+4km-8kλ+20k+4m-8λ+16

Λ

k'+4k+4

ο -C,; +k+m-2λ+4 k
( C22 > Λ mλ < η < kλ _ λ2 + 2λ )ν

( ν
'k3 +k'm-2k'λ+8k' -4kmλ+4km-8kλ+20k+4m-8λ+16

C > Λ
]2 k~+4k+4

4k k( c >ΟΛ $η< )))ν
22 k' +4k+4 kλ-λ2 +2λ

~-B./2 - ι 1 +4{.J2 -IΥm+S(.J2 - t}n+4m-S.)2 -] 1-16.)2 -1).1 -8λ +8(.,12 - Ι)' +32./2 -Ι +40(.,12 - 1)+ 16

J«,I2-I)'+8(Ji-I +4
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Διπλωμαnκή Εργασία

ο 8(Π -Ι) 2('/2 -11
Λ c" > Λ (ι \' ( ) < η < ι '4'12-1) +8,/2-1 +4 -λ'+2Ιν2-l)λ+2λ

)v(C,,-

~-s(J2-I}rιA+4(J2 ITm+s(J2-1 +4m-sJ2 IΤλ 16\.ι2-Φ-βλ+ J2-I)'+32J2-IY+ J2-1)+16

~4(δ ι{ +s(J2-I)+4

Ο 8('/2-1 2('/2-1) (
ACn>A( )' ( ) <η< _ ν4Π-Ι +8 '/2 -Ι + 4 _. λ' + 21'/2 -Ι + 2λ

-8(J2-1 A+4J2-Ijnι+ J2-I +4m-s(J2-I"A-I J2-1 -SA+sJ2-Ij+32J2-I"+4O(J2-I}+I6

,4(.''' r.s(J'-I).'

ι- mλ + 2m + 2λ' - 61/2 -1),< -8λ + 4('/2 -1/ + 12[,/2 -1)+ 8
< C" < -ν (ι ) Λ

-λ+2ν2-1 +2

«c" < Ο Λ 8('/2 -Ι) < η < _-..:1c"'-'+.:...me.:...--.=2λ:':"";-+..:.l2(ι.:.,/=..2_-:.J.Ι}.:...+..:.4 )ν
4{,ι2-1) +8(,J2-1}+4 mλ

( Ο -o~, +m-2λ+2(J2 -1}+4 _--,-;--=,2r.:,,/;;2_-.:...1ι-:--:-:- )))
C > Λ . <η< V

" mλ -λ' +2 Γ2 -1 +2λ

8('/2-1) <η<-Cι',+m-2λ+2(Π-I)+4 )ν
4(Γ2-1) +8('/2-1)+4 ιιιλ
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(
!-mλ+2m+2λ'-δ(J2-Ψ-8λ+4(j2-1[ +12(-/2-1)+8

11 ~ <c" <
ν -λ+2\,,2- lι+ 2

.(.J2 -ιγ +8(J2 - ι)+.

(( Ο 8(,/2 -ι) -cI', +m - 2λ + 2 n -1)+4 )ν
C 22 < Λ { \2 ( , 5. η <

4,.fi-:, +8.J2-I)+4 ml

Ο -cI" +m-2λ+2(-/2-1)+4 2(-/2-1
c" > Λ < η < μ_ )))ν ( c" ~

mλ _λ' +2 2 -Ι +2λ

-8,/2 -1}ΙΙλ+4(J2-IJm+8 J2-1}n+4ιn-s J2-1) 1-16(.,12-1 -βλ+βπ. -ι' +32(.,12 -ι' +40 .,12-1 +16

.(.J2 - ι)' +ψ2 - ι)+.

. Ο 8(n -Ι) < 2n -Ι )))
Λ <" > Λ ( )' ( ) _ η < Γ.C ν4 n -Ι . + 8 -/2 -ι + 4 - λ' + 2,,2 - Ι + 2λ

(( 1Ik' + k'm - 2k'λ +8k' -4kmλ+4km -8kλ + 20k +4m -8λ + 16
C <- Λ" ν k'+4k+4

4k k
c >ΟΛ <η< )ν

22 k' +4k+4 kλ-λ' +2λ

(
!k' +k'm-2k'λ+8k'-4kmλ+4km-8kλ+20k+4m-8λ+16

C12 =-v k 2 +4k+4 Λ

-CI', +k+m-2λ+4 k)
C >ΟΛ <η< V

22 mλ kλ-r+2λ

(
k' +k'm-2k'λ+8k'-4kmλ+4km-8kλ+20k+4m-8λ+16

- <c,,<
k'+4k+4

Jk' -3kλ+6λ-mλ+2m+2λ'-8λ+8
- Λ

k-λ+2

16



Μαγδαληνή Παρασκευά
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f( 4k _--=c-",',-=+'--=k-=+-=m"-----=2-=λ-=+'--=4 )v
Ι C 22 <ΟΛ - <η<

k' +4k +4 mλ

( Ο -C,', +k+m-2λ+4 k )))
C 22 > Λ < η < " v

mλ kλ-λ' +2λ

!k' -3kλ + 6λ -mλ + 2m + 2λ' -8λ +8 jk' -3kλ + 6λ -mλ + 2m + 2λ' -8λ + 8
-V k-λ+2 SCI2 S~ k-λ+2

4k k
C <ΟΛ <η< )ν
" k'+4k+4 kλ-λ'+2λ

( I-=k_'_--=3-=kλ"---+-=6-=λ_--=m-=λ,,---+-=2-=m-=+-=2,,,λ-='_-_S:::.λ-=-+,--=S < c <
ν k-λ+2 12

/k' +k'm-2k'λ+Sk'-4kmλ+4km-Skλ+20k+4m-Sλ+16

ν k'+4k+4 Λ

(( 4k _--=C'cc',-=+-=k-=+-=m-'------=2-=λ-=+--=4 )ν
C22 <OA <η<

k'+4k+4 mλ

(
-c;. +k+m-2λ+4 k

c > Ο Λ . < η < c-::-.,.,----,--,-
22 mλ kλ - λ' + 2λ

)))ν

ik' +k'm-2k'λ +Sk' -4kmλ+4km-Skλ+20k +4m -Sλ + 16
c12 =Y k 2 +4k+4 Λ

( Ο -c,', +k+m-2λ+4 k)
C > Λ <η< V
u mλ kλ-~+2λ

!k' +k'm-2k'λ +Sk' -4kmλ+ 4km -Skλ + 20k +4m-Sλ+ 16
CI~ > . Λ

, V k'+4k+4

4k k
C > Ο Λ < η < )))v
u k' +4k+4 kλ-λ' +2λ

(k>2Λ(( Ο<λ<2Λm>ΟΛ

(( I'k' +k'm-2k'λ+Sk'-4kmλ+4km-Skλ+20k+4m-Sλ+16
C <- Λ

12 'ν k~+4k+4

4k k
C >ΟΛ <ς,n< )ν

22 k'+4k+4' kλ-λ'+2λ

( ik' +k'm -2k'λ +Sk' -4kmλ+4km -Skλ+ 20k +4m -Sλ + 16
c12 =-v k L +4k+4 Λ
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Ο -C;. +k+m-2λ+4 k)
C)) > Λ < η < 2 v

mλ kλ-λ +2λ

(
k' +k'm - 2k'λ +8k' -4kmλ +4km-8kλ+ 20k +4m -8λ + Ι6

- <C <
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(2.18)

Λόγω της nολίι μεγόλης λύσης nou nροέκuψε, κρίνετοι σκόnιμο ο

διαχωρισμός των αnατελεσμότων σε σχέση με τα nρόσημα της

nαραμέτροu c" δηλαδή, αν αuτή είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη TOU

μηδενός.

2.2.2.3.0 cr<O ΚΟΙ c~>O

Με τη βαήθεια της ενταλής Reduce οδηγούμαστε στην nαρακότω λύση

(J-) k+2(( O<k<2 2-1 ΛΟ<λ--Λm>Ο
2

(( I'k' +k'm-2k'A+8k' -4kmA+4km-8kA+20k+4m-8A+16
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c >ΟΛ <η< )))ν
" k'+4k+4 kλ-λ'+2λ

(
k' -3kλ+6k+2λ'-8λ+8 -k) +2k'λ-8kλ-20k+8λ-16
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Λ
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-·CI
2
2 +k-mηλ+m-2λ+4c" = - (2.19)

c"

2.2.2.3. c,<O και c, <ο

Με τη βοήθειο του προγράμματοςοδηγούμαστεστην παρακάτωλύση

(.J-) k+2(( O<k<2 2-1 ΛΟ<λ<--Λm>ΟΛ
2
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'1 AC22 < Λ
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(2.20)

Πορόλο που υπήρξε ο ποροπόνω διοχωρισμός οι λύσεις που προέκυψον

είνοl εκ νέου μεγόλης έκτοσης. Γιο το λόγο ουτό δεν κρίνετοl

οποροίτητο η εξ' ολοκλήρου επεξεργοσίο τους, πλην όμως θο

ποροτεθούν κόποιο ενδεικτικό σχετικό ποροδέlγμοτο.

2.2.3. α =0

ΚΟΤ ορχήν μέσω συμβολικών υπολογισμών διοπιστώνετοl όμεσο ότι η

συνθήκη ουτή δεν είνοl δυνστόν νο ικονοποιηθεί γιο θετικό ορισμένο

μητρώο οπόσβεσης, κοl στη συνέχεlο, χρησιμοποιώντος την εντολή

Reduce οπό το πρόγρομμο του Mathematica γιο τις ποροκότω συνθήκες

α, = O'Cl1 > O,C" * O,k > O.m > Ο,λ < λ~,η? η.

προκύπτει η οκόλουθη λύση:
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C22 > Λ C 12 > V - •• Λ

ηλ-λ+2 't,l(

] k (( c (-k)+c λ-c ,
_<η< ΛΠl>ΟΛ C <ΟΛ' > 22 22 22 V
λ kλ _ λ2 + 2λ 22 12 ηλ _ λ + 2 J

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ))) (k'+4k+4 . k+2cn > AC I2 > v <Α<--Λ

, ηλ-λ+2 4k 2

4k k (( c (-k)+c λ-c
_-"=----_<η< Am>O c <ΟΛ' > 22 22:U )ν
k' +4k+4 kλ-λ' +2λ "" ηλ-λ+2

( 1.\ ,

(c" >OAc" >.,,\-Λ.ι'~"':-." ))))χ k=RoOt[OI'-OI'-40I-4,I]A(( 0<λ<2.
ηλ-λT~

4k k 0«( c (-k)+c λ-" )
.,-,--,--....,.5η< Am> C <ΟΛ' ::; 22 22 22 ν
k2 +4k+4 kλ-λ2+2λ 22 12 ηλ-λ+2

( c (-k)+c λ-c ))) ( 4k Ι
C 22 >OACn < 22 n 22 v λ=2Λ <η<-Λm>ΟΛ

ηλ-λ+2 k' +4k+4 2
,

(( Ο ." - .,,'C22 < ACI2 <
2'1

C -c k
)v( C >OAc < " "

" " 2'1
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(2<λ<k'+4k+4 Λ
4k

((
4k Ι (( c (-k)+c l-C )

-;---"'---<η<-Λm>Ο C <OAC < 22 n n ν. , ••. λ 22 12 .... ....
λ "tAT"t ,1Α Λ. _

1,\" Ι k
(Cn>ΟΛcI2< ...n\-Λj· ...nΛ-ι:-n )))ν-<η< 2 Am>OA

ηλ-λ+2 λ kλ-λ +2λ

(( Ο c,,(-k)+cnl-cn '( () cn(-k)+cnl -c22 )))))
C22 < ACI2 > jV cn > ... ΛC12 >

ηλ-λ+2 ηλ-λ+2

k'+4k+4 4k k
ν( λ- Λ <η< Am>OA

4k k'+4k+4 kl-l'+2l

(( Ο cn(-k)+Cnl-C22 ')' , k' +4k+4 . k+2
c u < ACI2 > Ilνl <Λ<--Λ

ηλ-λ+2 4k 2

4k k (( c (-k)+c l-c....,..-__'-_<η< Λm>Ο C <OAc > U 22 U)v
k' +4k+4 kl-l' +2λ 22" ηλ-λ+2

( Ο cn(-k)+Cnl-C22 ))))'cn > Λ cI2 > '}
ηλ-λ+2

(Rοοι[ΟI'-0Ι'-401-4,1]<k<2(1+.J2')Λ(( Ο<λ<2Λ

4k <η< k Λm>ο«( c <ΟΛC <c22 (-k)+cn l-Cn )
k' +4k+4 kλ-λ' +2λ 22" ηλ-λ+2

( Ο cn(-k)+Cnl-C22 ))) (2 λ k' +4k+4
ν cn > Λ c t2 < "...... ν < < Λ

ηιι.-ΑΤ, 4k
, ,

(( 4k < n <..!.. Λm > 0(( C < OAc < C2Λ-kJ+C22Λ-C22 )ν
k' +4k+4 . λ 22" ηλ-λ+2

(
c (-k)+c l-c Ι k

c >ΟΛC < 22 22 22 )))ν-<η< Λl1Ι>ΟΛ
22 " ηλ-λ+2 λ kλ-λ' +2λ

(( Ο c22(-k)+cnl-C22 )
c22 > ΛCΙ2 >

ηλ-λ+2

( Ο cn(-k)+C22l-C22 ))))) (l_ k '+4k+4
ν C22 > Λ CI2 > ν - Λ

ηλ-λ+2 4k

((
Ι k\ 0«( c (-k)+c l-c )ν
_<η< Λm> C <ΟΛC > n U U
λ kλ-λ' +2λ 22" ηλ-λ+2

( Ο cn(-k)+Cnl-C22 ))) ( k' +4k+4 λ k+2
Cn > AC12 > ν < <--Λ

ηλ-λ+2 4k 2

4k k (( c (-k)+c λ -c"-;-__:,-_<η< Am>O c <ΟΛC > 22 22 .. )
k' +4k+4 kλ-λ' +2λ 22" ηλ-λ+2

( Ο cn(-k)+C22l-C22 )))))ν
ν C22 > Λ cI2 >

ηλ-λ+2

39



Μαγδαληνή Παρασκευά

Διnλωι.ιαΠKή Εργασία

( k = 2(1 +./2)Λ (( Ο < λ < 2Λ

~_1+./2 _ <η< ~(I+{~) Λm>ΟΛ
4(1 + '/2J+ 8(1 +./2 )+ 4 λ' + 2\1 +"ΗΙ + 2λ

(( Ο c"λ-2(1+J2}"-c,, )cn < ACl2 <
ηλ-λ+2

( Ο <"λ - 2(1 + .J2k" - <" )))
V cn > Λ c l2 < V

ηλ-λ+2

81+./2- Ι
(λ=2Λ . , <η<-Λm>ΟΛ

4(1+'!2J+8(1+"2}+4 2

(( Ο "" - 2 Ι +.J2 " )c22 < ACI2 < V
2η

( Ο <" - 2(1 + ./2}" )))
Cu > Λ CI2 < V

2η

( 2 λ 41+.J2 +81+.J2 +4 (( 8(I+JL) Ι< < _ Λ - <η <-Λ

81+./2 4(1+,/2,1 +8(1+./2)+4 λ
_ 1 ... (,. ι:;,

(( O c-"="_--="""-=Τ_~'-'"="!L.--=C-'!." )νm > Ο Λ C22 < Λ CI2 <-
ηλ-λ+2

( Ο <"λ-21 +.J2 "-c,, )))
C22 > Λ CI2 > V

ηλ-λ+2

( Ι 21+./2
-<η< Am>OA
λ λ' + 2 Ι +.J2 + 2λ

(( Ο <"λ-2Ι1+./2~" -c" )
C22 < ACI2 >

ηλ-λ+2

( ,ο .. ,c"λ-2(1+.J2k"-c,, \\\\\ (, 46+.J2'+81+.J2 +4
ν\'\'22""""'Ι2' nλ-λ+2 JJιJJν\.Λ- 81+,J2

81+./2) 21+,/2
Λ 'Ι ( ) <η< ,.. Λ41+./2- +81+,/2 +4 -λ'+21+ν 2 λ+2λ

Ο (( Ο c"λ-L\J+.J2k"-c,, )m > Λ C22 < Λ CI2 >
ηλ-λ+2

( Ο <"λ-2(1 +.J2k" -c" )))
V C22 > Λ c12 > V

ηλ-λ+2

( 41 +.J2 +81 +.J2 +4 < λ < .!.(2(1 + .J2)+2)
8[1+.J2) 2
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-,-----,-.:;;8f'--l+:-J;-:2:L'---,--,_ 2 Ι + J'i Ο
~ <η< _ Am> Λ

4(1 +J2"} +8(1 +J2 +4 λ' +2[1 +.J2jλ+ 2λ

(( Ο c"λ-2Ι+J'i "-c,, )cl2 < ACI2 <
ηλ-λ+2

c λ-2(1+J'i~ -c (J- (J-')~
ν( c" >OAc" < "" " )))))ν ( 21+ 2 <k<22+ 31Λ

ηλ-λ+2

4k k
0< λ ,,2Λ k' +4k+4 <η < kλ-λ' +2λ Am > Ο

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ,
cn < AC12 < JV

ηλ-λ+2

( c I-k)+c λ-c ))) Ι kc <OAc < 2l 22 22 ν-<η< Am>OA
\" " ηλ-λ+2 λ kλ-λ'+2λ

(( Ο c"(-k)+c,,λ -c" )νcl2 < Λ C12 < -"--'--:'--::"'-::-----''-
ηλ-λ+2

(C" >OAC" > c"(-k)+c"λ-c,, )))))ν ( λ=k'+4k+4 Λ
ηλ-λ+2 4k

Ι k 0«( C \-k)+C A-C
_<η< Am> c <OAC > 22 22 22)v
λ kλ-λ' +2λ "" ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ))) ,k' +4k+4 λ 2k' +8k+8
Cu > Λ C I2 > ν ι < < Λ

ηλ-λ+2 '4k k' +4

4k k (( c (-k)+c λ-c-;..,-""::'------, < η < Λ m > Ο c < Ο Λ C > 22 22 22)v
k' +4k+4 kλ-λ' +2λ "" ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )))νc22 > Λ C12 > -"--'--!---!''-::-----''­
ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ))Χλ 2k'+8k+8
C22 > Λ C I2 > = Λ

ηλ-λ+2 k' +4

4k
((η= , Am>OAc,,>O)v

k +4k+4
4k k

( <η< Am>OA
k'+4k+4 kλ-λ'+2λ

(( Ο c"(-k)+c,,λ-c,,) Ι Ο c"(-k)+c"λ-c,, )))))ν
C22 < CL2 > V c~~ > c12 >

ηλ-λ+2 ,,- ηλ-λ+2

(2k'+8k+8 _ k+4 Ι ι" .• " 4k λ-2
, <Λ.<----νrι.. -4ΚΛ\\. ~:;<--Am>OA

\ k + 4 2 2 k- + 4k + 4 λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ) ( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )))νcn < Λ c12 < V c~~ > C]2 <
ηλ-λ+2 - ηλ-λ+2

Α -2 ) ( λ-2 k
(η=-'-Λm>ΟΛCn >0 ν --<η< Arn>OA

λ λ kλ-λ' +2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ) ( Ο c"(-k)+c,.λ-c,, )))))ν
Cu < ACI2 > V cn > ACl2 >

ηλ-λ+2 ηλ-λ+2
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(
k+4 Ι ι , k+2 4k k
----vk -4k <λ<--Λ s,η< Am>OA

2 2 2 k'+4k+4 kl-l'+H

(( Ο c"(-k)+c"l-c,, )c22 < Λ Cl2 > v
ηλ-λ+2

(c >ΟΛC" > c"(-k)+c"l-c,, )))))ν( k=2(2+"'3)Λ((Ο<λ<2Λ
ηλ-λ+2

(
8(2+.J(:3) <η< _ 2(2+"2) Λm>ΟΛ

42+.J3) +82+"'3)+4 -λ' +2\2+.,ι31λ+2λ

(( Ο c"l-22+.J3 "-c,, )
C22 < ACI2 <

ηλ-λ+2

( Ο c"l-22+.J3 "-c,, )))
ν C22 > Λ C.~ < V

- ηλ-λ+Ζ

8(2+.J3) Ι
(λ=2Λ. . <η<-Λm>ΟΛ

4\2 + "3} + 8(Ζ + '/3)+ 4 2

(( c" -Ψ+.J3k" ) ( c" -2 2+.{3 12 )))
C22 < Ο Λ C12 < ν C22 > Ο Λ C12 < -"'--:C--:-'--'--"'-

2~ 2~

( 2 λ 4(2 + "'3) + 8(2 + .J3)+ 4
v < < ,_) Λ

812 +"3
8(2 +.J3 1

((, ~. <η<-Λm>ΟΛ
4(2+.J3f +8(2+.J3)+4 λ

"(,, h)
(( Ο

ι..12,·- ..,.ο.τ-ν..Jt22-ι..22 )ν

C 22 < AC]2 <
ηλ-λ+2

( Ο c"l-2(2+.J3k"-c,, )))νc22 > Λ c12 <
ηλ -/ + 2

ι 22+"'3( -<η< ΛΠl>ΟΛ
λ -λ' +2 2 +.J3jλ +2λ

(( Ο c"l-2(Z+.J3k" -c" )ν
C22 < AC. 2 <

ηλ-λ+2

( Ο 0",:-2(2TJS}" -ο" )))))v( λ = 4 2+.J3 +8 2+.J3 +4
c" > ΛC" > ηλ-λ+2 82+.J3

82+.J3 22+v'3
Λ <η< Am>OA

4(2+"'3) +8(2+"'3')+4 - -λ' +22+.J3 +2λ

(( c"l-2(Z+.J3k"-c,, )ν
C22 < Ο Λ C. 2 < "-"--'----':--'-"-"'--==-

ηλ-λ+2

~\

( Ο c"λ-LL+"j "-c,, )))ν
C22 > AC,2 >

ηλ-λ+2
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(2(2 + J3) < k <RoOt[301' - 2401' -801' + 3201 - 16,2]Λ
4k k

(( Ο<λ<2Λ 2 <η< 2 Am>OA
k +4k+4 kλ-λ +2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )
C12 < AC,2 > v

lλ-λ+2

( n." _ c:~Ι-k)+c"λ-c" ))) , , 2k' +8k+8
\"'22 ' ..... ..·..2 .. v / < ιι < Λ

ηλ-λ+2 k' +4

4k Ι
(( , <η<-Λm>ΟΛ

k +4k+4 λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ,cn < Λ C,2 < )
ηλ-λ+2

( c (-k)+c λ-c ))) ( Ι kc22 > Ο Λ cI2 < 22 22 22 V - < η < 2 Λ m > Ο Λ
ηλ-λ+2 λ kλ-λ +2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )cn < Λ c12 > V
ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ))))) (λ 2k' +8k+8 (( _ λ-2
CZ2 > Λ cI2 > ν < _ Λ η - Λ

ηλ-λ+2 ' k' +4 λ
, ,

m>OAc <ο )Λ(( C <OAc <C22\-kj+C:ΖιΑ.-CΖ2 \v
22 22 12 ηλ-λ+2 )

( c (-k)+c λ-c ))) ( Ι kc >OAC < 22 22 22 ν -<η< Am>OA
" "ηλ-λ+2 λ kλ-λ' +2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )
C 22 < Λ Cn > ν

ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ))))) ( 2k' +8k+8 λ 3
C22 > Λ C12 > ν , . < < Λ

ηλ-λ+2 k'+4

4k λ-2
(( , <η<--Λm>ΟΛ

k +4k+4 λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )ν
CZ2 < ACI2 <

ηλ-λ+2

( c (-k)+c λ-c ))) λ-2cn>OAc.z < 22 22 22 v(η=--Λm>ΟΛC 22 <Ο)V
ηλ-λ+2 λ

( λ-2<η<~Λm>ΟΛ((C <ΟΛC <c"Ι-k)+c"λ-c" )ν
λ λ "" ηλ-λ+2

( c [-k)+c λ-c ))) ( Ι kc22 >OAC.:z< 22 22 22 V -<η< 2 Am>OA
ηλ-λ+2 λ kλ-λ +2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )
~2< Λ~2> ν

ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )))))ν
CZ2 > ACI2 >

ηλ-λ+2
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~~ Ι 2ι.-ι.~
(λ=3Λ(( , <η<-Λm>ΟΛ(( c" <ΟΛΟ" > " " )

k +4k+4 3 3η-Ι

(( 2ο" - c"k ))) ( Ι kC 22 > Ο Λ c I2 > v - < η < Λ nι > Ο Λ
3η-Ι 3 3k-3

(( 2c"-c,,k) ( 2c"-c,,k ))))C22 < OAC,2 > V c22 > OAc12 > V
3η-Ι 3η-Ι

k'+4k+4 4k Ι
(3<λ< Λ(( , <η<-Λm>ΟΛ

4k 'k+4k+4 λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )c22 < Λ CI2 > V
ηλ-λ+2

C (-k)+c λ-ο ))) ( 1 λ-2
{ .... 22 ;::. C,", '=12;::' ::.1 22 22 V - < η < -- Λ m > Ο Λ

ηλ-λ+2 λ λ

(( Ο c"(-k)+c"J-c,, )
C 22 < AC12 < V

ηλ-λ+2

c (-k)+c λ-ο ))) (λ-2 )
(C

22
>ΟΛCΙ2 < 22 22 22 V η=--ΛΠI>ΟΛC22 >0 V

ηλ-λ+2 λ

(
λ-2 k
--<η< 2 Am>OA
λ kλ-λ +2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )ν
Cl2 < ACI2 <

ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"J-c,, ))))) (λ _ Κ' +4Κ +4
Cu > Λ C12 < V - Λ

ηλ-λ+2 4k

1 λ-" (( c (-k)+c λ-ο
(( _<η< __Ο. Λm>ΟΛ C <ΟΛC < 22 22 22)v

λ λ "" ηλ - λ + 2

(c >ΟΛΟ <c"(-k)+c"λ-c,, )))v( η=λ-2 Λm>ΟΛC >O)v
22 12 ηλ _ λ + 2 λ 22

λ-' k c (-k)+c λ-ο( __- <η< Λm>ΟΛ(( C <OAC < 22 22 22)v
λ kλ-λ' +2λ "" ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )))')
C u > Λ C I2 < '} V

ηλ-λ+2

, ::k'_+:..,4",k....:+...:.4 k +4 Ι Jk ' k (( 4k λ - 2 Ο
<λ<----"" -4 Λ - <η<--Λm> Λ

\ 4k 22 k'+4k+4 λ

((
c"(-k)+c"λ-c,, )ν

C22 < Ο Λ C 12 > --"'-'-----f----!"--:-~
ηλ-λ+2

c (-k)+c λ-ο )') (λ-2 )(C22 >OACI2 < 22 22 22 ) V η=--Λm>ΟΛC22 >0 V
ηλ-λ+2 λ

(
,~- 2 k ((c- ,,~(,--::k),--+--,ο-""--,λ_-::Ο,,,,- )ν
--<η< Λm>ΟΛ C <ΟΛC >-
λ kλ-λ' +2λ "" ηλ-λ+2

( c"(-k)+c"λ-c,, )))))νC22 > Ο Λ C)2 > C-"--'--:'---c:-''--c:-~''-

ηλ-λ+2
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k+4 ι, 4k λ-2
λ=---- k -4kA <η<--Λm>ΟΛ

2 2 k'+4k+4 λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )c22 < Λ CI2 < v
ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ))) (k+4 Ι ι., 4' .' .k+2
C > Λ' < V ----νΙ' - Ι\. .... Λ ....--Λ

22 12 ηλ-λ+2 2 2 2

4k k
~-=~-<η< Am>OA
k'+4k+4 kλ-λ'+2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )ν
C22 < AC12 <

ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, \Ι'\ι νc22 > Λ C11 < JJJJ/
ηλ-λ+2

k =Root[301' - 2401' - 801' +3201-16,2]Λ

4k k
(( Ο<λ<2Λ , <η< , Am>OA

k +4k+4 kλ-λ +2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )c22 < Λ c12 < V
ηλ-λ+2

( c (-k)+c λ-c ))) ( 4k Ι
C22 >OAcI1 < 22 22 22 ν λ=2Λ 1 <η<-ΛΠI>ΟΛ

ηλ-λ+2 k +4k+4 2

(( C22 < Ο Λ c12 < C22 ~;22k )ν (C22 > Ο Λ C11 < '-22 ~;22λ )))ν

( 2
• 2k'+8k+8" 4k Ι

<Α< Λ\\ ~~I<-Λ"I>OΛ
k'+4 k'+4k+4 λ

(( Ο c"(-k)+c,,λ-c,,)
C22 < Λ C12 < v

ηλ-λ+2

(
c (-k)+c λ-c ))) Ι k

C >ΟΛ' < 22 22 22 ν-<η< Afn>OA
" " ηλ-λ+2 λ kλ-λ' +2λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )
C22 < Λ CI2 > 'ι v

rι λ - λ + ..

(c. >OAc <c"(-k)+c"λ-c,, )))))ν( l=2k'+8k+8
A

ι ηλ-λ+2 ".". k'+4

4k 4k Ι
(( η= 2 Am>OAc22 <ο )v( ι <η<-Λm>ΟΛ

k +4k+4 k +4k+4 λ
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ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"l-c,, )))
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ηλ-λ+2
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Ι k (( ",C'!'-'('----ek-f.-)-e+-,;C,,,,,λ-:;--",c"'" )ν
-<η< ΛΠΙ>ΟΛ C22 <OACI2 >-
λ kλ-λ'+2λ" ηλ -λ+2

( c"(-k)+c"λ-c,, ))))) ( 2k' +~k+8 λ 3c22 > OAc12 > v ., < < Λ

ηλ-λ+2 k +4

~~ λ-2 (( c (-k)+c λ-c ,
{( 2 <η<--ΛΠΙ>ΟΛ C22 <OACI2 > 22 22 22)V
\\ k +4k+4 λ ηλ-λ+2

(C
22

>OAC
12

> C22(-k)+C22~-C22 1))v( η='~ Ζ Am>Oc
22

<O)v
ηλ-λ+.! λ
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λ-2 Ι (( c (-k)+c λ-c )
--<η<-ΛΠΙ>ΟΛ C22 <OAC12 < 22 22 22 V
λ λ ηλ-λ+2

(c >ΟΛC <c"(-k)+c"λ-c,, )))ν( ~<η< k Λm>ΟΛ
" 12 ηλ-λ+2 λ kλ-λ' +2λ
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C~ .,,,,,('---_k,c)_+",C',,-'λ_---.:..,c',,-' )ν

C22 <OAC I2 >-
ηλ-λ+2
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C \-If)+C A,-c ( 4k Ι

( c >ΟΛC > " "" )))))ν λ=3Λ , <η<-Λm>ΟΛ
" 12 ηλ-λ+2 k +4k+4 3

(( 2"" -",,~ ) ( 2c" -c"k )))cn < OAcI2 < v Cu > OACL2 < V
3η-Ι 3η-Ι

( ι k (( 2c" -c"k ,
-<η<--Λm>ΟΛ cn <OAc12 > ,ν
3 3k-3 3η-Ι

( Ο 2c"-c,,k ))))) (3 λ k' +4k +4cn > Λ CI2 > V < < Λ

3η-1 4k
4k 1 _(,_',1

(( :::;;η<-ΛΙΠ>ΟΛ(( C <OAC > .... 22\-I\.'T ....22'~- .... 22 )ν

k'+4k+4 λ "12 ηλ-λ+2

( c"(-k)+c"λ-c,, ))) ( 1 λ-2c22 >OAcL2 > -- v -<η<--Λm>ΟΛ
ηλ-λ+2 λ λ

1,-'._1_ _1,_,,_1
(( Ο ",,\ "1'°"" "" ) ( Ο 0'2\ "1'°""-",, )))

C22 < AC12 < ,.... ..... v Cn > AC12 < .. 1 1' ....
,/Λ-ΛΤ_ ,1,.-ΛΤ ...

( λ-2 ) ( λ-2 k
η=--Λm>Oc~1 >0 V --<η< 1 Λ111>ΟΛ

λ " λ kλ-λ·+2λ

(( Ο c.. (-k)+c"λ-c., )
C~~ < ACI2 > V
" ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ))))) (λ_ k'+4k+4
Cn > Λ C I2 > V - Λ

ηλ-λ+2 4k

(( 4k λ-2 (( c (-k)+c λ-c
-,-;---'-'----.;η<--Λπι>ΟΛ C <OAC > 22 22 22)ν
k' +4k+4 λ "12 ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, '"
Cn > ACI1 > .- - V

• ηλ-λ+2 ΙΙΙ
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)))ν

Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

( k' +4k+4 λ k+2 4k k
"---"---7'-'---' < < -- Λ < 11 < Λ m > Ο Λ

4k 2 k' +4k+4 . kλ-λ' +2λ
( ,\ .

(( Ο -""",,,\----,Λf-ι_'-:"c""e-Λ::-_"==-" ) vC22 < Λ CI2 <
ηλ-λ+2

( c" > OAc" < c"(-k)+c"λ-c,, )))))ν
ηλ-λ+2

( k > RooI[301' - 2401} - 801' +3201-16,2]Λ

4k k
(( Ο < λ < 2Λ 2 < η < 2 Λ m > Ο Λ

k +4k+4 kλ-λ +2λ, .

(( Ο c,,\-kj+c.. A-c21 )ν
cn < ACI2 <

ηλ-λ+2

( ,\ 1

(( Ο
"'ll\-I\.JT'-22"~-'-22

Cn > AC I2 <
ηλ-λ+2

2k' +8k +8 4k Ι
(2<λ< Λ(( <η<-Λm>ΟΛ

k'+4 k'+4k+4 λ

(( Ο C21(-k)+C21λ-C21 '
c22 < ACI2 < jV

ηλ-λ+2

( Ο c,,(-k)+C21λ-C21 ))) ( 1 k
C22 > Λ c I2 < ν - < η < 2 Λ," > Ο Λ

ηλ-λ+2 λ kλ-λ +2λ

(( Ο Cn(-Κ}+Cnλ-Cn \v
cn < Λ c. 2 > j

ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c,,λ-C21 ))))) λ_ 2k '+8k+8
C22 > Λ C,~ > ν - Λ

.. ηλ-λ+2 k' +4

λ-2 ) ( λ-2 Ι
(( 1/=--ΛnΙ>ΟΛC <ο v -_ .... -Am>OA

λ 22 λ' λ

(,_\, 1 - c \' k')+C λ C
(( Ο '-22\-I\.I''''22''~-'''22 ) (ο 22 - 22 - 22Cn < AC12 < V Cn > AC12 <

ηλ-λ+2 ηλ-λ+2

(J..<η< k Am>OA(( C <OAC > C22(-k)+cιιλ-cιι )ν
λ kλ-λ' +2λ "" ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, )))))v( 2k'+8k+8 λ 3
C11 > Λ cI1 > 2 < < Λ

ηλ-λ+2 k +4

4k λ-2
(( 2 <η <--Am > ΟΛ

k +4k+4 λ

Ι,, , c (-k)+c λ-c

(( c" <OAC" < ,-u\-l\.jT(,..n""-C22 )ν( C >OAC < 22 22 22 )))

ηλ-λ+2 21" ηλ-λ+2

Ι k ( c (-k)+c λ-c
ν( -<η< 2 Am>OA( C:u <OACI2 > n 22Ώ )ν

λ kλ-λ +2λ ηλ-λ+2

(ιΛ ,_

( Ο
'-22\-l\.j''-22'''-'''22

C21 > Λ CI2 >
ηλ-λ+2

)))))ν
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Μαγδαληνή παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

.;~ 1 :2(.. -(.. :..
(λ=3Λ((, <1Ι<-Λm>ΟΛ((c,,<ΟΛC,,> 22 " )))ν

k +4k+4 . 3 3η-1

( : ~ (( 2c"-c,,k)- <η < --Am > ΟΛ C22 <OAc12 > ν
3 3k-3 3η-Ι

( c >ΟΛC >2c"-c,,k )))))v(3<λ<k+4_"-Λ'-4kΛ
22 12 3η -1 2 2

.. Ι ( , \ . .,
(( -..Ν <η<-Λm>ΟΛ((C <OAc > (..22\-",!,ι..22Λ -ι..22 )ν

k' +4k+4 - λ "" ηλ-λ+2

(c >ΟΛC >c"(-k)+c"λ-c,, )))ν( "-<η<λ-2 Λm >ΟΛ
22 12 ι]λ-λ+2 λ λ

(( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ) ( Ο c"(-k)+c"λ-c,,C22 < ACI2 < V C22 > AC12 <
ηλ-λ+2 ηλ-λ+2

( λ-2 ) ( λ-2 k
η=--Λm>ΟΛC22 >0 V --<η< 2 Am>OA

λ λ kλ-λ +2λ

c (-k)+c λ-c )
(( C <OAC > 22 22 22 V

22 12 ηλ-λ+2

( •• Λ •• • c"(-k)+c"λ-c,, ))))) ~_k+4_"-.Jk'_4k
\ "'22 ~ v" ....12 ~ ηλ-λ+2 "",ν - 2 2 Λ

4k Ι (( c (-k)+c λ-C(( :5:η<-Λm>ΟΛ C22 <OAC12 > 22 22 22)v
k'+4k+4 λ ηλ-λ+2

( c (-k)+c λ-c ))) ( Ι λ-2
C >ΟΛC > 22 22 22 V -<η<--Λm>ΟΛ

22 12 Γολ-λ+2 λ λ,
(( Ο c"(-/(ι+c"λ-c,, ) ( Ο c"(-k)+c"λ-c,,C22 < ΛCΙ2 < V C22 > ACI2 <

ηλ-λ+2 ηλ-λ+2

ν( "-<η< k Am>OA(( C <OAC <c22 (-k)+c22λ-C22 \I'v
λ Η-λ' +2λ "" ηλ-λ+2

( Ο c"(-k)+c"λ-c,, ))))) (J_ k '+4k+4
C22 > Λ c12 < V - Λ

ηλ-λ+2 4k

Ι k " c"(-k)+c"λ-c,,
-<η< Aln>OA\t C <OAc < )ν
λ kλ-λ'+2λ "" ηλ-λ+2

( c"(-k)+c"J-c,, ))) ( k' +4k+4 λ k+2c22 >ΟΛC12 < V < <--Λ
,ιλ-λ+2 4k 2

4k ~n< k Λm>ΟΛ((C <ΟΛC <C22(-k)+C22λ-Cn )v
k' +4k+4 . kλ-λ' +2λ "" ηλ-λ+2

( c (-k)+c λ-c )))))'
cn >OACI2 < 22 ηλ_λ2:2 22 )Λ

c,.,ηλ - C'lλ + 2c12 +C22 k -cnλ +C22
C11 =

ηλ-Ι

(2.22)
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Μαγδαληνή napaOK€Ui
Διπλωματική Εργαοία

2.2.3.α. α =0 και c, #0

Όμοια αναζητούμενα ισχύει

αι = O,C11 > O,Cc = O,C12 =f:. O,k > O,m > Ο,λ < λcι ,λ > Ο,η > no (2.23)

κο, λομβάνουμε

( c I2 < 01\(0< c•• <-cJ2 ΛΟ < η <

(-C « <δj;Γ c.

l\πι>Ο)ν

Λ πΙ> ο)

__"C'''-'-;+",:C"-"',-_I\ Jn > Ο »)ν
CIII] + C I1 (- η)+ c j "

- C 11 Λ

(( .c~",-,+~c~,,-"- < λ s
.. CI11]

(
ι C + C_ < η < 1Λ 11 12

2 c II Ι]

__--=-C_,...:,·~'"'--< λ
(:Ι.Ι] + c I2 (- 1])+ c I2

«( .c.!!;,;C---;'c'c.."' ι- . <n <-
2c;I . 2

(:, ΙΊ, Λ πι > Ο »)ν (
C η+cI2 (-η)+c ιι

+ 2 Ι 2c~q - C~ S λ <
V η 2 (C,2. IJ - C,JCJ211 + CI1C IJ + C

2 γ

..!.- < Ι] < Ι Λ C11 + C12 < λ < __-'C'-'-"_+:":C~,,,-__ Λ
2 CII I] cI11] + c I2 ι- η)+ c._

2+2 2+2· Ι 2~·
C ~ η CΗC 12 η - C.! η C 12 _ 2./ .,.-_....:~c~,"~.'~I~-~c~,~, ~,""J": 1\ πι > ο) ν

Ι] (C 1
2
11] - C ιι c ι2 η + C 1I C I2 + c 1

2
2 ) ν η 2 t~,2, ": - C II C I2 Il + C 11 C I2 + C I2

CjII1 + 2CJlC 11 Il - CI~q + 2cl~, ,
η CII IJ -C I ,CIl 1J + C"C'2 + C I2

(

m>O)v(. > Ι Λ ~c",~_+;",:c~''-;-,-_ C,' + <" »)<λ< Am>O ν
c lI l] + C I2 (- η)+ Cn clIl]
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Μαγδαληvή παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

(2.23)
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Μαγδαληνή ΠαραΟ/(Ευά

Διπλωματι/(ή Εργαο{α

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 : ιΑ' ιθυπτικά ιAΠOTeλέσ. στα. ΣΙ σλιασ. όι: και

Συυπεοάσ. στα

Παρακάτω παραυσιάζονταl αριθμητικά αποτελέσματα για άλες τις

περιπτώσεις παραβίασης των συνθηκών, υπά μορφήν πορτραίτων

επιπέδου φάσεως [(θί(τ),θίω)],ί = 1,2 τα οποία προέκυψαν απά

αριθμητική επίλυση των μη γραμμικών εξισώσεων κίνησης μέσω του

Freeware λογισμικού Dynamics Solver. Όπου στα διαγράμματα

εμφανίζονται διαφορετικά χρώματα στις τελικές δυναμικές αποκρίσεις,

αυτά σχετίζονται με διαφορετικά σύνολα αρχικών συνθηκών για τον

εξεταζάμενο συνδυασμά παραμέτρων.

3.1. Γενικέcσυνθnκεc

1. C22=O.Ol, c,2=-1.49, c,,=0.408, k=1.6, λ=1.7, η=0.494, m=O.l

"

•

8 Ο 12 14

(

-.
-,0

δ.ξ ~I ·25 ·10 Ii 'τι -j ι ~ 11 a ΙS SΙ !i • ~ -14-12-10-8 -6 -4 -2 2 4

θ1 (ι)

\

Διαφεύγουσα Kίνnσn
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Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

2. c22=-0.01, c12=-1.49, c,,=0.0726, k=1.6, λ=1.7, η=0.494,

m=O.13

-

-,
-ι

.,

."

."
••
·υ

."

."
••

θ2 (τ),

•,
., , ., ., , • , , 10 ".,

θ()
-.
.,

ι.,
->Ο

." rJ

."

.".,.
·20

."
_'"

ΔlοtDEύνουσα Kίνιισn

3. c22=-O.01, CI2=0.01, c,,=236.01, k=1.6, λ=1.7, η=0.494, m=l

6 -0.004 - .O~

0.002

J!-D\ Iι--Qj

-1,- -0.002

-0.003

Πεοιοδικέι ΤDo 1έι οοτώ 'ΕνΚ οπό TIC 00 1ItiC OuνBίIKEC
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Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

4. c22=O.01, CI2=1.5, c11=1.2788, k=1.6, λ=1.7, η=0.494, m=0.21

81 (r),.

W 2.

!
,

v ..
.~

~ . ~,

(Ι,ω
-, -. , • ,

Λ ,V
-, θιω

-.
-,

(\_,ο -,
-,. -,.
-.. f'

I\Je
Ι

.»
"

..Η

_"_'0

-Ι'

-~

Διαφεύγουσαιιίνnσn

5. c22=-O.01, CI2=1.5, c11=0.607, k=1.6, λ=1.7, η=0.494, m=0.35

ο .......

0.0

O.::Z~

_o ....~

-,
- '.2

θ2 ι,)

0.00

-0.0
θ,ωθ,(η

-~..
-~,

_0..0

...
-C.8-.
-~-'"

ΔιαΦΕύνουσα ιιίνιισιι
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Μαγδαληνή ΠαρασKEUrι

Διπλωματική Εργασία

6. c22=O.Ol, CI2=-1.95, c11=0.854, k=2.3, λ=1.3, η=0.52, m=0.29

θ,(ι'

u ι.ι u u

e,rrJ
.~

...

...

...

...
-.~ • ... ο,,; • .. .*

θ,ιη
·0..1

-.~

Διοφεύνουσακίνηqη

7. c22=-O.01, CI2=-1.95, c11=1.09, k=2.3, λ=1.3, η=0.52, m=0.35

0,0

" - ~

",.
,.
"
'0

ο

-,ο

-"
-,ο

ΔιαtDεύ υαα κί

ss

-8 δ ~ -

,

-,-.-.-.
- ,

•



Μαγδαληνή παρασΚΕυά

Διπλωματική εργασία

8. c,,=-O.01, c12=O.Ol, cll=402.39, k=2.3, λ=l.3, η=Ο.52, m=l

θ,ιη

0.003

5.-06

2e--05 -0.006 ... -. ο .", 0.006
B2(r)

-5.-06

-'.-o~.

-0.003

Πεοlοδlκέc τ, ,έcεΕa, τώ ενεcαnό τι • σu,ν8. "KECα ,κε

9. c,,=O.01, cl2=1.95, cll=2.798, k=2.3, λ=l.3, η=Ο.52, m=O.23
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Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική Ερvαοία

10.22=-0.01, CI2=1.09, c,,=2.798, k=2.3, λ=1.3, η=0.52, m=0.35

0.9

0.9

ο .•

-0.3

-0.3

-ο.δ

ο .• ο.• .9

9, (Ι)
-ο. Ι? -ο. t

-o.o~

-0.9
-0.1

-0.1&

ΔιαφεύγουσαKίνnσα

11. c22=O.01,
m=15

CI2=-1.53, c"=0.931, k=2.3, λ=2.003, η=0.498,

'8 ι/Ι

, Ι ι

10

\ !
ι ,

νυν VVv· IJ

-~ .

θ,(

J.!INV\NVlN\Λ

-00 ....0

ΔιαtDEύνουσα Kίνιισn
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12. c,,=-O.01,
m=19

ΜαγδαληνήΠαραΟΚΕυά

ΔιπλωματικήΕργαοία

c'2=-1.53, c11=0.0714, k=2.3, λ=2.003, η=0.498,

.'.
, t

Ι ' 1 •
Ι ,

,lIIeaZlitι!ιl1 •• •
θω

Ι Ι ι Ι
ι ' !

Ι

13. c,,=-O.01,
m=l

J8-UO
θ, (τ)

, 2e-D6

Δια ύ υΣUKί

CI2=0.01, c11=229.641, k=2.3, λ=2.003, η=0.498,

ΑΡχική εικόvo

S8



; ..
•

Μαιιδαληνή Παρασκευά

ΔυrλωμαΤΙKή Εργασία

Iί,(J)t _
•

Oo])-II.~

-"-(16

-~

_ -"<"t----

"

Διοφεurouσα Kίmσn

14. c22=O.01, cl2=1.6, cll=26.3494, k=2.3, λ=2.003, η=Ο.498, m=l

θ, (τΙ
0.000",

,
θ,ω

-o.oo~

-0.0003

ΠεOιDδιKέι '00 'Ιέι -εEooΤΏUΕΝε, οπό τι 00 IΚέι συν8.· c
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Μαγδαληνή ΠαρασΚΕυά

Δυrλωματική Εργασία

15. C22=-0.01, C'2=1.6, cl1=0.2142, k=2.3, λ=2.003, η=0.498,

m=107

-..

Δrαφεύγρυαιι Kίνnσq

16. c22=0.01, C'2=-1.55, cl1=10.8498, k=2.3, λ=2.003, η=0.49925,

m=1

θ,(r);

mlJi :

ΔrαιDεύνoυoα κί

60
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ΜαΥδαληνή Παρασκευά

ΔιnλωμαrιKή ΕΡΥασία

17. c,,=O.Ol, c12=1.55, cιι=10.8498, k=2.3, λ=2.003, η=0.49925,

m=l

-0.03

Aιaιpειίroυou κίνπσα

18. c22=-O.01, cl2=0.01, Cιι=179.54, k=2.3, λ=2.003, η=0.4995,

m=1000

-ο.

/.

ΑιαtDEύ υαα κί
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Μαγδαληνή Παρασκευά

ΔιnλωμαrιKή Εργασία

19. c,,=0.01, ΙI2=0.01, cl1=0.4285, k=2.3, λ=2.003, η=0.4995,

m=4610

Πεοιοδι Τι i 'Ε, αοτώ 'EIf. από πι:α ικ.· σuJtθ.·κει

20. c,,=0.01, c12=1.55, cl1=10.8999, k=2.3, λ=2.003, η=0.4995,

m=1

.01 0,1

~ΞΞΞΞ:
0.03

θ,ω

-0.1

Διαaιεύ ouσα.κί
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Μαγδαληνή Παραοκευά

ΔυrλωμαΙΙKή Εργασία

21. c22=-0.01, c,,=0.01, c11=228.034, k=2.3, λ=2.00978,

η=0.497567, m=1

\. -. /ιϊ.
Διoφεύγoυaακίνηση

22. c22=0.01, c,,=1.55, c11=12.206, k=2.3, λ=2.00978,

η=0.497567, m=1

θτ (τΙ
..-1:,......."

ΔΙΟlDEύ υOQ κί
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Μαγδαληνή ΠαΡασκευά

ΔυrλωμαΤΙKή Εργασία

3.2. MπδενισυΌCτου ο νια θεrlKάσοι Toώσαπ~ C

1. c2,=0.01, CI2=0.005, cl1=0.3156, k=2.5, λ=2.01, η=0.4982,

m=620

θ,(ι

Δm ύ. ουοα κί

2. c,,=O.01, c,,=0.005, cl1=3.63338, k=2.5, λ=2.15, η=0.49475,

m=35.1
ιi (ι)

οι.οι

θ, (τ 'U' 11 J.J U
,ω

Ν. ''λουεύοου n lνέ κιν.·σε la e am Iitude transientmotions
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3.3.

Μαγδαληνήπαρασκευά

ΔιπλωματικήΕργασία

δεν/συ· του ο ν/ο αό ,στουπτοώοαπ . (-OJ

1. c22=O.005, c12=O.Ol, cll=O.02, k=5.4, λ=3, η=Ο.4, m=17
θ2 (τ),

-,

-o.~ -.

82 (r),

Αρ)(lκή δυvαμική απόκριση για διαφορετικές αρxικiς aυVΘήKες

6S



Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

.
θ2 (τ)

Ο.θ

ο.•

ο·,

-, ,
_o.~

θ,(τ)

-0.4

-0.15

θο(τ)
L

0.0

0.2

, ,
-0.2

θ,(τ)

-0.4

-ο-.

0.3

θ1 (τ)

0.05

0.1.5-

0.15-

0.1

-0.1

-ο. t

-ο.ο!>:-,-----

-0.05

-0.1 0.1 0.2'

-0.2 -ο. ι

-0.2

-0.15:-

Πεοlοδ,κέ Τι liC εEαoτώυε,νΕCαπό T/C α lKi συν8'κει
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Μαγδαληνή Παραοκευά

Διπλωματική Εργαο{α

2. c22=0.005, CI2=-0.01, c11=0.02, k=5.4, λ=3, η=Ο.4, m=17

Β,ω

θ,ω

θ,ω

+

Αρχική δυναμική απόκριση για διαφορετικές αρχικές συv&ήκες
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Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωμαrική Εργασία

'"

θ.,ω~ θ, (r)

.ι~ .... <tW <tW .... .... <tU ... ...1 -ιιι .w .., -ιο

Bf{r) "

θ,ω

7.1 7.1~, 7.1 U U
BZ{r)

. . . .. .. .. .. " ..
θ,ω

Πε lοδικ.· τ. ιέ αoτώuε.νε από τι σο lκέ συν8'κει:

Υφίστανται επίσης και σuνθήκες όπαu Υια αρνητικό αρισμένο μητρώο

απόσβεσης το σύστημα καθίσταται δuναμικό ασταθέι;, nOu Υια λόΥοuς

οικοναμίας της ύλης δεν παρατίθενται ατη σuνέχεια.
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Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

3.4. Γενικέcuuv8nKCC υπδενισυού του ο.

1. c,,=O.01333, C12=-O.OΙ, cιι=Ο.ΟΟ75, k=1.24504, λ=1.497,

η=Ο.475, m=l
θ, rιJ

••

•

Πεοιοδι ΤΟΟΥιά oεEooTώuEνEι από π 00 Ίκicσυνθ. .ΚEC

2. c,,=O.OΙ, C12=-O.OΙ, cιι=Ο.ΟΙ, k=0.407, λ=Ο.55, η=Ο.37, m=l

8, (r)

Πεoιoδιιιic τοο ιiι:ΈΕαοτώuενεc οπό ΠΙ: 00 Ίκteσυν8. 'ιιEi
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Μαγδαληνή Παρα κευά

Διπλωματική Εργασία

3. c,,=0.0057, c,,=-O.Ol, c,,=0.0175, k=0.9273, λ=0.97, η=0.475,

m=l

• ••
θ,ω

ΠΕΟΙοδιl(.' Τι 'IέcΈΕα τώ ενε, από π ΟΟΥΙI(. συνIJ. ItEC

4. c,,=0.0041425, c.,=-O.Ol, c,,=0.02414, k=1.18895, λ=1.275,

η=0.475, m=l

ΠεοιοδικΙcτροχιέςεΕαΡτώμενεςαπό πcαρχικέςσυνθήκες
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5. c,,=O.0041425, c'2=-O.01, cll=O.02414, k=3.37703, λ=2.15,

η=Ο.475, m=l

θ, (r)
0.001

o.oo,~

."

I'fi., ι~- . - ϊ 40i '.'" θ,ω

- ."

-O.OOΙ~

Αρχικη δυvομικη OπόKριaη γιο διοφορετικέςορχικέςaυVΘηKες
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θι (r)
0.001

O.OO!~

0.001

_O.(ιι)~

-0,0(ιι)~

-0.00'

-0.001~

_0.002

-0.002'

θl ω
0.001

0.001'

0.001

0.0001>

-O.OOl _Ο.σο,

- 0,0005

-0.001

-0.0015

-Q,001

-Q.OO25

-Ο.οε

-0.003

-0.004 -

-Ο.σαι.

θ",ω

ΠεΡιοδικές TporιK~ξαpτώμενεςαπό πς ODXΙK« συν8ήκες

6. (22=0.0037, (12=-0.01, (11=0.027, k=4.966, λ=3.279, η=0.41,

m=l

J

1I

Ι

f\ θι.(r) f\
.....'..
!:':
•

cY-~
J.~r:

J

J'v\ -._.-
\ -

ΠεoιDδιιι Τι ΥΙέ. -εΕαοτώ -ενε οπό τι αο lκΕ uuνBnKEC
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7. c22=0.0037, cI2=-0.01, cl1=O.027, k=1.2058, λ=1.345, η=0.475,

m=l

θ1 ω 82(1)- ..._.
~'

r--
"

Περιοδικές ΤΡοχιές -εξαρτώμενες από τις αοχικές συν8ήκες

8. c22=0.0037, cI2=-0.01, Cll=O.027, k=3.505, λ=2.1, η=0.475,

m=l

•• ο..'

.-
"0-

..., .. ,

-... ...... -ο.,

-.-
.., "'"

Αρχική δΥvaμlκή οπόκριοη γιο δ,οφοΡ6ΤΙκές ορχικές auvθήκες
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Β,ω

•
••..,

• .. -.... i,(J}

-
••-,
ο••

Β, ιι)

..-,

••

-

•~.... -> -, ->

,-
, .

••

nEOIoδιKiCΤΡοΥιές'EEαpτώUΕνεςαπό πς αρχικέςauνBιiK&C

9. c22=0,0058, CI2=0.01, c11=0.017, k=18,811, λ=8.975, η=0.175,

m=l

ΠεοιοδιKlc ΤOD .,«. 'ΟΤώυεν. από n D ικέ αυν8 KEC

74



Μαγδαληνή Παρασκευά

Διπλωματική Εργασία

3.5. Σ< ολιοσ. ΌcA'πoτeλεoυά,των- Σu πεοάσ. οτο

Για όλες τις εξετασθείσες περιπτώσεις, η καθαλlκή δυναμική απόκριση

ταυ συστήματας (πραϊόν απευθείας αριθμητικής επίλυσης των μη

γραμμικών διαφορικών εξισώσεων κίνησης) οχετίζεταl είτε με

απακλίνουσα κίνηση (συνεχώς αυξανόμενου εύρους) είτε με περιοδικές

τροχlέι;, το εύρος των οποίων εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες.

Σε αμφότερα τα είδη των αποκρίσεων βρέθηκε ότι τουλάχιστον μια

lδιοτιμή του αντίστοιχου Ιακωβιανού μητρώου (δηλαδή του σημείου

ισορροπίας του τετριμμένου δρόμου 8, = 82 =0, που αντιστοιχεί στην

επιλεγείσα τιμή του φορτίου) είχε θετικό πραγματικό μέρος. Αυτό άμεσα

σημαίνει ότι το σημείο ισορροπίας είναι τοπικά ασυμπτωτικά ασταθές και

μάλιστα πριν το πρώτο φορτίο λυγισμού τύπου απόκλισης,

παραμένοντας όμως υπερβολικό (όλα τα πραγματικά μέρη των lδιοτιμών

του διάφορα του μηδενός), δηλαδή με οχετιζόμενο με τοπική

διακλάδωση.

Ενδεικτικά παρατίθενται στη συνέχεια οι λίστες του Mathematica
Notebook, που αντιστοιχούν σε μερικές χαρακτηριστικές περιπτώσεις

παραβίασης των συνθηκών Lίenard - Chipart, στις οποίες έχουν

υπολογιστεί τόσο οι συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύμου,

όσο και οι αντίστοιχες lδlοτιμές.
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CΙearAII[m, λ, η, k, ηΟ, a, Υ, c, Ζ, s, cll, c12, c22, αΙ, α2, α3, α4, cc, Δ3, U]
c22 ~ 0.01;
cl2 ~ 0.005;
cll ~ 3.63338;
k~ 2.5;
λ~2.15;

η ~ 0.49475;
m 35.1;
a~ {{m+ Ι, Ι}, {Ι, ι}};

γ~ {{k-λ+ 1,-«η-I)*λ)-I},{-Ι, Ι-η*λ}};

c~ {{cll,cI2}, {cI2,c22}};
Ρrιnt["ΟρίζουσαΜητρώουΑπόσβεσης"]

cc~Det[c]

s = a*pA 2 + c*p + V;
U ~ Det[s];
Solve[U~ Ο, ρ]

Ρrint["λcΙ="]

λcΙ ~ (1/2)*(-Sqrι[(k + 2)Λ2 - (4*k)/η] + k + 2)
Print["nO="]
ηΟ ~ (4*k)/(k + 2)'2
Ρπnι["αΙ="]
αl ~ FuIlSimplify[(cll - 2*c12 + c22*m + c22)/m]
ΡπηΙ["α2="]

α2 ~ FulISimplify[(cll*c22 - cl2Λ2 + k - λ*(m*η + 2) + m + 4)/m]
Print["aJ="]
α3 ~ FulISimplίfy[( -(λ*(cll*η + cI2*(-η) + c 12 + c22)) + cll + 2*c12 + c22*k +
c22)/m]
ΡπnΙ["α4="]

α4 ~ FulISίmΡlίfy[Cοllect[(k*(-η)*λ+ k + η*(λ - 2)*λ)/m, λ]]

Ορίζουσα Μητρώου Απόσβ σης

0.0363088
{{ρ-->-0.13289-0.15038 '"}, {ρ-->-
.13289+0.15038'"}, {ρ-->Ο.ΟΟI29149},{ρ-->Ο.150973}}
λcΙ~ 2.15283
ηO~ 0.493827
αl~ 0.113515
α2- 1.4245χ10·9
α3~ -0.00608043
α4=ο 7.85256χ1Ο-'
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C1earAII[ln, λ, η, k, πΟ, a, Υ, c, Ζ, S, cll, cl2, c22, αΙ, α2, α3, α4, cc, Δ3, U]
c22 ~ 0.005;
cl2 ~ 0.01;
cll ~ 0.02;
k ~ 5.4;

λ 3;
η ~ 0.4;
ιη = 17;
a~ ({m+ Ι, Ι), (Ι, Ι)};

V ~ {{k + Ι - λ, -Ι - λ*(η - Ι»), {-Ι, Ι - η*λ} );
c ~ {{clI, cI2}, (cl2, c22));
Ρππι[''ΟρίζουσαΜητρώουΑπόσβ σης"]

cc~Dct[c]

S = ρΛ2*θ + p*c + V;
U ~ Det[s];
Solve[U~ Ο, ρ]

Ρrίπt["λc Ι ~"]

λcl ~ (1/2)*(k + 2 - Sqrt[(k + 2)Λ2 - 4*(k1η)])
Print["nO="]
πΟ ~ (4*k)/(k + 2)Λ2

PιiΠI["αΙ ~"]

αl ~ Ful1SimpliΙY[(cl Ι - 2*c12 + c22 + c22*m)/m]
Ρriπt["α2="]

α2 ~ Ful1SimpliΙY[(4- cl2Λ2 + cll *c22 + k + m - (2 + m*η)*λ)/m]

Pιiπι["α3~"]

α3 ~ Ful1SiInplify[(c Ι Ι + 2*c 12 + c22 + c22*k - (c12 + c22 + cl Ι *η - cI2*η)*λ)/m]
PιiπI[''αΨO'']

α4 ~ Ful1SimpliΙY[Col1ect[(k - k*η*λ + η*(-2 + λ)*λ)/m, λ]]

Ορίζουσα*Μητρώου*Απόσβ σης

Ο.

ΙΙ ρ->-Ο. 2062893844990259-0.20231041621854973 'Μ), {ρ-'­

0.2062893844990259+0.20231041621854973
'Μ}, Ιρ->Ο. 20364232567549648-
0.2075620"'}, Ιρ->0.20364232567549648+0.2075620'Μι Ι

λc1~ 3.264110105645931
πO~ 0.3944485025566107
α1~ 0.005294117647058824
α2~ -2.08983x10-16

α3~ 0.0008823529411764709
α4~ 0.007058823529411771

77



Μαγδαληνή Παρασ"ευά

Διπλωμαrι"ή Εργαο{α

CΙearAII[m, λ, η, k, ΩΟ, a, ν, c, Ζ, 5, cll, cl2, c22, αΙ, α2, α3, α4, cc, Δ3, U]
cI2=-0.01;
cll-O.OI;
m Ι;

λ - 0.55;
η = 0.37;
k = 0.407;
c22 0.01;
a= {{m+ Ι, Ι}, {Ι, Ι}};

ν = {{k + Ι - λ, -Ι - λ*(η - Ι)}, {-Ι, Ι - η*λ}};
c= {{cll, cI2}, {cI2, c22}};
Ρnπι["Ορίζουσα Μητρώου Απόσβ σης"]

cc= Det[c]
s = pA 2*a + p*c + V;
U = Det[s];
Solve[U == Ο, ρ]

ΡriπΙ["λcl="]

λcl = (1/2)*(k + 2 - Sqrt[(k + 2)'2 - 4*(kιη}J)
Print["nO="]
πΟ = (4*k)/(k + 2)'2
Ρrint["αΙ="]

αΙ = Ful1SimplilY[(cll - 2*c12 + c22 + c22*m)/m]
Print["a2="]
α2 = FuI1Simplify[(4 - c12'2 + cll*c22 + k + m - (2 + In*η)'λ)/m]

Ρrint["α3="]

α3 = FuI1Simplify[(cll + 2*c12 + c22 + c22*k - (c12 + c22 + cll*η - cI2*η)*λ)/m]
Ρπnι["α4="]

04 = FuI1Simplify[Col1ect[(k - k'η'λ + η*(-2 + λ)*λ)/m, λ]]

Ορίζουσα Μητρώου Απόσβ σης

Ο.

{{ρ-->-0.0250434-2.0238 '"},{ρ-->-0.0250434+2.0238 '"),{ρ-->Ο.00004343­

0.0842847'"}, (ρ-->Ο.ΟΟΟ04343 -0.0842847 '"»
λcl=0.613235

πΟ=Ο.280997

01=0.05
02=4.1035
α3 --8.67362χ10'1'
04=0.0291005
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CΙearAll[m, λ, η, k, ηΟ, a, Υ, c, Ζ, 5, cll, cl2, c22, αΙ, α2, α3, α4, cc, Δ3, U]
cI2~-0.01;

cll = 0.0175;
m = 1;
λ = 2.437;
η 0.475;
k ~ 3.18058;
c22 =0.0057;
a~ {{m+ Ι, Ι}, {Ι, Ι}};

V={{k+l-λ,-I-λ*(η-I)},(-Ι, Ι-η*λ)};

c~ {{cII,cI2}, {cI2,c22}};
ΡπηΙ["ΟρίζουσαΜητρώου Απόσβ σης"]

cc~Det[c]

5 = pA 2*a + p*c + V;
U ~ Det[s];
Solνe[U ~ Ο, ρ]

Ρrinι["λcl~"J

λcl ~ (l/2)*(k + 2 - Sqn[(k + 2)'1 - 4*(kΙη)])
Print["n!F"]
ηΟ ~ (4*k)/(k + 2)'1
ΡήηΙ["α!~"]

αl ~ FullSimplify[(cll - 2*c12 + c22 + c22'm)/m]
Prίηι["α2="]

α2 = FullSimplify[(4 - cl2'1 + cll*c22 + k + m - (2 + m*η)*λ)/ml

Pήηι["α3~")

α3 ~ FullSimplify[(c II + 2*c12 + c22 + c22*k - (c 12 + c22 + cII*η - cI2*η)*λ)/Π1]

Ρrίnt["α4="]

α4 ~ FullSimplify[Collect[(k - k*η'λ + η*(-2 + λ)*λ)/m, λ]]

Ορίζουσα Μητρώου Απόσβ σης

_2.5χlO·'
{{ρ-->-0.0244807-1.465 'Μ}, {ρ-+-0.0244807+1.465 '"}, {ρ-->0.0Ο0Ο3-0.04669IψM},
{ρ-->0.ΟΟΟΟ3~0.0466919 '"}}
λcl~2.47348

n!FO.474034
αl~.0489

α2~2.149

α3~0

α4~0.00468038
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Λόγω των τερόστιων μσθημστικών συνθηκών πσυ προκύπτουν, δεν

κστέστη δυνστόν νσ εξσντληθούν μέσω σριθμητικών πσρσδειγμότων

όλοι οι συνδυσσμοί των πσρσμέτρων, πλην όμως σπό όσες εξετόστηκσν

προέκυψσν σνσμενόμενες δυνσμικές σποκρίσεις γισ μισ μεγόλη γκόμσ

τιμών κστσνομής της μόζσς κσι της δυσκσμψίσς του συστήμστος.

Η συνθήκη μηδενισμού της Δ3 κστ' σρχήν εξετόστηκε στσ πλσίσισ της

πσρούσσς εργσσίσς χωρίς νσ πσρσχθούν συμβολικό συνθήκες λόγω

περιορισμένης υπολογιστικής ισχύος των διστιθέμενων υπολογιστών.

Τέλος, φσίνετσι πολύ δόκιμη η χρήση του προγρόμμστος Dynamics
SoIver, κσθόσον πσρέχει σξιόπιστο κώδικσ κσι τσχέσ σποτελέσμστσ

χωρίς ιδισίτερο κόπο σπό το χρήστη.

Ως πρότσση γισ μελλοντική έρευνσ θεωρείτσι ο προσδιορισμός

συνθηκών τοπικής σστόθεισς γισ συντηρητικό φορτίο

(συμπεριλσμβσνομένης κσι της γενικής περίπτωσης μηδενισμού του) γισ

το σντίστοιχο μοντέλο τριών βσθμών ελευθερίσς.
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