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ςτον θείο μου,  τον Παναγιώτη Αλεξίου,  

που ζφυγε νωρίσ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κι αν είςαι ςτο ςκαλί το πρϊτο, πρζπει 

νάςαι υπεριφανοσ κ' ευτυχιςμζνοσ. 

Εδϊ που ζφκαςεσ, λίγο δεν είναι· 

τόςο που ζκαμεσ, μεγάλθ δόξα. 

Κι αυτό ακόμθ το ςκαλί το πρϊτο 

πολφ από τον κοινό τον κόςμο απζχει. 

Εισ το ςκαλί για να πατιςεισ τοφτο 

πρζπει με το δικαίωμά ςου νάςαι 

πολίτθσ εισ των ιδεϊν τθν πόλθ. 

Και δφςκολο ςτθν πόλθ εκείνθν είναι 

και ςπάνιο να ςε πολιτογραφιςουν. 

 

Το πρϊτο ςκαλί(1899) 

Κ. Π. Καβάφθσ 
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τικά ο μζντοράσ μου και τον ευχαριςτϊ από καρδιάσ που με δίδαξε τον τρόπο να ςκζφτομαι 

και να μακαίνω. Κα ικελα επίςθσ να ευχαριςτιςω τον κ. Αράβα Νικόλαο, Κακθγθτι Π.Κ. του 
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Κεφάλαιο 1  
 

Γενικά περί υφαςμάτων 
 

1.1. Η δομι του πλεκτοφ υφάςματοσ 

 

    Τα υφαςμάτινα υλικά χρθςιμοποιοφνται ςε πολλζσ τεχνολογικζσ  εφαρμογζσ. Θ πιο κοινι 

χριςθ των υφαςμάτων είναι ο ρουχιςμόσ, όμωσ οι εξαιρετικζσ μθχανικζσ τουσ ιδιότθτεσ προ-

ςζλκυςαν το ενδιαφζρον των ερευνθτϊν που αςχολοφνται με τεχνολογικζσ και καταςκευα-

ςτικζσ εφαρμογζσ. Στθν αυτοκινθτοβιομθχανία χαρακτθριςτικά παραδείγματα αποτελοφν οι 

αερόςακοι και οι ηϊνεσ αςφαλείασ, Σχ.    1 ,a b . Στθν ςτρατιωτικι βιομθχανία τα αλεξίπτω-

τα, οι τζντεσ παραλλαγισ και τα αλεξίςφαιρα γιλζκα αποτελοφν πεδίο εκτεταμζνθσ ζρευνασ 

από πολλοφσ ερευνθτζσ ανά τον κόςμο, Σχ.  1 d . Στθν αεροπορικι επιςτιμθ οριςμζνα πολφ 

ςθμαντικά εξαρτιματα, όπωσ τα προςτατευτικά καλφμματα των κινθτιρων, Σχ.  1 c , κατα-

ςκευάηονται από προθγμζνα υφάςματα με κφρια χαρακτθριςτικά τουσ το μικρό βάροσ τουσ 

και τθν μεγάλθ αντοχι τουσ ςε εντόσ του επιπζδου καταπονιςεισ.  

 

 

 

 

 

      

 

 

 

                                                                     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ 1.1 Χαρακτθριςτικζσ εφαρμογζσ των υφαςμάτινων υλικϊν αερόςακοι ηϊνεσ αςφαλείασ 

( προςτατευτικά καλφμματα μθχανϊν αεροςκαφϊν αλεξίςφαιρα γιλζκα. 
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     Το κεμελιϊδεσ δομικό ςτοιχείο οποιουδιποτε υφάςματοσ είναι θ ίνα (fiber). Θ ίνα είναι 

ζνα ευκφγραμμο ςϊμα, ςυνικωσ κυκλικισ διατομισ, όπου ο λόγοσ του μικουσ προσ τθν διά-

μετρό του είναι αρκετά μεγάλοσ. Το μζγεκοσ τθσ ίνασ (fiber size) μπορεί να οριςτεί μζςω τθσ 

διαμζτρου τθσ μετροφμενθσ ςε μικρόμετρα  m  ι μζςω τθσ γραμμικισ πυκνότθτασ που εί-

ναι το βάροσ τθσ ανά μονάδα μικουσ. Οι ςυνικεισ μονάδεσ μζτρθςθσ τθσ γραμμικισ πυκνότθ-

τασ είναι το denier, που αναφζρεται ςτθν μάηα ςε γραμμάρια ανά 9000m  ίνασ και το tex που 

είναι θ μάηα ςε γραμμάρια ανά 1000mίνασ. Οι ίνεσ κατατάςςονται ςε δφο βαςικζσ κατθγορί-

εσ ανάλογα με το υλικό από το οποίο καταςκευάηονται, τισ φυςικζσ και τισ τεχνθτζσ. Οι φυςι-

κζσ ίνεσ αποτελοφν προϊόντα τθσ γεωργίασ, όπωσ είναι το βαμβάκι, ι τθσ ίδιασ τθσ φφςθσ, 

όπωσ είναι το μετάξι και το μαλλί ι ιςτοί των ηϊων. Τα μικθ των φυςικϊν ινϊν κυμαίνονται 

μεταξφ2 50cm . Οι φυςικζσ ίνεσ παρουςιάηουν μια μεγάλθ ποικιλομορφία όςον αφορά το 

μζγεκοσ, το μικοσ και το ςχιμα τουσ. Οι τεχνθτζσ ίνεσ αποτελοφν προϊόν ειδικισ επεξεργαςί-

ασ και καταςκευάηονται από διαφόρων ειδϊν υλικά, όπωσ είναι το γυαλί, ο πολυεςτζρασ, ο 

άνκρακασ, τα κεραμικά, κ.α. Τα μικθ των τεχνθτϊν ινϊν δεν ζχουν όρια και μποροφν να κα-

ταςκευαςτοφν κατά το δοκοφν. Τυπικά μεγζκθ και μικθ ινϊν αναφζρονται ςτον Πίνακα 1.1. 

 

Υλικό τθσ ίνασ 
Διάμετροσ ίνασ Γραμμικι πυκνότθτα Τυπικό μικοσ 

 m  (denier)  9000gr m   cm  

Βαμβάκι 12 20  1.50  0.32 6.50  

Ηωικό μαλλί 14 45  4.0  5 15  

μετάξι 12 30  1.0  30.000  

πολυεςτζρασ 12 25  2.0  απεριόριςτο 

 

 

 

 

     Από τθν ςυνζνωςθ μιασ ομάδασ ινϊν προκφπτει το νιμα (yarn), που αποτελεί βαςικό δομι-

κό ςτοιχείο του υφάςματοσ. Θ ςυνζνωςθ των ινϊν, προκειμζνου να δθμιουργθκεί το νιμα, 

μπορεί να πραγματοποιθκεί με πολλοφσ και διάφορουσ τρόπουσ όπωσ είναι θ απλι παράκε-

ςθ με παράλλθλουσ τουσ διαμικεισ άξονεσ (roving). Θ πιο διαδεδομζνθ μζκοδοσ ςυνζνωςθσ 

των ινϊν είναι θ περιτφλιξι τουσ (spinning). Σφμφωνα με αυτι τθ μζκοδο ζνασ αρκετά μεγά-

λοσ αρικμόσ ινϊν τοποκετοφνται κολλθτά ζχοντασ τουσ άξονζσ τουσ παράλλθλουσ και εν ςυ-

νεχεία ςυςτρζφονται ϊςτε θ μία να εμπλακεί με τθν άλλθ. Με αυτι τθν μικρι ςυςτροφι αυ-

ξάνεται θ ςυνοχι μεταξφ των ινϊν και το νιμα αποκτά μια πιο ςυνεκτικι και πιο ςτακερι δο-

μι. Σε κάκε περίπτωςθ, θ ςυνεκτικότθτα και θ αντοχι του νιματοσ μπορεί να αυξθκεί ςθμα-

ντικά με τθν χριςθ κολλθτικισ ουςίασ μεταξφ των ινϊν.  

     Οι μθχανικζσ ιδιότθτεσ του νιματοσ εξαρτϊνται από τισ μθχανικζσ ιδιότθτεσ των ινϊν, από 

τθν τριβι μεταξφ των ινϊν λόγω τθσ μεταξφ τουσ εμπλοκισ και από τον αρικμό των ινϊν ανά 

μονάδα μικουσ του νιματοσ. Θ κυρίαρχθ μθχανικι ιδιότθτα του νιματοσ είναι θ εφελκυςτικι 

του αντοχι θ οποία κεωρείται ότι δίνεται από το άκροιςμα τθσ εφελκυςτικισ αντοχισ των 

επιμζρουσ ινϊν από τισ οποίεσ αποτελείται. Τα είδθ ινϊν που χρθςιμοποιοφνται ςτισ διάφο-

ρεσ τεχνολογικζσ εφαρμογζσ ποικίλουν ανάλογα με τον ςκοπό που επικυμοφμε να επιτελεί το 

Πίνακασ 1.1.. Τυπικζσ γεωμετρικζσ και φυςικζσ τιμζσ για διάφορα είδθ ινϊν. 
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τελικό προϊόν. Οι ίνεσ από γυαλί (glass fibers) χρθςιμοποιοφνται κυρίωσ για αντίςταςθ ςε φω-

τιά και ζχουν ευρφτατθ εφαρμογι ςτισ τθλεπικοινωνίεσ με τισ οπτικζσ ίνεσ από γυαλί. Οι ίνεσ 

από πολυεςτζρα (polyester fibers) χρθςιμοποιοφνται ευρφτατα ςτον ακλθτιςμό κακϊσ τα α-

κλθτικά προϊόντα από ίνεσ πολυεςτζρα διότι ζχουν τθν ιδιότθτα να απορροφοφν και να ςυ-

γκρατοφν τθν υγραςία του ςϊματοσ ςτα εξωτερικά ςτρϊματα του υφάςματοσ μακριά από το 

ςϊμα του ακλθτι. Οι ίνεσ από άνκρακα (carbon fibers)  χρθςιμοποιοφνται ευρφτατα για τθν 

αφξθςθ τθσ αντοχισ του υφάςματοσ. Ανάλογα με τθν μζκοδο κατεργαςίασ οι ίνεσ αυτοφ του 

είδουσ παρουςιάηουν διαφορζσ ςτθν μθχανικι αντοχι, ςτθν ακαμψία, ςτθν θλεκτρικι αγωγι-

μότθτα, ςτθν αντίςταςθ ςε χθμικζσ δράςεισ, κ.α. Θ κφρια μεταβλθτι όλων των παραπάνω ιδι-

οτιτων είναι θ περιεκτικότθτα των ινϊν ςε άνκρακα, ςυνικωσ κυμαίνεται ςτο 92% . Οι ίνεσ 

από κεραμικά (ceramic fibers) παρουςιάηουν μια εξζχουςα ιδιότθτα, που είναι θ πολφ καλι 

αντοχι ςτισ υψθλζσ κερμοκραςίεσ. Παρουςιάηουν μια ςτακερότθτα ςτθ δομι τουσ όταν οι 

κερμοκραςία μεταβάλλεται, ζχουν πολφ μικρό βάροσ, μεγάλο ςυντελεςτι κερμικισ αποκοπισ 

και μια αξιοςθμείωτθ μθχανικι αντοχι. Οι ίνεσ από αραμίδιο (aramid fibers), όπωσ το Kevlar, 

λόγω τθσ χθμικισ τουσ ςφςταςθσ παρουςιάηουν μια πολφ καλι αντοχι ςτθν κροφςθ και για 

αυτό το λόγο χρθςιμοποιοφνται κατά κόρον ςτθν καταςκευι αλεξίςφαιρων γιλζκων. 

  

1.2. Τα είδθ τθσ πλζξθσ των νθμάτων 

 

     Θ πλζξθ των υφαςμάτινων καταςκευϊν χαρακτθρίηεται από τον τρόπο με τον οποίο το ζνα 

νιμα τοποκετείται ςτο χϊρο ςε ςχζςθ με το άλλο και αποτελεί ζνα βαςικό καταςκευαςτικό 

κριτιριο ςφμφωνα με το οποίο κατθγοριοποιοφνται τα υφάςματα. Στθν μια κατθγορία εντάς-

ςονται τα αποκαλοφμενα πλεκτά υφάςματα (woven fabrics) τα οποία προκφπτουν ζπειτα από 

μια προεπιλεγμζνθ και διατεταγμζνθ πλζξθ των νθμάτων. Στθν άλλθ κατθγορία περιλαμβάνο-

νται τα υφάςματα που προκφπτουν από νιματα που προςκολλοφνται μεταξφ τουσ είτε με 

μθχανικό, είτε με χθμικό, είτε με κερμικό τρόπο ζχοντασ μια τυχαία διάταξθ, διαμορφϊνο-

ντασ πολφ λεπτά φφλλα. Χαρακτθριςτικά παραδείγματα υφαςμάτων τθσ τελευταίασ κατθγο-

ρίασ αποτελοφν οι πάνεσ για τα μωρά, τα γεωυφάςματα, τα φίλτρα του καφζ, οι ιατρικζσ γά-

ηεσ, οι χαρτοςακοφλεσ για τισ θλεκτρικζσ ςκοφπεσ κλπ. Θ παροφςα εργαςία κα εςτιάςει ςτθν 

πρϊτθ κατθγορία των πλεκτϊν υφαςμάτινων καταςκευϊν όπου τα νιματα εμπλζκονται μετα-

ξφ τουσ με ςυγκεκριμζνο και ςτοχευμζνο τρόπο.   

     Θ δομι των πλεκτϊν υφαςμάτων χαρακτθρίηεται από δφο κφριεσ ομάδεσ νθμάτων. Τα νι-

ματα που διατρζχουν το φφαςμα κατά τθν ζννοια του μικουσ τα οποία κα λζγονται ςτθμόνια 

(warp yarns) και τα νιματα που διατρζχουν το φφαςμα κατά τθν ζννοια του πλάτουσ τα οποία 

κα λζγονται υφάδια (weft yarns). Ο τρόποσ που εμπλζκονται μεταξφ τουσ τα ςτθμόνια και τα 

υφάδια κακορίηει και το είδοσ τθσ πλζξθσ του υφάςματοσ. Στθ ςθμερινι εποχι με τθν ρα-

γδαία εξζλιξθ ςτον τομζα τθσ κλωςτοχφαντουργίασ τα μοτίβα τθσ πλζξθσ των νθμάτων είναι 

πάρα πολλά και μια προςπάκεια πλιρουσ αναφοράσ κα ιταν μάλλον ατελζςφορθ και επου-

ςιϊδθσ ςτο πλαίςιο τθσ παροφςασ διατριβισ. Θ παροφςα εργαςία πραγματεφεται υφάςματα 

που χαρακτθρίηονται από τθν πιο απλι μορφι πλζξθσ (plain weave) Σχ.1.2, και ςυγκεκριμζνα 

με τθν μορφι που απεικονίηεται ςτο Σχ.1.2a, θ οποία χαρακτθρίηεται από τθν διαδοχικι 

ςταυρωτι πλζξθ των νθμάτων ςτισ δφο κφριεσ κατευκφνςεισ του υφάςματοσ. Θ επιλογι αυτι 

καλφπτει, από τθν μια πλευρά, ζνα μεγάλο φάςμα πρακτικϊν εφαρμογϊν υφαςμάτων υψθ-
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λισ τεχνολογίασ, Σχ.1.3, και από τθν άλλθ, αποτελεί μια ικανι πλατφόρμα ανάδειξθσ όλων 

των βαςικϊν μθχανιςμϊν παραμόρφωςθσ που ςχετίηονται με τθν μθχανικι ςυμπεριφορά των 

υφαςμάτων. 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ.1.2. Σχθματικι απεικόνιςθ τθσ εναλλαςςόμενθσ ςταυρωτισ πλζξθσ διαδοχικι πλζξθ δια-

δοχικι ανά δφο διαδοχικι ανά τζςςερα. 

Σχ 1.3. Σχθματικι απεικόνιςθ των νθμάτων ςτο εςωτερικό του υφάςματοσ ίνεσ Kevlar αλε-

ξίπτωτο ίνεσ από βαμβάκι. (φωτογραφίεσ από το θλεκτρονικό μικροςκόπιο του εργαςτθρίου 

Οπλιςμζνου Σκυροδζματοσ του τμιματοσ Πολιτικϊν Μθχανικϊν του Πανεπιςτθμίου Κεςςαλίασ) 
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1.3. Η μοντελοποίθςθ του υφάςματοσ 

 

     Οι εφαρμογζσ των τεχνολογικά προθγμζνων υφαςμάτινων καταςκευϊν μποροφν να βελτι-

ςτοποιθκοφν και να αξιοποιθκοφν με πιο αποτελεςματικό τρόπο μζςα από τθν ανάπτυξθ α-

ποτελεςματικϊν και αξιόπιςτων τεχνικϊν μοντελοποίθςισ τουσ. Εξάλλου, παράλλθλα με τισ 

προαναφερκείςεσ εφαρμογζσ οι ςυνεχϊσ  αναπτυςςόμενεσ τεχνολογίεσ μικρισ κλίμακασ, 

όπωσ μικροεπεξεργαςτζσ και μικροαιςκθτιρεσ, επιβάλλουν τθν ανάπτυξθ ακόμθ πιο εξελιγ-

μζνων μοντζλων ϊςτε αυτζσ οι τεχνολογίεσ να μποροφν να ενςωματωκοφν με ολοκλθρωμζνο 

και λειτουργικό τρόπο ςτισ υφαςμάτινεσ καταςκευζσ. Θ τεχνικι τθσ μοντελοποίθςθσ προχπο-

κζτει τθν υιοκζτθςθ ενόσ μοντζλου το οποίο μπορεί να προβλζψει τθν απόκριςθ του υφά-

ςματοσ ςε διάφορεσ μθχανικζσ καταπονιςεισ. Υπό αυτι τθν ζννοια θ επιλογι του κατάλλθλου 

μοντζλου είναι μια παράμετροσ κακοριςτικισ ςθμαςίασ για τθν περαιτζρω διερεφνθςθ τθσ 

καταςκευισ. 

     Στθν διεκνι βιβλιογραφία ζχουν αναπτυχκεί πολλά και διάφορα μοντζλα με ςτόχο να 

προςδιορίςουν με ζνα αξιόπιςτο και ακριβι τρόπο τθν μθχανικι ςυμπεριφορά των υφαςμά-

των. Παρόλο που ζχει ςθμειωκεί μια ςθμαντικι πρόοδοσ προσ αυτι τθν κατεφκυνςθ, εντοφ-

τοισ, δεν ζχει προτακεί ζνα ευρζωσ αποδεκτό μοντζλο που να είναι ςε κζςθ να ςυςχετίηει τθν 

μακροςκοπικι ςυμπεριφορά του υφάςματοσ με τθν μθχανικι ςυμπεριφορά των νθμάτων 

ςτθν μεςοκλίμακα και κατ’επζκταςθ με τθν μθχανικι ςυμπεριφορά των ινϊν ςτθν μικροκλί-

μακα. Το γεγονόσ αυτό καταδεικνφει ξεκάκαρα ότι θ μοντελοποίθςθ των υφαςμάτινων κατα-

ςκευϊν είναι μια ιδιαίτερα περίπλοκθ διαδικαςία. Θ ανακφπτουςα πολυπλοκότθτα οφείλεται, 

από τθν μια πλευρά, ςτον τρόπο πλζξθσ των νθμάτων και, από τθν άλλθ, ςτουσ πολλαπλοφσ 

μθχανιςμοφσ παραμόρφωςισ τουσ.  

     Θ μθχανικι ανάλυςθ των υφαςμάτινων καταςκευϊν μπορεί να γίνει ςε διάφορεσ κλίμακεσ. 

Εν γζνει, υπάρχουν τρεισ κφριεσ κλίμακεσ ανάλυςθσ, θ μακροςκοπικι, θ μεςοςκοπικι και θ 

μικροςκοπικι, Σχ.1.4. Ευδιάκριτα και ςαφι όρια διαχωριςμοφ ανάμεςα ςτισ κλίμακεσ δεν 

μποροφν να οριςτοφν εκ των προτζρων αλλά ορίηονται νοερά κατά περίπτωςθ.  Υιοκετϊντασ 

μια πολφ γενικι κατθγοριοποίθςθ κα μποροφςε κανείσ να ιςχυριςτεί ότι θ μακροςκοπικι κλί-

μακα αναφζρεται ςε διαςτάςεισ τθσ τάξθσ των 1 010 10 m  , όπου το φφαςμα αντιμετωπίηε-

ται ςαν ζνα ανιςότροπο ςυνεχζσ μζςο και κατά τθν ανάλυςθ λαμβάνονται υπόψθ παράμετροι 

όπωσ θ καμπυλότθτα των νθμάτων λόγω τθσ πλζξθσ, το ποςοςτό νθμάτων ανά μονάδα όγκου 

του υφάςματοσ, κλπ. Θ μεςοκλίμακα, προςεγγιςτικά, αναφζρεται ςε διαςτάςεισ τθσ τάξθσ 

των 3 210 10 m  , και ςε αυτό το επίπεδο θ μθχανικι ςυμπεριφορά του υφάςματοσ ερμθ-

νεφεται εςτιάηοντασ ςτισ αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των νθμάτων τα οποία κεωροφνται ςυνεχι 

ςϊματα χωρίσ να λαμβάνεται υπόψθ θ εςωτερικι δομι τουσ. Τζλοσ, θ μικροςκοπικι κλίμακα 

αναφζρεται ςε διαςτάςεισ τθσ τάξθσ των 5 20 m όπου ςε αυτό το επίπεδο θ ανάλυςθ επι-

κεντρϊνεται ςτισ αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των ινϊν εντόσ του νιματοσ.  

     Θ πιο απλι προςζγγιςθ για τθν μοντελοποίθςθ του υφάςματοσ είναι θ ομογενοποίθςθ τθσ  

μεςοδομισ και θ προςζγγιςθ του υφάςματοσ ςαν ζνα ανιςότροπο ςυνεχζσ μζςο με δφο κφρι-

εσ διευκφνςεισ, τισ διευκφνςεισ των νθμάτων, Σχ.1.4. Σε αυτι τθν περίπτωςθ ο αντιπροςω-

πευτικόσ όγκοσ ελζγχου πρζπει να είναι τζτοιοσ ϊςτε οι διαςτάςεισ του ςε ςχζςθ με τθν διά-

ςταςθ του διάκενου μεταξφ των νθμάτων (fabric spacing) να είναι αρκετά μεγαλφτερεσ. Ουςι-
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αςτικά, θ ομογενοποίθςθ ςυνίςταται ςτθν υιοκζτθςθ ενόσ αντιπροςωπευτικοφ όγκου ελζγ-

χου τθσ καταςκευισ και χριςθ του μζςου όρου για τισ τιμζσ οριςμζνων βαςικϊν ιδιοτιτων 

που μασ ενδιαφζρουν. Σε κάκε υλικό ςωματίδιο του ανιςότροπου ςυνεχοφσ μζςου προςαρ-

μόηεται μια διατεταγμζνθ δυάδα διανυςμάτων 1 2,d d  αρχικά ορκογϊνιων μεταξφ τουσ, Σχ.1.4. 

Ο τρόποσ με τον οποίο κα μεταβάλλονται αυτά τα διανφςματα κα κακορίηει τον προςανατο-

λιςμό και τθν παραμόρφωςθ του κάκε νιματοσ κάκε χρονικι ςτιγμι. Αντικειμενικόσ ςτόχοσ 

τθσ ανάλυςθσ είναι να προςδιοριςτεί μια ςχζςθ που να ςυνδζει τισ τάςεισ που εφαρμόηονται 

μακροςκοπικά ςτο φφαςμα με τα διανφςματα 1 2,d d , που περιγράφουν τθν κζςθ και τθν πα-

ραμόρφωςθ του κάκε νιματοσ ςτο εςωτερικό του. 

 

 

 

 

     Μια εναλλακτικι προςζγγιςθ για τθν μθχανικι ανάλυςθ του υφάςματοσ αποτελεί θ δια-

κριτοποίθςθ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ κάκε νιμα του υφάςματοσ, ι ςε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ 

και κάκε ίνα εντόσ του νιματοσ, μοντελοποιείται και επιλφεται ξεχωριςτά.  Χρθςιμοποιϊντασ 

τθν μζκοδο των πεπεραςμζνων ςτοιχείων γίνεται μια ακριβισ επίλυςθ τθσ καταςκευισ προ-

ςφζροντασ μια αξιόπιςτθ και ρεαλιςτικι εικόνα για τισ διάφορεσ μορφζσ παραμόρφωςθσ του 

υφάςματοσ. Παρόλα αυτά θ μζκοδοσ τθσ διακριτοποίθςθσ και των πεπεραςμζνων ςτοιχείων 

δεν μποροφν να εφαρμοςτοφν για τθν επίλυςθ πραγματικϊν καταςκευϊν διότι το υπολογι-

ςτικό κόςτοσ είναι ςχεδόν απαγορευτικό. Συνεπϊσ, θ διακριτοποίθςθ χρθςιμοποιείται κατά 

κφριο λόγο για να αποκτιςουμε μια εικόνα τθσ παραμόρφωςθσ και για να υπολογιςτοφν κά-

ποιεσ γεωμετρικζσ παράμετροι ςτθν μικροδομι όπωσ είναι θ επιφάνεια επαφισ, θ παραμορ-

φωμζνθ διατομι των νθμάτων μετά τθν παραμόρφωςθ κλπ. Τα ομογενοποιθμζνα ςυνεχι μο-

ντζλα είναι υπολογιςτικά πιο αποτελεςματικά από τα μοντζλα διακριτοποίθςθσ, που λαμβά-

νουν κάκε νιμα χωριςτά, αλλά το τίμθμα ςε αυτι τθν περίπτωςθ είναι ο επίπονοσ προςδιο-

ριςμόσ των ςτακερϊν που προκφπτουν από τθν ομογενοποίθςθ. 

 

 

Σχ 1.4. Οι διαφορετικζσ κλίμακεσ του υφάςματοσ μακροκλίμακα, μεςοκλίμακα, μικρο-

κλίμακα. 
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Κεφάλαιο 2  

Μθχανιςμοί τριβισ και απϊλειασ ενζργειασ των 

υφαςμάτων 
 

2.1. Ειςαγωγι 

 

     Τα υφαςμάτινα υλικά χρθςιμοποιοφνται ςε προθγμζνεσ τεχνολογικζσ εφαρμογζσ εδϊ και 

αρκετά χρόνια. Το ζντονο ενδιαφζρον τόςο τθσ ακαδθμαϊκισ κοινότθτασ όςο και τθσ βιομθ-

χανικισ ζρευνασ αποςκοπεί ςτθν βελτιςτοποίθςθ τθσ λειτουργικότθτασ και τθσ αποδοτικότθ-

τάσ τουσ. Απαραίτθτθ προχπόκεςθ προσ αυτι τθν κατεφκυνςθ είναι θ πλιρθσ κατανόθςθ τθσ 

μθχανικισ τουσ ςυμπεριφοράσ. Μζχρι πρότινοσ, ο ςχεδιαςμόσ των υφαςμάτινων υλικϊν ςτθ-

ριηόταν κυρίωσ ςε εμπειρικοφσ κανόνεσ και το τελικό προϊόν αξιολογοφταν με τθν μζκοδο τθσ 

δοκιμισ - λάκουσ. Θ μζκοδοσ τθσ δοκιμισ – λάκουσ πζραν του ότι απαιτοφςε πολφ χρόνο ε-

κτόξευε το κόςτοσ παραγωγισ ςε υψθλά επίπεδα. Θ ανάγκθ να εξοικονομθκεί χρόνοσ αλλά 

και να μειωκεί το κόςτοσ παραγωγισ οδιγθςε ςτθν λεπτομερζςτερθ ανάλυςθ των υφαςμά-

των μζςα από ζνα μθχανικό μοντζλο το οποίο κα αναπαριςτά όςο το δυνατόν πιςτότερα τθν 

πραγματικι μθχανικι ςυμπεριφορά τουσ. Ζνα τζτοιο μοντζλο, που να χαίρει ευρείασ αποδο-

χισ από τθν ακαδθμαϊκι και τθν βιομθχανικι κοινότθτα, δεν υπάρχει ακόμθ και ςιμερα.    

     Θ μοντελοποίθςθ των υφαςμάτων είναι μια περίπλοκθ διαδικαςία λόγω του ιδιάηοντοσ 

τρόπου παραμόρφωςισ τουσ. Το κφριο χαρακτθριςτικό τουσ, από μθχανικισ άποψθσ, είναι θ 

υψθλι αντοχι τουσ ςε εφελκυςμό και θ ικανότθτά τουσ να προςαρμόηουν το ςχιμα τουσ ςε 

περίπλοκεσ γεωμετρικζσ επιφάνειεσ. Θ τελευταία ιδιότθτά τουσ οφείλεται ςτο ότι μποροφν να 

παρουςιάηουν μεγάλεσ διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ εντόσ του επιπζδου τουσ. Εν γζνει, οι 

βαςικοί μθχανιςμοί παραμόρφωςθσ των υφαςμάτινων υλικϊν εντόσ του επιπζδου τουσ είναι 

ο εφελκυςμόσ, θ παραμόρφωςθ λόγω τθσ αποπτφχωςισ τουσ, θ εντόσ του επιπζδου διάτμθςθ 

θ οποία περιγράφεται κυρίωσ από τθν ςχετικι ςτροφι των νθμάτων αλλά και, ςε μικρότερο 

βακμό, από τθν ςχετικι ολίςκθςθ των νθμάτων, και τζλοσ, θ παραμόρφωςθ λόγω «κλειδϊμα-

τοσ» των νθμάτων μεταξφ τουσ. Στισ επόμενεσ παραγράφουσ αυτοφ του κεφαλαίου κα ανα-

λυκοφν αυτοί οι μθχανιςμοί διεξοδικά. 

  

2.2. Εφελκυςμόσ των νθμάτων 

 

     Κεωροφμε ζνα δείγμα υφάςματοσ, τετραγωνικισ μορφισ, ςτα άκρα του οποίου εφαρμόηε-

ται μια εφελκυςτικι δφναμθ ανά μονάδα μικουσ, Σχ.2.1. Θ εφελκυςτικι δφναμθ κα παρα-

λθφκεί αναλογικά από τα νιματα των οποίων ο διαμικθσ άξονασ είναι παράλλθλοσ με τθν 

διεφκυνςθ του εφελκυςμοφ. Το κάκε νιμα μπορεί απλοποιθτικά να κεωρθκεί ςαν μια ευκφ-

γραμμθ δοκόσ αποτελοφμενθ από γραμμικό ελαςτικό υλικό με μζτρο ελαςτικότθτασ iE . Ο 
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δείκτθσ i  αναφζρεται ςτθν διεφκυνςθ που αςκείται θ εφελκυςτικι δφναμθ και κα είναι 1i 

για τθν οριηόντια διεφκυνςθ (διεφκυνςθ των ςτθμονιϊν) και 2i  για τθν κατακόρυφθ διεφ-

κυνςθ (διεφκυνςθ των υφαδιϊν). Το κάκε νιμα πριν τθν επιβολι τθσ εφελκυςτικισ δφναμθσ 

ζχει μικοσ 0

iL , 1,2i  . Μετά τθν επιβολι τθσ εφελκυςτικισ κατανεμθμζνθσ δφναμθσ, 

 iF N m , το νιμα κα επιμθκυνκεί και κα αποκτιςει ζνα νζο μικοσ, 1

iL . Συνεπϊσ, θ εφελκυ-

ςτικι δφναμθ 
iF  κα ςυνδζεται με τθν παραμόρφωςθ του νιματοσ μζςω τθσ ςχζςθσ 

   1 0
i i i iF E L L  (2.1) 

Ο δείκτθσ i ςτο μζτρο ελαςτικότθτασ υποδθλϊνει ότι  το μζτρο ελαςτικότθτασ των ςτθμονιϊν 

και των υφαδιϊν ενδζχεται να διαφζρει εφόςον μπορεί να επιλεγεί διαφορετικό υλικό για τισ 

δφο ξεχωριςτζσ ομάδεσ των νθμάτων. Εδϊ αναδεικνφεται και ζνα από τα πλεονεκτιματα των 

υφαςμάτων κακϊσ δίνεται θ δυνατότθτα ςτον ςχεδιαςτι να ενιςχφςει το υλικό του προσ τθν 

επικυμθτι κατεφκυνςθ αυξάνοντασ ζτςι τθν λειτουργικότθτα και μειϊνοντασ το κόςτοσ πα-

ραγωγισ, εφόςον εξοικονομεί το υλικό ςτθν κατεφκυνςθ που δεν το χρειάηεται. 

 

    

 

 

 

 

 

                                                                         

 

 

 

 

 

 

2.3. Η αποπτφχωςθ των νθμάτων 

 

     Στθν προθγοφμενθ παράγραφο εξετάςτθκε το νιμα του υφάςματοσ υπό τθν επίδραςθ ε-

φελκυςτικοφ φορτίου κεωρϊντασ ότι το νιμα είναι μια ευκφγραμμθ δοκόσ. Στθν πραγματικό-

τθτα όμωσ το νιμα δεν είναι ευκφγραμμθ δοκόσ διότι κατά τθν διαδικαςία τθσ πλζξθσ του 

μζςα ςτο φφαςμα καμπυλϊνεται. Στο Σχ.2.2, φαίνεται μια εγκάρςια τομι του υφάςματοσ. 

Είναι φανερό ότι το νιμα αποκλίνει από τθν ευκυγραμμία και λόγω τθσ πλζξθσ παρουςιάηει 

μια πτφχωςθ, θ οποία χαρακτθρίηεται από δφο γεωμετρικζσ παραμζτρουσ, τθν γωνία πτφχω-

ςθσ i  και τθν εκκεντρότθτα ie . Θ γωνία τθσ πτφχωςθσ εξαρτάται από τον τφπο τθσ πλζξθσ 

και ςτθν περίπτωςθ τθσ απλισ ςταυρωτισ πλζξθσ θ τιμι τθσ είναι περίπου 10 . Γενικά, όςο 

πιο ςφιχτι είναι θ πλζξθ του υφάςματοσ τόςο μεγαλφτερθ είναι και θ γωνία τθσ πτφχωςθσ. 

Σχ 2.1. Ο εφελκυςμόσ του υφάςματοσ. 
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     Κεωροφμε ότι εφαρμόηεται μια εφελκυςτικι δφναμθ ςτο μζςο επίπεδο του υφάςματοσ και 

με κατεφκυνςθ παράλλθλθ με τον άξονα των ςτθμονιϊν. Τα ςτθμόνια υπό τθν επίδραςθ τθσ 

εφελκυςτικισ δφναμθσ κα τείνουν να ευκυγραμμιςτοφν, να αποπτυχωκοφν, ζτςι ϊςτε να μθ-

δενίςουν τθν πτφχωςι τουσ ie . Ταυτόχρονα, τα νιματα τθσ άλλθσ διεφκυνςθσ, τα υφάδια, 

προκειμζνου να ικανοποιθκεί ο γεωμετρικόσ περιοριςμόσ τθσ πλζξθσ κα τείνουν να πτυχω-

κοφν ακόμθ περιςςότερο. Αυτι θ ςυγκρουςιακι λειτουργία των νθμάτων ζχει ωσ αποτζλεςμα 

το φφαςμα να επιμθκφνεται κατά τθν διεφκυνςθ εφαρμογισ τθσ εφελκυςτικισ δφναμθσ και 

να ςυρρικνϊνεται κατά τθν εγκάρςια διεφκυνςθ. Αυτοφ του είδουσ θ παραμόρφωςθ του υ-

φάςματοσ είναι μθχανικά ανάλογθ με τθν παραμόρφωςθ ενόσ κλαςικοφ ςτερεοφ ςϊματοσ θ 

οποία περιγράφεται και ποςοτικοποιείται με τον λόγο του Poisson. Στθν περίπτωςθ του δια-

ξονικοφ εφελκυςμοφ τόςο τα ςτθμόνια όςο και τα υφάδια κα τείνουν να αποπτυχωκοφν με 

αποτζλεςμα οι ορκζσ δυνάμεισ που αναπτφςςονται ςτουσ κόμβουσ διαςταφρωςισ τουσ να 

λαμβάνουν μεγάλεσ τιμζσ. Εάν οι εφελκυςτικζσ δυνάμεισ ξεπεράςουν μια ςυγκεκριμζνθ τιμι, 

θ οποία εξαρτάται από το υλικό, τότε τα νιματα αςτοχοφν ςτα ςθμεία τομισ τουσ λόγω των 

ορκϊν τάςεων επαφισ.    

     Για τθν περαιτζρω ανάλυςθ τθσ παραμόρφωςθσ λόγω τθσ αποπτφχωςθσ των νθμάτων είναι 

απαραίτθτο ζνα γεωμετρικό μοντζλο το οποίο κα περιγράφει τθν δομι του υφάςματοσ ςτο 

επίπεδο του νιματοσ, δθλ. ςτθν μεςοκλίμακα. Στθν διεκνι βιβλιογραφία ζχουν προτακεί 

πολλά γεωμετρικά μοντζλα με ποιο γνωςτά του Pierce (1937) και του Kawabata (1973). Στθν 

παροφςα ανάλυςθ κα υιοκετθκεί το γεωμετρικό μοντζλο του Kawabata το οποίο απεικονίηε-

ται ςτο Σχ.2.3. Στο Σχ.2.3 απεικονίηονται τα ςτθμόνια και τα υφάδια του υφάςματοσ υπό τθν 

επίδραςθ μιασ εφελκυςτικισ δφναμθσ 0,1N και 0,2N ,αντίςτοιχα. Αυτζσ είναι οι δυνάμεισ που 

αςκοφνται ςτα νιματα κατά τθν διάρκεια τθσ πλζξθσ τουσ μζςα ςτο φφαςμα και ζχουν ωσ α-

ποτζλεςμα τθν δθμιουργία ορκϊν τάςεων επαφισ 0,1V και 0,2V ςτουσ κόμβουσ διαςταφρωςισ 

τουσ.  Οι «κλειδωμζνεσ» δυνάμεισ λόγω τθσ πλζξθσ μποροφν να φανερωκοφν όταν το νιμα 

κοπεί με ψαλιδιςμό, μζςα από τθν ςυρρίκνωςθ του μικουσ του. Στθν ανάλυςθ που κα ακο-

λουκιςει δεν κα λθφκοφν υπόψθ αυτοφ του είδουσ οι δυνάμεισ υπό τθν ζννοια ότι θ κατά-

ςταςθ αναφοράσ κεωρείται θ μορφι του υφάςματοσ μετά τθν πλζξθ του1. Στθν αρχικι κατά-

ςταςθ αναφοράσ οι πτυχϊςεισ των νθμάτων κα είναι 1 2,e e , οι γωνίεσ πτφχωςθσ κα είναι 

                                                           
1
 Στισ περιπτϊςεισ χαλαρισ πλζξθσ οι αρχικζσ δυνάμεισ είναι τόςο μικρζσ που μποροφν να αγνοθκοφν. 

Σχ 2.2. Εγκάρςια τομι του υφάςματοσ όπου φαίνεται θ πτφχωςθ και θ γωνία πτφχωςθσ . 
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0 0
1 2,

2 2

 
    και θ προβολι των μθκϊν ςτο μζςο επίπεδο του υφάςματοσ κα είναι 1 22 ,2L L , 

αντίςτοιχα. 

 
 

 

 

 

 

Επιπλζον, οι παραμορφϊςεισ των νθμάτων κεωροφνται αρκετά μικρζσ και ελαςτικζσ ϊςτε θ 

γραμμικι κεωρία των μικρϊν παραμορφϊςεων να είναι ςε πλιρθ ιςχφ.  

     Στο Σχ.2.4  a , φαίνεται θ γεωμετρικι μορφι του ςτθμονιοφ του υφάςματοσ ςτθν αρχικι 

απαραμόρφωτθ κατάςταςθ όπου το μικοσ του είναι 3y .  Όταν ςτα άκρα του υφαδιοφ εφαρ-

μοςτεί μια εφελκυςτικι δφναμθ 1,1N , το υφάδι κα επιμθκυνκεί αποκτϊντασ ζνα νζο μικοσ,

2L , θ αρχικι γωνία πτφχωςθσ 0
1 κα μειωκεί και κα γίνει 1

1 ενϊ θ αρχικι πτφχωςθ 1e κα μει-

ωκεί κατά 1 . Στο Σχ.2.4  b , φαίνεται το διάγραμμα ελευκζρου ςϊματοσ ςτο οποίο απεικο-

νίηεται με ποιο τρόπο μεταβιβάηεται θ εξωτερικι εφελκυςτικι δφναμθ 1,1N ςτο ςτθμόνι. Οι 

δυνάμεισ 1,1F  είναι οι αξονικζσ δυνάμεισ ςτο ςτθμόνι ενϊ θ ορκι δφναμθ 1,1V περιγράφει τθν 

δφναμθ που αςκείται ςτο ςθμείο τομισ του ςτθμονιοφ με το υφάδι. Το αρχικό μικοσ του ςτθ-

μονιοφ 3y κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 2 2
3 2 1y L e   (2.2) 

το οποίο μετά τον εφελκυςμό κα γίνει 4y , δθλ. 

        
 

2 2 2 22
4 1 1 2 4 1 1 2 221y e L y e L           (2.3) 

Σχ 2.3. Θ γεωμετρία του υφάςματοσ ςτθν μεςοκλίμακα (Kawabata.1973). 
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Θ αξονικι παραμόρφωςθ 22 του υφαδιοφ λόγω τθσ αςκοφμενθσ εφελκυςτικισ δφναμθσ 1,1N

κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

  
 

2 2 2
22 2 2 22

2 2

1 1
L L L

L L
L L

 
 

       (2.4) 

Από το διάγραμμα ελευκζρου ςϊματοσ του υφαδιοφ, Σχ.2.4  b , προκφπτει θ ςχζςθ μεταξφ 

τθσ αξονικισ δφναμθσ 1,1F  και τθσ εφελκυςτικισ δφναμθσ 1,1N , θ οποία κα είναι 

 1
1,1 1,1 1F sinN   (2.5) 

Ο κόμβοσ του υφάςματοσ οφείλει να βρίςκεται ςε ιςορροπία, γεγονόσ που υποδθλϊνει ότι  

 1
1,1 1,1 12V F cos  (2.6) 

Συνδυάηοντασ τισ ςχζςεισ (2.5),(2.6) προκφπτει θ ςχζςθ τθσ ορκισ δφναμθσ ςτον κόμβο ςε 

ςυνάρτθςθ με τθν εφελκυςτικι δφναμθ που εφαρμόηεται ςτα άκρα του υφαδιοφ, δθλ. 

 1,1
1,1 1

1

2

tan

N
V


  (2.7) 

Λαμβάνοντασ υπόψθ ότι για τθν γωνία 1
1 ιςχφει θ ςχζςθ 

Σχ 2.4. Το νιμα του υφάςματοσ ςτθν οριηόντια διεφκυνςθ (ςτθμόνι) και το διάγραμμα ελευκζ-

ρου ςϊματοσ του ςτθμονιοφ. 
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 2 221 2

1

1 1 1 1

1LL
tan

e e




 


 

 
 (2.8) 

θ ςχζςθ (2.7) γίνεται 

 
 

 
1 1 1,1

1,1

2 22

2

1

e N
V

L









 (2.9) 

Θ ίδια ςυλλογιςτικι διζπει και τθν ανάλυςθ του υφαδιοφ. Στο Σχ.2.5  a , απεικονίηεται μια 

λεπτομζρεια του υφαδιοφ και ςτο Σχ.2.5  b , φαίνεται το διάγραμμα ελευκζρου ςϊματοσ. Το 

αρχικό μικοσ του υφαδιοφ 1y , κα δίνεται από τθν ςχζςθ  

 2 2
1 1 2y L e   (2.10) 

όπου 1L είναι θ προβολι του αρχικοφ μικουσ ςτο μζςο επίπεδο του υφάςματοσ και 1e θ αρχι-

κι του πτφχωςθ. Μετά τθν εφαρμογι τθσ εφελκυςτικισ δφναμθσ 1,2N  το μικοσ του υφαδιοφ 

κα είναι  

        
2 2 2 22

2 2 2 2 1 111 2 1y e eL L          (2.11) 

 Θ αξονικι παραμόρφωςθ του υφαδιοφ 11 κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

  
 

1
11 1 11

1

1

1
1

1

1 1
L

L
L L

L L
L 


     

 
  (2.12) 

Οι δυνάμεισ που αςκοφνται ςτο υφάδι κα πρζπει να βρίςκονται ςε ιςορροπία, δθλ. 

 1
1,2 1,2 2N F sin  (2.13) 

Οι δυνάμεισ 1,2F  είναι οι αξονικζσ δυνάμεισ ςτα υφάδια ενϊ θ δφναμθ 1,2N αςκείται ςτα άκρα 

του υφάςματοσ. Επιπλζον, ο κόμβοσ του υφάςματοσ οφείλει να ιςορροπεί και με τθν βοικεια 

του διαγράμματοσ ελευκζρου ςϊματοσ προκφπτει θ ςχζςθ 

 1
1,2 1,2 22V F cos  (2.14) 

όπου 1
2 είναι θ γωνία τθσ πτφχωςθσ μετά τθν παραμόρφωςθ και 1,2V είναι θ ορκι δφναμθ 

που αςκείται ςτο ςθμείο τομισ του υφαδιοφ με το ςτθμόνι. Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων 

(2.13),(2.14) κα είναι  

 
 

1,2 1,21
1,2 2 1,21 1

2 2

2
2 cos
N N

V V
sin tan


 

    (2.15) 
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Δεδομζνου ότι για τθν γωνία πτφχωςθσ 1
2 κα ιςχφει θ ςχζςθ 

 
 1 111 1

2

2 2 2 2

1LL
tan

e e




 


 

 
 (2.16) 

θ ςχζςθ (2.15) γίνεται 

 
 

 

 

 
1 11 2 2 1,21

1,2 1,2 2 1,2 1,2

2 2 1 11

1 21

2 2 1

L e N
N V tan V V

e L

 


 





  

 
 (2.17) 

Οι ορκζσ δυνάμεισ 1,1 1,2,V V  οφείλουν να είναι ίςεσ προκειμζνου ο κόμβοσ να ιςορροπεί, δθλ. 

 1,1 1,2V V V   (2.18) 

Τελικά, από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων (2.9),(2.17),(2.18) προκφπτει 

 
 

 

 

 
1 1 2 2 1,2

2 2 1 11

2

1,1

1

1

N

e L

e L

N

 











 (2.19) 

ι ςε ιςοδφναμθ μορφι 

Σχ 2.5.  Το νιμα ςτθν κατακόρυφθ διεφκυνςθ (υφάδι) και το διάγραμμα ελευκζρου ςϊ-

ματοσ του υφαδιοφ. 
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 2 1
1 2 1 2

1,1 1,2

1

2

L L
e e V

N N
 

  
     

  
 (2.20) 

 

2.4. Η διάτμθςθ των νθμάτων 

 

     Τα υφαςμάτινα υλικά ζχουν τθν ικανότθτα να μεταφζρουν εντόσ του επιπζδου τουσ δια-

τμθτικά φορτία και να παρουςιάηουν ςχετικά μεγάλεσ παραμορφϊςεισ. Το γεγονόσ αυτό ςε 

ςυνδυαςμό με τθν αρχιτεκτονικι τουσ δομι τουσ επιτρζπει να παίρνουν το ςχιμα των επιφα-

νειϊν πάνω ςτισ οποίεσ τοποκετοφνται. Εν γζνει, τα υφάςματα εκδθλϊνουν μεγάλεσ παρα-

μορφϊςεισ ακόμθ και υπό τθν επίδραςθ μικρϊν διατμθτικϊν φορτίων.  

     Θ διατμθτικι παραμόρφωςθ των υφαςμάτινων υλικϊν είναι κάπωσ διαφοροποιθμζνθ από 

τθν κλαςικι διάτμθςθ ενόσ ςτερεοφ ςϊματοσ. Σε ζνα ςυνεχζσ ςτερεό ςϊμα θ διάτμθςθ περι-

γράφεται μζςω τθσ ζννοιασ του μζτρου διάτμθςθσ του υλικοφ το οποίο ουςιαςτικά ορίηει τθν 

διατμθτικι τάςθ ανά μονάδα επιφάνειασ. Στα υφάςματα θ ζννοια του μζτρου διάτμθςθσ δεν 

είναι εφκολο να οριςτεί με φυςικοφσ όρουσ διότι τα υφάςματα είναι καταςκευζσ πολφ μικροφ 

πάχουσ το οποίο μάλιςτα δεν είναι εφκολο να προςδιοριςτεί επακριβϊσ. Αυτόσ είναι και ο 

λόγοσ όπου θ αντίςτοιχθ διατμθτικι τάςθ εκφράηεται ςαν δφναμθ ανά μονάδα μικουσ του 

υφάςματοσ. Στα υφαςμάτινα υλικά θ ζννοια τθσ διάτμθςθσ ςυνδζεται κυρίωσ με το πλικοσ 

των ςθμείων τομισ των νθμάτων και το ςυντελεςτι τριβισ μεταξφ τουσ. Άρα, ο τρόποσ τθσ 

πλζξθσ, που κακορίηει το πλικοσ των ςθμείων τομισ μεταξφ των νθμάτων, και θ ορκι δφναμθ 

που αςκείται ςτα ςθμεία τομισ, που κακορίηεται από το πόςο ςφιχτι ι χαλαρι είναι θ πλζξθ, 

είναι δφο παράγοντεσ που επθρεάηουν ςθμαντικά τθν διατμθτικι παραμόρφωςθ του υφά-

ςματοσ.  Διαφαίνεται μια ςφηευξθ μεταξφ τθσ εφελκυςτικισ δφναμθσ που αςκείται ςτα άκρα 

του υφάςματοσ και τθσ διατμθτικισ ακαμψίασ του υφάςματοσ υπό τθν ζννοια ότι όςο μεγα-

λφτερθ θ εφελκυςτικι δφναμθ τόςο μεγαλφτερθ και θ ορκι δφναμθ επαφισ ςτουσ κόμβουσ 

άρα μεγαλφτερθ και θ δφναμθ τθσ τριβισ μεταξφ των νθμάτων. Οι Harrison et.al. (2004) ποςο-

τικοποίθςαν αυτοφ του είδουσ τθ ςφηευξθ ειςάγοντασ ζνα ςυντελεςτι ςφηευξθσ. 

     Θ διατμθτικι παραμόρφωςθ των υφαςμάτινων υλικϊν περιγράφεται από δφο βαςικοφσ 

μθχανιςμοφσ παραμόρφωςθσ, τθν ςχετικι ςτροφι μεταξφ των νθμάτων με κζντρο περιςτρο-

φισ το ςθμείο τομισ τουσ, Σχ.2.4, και τθν ςχετικι ολίςκθςθ των νθμάτων, Σχ.2.6. Κεωρϊντασ 

ότι τα νιματα μποροφν να κεωρθκοφν ελαςτικζσ κυλινδρικζσ δοκοί οι δφο μθχανιςμοί περι-

γράφονται από τα Σχ.2.6  b ,  c , αντίςτοιχα. Στισ δφο επόμενεσ παραγράφουσ κα αναλυκοφν 

οι δφο αυτοί μθχανιςμοί. Στθν ανάλυςθ των μθχανιςμϊν κα χρθςιμοποιθκεί θ ζννοια του μο-

ναδιαίου κελιοφ που δεν είναι τίποτα άλλο παρά θ γεωμετρικι απεικόνιςθ ενόσ ςτοιχειϊδουσ 

τμιματοσ τθσ μεςοδομισ του υφάςματοσ θ οποία επαναλαμβάνεται ςυνεχϊσ ςε όλθ του τθν 

ζκταςθ. Ουςιαςτικά, το μοναδιαίο κελί αποτελεί τον αντιπροςωπευτικό όγκο ελζγχου του 

υφάςματοσ και ότι ιςχφει για αυτό τον όγκο μπορεί να γενικευτεί ςε όλο το υλικό.    
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Σχ 2.6.  a Αρχικά τα νιματα τζμνονται κάκετα μεταξφ τουσ  b θ ςχετικι ςτροφι των νθμάτων  c ςχε-

τικι ολίςκθςθ των νθμάτων. 

 

 

2.4.1. Η ςχετικι ςτροφι των νθμάτων 

 

     Αρχικά, πριν τθν επιβολι οποιουδιποτε φορτίου οι διαμικεισ άξονεσ των νθμάτων τζμνο-

νται κάκετα μεταξφ τουσ, Σχ.2.6  a α., και βρίςκονται ςε επαφι μεταξφ τουσ υπό τθν επίδρα-

ςθ τθσ ορκισ δφναμθσ επαφισ. Θ εφαρμογι τθσ διατμθτικισ δφναμθσ ςτα άκρα του υφάςμα-

τοσ γίνεται ςταδιακά ϊςτε θ φόρτιςθ να κεωρείται ςτατικι. Προκειμζνου να αποφευχκοφν 

φαινόμενα βιςκοελαςτικότθτασ ζχει αποδειχκεί πειραματικά ότι ο ρυκμόσ επιβολισ τθσ δια-

τμθτικισ παραμόρφωςθσ πρζπει να κινείται ςτο εφροσ 11 10mm m   (Nguyen M., Herszberg 

I., Paton R., 1999). Ζνα τυπικό διάγραμμα που περιγράφει τθν διάτμθςθ του υφάςματοσ λό-

γω τθσ ςχετικισ ςτροφισ των νθμάτων φαίνεται ςτο Σχ.2.7. Στον κατακόρυφο άξονα κατα-

γράφεται θ διατμθτικι δφναμθ ςτα άκρα του υφάςματοσ ενϊ ςτον οριηόντιο άξονα θ διατμθ-

τικι παραμόρφωςθ. Όςο θ διατμθτικι δφναμθ παραμζνει ςε χαμθλά επίπεδα τζτοια όπου 
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δεν μπορεί να υπερνικιςει τισ δυνάμεισ επαφισ μεταξφ των νθμάτων, τα νιματα κα εξακο-

λουκιςουν να παραμζνουν «κολλθμζνα» μεταξφ τουσ. Εάν θ διατμθτικι δφναμθ παρζμενε 

ςυνεχϊσ ςε τζτοια χαμθλά επίπεδα θ διατμθτικι παραμόρφωςθ κα περιγράφονταν από τθν 

ευκεία γραμμι ΟΑ, Σχ.2.5.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Θ βακμιαία αφξθςθ τθσ διατμθτικισ δφναμθσ κα ζχει ωσ αποτζλεςμα, κάποια ςτιγμι, οι 

δυνάμεισ τριβισ μεταξφ των νθμάτων να υπερνικθκοφν. Τότε τα νιματα κα αρχίςουν να ςυ-

ςτρζφονται ςχετικά το ζνα ωσ προσ το άλλο με πόλο περιςτροφισ το ςθμείο επαφισ τουσ. Θ 

αρχικι τιμι του μζτρου διάτμθςθσ αρχίηει να μειϊνεται και το φαινόμενο περιγράφεται από 

τθν καμπφλθ ΟΒ του Σχ.2.5. Κεωρθτικά, θ ςχετικι ςτροφι των νθμάτων κα αφξανε τθν τιμι 

τθσ ςυνεχϊσ υπό τθν επίδραςθ τθσ ίδιασ διατμθτικισ δφναμθσ, όπωσ φαίνεται από τον κλάδο 

BF. Θ πλζξθ των νθμάτων μζςα ςτο φφαςμα απαγορεφει να ςυμβεί κάτι τζτοιο διότι θ παρου-

ςία των παρακείμενων νθμάτων επιβάλλει μια κάμψθ θ οποία περιγράφεται από τον γραμμι-

κό κλάδο BC. Μια περαιτζρω αφξθςθ τθσ διατμθτικισ δφναμθσ κα προκαλοφςε ςυνωςτιςμό 

των νθμάτων, το ζνα νιμα αρχίηει να υπερκαλφπτει το άλλο, ςε ςυγκεκριμζνεσ  περιοχζσ του 

υφάςματοσ. Αυτι θ διαδικαςία κα ζχει ωσ αποτζλεςμα το φφαςμα να αρχίςει να πτυχϊνεται, 

να παραμορφϊνεται εκτόσ του επιπζδου του. Θ πυκνότθτα του υφάςματοσ μειϊνεται, δεδο-

μζνου ότι τα διάκενα μεταξφ των νθμάτων εξαλείφονται, με αποτζλεςμα το φφαςμα να απο-

κτά μια ςυμπαγι μορφι και θ διατμθτικι του ακαμψία να λαμβάνει μια πολφ μεγάλθ τιμι.  

Αυτό το ςτάδιο τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ περιγράφεται από τον κλάδο CD.  

     Θ διατμθτικι παραμόρφωςθ των υφαςμάτων παίηει πολφ ςθμαντικό ρόλο ςτθν τελικι μθ-

χανικι απόκριςι τουσ. Για αυτό το λόγο θ διάτμθςθ των υφαςμάτων αποτζλεςε αντικείμενο 

Σχ 2.7. Τυπικό διάγραμμα διατμθτικισ δφναμθσ - διατμθτικισ παραμόρφωςθσ για το φφαςμα. 
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εντατικισ μελζτθσ και ανάλυςθσ από πολλοφσ ερευνθτζσ ανά τον κόςμο. Στόχοσ τθσ ερευνθτι-

κισ προςπάκειασ είναι να προςδιοριςτοφν και να ποςοτικοποιθκοφν οι παράμετροι που επθ-

ρεάηουν το φαινόμενο. Ο τελικόσ προςανατολιςμόσ των νθμάτων μετά τθν παραμόρφωςθ, θ 

μορφι των πτυχϊςεων που κα εκδθλωκοφν εκτόσ του επιπζδου του υφάςματοσ, θ τελικι κα-

τανομι των νθμάτων ανά μονάδα όγκου του υφάςματοσ, θ πικανι αςτοχία των νθμάτων κα-

κϊσ και ο ςυντελεςτισ τριβισ μεταξφ των νθμάτων αποτελοφν τισ πιο χαρακτθριςτικζσ παρα-

μζτρουσ που επθρεάηουν το φαινόμενο τθσ διάτμθςθσ.       

     Οι Grosberg&Park (1966), Grosberg et. al (1968), Hearle &Grosberg (1969),Leaf (2001), Leaf 

(2002),  Leaf (2004), ςυν τοισ άλλοισ αςχολικθκαν διεξοδικά με το κζμα τθσ διάτμθςθσ των 

υφαςμάτων. Θ ανάλυςι τουσ ςτθρίχτθκε ςτισ μθχανικζσ ιδιότθτεσ των νθμάτων και ςε γεωμε-

τρικζσ παραμζτρουσ τθσ δομισ του υφάςματοσ διατυπϊνοντασ κάποιεσ ςχζςεισ για το μζτρο 

διάτμθςθσ, το μζτρο ελαςτικότθτασ και τθν καμπτικι δυςκαμψία του υλικοφ. Τα κεωρθτικά 

μοντζλα που προτάκθκαν ςε αυτζσ τισ εργαςίεσ απεδείχκθ ότι ςυγκλίνουν ικανοποιθτικά με 

τισ πειραματικζσ μετριςεισ ςτθν περίπτωςθ των μικρϊν παραμορφϊςεων. Ο Skelton(1976) 

αςχολικθκε με οριςμζνεσ οριακζσ περιπτϊςεισ τθσ διάτμθςθσ των υφαςμάτινων υλικϊν αξι-

οποιϊντασ τισ γεωμετρικζσ παραμζτρουσ τθσ πλζξθσ. Στθν ανάλυςι του κεϊρθςε ότι θ ορκι   

δφναμθ  τθσ επαφισ κατανζμεται ομοιόμορφα ςτον κόμβο επαφισ και διατφπωςε κάποιεσ 

προςεγγιςτικζσ τιμζσ για το μζτρο διάτμθςθσ των υφαςμάτων. Οι Kawabata et.al. (1973a,b,c) 

αντιμετϊπιςαν το κζμα από μια άλλθ οπτικι γωνία προκειμζνου να διατυπϊςουν μια ςχζςθ 

μεταξφ τθσ διατμθτικισ δφναμθσ και τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ. Συγκεκριμζνα, κεϊρθ-

ςαν ότι θ διατμθτικι παραμόρφωςθ οφείλεται ςε μια ροπι θ οποία προκφπτει από το άκροι-

ςμα δφο όρων, ενόσ ελαςτικοφ και ενόσ που οφείλεται ςτθν τριβι μεταξφ των νθμάτων. Οι 

δφο όροι αποτελοφν γραμμικζσ ςυναρτιςεισ τθσ ςχετικισ γωνίασ ςτροφισ των νθμάτων ενϊ 

οι προκφπτουςεσ ςτακερζσ υπολογίηονται πειραματικά.  

     Οι Page & Wang (2000) αςχολικθκαν με υφάςματα από άνκρακα με απλι ςταυρωτι πλζξθ 

τα οποία υπόκεινται ςε διαξονικό εφελκυςμό. Χρθςιμοποιϊντασ μια απλι πειραματικι διάτα-

ξθ κατόρκωςαν να υπολογίςουν τον ςυντελεςτι τριβισ ολίςκθςθσ f μεταξφ των νθμάτων 

 0.213 .f   Παρατιρθςαν επίςθσ ότι μια μζςθ τιμι τθσ γωνίασ πτφχωςθσ είναι 10 ενϊ μια 

μζςθ τιμι τθσ οριακισ γωνίασ «κλειδϊματοσ» των νθμάτων είναι 37 . Οι Zhu et.al. (2013) διε-

ξιγαγαν οριςμζνα πειράματα μονοαξονικοφ, διαξονικοφ εφελκυςμοφ και διάτμθςθσ ςε υφά-

ςματα με ςταυρωτι πλζξθ και νιματα από Kevlar 49. Διαπίςτωςαν ότι ο λόγοσ του Poisson 

αποτελεί ςυνάρτθςθ τθσ παραμόρφωςθσ και τθσ εφελκυςτικισ δφναμθσ κατά τθν διάρκεια 

τθσ φφανςθσ,  το εφροσ των τιμϊν του είναι 0.35 0.75 . Οι Sinoimeri & Drean ανζλυςαν τθν 

διάτμθςθ των υφαςμάτων με ςταυρωτι πλζξθ χρθςιμοποιϊντασ κάποιεσ ενεργειακζσ μεκό-

δουσ, δίχωσ να λαμβάνουν υπόψθ τθν αρχιτεκτονικι δομι του υφάςματοσ.  

 

2.4.2. Η ςχετικι ολίςκθςθ των νθμάτων λόγω ςτροφισ 

 

     Στθν παροφςα εργαςία θ ςχετικι ολίςκθςθ κα ερμθνευτεί με τθν βοικεια ενόσ μικρομθχα-

νικοφ μοντζλου, Σχ.2.8. Τα νιματα αρχικά τζμνονται κάκετα μεταξφ τουσ. Με τθν επιβολι τθσ 

διατμθτικισ δφναμθσ ο κόμβοσ O  κα περιςτραφεί κατά γωνία  ενϊ τα νιματα κα παρα-

μορφωκοφν όπωσ φαίνεται ςτο Σχ. 2.8. Υποκζτουμε ότι θ γωνία ςτροφισ είναι αρκετά μικρι, 
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δθλ. 1 . Θ τζμνουςα δφναμθ του κάκε νιματοσ κα αντιτάςςεται ςτθν δφναμθ λόγω τθσ 

τριβισ μεταξφ των νθμάτων. Ο ςυντελεςτισ τριβισ μεταξφ των νθμάτων είναι 
f και θ ορκι 

δφναμθ λόγω τθσ μεταξφ τουσ επαφισ είναι V .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

Οι τάςεισ που ςυνδζονται με τθν ςτροφι  τθσ μικροδομισ κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 12 21

2 1

   ,   Oa ObV V

L L
    (2.21) 

 13 23

1 2

   ,   a bM M
m m

L L
   (2.22) 

Όταν θ ολίςκθςθ μεταξφ των νθμάτων δεν ζχει αρχίςει ακόμθ, που ςθμαίνει ότι θ τζμνουςα 

δφναμθ κα είναι μικρότερθ από τθν δφναμθ τριβισ, προφανϊσ κα είναι 0Oa  . Συνεπϊσ, για 

τθν γωνία  ςε αυτι τθν περίπτωςθ κα είναι  

 
2
1

1 1

3

8
Oa f f

L
V V V

E I
      (2.23) 

Για το παραμορφωμζνο νιμα aO κα ιςχφει ότι  

Σχ 2.8. Θ γεωμετρικι απεικόνιςθ τθσ ςχετικισ ςτροφισ των νθμάτων μζςα ςτο φφαςμα, 

ςτθν περίπτωςθ που ζχει αρχίςει θ ολίςκθςθ, δθλ. . 
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1

1 1

1 1

2
1 1 1

4
4 2

4
2 4

2

4 4 16

3

O O

a a

Oa O a

L
M

E I
M

L L
V

L L L





 

 
 

    
   

    
        
  
  

 (2.24) 

Από το Σχ.2.9 προκφπτει ότι 0,  ,  a O A a Oa         , άρα από τθν ςχζςθ (2.24) ςτθν περί-

πτωςθ που ζχει αρχίςει θ ολίςκθςθ, κα είναι  

 
2
11 1

12
1 1 1 11

34 16 3

2 4 83

f

Oa f Oa Oa

L VE I
V V L

L L E IL


    

 
       

 
 (2.25) 

 
2
11 1

1

1 1 1 1

4
4

2 2
a

a Oa Oa

L ME I
M L

L L E I
   

 
     

 
 (2.26) 

Με τθν βοικεια του Σχ.2.9 προκφπτουν και οι αντίςτοιχεσ ςχζςεισ για τα νιματα , ,OB OC OD . 

Συγκεκριμζνα, κα είναι  

 

2

2 2

2 2

2
2 2 2

4
4 2

4
2 4

2

4 4 16

3

B B

b b

Bb B b

L
M

E I
M

L L
V

L L L





 

 
 

    
   

    
        
  
  

 (2.27) 

Λαμβάνοντασ υπόψθ ότι 20,  ,  B b B b L         , από τθν ςχζςθ (2.27) προκφπτει  

 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

4 8
,    ,    

3 3
B b Bb

E I E I E I
M M V

L L L
        (2.28) 

 

Από τισ ςχζςεισ, (2.25), (2.26) προκφπτει ότι θ εκδιλωςθ τθσ ςχετικισ ςτροφισ των νθμάτων 

εξαρτάται από τα γεωμετρικά χαρακτθριςτικά των νθμάτων  1 1 2 2, , ,L I L I , από τισ ιδιότθτεσ 

του υλικοφ  1 2,E E κακϊσ και από τθν ορκι δφναμθ V και τον ςυντελεςτι τριβισ ολίςκθςθσ 

f . 
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2.4.3. Η ςχετικι ολίςκθςθ των νθμάτων λόγω παράλλθλθσ μετατόπιςθσ 

 

     Θ διάτμθςθ των υφαςμάτων πζραν τθσ ςχετικισ ςτροφισ ςυνοδεφεται και από μια ςχετικι 

ολίςκθςθ των νθμάτων. Μεταξφ των δφο μθχανιςμϊν θ ςχετικι ςτροφι είναι ο πιο κυρίαρχοσ 

Σχ 2.9. Θ παραμόρφωςθ των νθμάτων κατά τθν ςχετικι ςτροφι τουσ. 
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αλλά και θ ςχετικι ολίςκθςθ παίηει ςθμαντικό ρόλο. Μια ποιοτικι απεικόνιςθ τθσ ολίςκθςθσ 

των νθμάτων φαίνεται ςτο Σχ.2.11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για τθν ανάλυςθ τθσ ςχετικισ ολίςκθςθσ κα κεωρθκεί ότι τα νιματα είναι δοκοί κυλινδρικισ 

διατομισ από γραμμικό ελαςτικό υλικό. Θ μόνθ δφναμθ που αντιςτζκεται ςτθν ςχετικι ολί-

ςκθςθ των νθμάτων είναι θ δφναμθ τριβισ iT , θ οποία κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 i f iT V  (2.29) 

όπου f είναι ο ςυντελεςτισ τριβισ μεταξφ των νθμάτων και iV είναι θ ορκι δφναμθ λόγω 

επαφισ ςτον κόμβο και κα δίνεται από τθν ςχζςθ (2.20). Μια λεπτομζρεια τθσ ςχετικισ ολί-

ςκθςθσ του υφαδιοφ φαίνεται ςτο Σχ.2.11. Με τθν ίδια ακριβϊσ ςυλλογιςτικι κα ολιςκιςουν 

και τα νιματα ςτθν άλλθ διεφκυνςθ. Στα δφο άκρα ,a b του υφαδιοφ αςκοφνται οι καμπτικζσ 

ροπζσ ,a bM M , αντίςτοιχα, των οποίων οι τιμζσ είναι γνωςτζσ. Θ εφαρμογι αυτϊν των ροπϊν 

κα ζχει ωσ αποτζλεςμα ςτον κόμβο O  να εμφανίηεται μια τζμνουςα δφναμθ OV  θ οποία κα 

τείνει να αποςυνδζςει τον κόμβο από τθν αρχικι του κζςθ κακϊσ και τθν εμφάνιςθ τεμνου-

ςϊν δυνάμεων ,a bV V , ςτα άκρα του νιματοσ.  Όςο θ τιμι τθσ τζμνουςασ δφναμθσ OV  είναι 

μικρι, τζτοια που να μθν ξεπερνά τθν δφναμθ τριβισ μεταξφ των νθμάτων ο κόμβοσ O  κα 

παραμζνει αμετακίνθτοσ και θ μετατόπιςθ του κα είναι μθδενικι, δθλ 

 0O f OOV V      (2.30) 

Υπό τθν ςταδιακι αφξθςθ των ροπϊν ,a bM M ςτα άκρα του υφαδιοφ κα παρατθρείται και μια 

ςταδιακι αφξθςθ ςτθν τζμνουςα δφναμθ OV . Εάν θ τιμι τθσ τζμνουςασ δφναμθσ λάβει μια 

κρίςιμθ τιμι τιμι ϊςτε θ δφναμθ τθσ τριβισ μεταξφ των νθμάτων υπερνικθκεί το νιμα κα αρ-

χίςει να ολιςκαίνει και ο κόμβοσ O κα μετατοπιςτεί κατά OO  προσ τθν κατεφκυνςθ τθσ τζ-

μνουςασ δφναμθσ OV .  Σε αυτι τθν περίπτωςθ κα είναι  

Σχ 2.10. Απεικόνιςθ τθσ ςχετικισ ολίςκθςθσ των νθμάτων. 
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 
 

   
    

         
            

            
                     
      
      

 (2.31) 

Από τισ τελευταίεσ ςχζςεισ λαμβάνοντασ υπόψθ ότι ,  0a b O       και    

OO OO

Oa Ob

OO  
   

προκφπτει  

    
2
2

2

2 2

33

4 32

Oa Ob a
OO OO OO

L M
L

E I
          (2.32) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ 2.11. Θ γεωμετρικι απεικόνιςθ τθσ ςχετικισ ολίςκθςθσ των νθμάτων μζςα ςτο φφαςμα. 
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Κεφάλαιο 3  
 

Η μθχανικι των επαφϊν ςτα υφάςματα 
 

3.1. Ειςαγωγι 

 

     Όταν δφο ςϊματα ζρχονται ςε επαφι αναπτφςςονται ςτθν διεπιφάνεια επαφισ τουσ κά-

ποιεσ ςθμαντικζσ τάςεισ ςε τοπικό επίπεδο. Θ κεωρία τθσ Μθχανικισ των επαφϊν ζχει ςαν 

κφριο ςτόχο να μελετιςει και να αναλφςει τθν φφςθ αυτϊν των ιδιόμορφων τάςεων κακϊσ 

και τισ επακόλουκεσ παραμορφϊςεισ που αυτζσ επιφζρουν. Το ηιτθμα τθσ επαφισ των ςω-

μάτων ςυναντάται ςε πολλζσ τεχνολογικζσ εφαρμογζσ τισ κακθμερινότθτασ όπωσ τα φρζνα 

των αυτοκινιτων, των ελαςτικϊν του αυτοκινιτου με το οδόςτρωμα, των τροχϊν του τρζνου 

με τισ ράγεσ κλπ. Επιπλζον, ςτα υφαςμάτινα υλικά λόγω του τρόπου φφανςθσ των νθμάτων 

αναπτφςςονται ςτα ςθμεία τομισ τουσ δυνάμεισ λόγω τθσ μεταξφ τουσ επαφισ. Οι δυνάμεισ 

επαφισ είναι τοπικοφ χαρακτιρα αλλά είναι τζτοιασ ζνταςθσ που επθρεάηουν ςε ςθμαντικό 

βακμό τθν ολικι μθχανικι ςυμπεριφορά του υλικοφ.  Δεδομζνου επίςθσ ότι ςτθν ζκταςθ ό-

λου του υφάςματοσ τα ςθμεία τομισ των νθμάτων είναι πολυπλθκι διαφαίνεται ότι οι τάςεισ 

επαφισ διαδραματίηουν πολφ ςθμαντικό ρόλο που πρζπει να λθφκεί ςοβαρά υπόψθ.  

     Θ κεωρία τθσ μθχανικισ των επαφϊν αποτελεί ζνα μζροσ μιασ γενικότερθσ κεωρίασ, τθσ 

Τριβολογίασ (Tribology). Στθν τριβολογία περιλαμβάνονται οι κεωρίεσ τθσ επαφισ και τθσ τρι-

βισ μεταξφ των ςωμάτων κακϊσ και θ φκορά που προκαλείται ςτα ςϊματα. Θ ζννοια τθσ τρι-

βισ είναι άρρθκτα ςυνδεδεμζνθ με τθν κεωρία τθσ μθχανικισ και οφείλεται κατά κφριο λόγο 

ςτισ μικροατζλειεσ των επιφανειϊν που ζρχονται ςε επαφι. Συνεπϊσ, όταν οι επιφάνειεσ που 

ζρχονται ςε επαφι είναι λείεσ, με μια κάπωσ ομαλι γεωμετρία και αποτελοφνται και από το 

ίδιο υλικό2 κεωρθτικά θ τριβι μπορεί να αγνοθκεί. Στθν περίπτωςθ των υφαςμάτινων κατα-

ςκευϊν θ τριβι μεταξφ των νθμάτων αποτελεί μια πολφ ςθμαντικι παράμετρο λόγω τθσ φ-

φανςθσ των νθμάτων μζςα ςτο φφαςμα. Κατά τθν ανάλυςθ των τάςεων επαφισ ςτο φφαςμα 

δεν κα γίνει αναφορά ςτθν φκορά των νθμάτων λόγω τθσ μεταξφ τουσ τριβισ επειδι οι δια-

τμθτικζσ τάςεισ κα είναι μικρζσ. Επιπρόςκετα, κα κεωρθκεί ότι τα νιματα δεν προςκολλοφ-

νται μεταξφ τουσ ςυνεπϊσ φαινόμενα προςκόλλθςθσ (adhesion) δεν κα λθφκοφν υπόψθ. 

     Θ γεωμετρία των ςωμάτων που ζρχονται ςε επαφι αποτελεί κακοριςτικι παράμετρο αφοφ 

κακορίηει τθν γεωμετρία τθσ επιφάνειασ επαφισ. Θ επιφάνεια επαφισ μπορεί να είναι κυκλι-

κι, ελλειπτικι, τριγωνικι, μια ευκεία γραμμι ι ακόμθ και ζνα ςθμείο ανάλογα με τθν μακρο-

ςκοπικι γεωμετρία των ςωμάτων και θ ζκταςι τθσ είναι πολφ μικρι ςυγκρινόμενθ με τισ δια-

ςτάςεισ των ςωμάτων. Αυτι είναι θ περιοχι ςτθν οποία κα επικεντρωκεί το ενδιαφζρον διότι 

οι αναπτυςςόμενεσ ςυγκεντρωμζνεσ τάςεισ μειϊνονται με ζντονο ρυκμό όςο απομακρυνό-

μαςτε από το κζντρο τθσ.   Στθν περίπτωςθ των υφαςμάτινων καταςκευϊν κεωρείται ότι οι 

ίνεσ ζχουν κυκλικι διατομι και μακροςκοπικά μποροφν να κεωρθκοφν κφλινδροι αρκετά με-

γάλου μικουσ, Σχ.3.1. 

 

                                                           
2
 Ζχουν τισ ίδιεσ ςτακερζσ. 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



30 
 

 

 

 

  

  

 

 

3.2. Η επιφάνεια επαφισ 

 

     Όταν δφο ςϊματα ζρχονται ςε επαφι αρχικά θ επιφάνεια επαφισ κα είναι ι ζνα ςθμείο ι 

μια ευκεία γραμμι. Όταν επιβλθκεί ακόμθ και ζνα πολφ μικρό φορτίο εξωτερικά, και τα δφο 

ςϊματα παραμορφϊνονται ςτθν γειτονιά του αρχικοφ  ςθμείου επαφισ με αποτζλεςμα θ 

επιφάνεια επαφισ να τροποποιείται. Στθν περίπτωςθ του ςθμείου μπορεί να γίνει κφκλοσ ι 

ζλλειψθ ενϊ ςτθν περίπτωςθ τθσ ευκείασ να γίνει μια λωρίδα ςυγκεκριμζνου πάχουσ. Σε όλεσ 

τισ περιπτϊςεισ το εμβαδό τθσ επιφάνειασ επαφισ είναι πολφ μικρό ςε ςχζςθ με τισ διαςτά-

ςεισ των ςωμάτων. Το επικυμθτό ςε κάκε περίπτωςθ είναι να προςδιοριςτεί το ςχιμα τθσ 

επιφάνειασ επαφισ, ο τρόποσ με τον οποίο μεταβάλλεται ςε ςχζςθ με το εξωτερικό φορτίο 

κακϊσ και οι τάςεισ και οι παραμορφϊςεισ που αναπτφςςονται τοπικά ςτθν περιοχι.  

      Κεωροφμε ότι τα προφίλ επιφανειϊν των ςωμάτων που ζρχονται ςε επαφι, ςτθν γενικι 

τουσ μορφι, κα περιγράφονται από τισ ςχζςεισ    

 2 2
1 1 1

1 1

1 1

2 2
z x y

R R
 

 
 (3.1) 

 2 2
2 2 2

2 2

1 1
  

2 2
z x y

R R

 
   

  
 (3.2) 

όπου 1 1 2 2, ,R R R R     είναι οι κφριεσ καμπυλότθτεσ των δφο ςωμάτων αντίςτοιχα. Θ απόςταςθ 

μεταξφ των δφο επιφανειϊν πριν εφαρμοςτεί οποιοδιποτε φορτίο κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 2 2 2 2
1 2

1 1

2 2
h z z Ax By x y

R R
     

 
 (3.3) 

όπου ,R R   είναι οι ςχετικζσ ακτίνεσ καμπυλότθτασ για τισ δφο επιφάνειεσ και ,A B είναι δφο 

κετικζσ ςτακερζσ για τισ οποίεσ κα ιςχφουν οι ςχζςεισ 

Σχ 3.1. Θ επαφι των νθμάτων μπορεί να κεωρθκεί ςαν τθν επαφι μεταξφ δφο κυλίνδρων των 
οποίων οι διαμικεισ άξονεσ αρχικά τζμνονται κάκετα μεταξφ τουσ. Θ ορκι δφναμθ αναπτφςςε-

ται ςτο ςθμείο τομισ τουσ. 
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1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
A+B

R R R R R R

  
               

 (3.4) 

 

1
2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2

2
B A cos

R R R R R R R R


       
              

               

 (3.5) 

όπου  είναι θ γωνία που ςχθματίηουν οι άξονεσ των δφο κυλίνδρων. Στο αρχικό ςτάδιο τα 

νιματα κα τζμνονται κάκετα μεταξφ τουσ, Σχ.3.1, και κατά ςυνζπεια ςε αυτό το ςτάδιο κα 

είναι 
2


  . Επιπλζον ειςάγεται και θ ζννοια τθσ ςχετικισ ακτίνασ καμπυλότθτασ eR  θ οποία 

κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 
1

2
eR R R

A B
  


 (3.6) 

Είναι προφανζσ από τθν εξίςωςθ (3.3) ότι εν γζνει οι αποςτάςεισ hμεταξφ των δφο απαρα-

μόρφωτων επιφανειϊν δθμιουργοφν μια ζλλειψθ με θμιάξονεσ ,a b . Ο λόγοσ των θμιαξόνων 

κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 
a B R

b A R


 


 (3.7) 

Από τισ ςχζςεισ (3.4),(3.5),(3.7) είναι δυνατόν ςε κάκε περίπτωςθ να εκτιμθκεί θ επιφάνεια 

επαφισ θ οποία εξαρτάται από τθν γεωμετρία των ςωμάτων που ζρχονται ςε επαφι. Συγκε-

κριμζνα, ςτθν περίπτωςθ επαφισ δφο ςφαιρϊν όπου 1 1 1R R R   και 2 2 2R R R   , από τισ 

ςχζςεισ (3.4),(3.5) κα είναι  

 
1 2

1 1 1

2
A B

R R

 
   

 
 (3.8) 

Θ τελευταία ςχζςθ ςε ςυνδυαςμό με τθν (3.7) κα δϊςει a b , που ςθμαίνει ότι θ επιφάνεια 

επαφισ μεταξφ δφο ςφαιρϊν είναι κυκλικι με ακτίνα a .  

     Στθν περίπτωςθ τθσ επαφισ μιασ ςφαίρασ ακτίνασ 1R  με θμιάπειρο χϊρο, κα είναι 

1 1 1R R R    και 2 2R R   , αντίςτοιχα. Από τισ ςχζςεισ (3.4),(3.5) κα είναι  

 
1

1
  

2
A B

R
   (3.9) 

Θ τελευταία ςχζςθ ςε ςυνδυαςμό με τθν (3.7) κα δϊςει a b , που ςθμαίνει ότι θ επιφάνεια 

επαφισ μεταξφ μιασ ςφαίρασ και του θμιάπειρου χϊρου κα είναι κυκλικι με ακτίνα a .  

     Στθν περίπτωςθ δφο κυλίνδρων με ακτίνεσ 1 2,R R , οι οποίοι τζμνονται κατά μικοσ των αξό-

νων τουσ, κα είναι 1 1 2,  ,R R R   2 2 2, R R R  ενϊ 0  . Από τισ ςχζςεισ (3.4),(3.5) ςε 

αυτι τθν περίπτωςθ προκφπτει  

 0 A B   (3.10) 
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Που ςθμαίνει ότι θ επιφάνεια επαφισ είναι μια λωρίδα πάχουσ 2a .Εάν οι κφλινδροι τζμνο-

νται κάκετα μεταξφ τουσ  και θ ακτίνα τουσ είναι θ ίδια, δθλ. 1 2R R R  , και 1 1, ,R R R  

2 2, R R R    και 
2


  , τότε από τισ ςχζςεισ (3.4),(3.5) προκφπτει  

 
1

2
A B R   (3.11) 

και ςε αυτι τθν περίπτωςθ θ ακτίνα είναι κυκλικι.  

 

3.3. H κεωρία του Hertz 

 

      Ο Hertz (1882) ιταν ο πρϊτοσ ο οποίοσ μελζτθςε διεξοδικά τθν επαφι μεταξφ δφο ελαςτι-

κϊν ςωμάτων. Θ ανάλυςι του ιταν διεξοδικι και αναλυτικι αλλά κεωροφςε ότι μεταξφ των 

δφο επιφανειϊν δεν υπάρχει κακόλου τριβι (frictionless contact). Υπζκεςε αρχικά ότι θ επι-

φάνεια επαφισ κα είναι γενικά μια ζλλειψθ ςτθριηόμενοσ ςτισ παρατθριςεισ των πειραμάτων 

του. Υπζκεςε επίςθσ ότι κάκε ζνα από τα δφο ςϊματα κεωρείται ζνασ θμιάπειροσ χϊροσ με 

επίπεδθ επιφάνεια για να τονίςει ότι οι τάςεισ και οι παραμορφϊςεισ που αναπτφςςονται 

ςτθν επιφάνεια επαφισ εξετάηονται ανεξάρτθτα από τισ τάςεισ και τισ παραμορφϊςεισ που 

αναπτφςςονται ςτισ εξωτερικζσ επιφάνειεσ των ςωμάτων.  Ζνασ άλλοσ ςθμαντικόσ λόγοσ που 

ζκανε αυτι τθν κεϊρθςθ ιταν για να εκμεταλλευτεί τθν κεωρία τθσ ελαςτικότθτασ θ οποία 

ζχει εξετάςει λεπτομερϊσ προβλιματα με τον θμιάπειρο χϊρο αλλά και τισ ςυνοδευόμενεσ 

ςυνοριακζσ ςυνκικεσ. Επίςθσ, κεϊρθςε ότι αςκοφνται μόνο ορκζσ τάςεισ ςτα ςϊματα και ότι 

όλεσ οι διατμθτικζσ τάςεισ είναι μθδενικζσ, Σχ.3.1. 

     Πζραν του προςδιοριςμοφ τθσ γεωμετρίασ τθσ επιφάνειασ επαφισ πολφ μεγάλθ ςθμαςία 

ζχει και ο προςδιοριςμόσ των τάςεων και των παραμορφϊςεων ςτα ςθμεία εντόσ τθσ επιφά-

νειασ επαφισ. Στθν περίπτωςθ που επιφάνεια επαφισ είναι κυκλικι και δεν υπάρχει κακόλου 

τριβι θ κατανομι των τάςεων ςτθν επιφάνεια κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 

1
2 2

0 2
1

r
p p

a

 
  

 
 (3.12) 

όπου r είναι θ απόςταςθ από το κζντρο τθσ επιφάνειασ,a  είναι θ ακτίνα τθσ κυκλικισ επιφά-

νειασ επαφισ θ οποία κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 

1

3

*

3

4

VR
a

E

 
  
 

 (3.13) 

όπου V είναι θ ορκι τάςθ επαφισ, 0p  είναι θ μζγιςτθ τάςθ που αναπτφςςεται ςτθν επιφά-

νεια θ οποία κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 0 2

3

2

V
p

a
  (3.14) 
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contact theory

King et.al (2005)

όπου E   το ιςοδφναμο μζτρο ελαςτικότθτασ το οποίο κα ορίηεται από τθν ςχζςθ 

 
2 2
1 2

1 2

1 11

E

v v

EE

 
   (3.15) 

Στθν τελευταία ςχζςθ 1 2,E E είναι  τα μζτρα ελαςτικότθτασ των δφο κυλίνδρων, 1 2,v v  οι λόγοι 

Poisson των δφο κυλίνδρων. Θ μετατόπιςθ i  λόγω τθσ ορκισ τάςθσ που εφαρμόηεται κα δί-

νεται από τθν ςχζςθ 

 

1
2 3

2

9

16
i

V

RE




 
  
 

 (3.16) 

Οι King et.al. (2005) ςτο πλαίςιο τθσ ανάλυςθσ των υφαςμάτινων καταςκευϊν για το ςχεδια-

ςμό αντιβαλλιςτικϊν γιλζκων, υπολόγιςαν τθν εγκάρςια μετατόπιςθ των νθμάτων ςτα ςθμεία 

επαφισ χρθςιμοποιϊντασ ζνα καταςτατικό νόμο που δίνεται από τθν ςχζςθ 

  1ia
i iF K e 
   (3.17) 

 όπου ,iK a είναι ςτακερζσ του υλικοφ οι οποίεσ υπολογίηονται πειραματικά. Πραγματοποιϊ-

ντασ  πειραματικζσ μετριςεισ ςε υφαςμάτινα δοκίμια από ίνεσ Kevlar S706 υπολόγιςαν ότι οι 

τιμζσ των δφο ςτακερϊν κα είναι 39.0 10 ,iK N  και 4 17.5 10a m  . Στθν ανάλυςι τουσ 

δεν ζλαβαν υπόψθ ότι θ κατακόρυφθ μετατόπιςθ ςτουσ κόμβουσ του νιματοσ εξαρτάται ςε 

μεγάλο βακμό από τθν εφαρμοηόμενθ αξονικι εφελκυςτικι δφναμθ ςτα νιματα. Οι ςχζςεισ 

(3.16),(3.17) απεικονίηονται ςτο Σχ.3.2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

Σχ 3.2. Συγκριτικό διάγραμμα τθσ μετατόπιςθσ ςτα ςθμεία επαφισ των νθμάτων. 
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3.4. Η ςχετικι ςτροφι των νθμάτων μζςα ςτο φφαςμα 

 

     Υπό τθν επίδραςθ των διατμθτικϊν τάςεων τα νιματα κα ςτραφοφν ςχετικά το ζνα ωσ 

προσ το άλλο όπωσ φαίνεται και ςτο Σχ. Στθν περίπτωςθ όπου θ επιφάνεια επαφισ είναι ελ-

λειπτικι θ μζςθ τάςθ που αςκείται κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 averagep
b

V

a
  (3.18) 

όπου ,a b είναι οι θμιάξονεσ τθσ ζλλειψθσ οι οποίοι κα ορίηονται από τισ ςχζςεισ 

 
 

 

 

 

1 1

3 3
1 2 1 23 3

       ,      
4 4

average averagep k k p k k
a m b n

A B A B

     
    

       
 (3.19) 

Οι παράμετροι 1 2,k k  κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 
2 2
1 2

1 2

1 2

1 1
     ,    

v v
k k

E E 

 
   (3.20) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   a                                                                                b  

 

 

 

 

Όταν οι άξονεσ των δφο κυλίνδρων δεν τζμνονται κάκετα αλλά δθμιουργοφν μεταξφ τουσ μια 

γωνία  1 290     , κα είναι  

 
B A

cos
A B







 (3.21) 

Σχ 3.3. Αρχικά τα νιματα τζμνονται κάκετα μεταξφ τουσ υπό τθν επίδραςθ των διατμθτικϊν 

τάςεων το ζνα νιμα ςτρζφεται ςε ςχζςθ με το άλλο. 
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Οι τιμζσ των παραμζτρων ,A B  ορίηονται από τισ ςχζςεισ  

 
1 1 2 2

1 1 1 1 1

2
A B

R R R R

 
     

  
 (3.22) 

 

1
2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2

2
B A cos

R R R R R R R R


       
              

           

 (3.23) 

Οι τιμζσ των μεταβλθτϊν ,m nπου εμφανίηονται ςτισ ςχζςεισ (3.19)  κα δίνονται από τον ακό-

λουκο Πίνακα 1, ςε ςυνάρτθςθ με τθν γωνία  . 

 

Στο αρχικό ςτάδιο τθσ παραμόρφωςθσ, όπου οι διατμθτικζσ τάςεισ είναι μθδενικζσ, θ επαφι 

μεταξφ των νθμάτων κεωρείται πλιρθσ και θ  επιφάνεια επαφισ κα είναι κυκλικι με ακτίνα 

a , Σχ.3.5(α). Εν ςυνεχεία, θ ςταδιακι επιβολι των διατμθτικϊν τάςεων xy  κα ζχει ωσ απο-

τζλεςμα ςτθν διεπιφάνεια των νθμάτων να αναπτφςςονται κατανεμθμζνεσ διατμθτικζσ τάςεισ 

 q x , οι οποίεσ κα δίνονται από τθν ςχζςθ 

  
 2 2

xy
q x

a x





 (3.24) 

όπου xy είναι θ δφναμθ ανά μονάδα μικουσ, a  είναι θ ακτίνα τθσ κυκλικισ επιφάνειασ επα-

φισ. Οι γραφικι παράςταςθ των διατμθτικϊν τάςεων δίνεται ςτο Σχ.3.4. Φαίνεται κακαρά ότι 

οι διατμθτικζσ τάςεισ ςτα περιφερειακά ςθμεία τθσ διατομισ, όπου x a , λαμβάνουν κεω-

ρθτικά άπειρθ τιμι.  

 

 

  

 

 

 

 

 

Πίνακασ 1. Οι μεταβλθτζσ ,m n  ςε ςυνάρτθςθ με τθν γωνία  των αξόνων των νθμάτων. 

  0 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 

m  - 6,61 4,88 3,78 3,15 2,7 2,40 2,13 1,9 1,75 1,61 1,4 1,3 1,28 1,20 1,13 1,0 1,0 

n  0 0,32 0,37 0,41 0,46 0,4 0,53 0,57 0,6 0,64 0,68 0,72 0,7 0,80 0,85 0,89 0,9 1,0 

  - 0,85 1,04 1,22 1,40 1,4 1,55 1,64 1,7 1,77 1,83 1,8 1,9 1,94 1,97 1,99 1,9 2,0 

Σχ 3.4. Θ μεταβολι των διατμθτικϊν τάςεων ςτθν επιφάνεια επαφισ των νθμάτων. 
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Δεδομζνου όμωσ ότι το υλικό δεν μπορεί να παραλάβει άπειρθ τάςθ προκφπτει ότι ςε αυτι 

τθν περιοχι κα εκδθλωκεί μια ςχετικι ολίςκθςθ. Συνεπϊσ θ αρχικά κυκλικι διατομι τθσ επι-

φάνειασ επαφισ κα αρχίςει να ςυρρικνϊνεται προσ το κζντρο και να δθμιουργείται ταυτό-

χρονα και ζνασ κυκλικόσ δακτφλιοσ που κα περιγράφει τθν περιοχι ολίςκθςθσ, Σχ.3.5(b). Όταν 

θ διατμθτικι τάςθ ξεπεράςει τισ δυνάμεισ τριβισ μεταξφ των νθμάτων τότε κα εκδθλωκεί θ 

ολικι ολίςκθςθ μεταξφ των νθμάτων, Σχ.3.5(c).    

 

 

  

 

 

 

 

  

 

 

Θ ςταδιακι αφξθςθ των διατμθτικϊν τάςεων κα οδθγιςει ςε αντίςτοιχθ βακμιαία αφξθςθ τθσ 

ςτρεπτικισ ροπισ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ οι μετατοπίςεισ ςτθν περιφζρεια τθσ επιφάνειασ 

επαφισ αλλά και θ διατμθτικζσ τάςεισ κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

   ,   0   ,     ,  0r zzu r u r c z        (3.25) 

 

   
1

2 2 2
3

3

2

       ,  0 

0

f

z

rz zz

q r a r
a

c r a z

V







 


   


  

 



 (3.26) 

Ο Lubkin(1951) υπολόγιςε ότι οι διατμθτικζσ τάςεισ εντόσ τθσ επιφάνειασ επαφισ που δεν 

περιςτρζφεται (stick zone, r c ) κα δίνονται από τθν ςχζςθ 

  
 

       

1
2 2

2

2 2

3
1 , ,

2

f

z

rV
q r k D k F k K k E k

aa


 
  



   
        

  
 (3.27) 

όπου 

  
 

 

22
2 2 1

2

/1
1 / 1 ,           ,           

1 /

k r ac
k c a k k sin

a k r a
 

 
      

 
 (3.28) 

Σχ 3.5. Θ επιφάνεια επαφισ των νθμάτων κατά τθν βακμιαία αφξθςθ των διατμθτικϊν τάςεων. 
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Τα    , , ,F k E k   είναι ελλειπτικά ολοκλθρϊματα 1ου και 2ου είδουσ αντίςτοιχα με χαρα-

κτθριςτικό μζγεκοσ (module) το k  και μζτρο (amplitude) τθν γωνία  . Το  D k είναι ζνα 

πλιρεσ ελλειπτικό ολοκλιρωμα (complete elliptic integral) με χαρακτθριςτικό μζγεκοσ (mod-

ule) το k , και κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

   2

K E
D k

k


  (3.29) 

Όπου ,K E είναι πλιρθ ολοκλθρϊματα 1ου και 2ου είδουσ, αντίςτοιχα. Θ ςχζςθ μεταξφ τθσ γω-

νίασ  και τθσ ακτίνασ τθσ «κολλθμζνθσ» περιοχισ κα είναι 

  2

2

3

4

fV
k D k

Ga





  (3.30) 

ενϊ θ εξωτερικά εφαρμοηόμενθ ροπι zM , από τθν ιςορροπία, κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

   2

0
2

a

zM q r r dr   (3.31) 

όπου  q r είναι θ κατανομι των διατμθτικϊν τάςεων ςτθν επιφάνεια επαφισ και κα δίνεται 

από τθν ςχζςθ 

    
1

2 2 2
3

3
        ,     

2

f P
q r a r c r a

a




     (3.32) 

Από τισ ςχζςεισ (3.31),(3.32) προκφπτει θ τελικι ςχζςθ τθσ ςτρεπτικισ ροπισ 

      
2

2 2 13
6 4 3 3  

4 4

f

z

Va
M k k K k k D kK k sin k

 




         


 

  
 

 
 

 

 

1 12 2
2

3 1
2 2 2 20 02 2

' '
3  

1 ' 1 '

sin k sina sin k sina
k K k da D k da

k sin a k sin a

 
 

 
 

   
    

   (3.33) 

όπου /sina r c . Θ γραφικι παράςταςθ τθσ τελευταίασ ςχζςθσ δίνεται ςτο Σχ. 3.6. Θ μζγιςτθ 

τιμι τθσ ςτρεπτικισ ροπισ ςθμειϊνεται όταν όλθ θ επιφάνεια επαφισ «ξεκολλιςει» και μπο-

ρεί πλζον να ςτρζφεται χωρίσ τθν τριβι. Σε αυτι τθν περίπτωςθ κα είναι 

 0 0 1c k k      (3.34) 

και κατά ςυνζπεια 

          1 ,  1 1,  1 1 1K E D K E      (3.35) 

Και ςε αυτι τθν περίπτωςθ από τθν ςχζςθ (3.33) προκφπτει 

 
3

16
max
z fM Pa


  (3.36) 
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     Ο Deresiewizc (1954) ειςιγαγε κάποιεσ προςεγγιςτικζσ ςχζςεισ μεταξφ τθσ εξωτερικϊσ 

επιβεβλθμζνθσ ςτρεπτικισ ροπισ και τθσ γωνίασ ςτροφισ  , δθλ. 

 

22

1 3
2

1
3 4

z

f

M

c

a

Va

      
      
      

 (3.37) 

 

1

21 3
4 1 1

23

z

f

Mc

a Va

 
   

 
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 (3.38) 

 
2 2 2
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3
1 11 3

128f

Ga c

aV

c

a





  
    

  
 (3.39) 

Οι ςχζςεισ (3.37),(3.38),(3.39) ιςχφουν για μικρζσ τιμζσ τθσ ςτρεπτικισ ροπισ. Αντικακιςτϊ-

ντασ τθν ςχζςθ (3.38) ςτθν ςχζςθ (3.39) προκφπτει θ ςχζςθ ςτρεπτικισ ροπισ – γωνίασ ςτρο-

φισ 

 

1 1

2 2 21 3 3
1 1 3 1

8 2 2
z z

f f f

M MGa

P Va Va



  

   
      

             
      

   

 (3.40) 

Θ γραφικι παράςταςθ τθσ τελευταίασ εξίςωςθσ φαίνεται ςτο Σχ.3.7. 

Σχ 3.6. Θ ςτρεπτικι ροπι ςε ςυνάρτθςθ με τθν γωνία ςτροφισ των νθμάτων λόγω του ηεφ-
γουσ των διατμθτικϊν τάςεων (Lubkin,(1951)). 
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Ο Cuttino(1997) πρότεινε ζνα μοντζλο το οποίο λαμβάνει υπόψθ τθν επιφάνεια επαφισ ωσ 

ζλλειψθ. Θ μακθματικι εξίςωςθ που περιγράφει το μοντζλο είναι 

 
 0.510 /

0.62 1
aJ G VzM e

V



 

  
  

 (3.41) 

V το κατακόρυφο φορτίο,G το μζτρο διάτμθςθσ ,  ο ςυντελεςτισ τριβισ, J θ πολικι ροπι 

αδράνειασ τθσ διατομισ του νιματοσ θ οποία ορίηεται από τθν ςχζςθ 

  2 2

2

ab
J a b   (3.42) 

 όπου  είναι μια παράμετροσ που ορίηει τον μζςο όρο των θμιαξόνων τθσ ζλλειψθσ, δθλ. 

  0.5 a b    (3.43) 

Το ςυγκριτικό διάγραμμα των τριϊν μοντζλων φαίνεται ςτο Σχ.3.8. Στο παρακάνω ςυγκριτικό 

διάγραμμα παρουςιάηεται και το γραμμικό μοντζλο το οποίο δίνεται από τθν ευκεία που 

διζρχεται από τθν αρχι των αξόνων. Θ κλίςθ τθσ ευκείασ κα είναι 16 /3m  και κα είναι ε-

φαπτόμενθ με τθν λφςθ που δίνεται από τον Deresiewizc και με τθν λφςθ που δίνεται από τον 

Cuttino (βλ. Παράρτθμα A).  

 

 

 

Σχ 3.7. Θ διατμθτικι γωνία ςε ςυνάρτθςθ με τθν γωνία ςτροφισ . (Deresiewizc (1954) ) 
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     Στα προθγοφμενα είδαμε ότι ο Cuttino κεωρϊντασ τθν επιφάνεια επαφισ των δφο ςωμά-

των ελλειπτικι, υπολόγιςε τθν ςχζςθ τθσ ςτρεπτικισ ροπισ zM  με τθν γωνία ςτροφισ  χρθ-

ςιμοποιϊντασ τθν εκκετικι ςχζςθ (2.70) . Σκεπτόμενοι αναλογικά, μποροφμε να ιςχυριςτοφ-

με ότι προςεγγιςτικά μια τζτοια ςχζςθ μπορεί να ιςχφει και για τθν κυκλικι επιφάνεια επα-

φισ. Συνεπϊσ, κα ζχουμε 

 1 BXY e      (3.44) 

Στθν τελευταία ςχζςθ, όπου   είναι ο κανονικοποιθμζνοσ όροσ τθσ ροπισ, και όπου   είναι ο 

κανονικοποιθμζνοσ όροσ τθσ γωνίασ ςτροφισ. Τα ,A B είναι ςτακερζσ που κα υπολογιςτοφν 

από τισ ςυνκικεσ του προβλιματοσ. Θ πρϊτθ ςυνκικθ απαιτεί θ εξίςωςθ (3.44) να ζχει παρά-

γωγο ςτο μθδζν ίςθ με τθν κλίςθ των υπόλοιπων μοντζλων όπωσ φαίνεται ςτο γράφθμα 3.8. 

Επίςθσ, για πολφ μεγάλεσ τιμζσ τισ γωνίασ ςτροφισ, θ ροπι οφείλει να τείνει ςτθν μζγιςτθ 

δυνατι τιμι τθσ, θ οποία είναι3 /16 . Συνοψίηοντασ όλα τα παραπάνω κα είναι 

 
   

0
0

16 16 16

3 3 3
BX

X
X

dY
A Be A B

dX





        (3.45) 

 
 3 3

16 16X
max AY

 


    (3.46) 

Από τισ ςχζςεισ (3.45),(3.46) προκφπτει 

 
3 256

   ,   
16 9

A B



   (3.47) 

Σχ 3.8. Συγκριτικό διάγραμμα όλων των μοντζλων. 
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Τελικά θ ςχζςθ (3.44) γίνεται 

 
256  

9.0549
3

1 0.589 1
16

XY e Y e
  


 

        
  

 (3.48) 

 

3.5. Η ςχετικι ολίςκθςθ των νθμάτων μζςα ςτο φφαςμα 

 

     Θ ςχετικι ολίςκθςθ των νθμάτων αποτελεί μια χαρακτθριςτικι παραμόρφωςθ των νθμά-

των θ οποία αν και είναι πολφ μικρότερθσ ζνταςθσ από τθν ςχετικι ςτροφι διαδραματίηει 

αρκετά ςθμαντικό ρόλο ςτθν τελικι μθχανικι απόκριςθ τθσ υφαςμάτινθσ καταςκευισ. Στο 

3.9. περιγράφεται ςχθματικά το φαινόμενο τθσ ςχετικισ ολίςκθςθσ των νθμάτων.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θ επιφάνεια επαφισ των νθμάτων και θ βακμιαία εξζλιξι τθσ περιγράφεται από το Σχ.3.5. 

Γενικά, για τισ ςυνκικεσ ολίςκθςθσ ι μθ μεταξφ δφο ςωμάτων ιςχφουν οι ςχζςεισ  

          ,  ςτατική τριβήfq r p r  (3.49) 

         ,  τριβή ολίςθηςησfq r p r  (3.50) 

Ο Mindlin(1949) ζδειξε ότι θ εφαπτομενικι μετατόπιςθ x  ενόσ ςθμείου που βρίςκεται εντόσ 

τθσ επιφάνειασ επαφισ κα δίνεται από τθν μθ γραμμικι ςχζςθ 

 

2

3
1 2

1 2

3 2 2
1 1

16

xf

x

f

yv v

a G G

V

V







 

     
       

    
 

 (3.51) 

Σχ 3.9. Θ ςχετικι ολίςκθςθ των νθμάτων εντόσ του υφάςματοσ. 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



42 
 

όπου 1 2,v v είναι οι λόγοι του Poisson για τα νιματα ςτισ δφο κατευκφνςεισ, f είναι ο ςυντε-

λεςτισ τριβισ ολίςκθςθσ μεταξφ των νθμάτων, T  είναι οι διατμθτικζσ τάςεισ και V οι ορκζσ 

τάςεισ ςτθν περιοχι επαφισ των νθμάτων. Στθν ειδικι περίπτωςθ όπου τα νιματα των δφο 

κατευκφνςεων που ζρχονται ςε επαφι αποτελοφνται από το ίδιο υλικό θ ςχζςθ εφαπτομενι-

κοφ φορτίου – μετατόπιςθσ απλοποιείται ακόμθ περιςςότερο και λαμβάνει τθν μορφι 

 

2

33 2
1 1

8

xf y

x

f

V

V

v

a G






 
   

          
 

 (3.52) 

Όταν θ ακτίνα c τθσ επιφάνειασ επαφισ εκμθδενιςτεί τότε οι δφο επιφάνειεσ ολιςκαίνουν 

πλιρωσ θ μια ωσ προσ τθν άλλθ, Σχ. 3.5(c). Όταν αρχίςει θ ολίςκθςθ μεταξφ των δφο επιφα-

νειϊν θ μετατόπιςθ λαμβάνει μια χαρακτθριςτικι τιμι sl , θ οποία κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 1 2
,

1 2

2 2

8

xy

x sl

v v

a G G


   
  

 
 (3.53) 

Στθν περίπτωςθ όπου τα νιματα ςτισ δφο κατευκφνςεισ αποτελοφνται από το ίδιο υλικό θ 

τελευταία ςχζςθ απλοποιείται και παίρνει τθν μορφι 

 ,

2

4
x sl

xy v

a G




 
  

 
 (3.54) 

Οι γραφικζσ παραςτάςεισ των ςχζςεων (3.52),(3.54) φαίνονται ςτο Σχ.3.10. Στθν ειδικι περί-

πτωςθ όπου επιλεγεί υλικό με ςυντελεςτι Poisson 0.5v  τότε θ μετατόπιςθ παίρνει τθν τιμι 

 
27

16

f

sl

V

Ea


   (3.55) 

Παραγωγίηοντασ τθν ςχζςθ (3.52) ωσ προσ τθν εφαπτομενικι φόρτιςθ xy , κα είναι 

      

1 1

3 3 3 2 1 1
2 1 1 2 1 1

8 3 4

f xy xy

f f f

d d
v v v v

dT E Va dT

V

V V

   

  

  
      

                
         

 

 (3.56) 

Εάν ςτθν τελευταία κεωρθκεί θ ειδικι περίπτωςθ όπου 0.5v και 0xy  τότε προκφπτει ότι 

 
0

9

16
xy

xy

d

d Ea







  (3.57) 

ι ιςοδφναμα 
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9
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
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  (3.58) 
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Σχ 3.10. Θ εφαπτομενικι μετατόπιςθ των νθμάτων ςτθν περίπτωςθ τθσ ολίςκθςθσ και ςτθν περίπτωςθ 
τθσ μθ ολίςκθςθσ. 
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Κεφάλαιο 4  
 

Δοκοί με αρχικι ςτροφι και αξονικι δφναμθ 
 

 

4.1. Ειςαγωγι 

 

     Θ μθχανικι ςυμπεριφορά των υφαςμάτων, λόγω τθσ δομικισ αρχιτεκτονικισ τουσ, μπορεί 

να μελετθκεί ςε διάφορεσ κλίμακεσ. Στθν μακροςκοπικι κλίμακα το φφαςμα κεωρείται ςαν 

ζνα ανιςότροπο, ανομοιογενζσ και μθ γραμμικό ςυνεχζσ μζςο. Ο καταςτατικόσ νόμοσ ςυμπε-

ριφοράσ του μζςου περιγράφει τθν μθχανικι απόκριςθ του υφάςματοσ. Στθν  μεςοκλίμακα, 

οι αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των νθμάτων κακορίηουν τθν τελικι ςυμπεριφορά του υφάςμα-

τοσ.  Στθν μικροςκοπικι κλίμακα οι αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των ινϊν εντόσ του νιματοσ α-

ποκτοφν κυρίαρχο ρόλο και επθρεάηουν κακοριςτικά τθν μακροςκοπικι απόκριςθ τθσ υφα-

ςμάτινθσ καταςκευισ.  

     Το πρωτογενζσ δομικό ςτοιχείο του υφάςματοσ είναι θ ίνα. Το νιμα, που αποτελεί το δευ-

τερογενζσ δομικό ςτοιχείο, προζρχεται από μια ομάδα ινϊν οι οποίεσ τοποκετοφνται θ μια 

δίπλα ςτθν άλλθ ζχοντασ τουσ άξονζσ τουσ παράλλθλουσ. Στα περιςςότερα υφάςματα το νι-

μα δεν δομείται με απλι παράκεςθ των ινϊν αλλά με μια ταυτόχρονθ ςυςτροφι τουσ περί 

τον διαμικθ άξονά τουσ, Σχ.4.1. Χαρακτθριςτικό γνϊριςμα του νιματοσ αποτελεί θ μεγάλθ 

λυγθρότθτά του θ οποία καταδεικνφεται από τθν μικρι τιμι του λόγου τθσ διατομισ του   

προσ το μικοσ του  , δθλ.,   ⁄   . Θ μθχανικι ςυμπεριφορά τζτοιου είδουσ δομικϊν ςτοι-

χείων μποροφν να αναλυκεί με τθν γραμμικι ελαςτικι κεωρία των δοκϊν. Επιπλζον, λόγω τθσ 

δομισ τουσ τα υφάςματα μποροφν να μεταφζρουν εντόσ του επιπζδου τουσ αξονικά φορτία, 

κυρίωσ εφελκυςτικά, με πολφ αποτελεςματικό τρόπο. Συνεπϊσ, θ μθχανικι ςυμπεριφορά τθσ 

ίνασ εντόσ του νιματοσ είναι ιςοδφναμθ με μια ςυςτρεμμζνθ πριςματικι δοκό ςτθν οποία 

ταυτόχρονα αςκείται και μια αξονικι δφναμθ, Σχ.4.1.     

 

 

 

 

 

 

 

Θ μελζτθ των πριςματικϊν δοκϊν με αρχικι ςυςτροφι και ταυτόχρονθ αξονικι καταπόνθςθ 

άρχιςε να εντατικοποιείται τθν δεκαετία του ’70. Το ζναυςμα δόκθκε από τα προβλιματα 

Σχ 4.1 Θ δομι του νιματοσ ςτθν μικροκλίμακα, όπου  είναι θ αρχικι ςτροφι των ινϊν περί τον 

διαμικθ άξονά του, είναι θ ςτρεπτικι ροπι και είναι θ αξονικι δφναμθ 
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που εμφανίςτθκαν εκείνθ τθν περίοδο ςτισ ζλικεσ των ελικοπτζρων. Οι αναλφςεισ κατζδειξαν 

ότι μεταξφ των δφο φορτίςεων, τθσ ςτρζψθσ και τθσ αξονικισ δφναμθσ, υπάρχει κάποιου εί-

δουσ ςφηευξθ θ οποία επθρζαηε κακοριςτικά τθν τελικι απόκριςθ τθσ δοκοφ. Αυτοφ του εί-

δουσ θ ςφηευξθ ζδειξε ότι, ακόμθ και ςτο πλαίςιο των μικρϊν παραμορφϊςεων, θ μθχανικι 

ςυμπεριφορά τθσ δοκοφ δεν μπορεί να περιγραφεί ικανοποιθτικά από τθν απλι υπζρκεςθ 

των δφο εντατικϊν καταςτάςεων. 

     Ο Biot (1939) αςχολικθκε με το ηιτθμα μιασ ευκφγραμμθσ πριςματικισ δοκοφ θ οποία υ-

πόκειται ςε αξονικό εφελκυςμό και ιταν ο πρϊτοσ που απζδειξε ότι θ ςτρεπτικι ακαμψία τθσ 

αυξάνεται. Ο Chen (1951) αςχολικθκε με τθν ανάλυςθ ευκφγραμμων πριςματικϊν και λεπτό-

τοιχων δοκϊν ςτισ οποίεσ αρχικά επιβάλλεται μια αρχικι ςτροφι περί τον διαμικθ άξονά 

τουσ και εν ςυνεχεία εφαρμόηεται μια αξονικι εφελκυςτικι δφναμθ. Μζςω πειραματικϊν 

διαδικαςιϊν διαπίςτωςε ότι θ ςτρεπτικι ακαμψία των δοκϊν με αρχικι ςυςτροφι είναι με-

γαλφτερθ από τθν ςτρεπτικι ακαμψία των ίδιων δοκϊν χωρίσ αρχικι ςτροφι. Οι παρατθρι-

ςεισ του τον ϊκθςαν να ςυμπεράνει ότι θ ςχετικι αφξθςθ τθσ ςτρεπτικισ ακαμψίασ μιασ δο-

κοφ εξαρτάται από το μζγεκοσ τθσ αρχικισ ςτροφισ, το ςχιμα τθσ διατομισ, το πάχοσ των 

τοιχωμάτων τθσ διατομισ και από το υλικό τθσ δοκοφ. Επιπλζον, διατφπωςε μια κεωρία που 

αφοροφςε κυρίωσ μεταλλικζσ δοκοφσ θ οποία ςυμφωνοφςε αρκετά καλά με τισ πειραματικζσ 

του μετριςεισ. Θ κεωρία του προζβλεπε ότι ακόμθ και ςτθν περίπτωςθ που θ διατομι τθσ 

δοκοφ ιταν κυκλικι θ ςτρεπτικι τθσ ακαμψία κα μποροφςε να αυξθκεί εφαρμόηοντασ ςτθ 

δοκό ταυτόχρονα μια αρχικι ςτροφι και μια αξονικι δφναμθ. Αυτι θ πρόβλεψθ αποτελοφςε 

και το βαςικό μειονζκτθμα τθσ κεωρίασ του διότι είναι γνωςτό ότι θ ςτρεπτικι ακαμψία μιασ 

δοκοφ με κυκλικι διατομι δεν επθρεάηεται από τθν αρχικι ςυςτροφι. Ο Rosen αςχολικθκε 

διεξοδικά με το ίδιο ηιτθμα και κατζλθξε ςτο ςυμπζραςμα ότι θ αφξθςθ τθσ ςτρεπτικισ α-

καμψίασ τθσ δοκοφ οφείλεται ςτθν αλλθλεπίδραςθ τθσ αρχικισ ςτροφισ με τθν αξονικι δφ-

ναμθ μζςω τθσ ςυνάρτθςθσ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ.  

  

4.2. Κινθματικι και γραμμικι ανάλυςθ των παραμορφϊςεων 

 

     Κεωροφμε μια πριςματικι δοκό με τυχαία διατομι θ οποία προςεγγιςτικά και χωρίσ να 

επθρεάηεται θ γενικότθτα τθσ ανάλυςθσ προςομοιϊνεται με ζνα κφλινδρο ςτοιχειϊδουσ μι-

κουσ   , και ακτίνα διατομισ  . Ορίηεται ζνα τριςορκογϊνιο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων      

ςτο κζντρο μιασ ακραίασ διατομισ ζτςι ϊςτε ο διαμικθσ άξονασ τθσ ίνασ να ςυμπίπτει με τον 

άξονα   , Σχ.1.2. Πάνω ςτθν παράπλευρθ επιφάνεια του κυλίνδρου χαράςςεται ζνα παραλ-

λθλόγραμμο     . Μετά τθν επιβολι τθσ ςτρεπτικισ ροπισ    ςτισ ακραίεσ διατομζσ του 

νιματοσ το αρχικό παραλλθλόγραμμο μεταςχθματίηεται ςε ζνα νζο παραλλθλόγραμμο 

         . Στθ ςυνζχεια, ςχεδιάηεται θ βοθκθτικι ευκεία      ζτςι ϊςτε να είναι παράλλθλθ 

με τισ πλευρζσ       του αρχικοφ παραλλθλογράμμου. Θ γωνία       εκφράηει τθν ςχετικι 

ςτροφι μεταξφ των δφο ακραίων διατομϊν του νιματοσ. Θ γωνία    
    αναπαριςτά τθν 

ςτρζβλωςθ τθν οποία ζχει υποςτεί το αρχικό παραλλθλόγραμμο      και ιςοδυναμεί με τθν 

διατμθτικι παραμόρφωςθ    τθσ δοκοφ. Από τθν γεωμετρία του Σχ. 1.2, κεωρϊντασ ότι οι πα-

ραμορφϊςεισ τθσ δοκοφ είναι μικρζσ ζτςι  ϊςτε    (   
   )     

   , προκφπτει θ ςχζςθ  

 


   

1

1

1

C D
C C D

C C
 (4.1) 
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Από τθν γεωμετρία του ίδιου ςχιματοσ προκφπτει επίςθσ ότι 

  1C D rd  (4.2) 

και 

  1C C dz  (4.3) 

 Ο ςυνδυαςμόσ των τριϊν τελευταίων ςχζςεων κα δϊςει 

 
 

  
d z
r r

dz
 (4.4) 

όπου θ ποςότθτα 

 
 


d z

dz
 (4.5) 

εκφράηει τθν γωνία ςτροφισ ανά μονάδα μικουσ τθσ δοκοφ και κα καλείται ςυςτροφι. Θ 

ςχζςθ (4.4) δθλϊνει ότι θ διατμθτικι παραμόρφωςθ τθσ διατομισ τθσ δοκοφ είναι ανάλογθ 

με τθν απόςταςθ από το κζντρο τθσ. 

     Θ διατμθτικι παραμόρφωςθ επιβάλλει ςε όλεσ τισ επιμζρουσ διατομζσ τθσ δοκοφ μια ςυ-

ςτροφι περί τον διαμικθ άξονά του. Αυτό ςθμαίνει ότι κάκε διατομι κα περιςτρζφεται περί 

τον διαμικθ άξονα τθσ δοκοφ ςαν ςτερεόσ δίςκοσ. Πζραν όμωσ τθσ ςυςτροφισ παρατθρείται 

και μια παραμόρφωςθ των διατομϊν εκτόσ του επιπζδου τουσ που δθλϊνει ότι οι διατομζσ 

ςτρεβλϊνονται. Θ ςτρζβλωςθ είναι ίδια για όλεσ τισ διατομζσ και περιγράφεται από μια ςυ-

νάρτθςθ  * , ,x y z  θ οποία κα καλείται ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ και ςχετίηεται με το ςχιμα 

τθσ διατομισ. Θ μετατόπιςθ ενόσ ςθμείου  τθσ διατομισ  προκφπτει από τθν γεωμετρία του 

Σχ.4.2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ 4.2 Θ γωνία ςτροφισ τθσ δοκοφ κατά τθν επιβολι τθσ ςτρεπτικισ ροπισ ςτισ ακραίεσ διατομζσ τθσ. 
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Από τθν κεωρία των μικρϊν παραμορφϊςεων προκφπτει ότι θ ςυςτροφι τθσ διατομισ είναι 

αρκετά μικρι ζτςι ϊςτε θ μετατόπιςθ του ςθμείου M ςτο ςθμείο M  να μπορεί να κεωρθκεί 

ίςθ με το διάνυςμα dR MM  το οποίο είναι κάκετο ςτθν ακτίνα OM r . Το μζτρο του δια-

νφςματοσ dR  κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

     
d M r zMR r z  (4.6) 

Το διάνυςμα τθσ μετατόπιςθσ μπορεί να αναλυκεί ςε δφο ςυνιςτϊςεσ ,v w κατά τουσ άξονεσ 

Ox και Oy αντίςτοιχα. Από τθν γεωμετρία του Σχ.4.3, για αυτζσ τισ ςυνιςτϊςεσ κα ιςχφουν οι 

γεωμετρικζσ ςχζςεισ  

      u R sin r zsin  (4.7) 

    v R cos r zcos  (4.8) 

όπου  είναι θ γωνία που ςχθματίηει το διάνυςμα κζςθσ του ςθμείου M με τον άξονα Ox . 

Επιπλζον, από τθν γεωμετρία του  Σχ.4.3., προκφπτει ότι  

         ,      
y x

sin cos
r r

 (4.9) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων (4.7),(4.8),(4.9) προκφπτουν οι μετατοπίςεισ του τυχαίου 

ςθμείου  , οι οποίεσ κα είναι   

  u zy  (4.10) 

 v zx  (4.11) 

Σχ 4.3. Θ μετατόπιςθ ενόσ ςθμείου τθσ διατομισ τθσ ίνασ και οι ςυνιςτϊςεσ κατά τουσ δφο άξονεσ. 
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Λαμβάνοντασ υπόψθ τθν ςτρεπτικι ροπι θ ςυνιςτϊςα τθσ μετατόπιςθσ κατά μικοσ τθσ δο-

κοφ  , ςυνδζεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ *  και κα είναι3  

    
 

 





 


*
1 , ,

z
w z w z x y z

z
 (4.12) 

όπου  1w z  είναι μια επιπρόςκετθ μετατόπιςθ λόγω τθσ εφαρμογισ του αξονικοφ εφελκυ-

ςτικοφ φορτίου. Το πεδίο τθσ μετατόπιςθσ τθσ διατομισ περιγράφεται από τισ ςχζςεισ (4.10)

,(4.11),(4.12). Στθν δοκό με αρχικι ςυςτροφι    και μικοσ L , προςαρμόηεται ζνα τοπικό ςφ-

ςτθμα καρτεςιανϊν ςυντεταγμζνων 1 2O z    το οποίο ςυνδζεται με το κακολικό ςφςτθμα ςυ-

ντεταγμζνων Oxyz ωσ εξισ 

      1 0 0cos sinx a z y a z  (4.13) 

       2 0 0sin cosx a z y a z  (4.14) 

Στο πλαίςιο των μικρϊν παραμορφϊςεων κα πρζπει να ιςχφει ο περιοριςμόσ 0 1a L . Από 

το πεδίο τθσ μετατόπιςθσ υπολογίηονται με εφκολο τρόπο οι ορκζσ και οι διατμθτικζσ  παρα-

μορφϊςεισ τθσ διατομισ για τισ οποίεσ κα είναι   

 


 


0xx

u

x
 (4.15) 

 


 


0yy

v

y
 (4.16) 

 
     

 
  

   
   

2 *
*1

2zz

z zww

z z z zz
 (4.17) 

 
  

   
  

1
0

2
xy

u v

y x
 (4.18) 

 
  


     

      
      

*1 1

2 2
xz

zu w
y

z x z x
 (4.19) 

 
  


     

     
      

*1 1

2 2
yz

zv w
x

z y z y
 (4.20) 

Θ ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ *  μπορεί να υπολογιςτεί από τθν λφςθ του κλαςςικοφ προβλι-

ματοσ τθσ ςτρζψθσ κατά Saint Venant  ςτο νζο τοπικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων 1 2O  και κα 

είναι 

 
2 * 2 *

2 2
1 2

0
 

 

 
 

 
 (4.21) 

ενϊ οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ κα δίνονται από τθν ςχζςθ 

  


 


 

 1 2

*

2 1n n
n

 (4.22) 

                                                           
3
 Οι βαςικοί βακμοί ελευκερίασ είναι  θ μετατόπιςθ   ( ) και θ ςτροφι  ( ). 
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και για λόγουσ ςυμμετρίασ κα είναι 

      *
1 20, 0 0  (4.23) 

όπου  
1 2

0, ,n n n   είναι το μοναδιαίο κάκετο διάνυςμα ςτο ςφνορο τθσ διατομισ, Σχ.4.3. 

Στο νζο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων κα ιςχφουν οι ςχζςεισ  

 
 

 
 

  
 

1 2
0 2 0 1   ,   a a

z z
 (4.24) 

 
     

 
   

     
     

      

* * * * *
1 2

0 2 0 1

1 2 1 2

a a
z z z

 (4.25) 

       * *
1 2, , ,x y z  (4.26) 

   1 2dxdy d d  (4.27) 

 

4.3. Η ελαςτικι παραμορφωςιακι ενζργεια τθσ δοκοφ με αρχικι ςτροφι 

 

      Το γεγονόσ ότι θ διατομι τθσ δοκοφ παραμορφϊνεται ζχει ωσ ςυνζπεια τθν αποκικευςθ 

παραμορφωςιακισ ενζργειασ ςτθ δοκό. Θ ενζργεια παραμόρφωςθσ U , που αποκθκεφεται ςε 

όλο τον όγκο τθσ δοκοφ κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

    
         
   

2 2 2

0 0

2
2

L L

zz xz yz

E
U dxdy dz G dxdy dz  (4.28) 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν τελευταία τισ μθ μθδενικζσ παραμορφϊςεισ όπωσ αυτζσ δίνονται από 

τισ ςχζςεισ (4.15) - (4.20) προκφπτει θ ςυνολικι παραμορφωςιακι ενζργεια τθσ δοκοφ ςε ςυ-

νάρτθςθ με τθν αξονικι παραμόρφωςθ    και τθν γωνία ςτροφισ τθσ κάκε διατομισ  z . 

Συγκεκριμζνα, για τον πρϊτο όρο τθσ ςχζςθσ (4.28) που ςχετίηεται με τισ ορκζσ παραμορφϊ-

ςεισ ςε ςυνδυαςμό με τθν ςχζςθ (4.17) κα είναι 

 
     

 
   

   
    

 

22

2 *1

22 2
zz

z zwE E
dxdy dxdy

z z zz
 

 
    


                        



 


222 2*
*1

22

z zw
dxdy

z z z z

E
 

 
           

 
      
   

        


2 2 * *
* *1 1

2 2

z z z zw w
E dxdy

z z z z z zz z
 (4.29) 

Ζπειτα από τθν ςχετικι άλγεβρα και τθν κατάλλθλθ ομαδοποίθςθ θ τελευταία ςχζςθ γίνεται 

 

 

 

 

 

 

 
 

     
             

  

 
   

222 2*
2 *1

22 2 2 2
zz

A B C

z zwE E E E
dxdy dxdy dxdy

z z z z
dxdy  
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 

 

   

 

 

 

    
 

      
 

 
   

   


       
  

2 2 * *
* *1 1

2 2

FD
E

z z z zw w
dxdy dxdE E E dxdyy

z z z z z zz z
 (4.30) 

Εξετάηοντασ κάκε μζλοσ τθσ τελευταίασ ςχζςθσ ξεχωριςτά και εκτελϊντασ τισ παραγοντικζσ 

ολοκλθρϊςεισ, κα είναι  

  
    

   
   





2 2

1 1

2 2

w wEA
dxdy

z
A

z

E
 (4.31) 

  
                 

                    
 


 

2 2 22* *
2
0

2 22

z z zE E
dxdy dxdy a K

z z z z
B

z

E
 (4.32) 

όπου ςτθν τελευταία ςχζςθ υιοκετικθκε ο ςυμβολιςμόσ  

 
 

  
 



2*
2
0a K dxdy

z
 (4.33) 

όπου 0a  είναι θ αρχικι ςτροφι θ οποία είναι ςτακερι κατά μικοσ τθσ δοκοφ και K είναι μια 

ςτακερά θ οποία ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ τθσ δοκοφ. Θ ποςό-

τθτα 0a  εκφράηει τθν αρχικι ςυςτροφι ανά μονάδα μικουσ τθσ δοκοφ και εκτόσ του ότι πρζ-

πει θ τιμι τθσ να είναι τζτοια ϊςτε να ικανοποιείται ο περιοριςμόσ των μικρϊν παραμορφϊ-

ςεων, δθλ. 0 1a L , μπορεί να είναι είτε κετικι είτε αρνθτικι ανάλογα με τθν φορά που επι-

βάλλεται ςτθν δοκό. Στθν παροφςα εργαςία κετικι τιμι τθσ αρχικισ ςυςτροφισ κεωρείται θ 

αντιωρολογιακι ςτροφι. 

     Συνεχίηοντασ τθν εξζταςθ των όρων τθσ ςχζςθσ (4.30) κα είναι 

  
   

 
 




 

        
     
          

 

 

 

2 2 22 2 2
2

*

2 2

*

22 2 2

z z zE E E
dxdy J

z z z
C dxdy  (4.34) 

όπου ςτθν τελευταία ςχζςθ ειςιχκθ ο ςυμβολιςμόσ  

    
2

* 2J dxdy J  (4.35) 

όπου είναι ζνα εςωτερικό μικοσ το οποίο ςυνδζεται με τθν γεωμετρία τθσ διατομισ τθσ 

δοκοφ και J είναι θ ςτρεπτικι ςτακερά τθσ δοκοφ θ οποία κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 
      

       
   


  



2 2* *

y x dxdy
x y

J  (4.36) 

Από τον τζταρτο όρο τθσ ςχζςθσ (4.30) κα είναι    
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  
    

 



 
   
   
    

 
2 2

* *1 1

2 2

0

0
z zw w

dxdy E dxdy
z zz z

D E  (4.37) 

Θ τελευταία ςχζςθ δθλϊνει ότι θ ςτροφι τθσ διατομισ γίνεται γφρω από το κζντρο βάρουσ 

τθσ διατομισ και ιςχφει για διατομζσ με τουλάχιςτον ζναν άξονα ςυμμετρίασ. Ο πζμπτοσ όροσ 

τθσ ςχζςθσ (4.30) κα δϊςει  

 
                 

 
      


      

  
2 2 2* *

* *
02 2 2

z z z z z z
dxdy E dxdy E a R

z z zz
E

z zz z
E  (4.38) 

όπου ςτθν τελευταία ςχζςθ υιοκετικθκε ο ςυμβολιςμόσ 

 
 




 
  

2
**

*
0

1

2
a R dxdy dxdy

z z
 (4.39) 

όπου   είναι μια ςτακερά που ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ τθσ 

δοκοφ. Από τον ζκτο όρο τθσ ςχζςθσ (4.30) προκφπτει 

  
              

           


 


 
* *

1 1 1
0

z z zw w w
dxdy E dxdy E a S

z z z z
E

z z z z
F  (4.40) 

όπου ςτθν τελευταία ςχζςθ υιοκετικθκε ο ςυμβολιςμόσ 

 





*

0a S dxdy
z

 (4.41) 

όπου   είναι μια ςτακερά θ οποία ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ τθσ 

δοκοφ. Πρζπει να ςθμειωκεί ότι κα ιςχφουν και οι ςχζςεισ 

 0  ,  0  ,  0  ,  0  ,  0pA K J S J J       (4.42) 

Τελικά, θ ςχζςθ (4.30) μζςω των ςχζςεων (4.31) - (4.41) διαμορφϊνεται ωσ εξισ 

 
         



    


        
                    



222 2 2

2 21 1
0 0 02 2

 
2 2 2 2

zz

z z z z zw wE EA E E
dxdy a K J E a R E a S

z z z z zz z

 (4.43) 

Από τον δεφτερο όρο τθσ ςχζςθσ (4.28) ςε ςυνδυαςμό με τισ ςχζςεισ (4.19) και (4.20) κα είναι  

 
              

                        


2 2
* *1 1

2
2 2

z z
G y x dxdy

z x z y
 

 
              

                     
 

 


2 22 2* *

2 2

z zG GJ
y x dxdy

z x y z
 (4.44) 
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Τελικά, θ παραμορφωςιακι ενζργεια ανά μονάδα όγκου τθσ δοκοφ προκφπτει από τον ςυν-

δυαςμό των ςχζςεων (4.42) και (4.43) κα είναι

  

 
                 

                    



222 2 22 2
0 01

2 20

2

2

L z z z za K a RwEA J
U

z z zz z
 

 
        

           

2

0 12 z za S w GJ
dz

z z z
 (4.45) 

όπου E είναι το μζτρο ελαςτικότθτασ, G το μζτρο διάτμθςθσ και A το εμβαδό τθσ διατομισ 

τθσ δοκοφ. 

 

4.4. Εξιςϊςεισ που διζπουν το πρόβλθμα και ςυνακόλουκεσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ 

 

Θ παραμορφωςιακι ενζργεια τθσ δοκοφ λαμβάνοντασ υπόψθ τον λογιςμό των μεταβολϊν 

μπορεί να γραφεί ςτθν μορφι 
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11 1
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z z z za R a S w GJ
dz dz

z z z zz
 (4.46) 

Εκτελϊντασ τισ παραγοντικζσ ολοκλθρϊςεισ ςτθν τελευταία προκφπτουν οι επιμζρουσ ςχζςεισ 

  


 
        
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 (4.47)
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 (4.48) 
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(4.49) 
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
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                

            


 

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dz

z z z z z
 (4.50) 
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

2 2
0 01 1

1 12 2
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 (4.51) 

  
       

 
 
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 
        
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 (4.52) 

Τελικά, θ μεταβολι τθσ παραμορφωςιακισ ενζργειασ του ςυςτιματοσ μζςω των ςχζςεων 

(4.46) -(4.52) γίνεται 
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 (4.53) 

Θ τελευταία ζπειτα από τθν κατάλλθλθ άλγεβρα γίνεται 
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 (4.54) 

Εάν υποκζςουμε ότι υπάρχει μια κατανεμθμζνθ αξονικι δφναμθ zp , κατά μικοσ τθσ ίνασ εν 

ίδει «μαηικισ» δφναμθσ, Σχ.4.4a, τζτοια ϊςτε  

 


 


z

N
p

z
 (4.55) 
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μια κατανεμθμζνθ ςτρεπτικι ροπι zm , κατά τον διαμικθ άξονα τθσ ίνασ εν ίδει «μαηικισ» 

ροπισ, Σχ. 4.4b, τζτοια ϊςτε 

 


 


z

T
m

z
 (4.56) 

μια ςυγκεντρωμζνθ δφναμθ N και μια ςυγκεντρωμζνθ ροπι T ςτθν ακραία διατομι, τότε το 

ζργο των εξωτερικϊν φορτίων W , κα είναι 

       
 

    
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          
 1 1 0 0
0 0

LL
LL

z z

z
W p w M z dz N w T z B

z
 (4.57) 

όπου   είναι το ενεργειακά ςυηυγζσ μζγεκοσ τθσ ποςότθτασ   /z z  . Θ ίνα βρίςκεται ςε 

ιςορροπία που ςθμαίνει ότι  το δυναμικό των εςωτερικϊν και εξωτερικϊν δυνάμεων, 

V U W    , οφείλει να λαμβάνει μια ςτάςιμθ τιμι. Συνεπϊσ, θ πρϊτθ μεταβολι του οφεί-

λει να είναι μθδζν, δθλ. 
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L
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 (4.58) 

Θ τελευταία ςχζςθ ιςχφει για κάκε τιμι των  1 ,w z  . Επομζνωσ από τα ολοκλθρϊματα τθσ 

τελευταίασ ςχζςθσ προκφπτουν οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ 

 
   2 22 2 

01 1
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 (4.59) 
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 (4.60) 

και οι ενεργειακά ςυηυγείσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτα άκρα τθσ ίνασ   0, z z L
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 (4.63) 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.5. Συμπφκνωςθ των εξιςϊςεων και δθμιουργία μονοδιάςτατου μοντζλου ράβδου 

 

Από τθν ςχζςθ (4.58), με τθν προχπόκεςθ ότι 0 0a  , διότι διαφορετικά κα είχαμε τισ κλαςςι-

κζσ απαντιςεισ, κα είναι 
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 (4.64) 

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία διαδοχικά δφο φορζσ ωσ προσ z  προκφπτουν οι ςχζςεισ  
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 (4.66) 

Θ αντικατάςταςθ των ςχζςεων (4.63),(4.65)  ςτθν ςχζςθ (4.59)  κα δϊςει 
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p a ES m

Ea S a S a S a Sz z z z
 

        
        

      

2 24 2 22 2  0 01 1
04 2 2

0 0 0 0

0z
z z

A a EK GJ a EK GJw w pEJA J
a ES p m

a S a S a S Ea Sz z z
 

Σχ 4.4. Θ κατανεμθμζνθ δφναμθ  και  θ κατανεμθμζνθ ροπι  κατά μικοσ του άξονα 

τθσ δοκοφ. 
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   
      

    

24 2 22 2 
2 01 1

4 2 2
0 0 0 0

0z
z z

a EK GJw w pEJA GJA J
c p m

a S a S a S Ea Sz z z
 

     
       

     

24 2 22 
2 2 01 1

4 2 2
0 0 0

0z
z z

a EK GJw w pJA J
E c G p m

a S a S Ea Sz z z
 

     
       

     

24 2 22 2 
01 1

2 4 2 2 2 2 2
0 0 0

0z z
z

a EK GJw w p mJA E J
p

a S G a SGc z z c z Ea SGc Gc
 

   
      

    

22 4 22 2 
0 01 1

2 2 4 2 2 2 2
0z

z z

a EK GJ a Sw w pE A
p m

G Gz c z c z EJAGc JAGc
 

 
   

      
    

22 4 22 
2 0 01 1

2 4 2 2 2 2
0z

z z

a EK GJ a Sw w pA
g p m

Gz z c z EJAGc JAGc
 (4.67) 

Στθν τελευταία ςχζςθ χρθςιμοποιικθκαν οι εξισ ςυμβολιςμοί 

 
2

2 2 2eff
01   ,      1

J E S
c a K c

J GJ A

 
     

 
 (4.68) 

και 

 
2

2

2

E
g

G c
 (4.69) 

Από τθν ςχζςθ (4.67) προκφπτει ότι θ αδιάςτατθ ποςότθτα c καταδεικνφει τθν αφξθςθ τθσ 

ςτρεπτικισ ροπισ τθσ ίνασ λόγω τθσ αρχικισ ςυςτροφισ 0a , κακϊσ ςαν effJ  ορίηεται θ ςτακε-

ρά τθσ ςυνολικισ ςτρεπτικισ ακαμψίασ τθσ ίνασ με αρχικι ςτροφι. Συνεπϊσ, από τθν ςχζςθ 

(4.68) προκφπτει ότι το   είναι ζνα εςωτερικό μικοσ τθσ ίνασ του υφάςματοσ το οποίο ορίηε-

ται με γεωμετρικοφσ όρουσ, το  c  , αλλά και με όρουσ του υλικοφ  ,E G . Αυτό ςθμαίνει ότι το 

εςωτερικό μικοσ δεν είναι μια αφθρθμζνθ ζννοια θ οποία επιβάλλεται ςτο πρόβλθμα προ-

κειμζνου να εξθγιςει τον ενεργό  ρόλο τθσ μικροδομισ ςε κεωρθτικό επίπεδο, αλλά αναδει-

κνφεται μζςα από το ίδιο το πρόβλθμα αποκτϊντασ τθν φυςικι του ςθμαςία. 

     Από τθν ςχζςθ (4.60), όπου θ ςυηυγισ ςυνοριακι κινθματικι ποςότθτα είναι θ 1w , κα εί-

ναι 

 
    

1 1
0

0 0

1
0

z zw wA
EA a ES N N

z z z a S z a ES

   
     

   
 (4.70) 

Από τθν ςχζςθ (4.61), όπου θ ςυηυγισ ςυνοριακι κινθματικι ποςότθτα είναι θ  z , κα εί-

ναι 

 
         

    
  

3

2 2 1
0 03

0
z z zw

a EK EJ a ES GJ T
z z zz

 

  
     

    
  

3 
2 21
0 0 3

z zw
a EK GJ T a ES EJ

z z z
 

 
      

     
   

3 
2 21
0 0 3

1
z zwE K T E S E

a a
G J z GJ G J z G z

 (4.71) 
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Αντικακιςτϊντασ τθν ςχζςθ (4.64) ςτθν τελευταία προκφπτει 

 
     

     
    

32 2
2 1 1
0 0 3

0 0

1 z
z w p wE K T E S EA

a a
G J z GJ G J z a GS z a GS z

 

 
 

  
  

   
 




32 2
1 1

0 3 
0 0

2
0 1

zw p wT E S EA
a

z GJ G J z a GS z a GS z

E Kz
a
G J

 (4.72) 

Από τθν ςφγκριςθ των ςχζςεων (4.69) και (4.71) προκφπτει 

      
        

     

32 2
21 1 1

0 03
0 0 0 0

1
1zw p w wT E S EA A E K

a a
GJ G J z a GS z a GS a S z a ES G Jz

 

      
           

     

32 2 
2 21 1 1

0 0 03
0 0 0

1 1z

0

w w w pE S A E K EA T N E K
a a a
G J z a S G J z a GS GJ a GS z a ES G Jz

 

       
            

     

32 2 
2 21 1

0 0 03
0 0 0 0

1 1    zw w pE S A E K EA T N E K
a a a
G J a S G J z a GS GJ a GS z a ES G Jz

 

       
            

     

32 2 
2 20 01 1

0 0 02 2 3 2 2 2
0

1 1za S a Sw w pE S A E K E N E K
a a T a
G J a S G J z G z G Jc A c z c GAJ c AG c AE

 

       
            

     

2 2 3 2 
2 2 20 01 1
0 02 2 3 2 2 2

1
1 1za ES a Sw w pE K N E K

a g T a
G J z z G Jc GAJ c z c GAJ c AG c AE

 

       
            

      

2 2 2 2 3 2 
2 2 20 0 01 1

02 2 3 2 2 2

1
1za ES a ES a Sw w p N E K

c g T a
GAJ z z G Jc GAJ c z c GAJ c AG c AE

 

    
       

   

3 2 
2 201 1

03 2 2 2
1za Sw w p N E K

g T a
z z G Jz c GAJ c AG c AE  

 
        

            
       

3 3   
2 2 2 201 1 1 1

03 2 2 3
1za SEw w p w wN E K

AE g T g a AE g
z z G J zz c GJ c z

 (4.73) 

όπου  

 
  

    
  

2 20
02 2

1za SE p N E K
T g a

z G Jc GJ c
 (4.74) 

Στο νζο πρόβλθμα, θ κινθματικι ςυηυγισ ποςότθτα ωσ προσ τθν δυναμικι ςυνοριακι ςυνκι-

κθ (4.73) είναι θ 1 0w  . Από τθν ςχζςθ (4.62) ςε ςυνδυαςμό με τθν (4.63) και τθν (4.69) κα 

είναι 

 
          

            
     

2 2   
2 2 1 1

0 02 2
0 0 0 0

1
0 0z

z z p w wA A
EJ a ER B EJ a ER N B

z Ea S a S a S z a ESz z
 

 
    

          
  

2 22 2 2 2 
0 0 0 01 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
0 0

0 0z z

a R a S a R a Sw w w wR RN B
p p N B

Ea S a S JS z EJS EJ z EAz c z c J c c EJA c EJA
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    

         
   

2 22 2   
20 0 0 01 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2
0  z

a RE a S a R a Sw w w w
p N B AE h g

G z GA zc z c GJ c c GJA c GJA z
 (4.75) 

όπουh   είναι ζνα νζο μικοσ το οποίο ορίηεται από τθν ςχζςθ 

  0

2

a R E
h

Gc J
 (4.76) 

και 

    
2

0 0 0

2 2 2z

a S a R a S
p N B

GAc c GJA c GJA
 (4.77) 

Για το νζο μικοσ hκα πρζπει για λόγουσ  τθσ κερμοδυναμικισ να ιςχφει ο περιοριςμόσ, 

g h g   . Οι ποςότθτεσ , μποροφν να κεωρθκοφν ςαν γενικευμζνεσ δυνάμεισ οι οποίεσ 

μποροφν να υλοποιθκοφν μζςω μιασ ςυγκεντρωμζνθσ/κατανεμθμζνθσ ροπισ, μιασ ςυγκε-

ντρωμζνθσ/κατανεμθμζνθσ αξονικισ δφναμθσ, μιασ τάςθσ διπόλου ι μζςω ενόσ ςυνδυαςμοφ 

όλων των παραπάνω. 

 

4.6. Μονοδιάςτατο ςτατικό ελαςτικό μοντζλο με κεωρία βακμίδασ 

 

    Οι Tsepoura et.al. (2002) εξζταςαν τθν απόκριςθ μιασ δοκοφ θ οποία υπόκειται ςε μονοα-

ξονικό εφελκυςμό χρθςιμοποιϊντασ τθν κεωρία τθσ βακμίδασ. Ακολουκϊντασ τον ςυλλογι-

ςμό αυτισ τθσ εργαςίασ, θ ελαςτικι παραμορφωςιακι ενζργεια τθσ μονοδιάςτατθσ δοκοφ 

ορίηεται από τθν ςχζςθ 

        
0

1

2

L

U dz  (4.78) 

όπου  είναι θ αξονικι παραμόρφωςθ,  είναι θ βακμίδα τθσ παραμόρφωςθσ και ,  είναι 

οι τάςεισ κατά Cauchy και οι τάςεισ διπόλου, αντίςτοιχα, οι οποίεσ κα δίνονται από τισ ςχζ-

ςεισ 

    Eu Eu  (4.79) 

     2Eu g Eu  (4.80) 

Στισ τελευταίεσ ςχζςεισ οι ποςότθτεσ , g  είναι μικθ τα οποία ςχετίηονται με τθν επιφανειακι 

και τθν μαηικι ελαςτικι παραμορφωςιακι ενζργεια τθσ δοκοφ, E είναι το μζτρο ελαςτικότθ-

τασ και οι οξείεσ δθλϊνουν παραγϊγιςθ ωσ προσ τθν μεταβλθτι z . Για να ορίηεται κετικά θ 

παραμορφωςιακι ενζργεια τα εςωτερικά μικθ οφείλουν να ικανοποιοφν τον περιοριςμό  

  2 20 g  (4.81) 

Επιπλζον, θ μεταβολι τθσ παραμορφωςιακισ ενζργειασ τθσ δοκοφ κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



59 
 

                       
   

2 2 2

0 0
0

L
L L

IVU AE u g u udz AE u g u u AE g u u u  (4.82) 

όπου A είναι το εμβαδό τθσ διατομισ τθσ δοκοφ. Θ μεταβολι του ζργου που παράγεται από 

τα εξωτερικά φορτία που αςκοφνται ςτθν δοκό κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

           0 0
0

L
L L

W q udz u u  (4.83) 

όπου q είναι μαηικζσ δυνάμεισ, είναι ςυνοριακζσ δυνάμεισ με τθν κλαςικι ζννοια, και 

είναι οι τάςεισ διπόλου. Θ ιςορροπία τθσ ελαςτικισ δοκοφ επιβάλλει   0U W   για κάκε 

δυνατι μετακίνθςθ. Από αυτι τθν ςυνκικθ και λαμβάνοντασ υπόψθ τισ ςχζςεισ (4.81),(4.82) 

προκφπτει θ βαςικι εξίςωςθ που περιγράφει τθν απόκριςθ τθσ δοκοφ, θ οποία κα είναι  

       2 1
0IVu z g u q z

AE
 (4.84) 

και ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτα άκρα τθσ δοκοφ  0,z z L   

                                     
2 20 0 0 0 0L AE u L g u L u L AE u g u u  (4.85) 

                                       
2 20 0 0 0 0L AE u L g u L u L AE u g u u  (4.86) 

Συγκρίνοντασ τισ εξιςϊςεισ (4.84) και (4.67), (4.85) και (4.73), (4.86) και (4.75) προκφπτουν 

εμφανείσ ομοιότθτεσ οι οποίεσ δθλϊνουν με ξεκάκαρο τρόπο τθν αναλογία ανάμεςα ςτθν 

ελαςτικι κεωρία τθσ βακμίδασ και τθσ κεωρίασ που υιοκετείται ςτθν παροφςα εργαςία. Το 

εςωτερικό μικοσ h τθσ παροφςασ εργαςίασ αντιςτοιχεί ςτο εςωτερικό μικοσ   ςτθν εργαςία 

τθσ Tsepoura et.al. Θ πυκνότθτα τθσ ελαςτικισ ενζργειασ παραμόρφωςθσ τθσ δοκοφ οφείλει 

να είναι κετικά οριςμζνθ και για να ςυμβαίνει αυτό τα εςωτερικά μικθ οφείλουν να πλθροφν 

τον περιοριςμό τθσ ςχζςθσ (4.80), δθλ. 

 


       
2 2 2 2

2 2 0 0

2
0 0 1 0 1

a R a RE E
h g

G J J GJ c J
 (4.87) 

Παρατθρϊντασ τθν ςχζςθ (4.66) προκφπτει ότι οι μαηικζσ δυνάμεισ μποροφν να εφαρμοςτοφν 

ςτθ δοκό με διάφορουσ τρόπουσ και όχι αποκλειςτικά μζςω μιασ κατανεμθμζνθσ αξονικισ 

δφναμθσ, όπωσ υποδεικνφει θ ςχζςθ (4.83). Διαφαίνεται ότι μια κατανεμθμζνθ ςτρεπτικι ρο-

πι ι ο ςυνδυαςμόσ ςτρεπτικισ ροπισ και αξονικισ δφναμθσ αποτελοφν εναλλακτικζσ μορφζσ 

εφαρμογισ των μαηικϊν δυνάμεων. Τα ίδια ςυμπεράςματα μποροφν να εξαχκοφν και για τισ 

ςυνοριακζσ ςυνκικεσ, όπωσ δίνονται από τισ ςχζςεισ (4.72),(4.74), όπου ςτισ ακραίεσ διατο-

μζσ τθσ δοκοφ μπορεί να αςκείται πζραν τθσ αξονικισ δφναμθσ, μια ςυγκεντρωμζνθ ροπι ι 

κάποιοσ ςυνδυαςμόσ των δφο. 

  Επιπλζον, όςον αφορά τα εςωτερικά μικθ τθσ δοκοφ παρατθρϊντασ τισ ςχζςεισ (4.68),(4.75), 

διαφαίνεται ότι προκφπτουν ςε ςυνάρτθςθ με τισ ςτακερζσ του υλικοφ ,E G και τισ γεωμετρι-

κζσ παραμζτρουσ , , , ,K S R A J τθσ δοκοφ. Βζβαια, πρζπει να τονιςτεί ότι οι παραπάνω ποςότθ-
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τεσ είναι παρατθριςιμεσ και μετριςιμεσ γεγονόσ που ενιςχφει ακόμθ περιςςότερο τθν ανα-

λογία τθσ ελαςτικισ δοκοφ με βακμίδα και τθσ κλαςςικισ δοκοφ με αρχικι ςτροφι και αξονι-

κό εφελκυςμό.     

 

4.7. Επίλυςθ του προβλιματοσ 

 

     Κζλοντασ να απλοποιιςουμε το πρόβλθμα κεωροφμε ότι  0z zp m  . Με αυτι τθν παρα-

δοχι θ βαςικι εξίςωςθ ιςορροπίασ του προβλιματοσ (4.66) απλοποιείται και γίνεται  

 
 

 
 

4 2
2 1 1

4 2
0

w w
g

z z
 (4.88) 

Θ τελευταία εξίςωςθ επιδζχεται ςαν μια λφςθ μια ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ  

  


   1 1 2 3 4

z z

g gw z c e c e c z c  (4.89) 

όπου 1 2 3 4, , ,c c c c  είναι ςτακερζσ ολοκλιρωςθσ οι οποίεσ κα προςδιοριςτοφν από τισ ςυνορι-

ακζσ ςυνκικεσ του προβλιματοσ. Κεωρϊντασ ότι θ δοκόσ είναι πακτωμζνθ ςτο ζνα τθσ άκρο 

 0z  , είναι λογικό και ρεαλιςτικό να κεωρθκεί ότι θ μετατόπιςθ ςε αυτό το ςθμείο κα είναι 

μθδενικι, δθλ.  

 

    

 

1 1 2 40
0 0  

z
w c c c  (4.90) 

Θ εφαρμοηόμενθ αξονικι δφναμθ ςτο άλλο άκρο τθσ δοκοφ  z L  προκαλεί μια ςυγκεκριμζ-

νθ, τοπικι παραμόρφωςθ ςε αυτό το άκρο και όχι κακ’όλο το μικοσ τθσ δοκοφ, το οποίο ςθ-

μαίνει ότι  

   

 



        
   

1 1 2
1 3 1 1 2 3 1 

L L L L

g g g g

z L

dw c c
e e c c e c e gc g

dz g g
 (4.91) 

Κεωρϊντασ ότι ςτο ελεφκερο άκρο τθσ δοκοφ  z L , κα ιςχφει θ ςυνκικθ   1z L   κα 

είναι 

 
 

 

 
         

 

3    
21 1 1 2 1 2 1 1

1 3 33

L L L L

g g g g

z L z L

w w c c c c
AE AEg e e c e e c

z g g g g AE AEz
 (4.92) 

Σθμειϊνεται ότι από τθν ςχζςθ (4.73) ςυνάγεται το ςυμπζραςμα ότι εν γζνει 1 N .  Επίςθσ, 

κεωρϊντασ ότι ςτο πακτωμζνο άκρο τθσ δοκοφ κα είναι  0 0z   προκφπτει 

     
 

     
          

   

2 2   
2 21 1 1 1 1

1 22 2
0 0

  0 0 1 1
z z

w w w w h
AE h g h g c c

z z AEz z
 (4.93) 

όπου /h g  είναι μια βοθκθτικι παράμετροσ. Θ τελευταία ςυνοριακι ςυνκικθ προκφπτει 

από τθν εξίςωςθ (4.76) δεδομζνου ότι ζχει κεωρθκεί 0zp   και λαμβάνοντασ υπόψθ το γε-
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γονόσ ότι για διατομζσ με διπλι ςυμμετρία ιςχφει  0R . Επιπλζον, ςτο πακτωμζνο άκρο κα 

είναι  0
z





 το οποίο ςυνεπάγεται 0B .   

     Οι εξιςϊςεισ (4.89) - (4.92) διαμορφϊνουν ζνα ςφςτθμα τεςςάρων εξιςϊςεων με τζςςερισ 

αγνϊςτουσ και από τθν επίλυςι του προκφπτουν οι ςτακερζσ ολοκλιρωςθσ του προβλιμα-

τοσ. Συγκεκριμζνα, κα είναι   

 

 

 


 

 

   
    

  


    

/1 1
1

1
2 /

1

1 1

L g

L g

L L
e L

AE AE
c

L
e

g

 (4.94) 

 
 

 


 

 

 
    

 


    

/ 2 /1 1
1

2
2 /

1

1 1

L g L g

L g

L L
e L e

AE AE
c

L
e

g

 (4.95) 

  1
3c

AE
 (4.96) 

 

 



  
   

  


    
    

    

1 1
1

4

L L L
L cosh

AE AE g
c

g L L
cosh sinh

L g g

 (4.97) 

Λαμβάνοντασ υπόψθ τισ τελευταίεσ  ςχζςεισ θ εξίςωςθ (4.88) διαμορφϊνεται ωσ εξισ 

  
 

 

 

 

 
   

   



      
           

     
            

 
 
  
 
 
 


 


 

1 1 / 2 /1 1
1 1

/
1

2 / 2 /

1 1

1 1 1 1

L g L g
z

L g

g

g

L

z

g

L g

e

L L L L
L e L e

AE AE AE AE
w z e e

L L
e e

g g

 

 

 



  
   

  


    
    

    



1 1
1

1

L L L
L cosh

AE AE g
z

AE g L L
cosh sinh

L g g

 (4.98) 

Στθν ειδικι περίπτωςθ όπου 0h και  0g  θ τελευταία γίνεται  

    1
1w z z

AE
 (4.99) 

που είναι θ κλαςςικι λφςθ του προβλιματοσ. Στθν περίπτωςθ όπου  0 0h   οι ςτακερζσ 

ολοκλιρωςθσ γίνονται 

 

   

 
   

    
    

   

 

/ /1 1
1 1

1
1 2 3 4

2 / 2 /

   ,    ,    ,  0

1 1

L g L g

L g L g

L L
e L e L

c c c c
L L AE

e e
g g

 (4.100) 
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και το πεδίο τθσ μετατόπιςθσ καταλιγει να είναι 

  
   

    
   
   

      
       

        
   

    
   

/ /1 1
1 1

1
1

2 / 2 /1 1

L g L g
z L z L

L g L g

L g L g

L L
e L e L

LAE AE z
w z e e

L L AE L
e e

g g

 (4.101) 

ι ςε ιςοδφναμθ αδιάςτατθ μορφι  

 
 

   

   
   
   

   
   
      
    
       

/ /
1 1 1

2 / 2 /1 1 1

z L z LL g L g
L g L gd

L g L g

w z e S e S z
w e e

L L L L
e e

g g

 (4.102) 

όπου  

 1 1

1 1

1 1
AE N

S      (4.103) 

είναι μια βοθκθτικι παράμετροσ. Εάν θ ςτρεπτικι ροπι είναι μθδενικι, δθλ. 0T  , τότε κα 

είναι 

   
2

21
0 2

1 1
S E

a
N Gc AJ

 (4.104) 

από τθν οποία προκφπτει ότι  1 0S  . Όμωσ, εάν θ ροπι δεν είναι μθδενικι, δθλ. 0T  , τότε θ 

ποςότθτα 1S δεν είναι πάντοτε αρνθτικι. Εάν θ αξονικι δφναμθ είναι μθδενικι, δθλ. 

0N τότε κα είναι 1 0   γεγονόσ που ςυνεπάγεται 1 1S  . Θ γραφικι παράςταςθ τθσ με-

τατόπιςθσ dw  ςε ςυνάρτθςθ με τον λόγο /z L , για διάφορεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου 1S , ςτθν 

περίπτωςθ όπου 0h , φαίνεται ςτα Σχ. 4.5. Από τθν ςχζςθ (4.101) διαφαίνεται ότι ςτθν πε-

ρίπτωςθ όπου 1 0S   θ δοκόσ εμφανίηει ςυμπεριφορά μικρότερθσ ακαμψίασ, ενϊ ςτθν περί-

πτωςθ όπου 1 0S   θ δοκόσ επιδεικνφει πιο άκαμπτθ ςυμπεριφορά.  

     Όςον αφορά τθν κατανομι τθσ παραμόρφωςθσ κατά μικοσ τθσ δοκοφ κα είναι 

  
 

 



   
   
   

   
    

   
   

 

1 1
1 1

1 1

2 2

1 1

L L

g g
z L z L

L g L g

L L

g g

e e
dw z AE AE

z e e
dz AE

e e

 (4.105) 

ι ςε ιςοδφναμθ αδιάςτατθ μορφι 

 
 



   
   
      

 

1 1

2 2
1

1

1 1

L L
z L z Lg g
L g L gd

L L

g g

z e S e S
e e

e eAE

 (4.106) 

όπου θ παράμετροσ 1S  δίνεται από τθν ςχζςθ (4.102). Θ γραφικι παράςταςθ του πεδίου τθσ 

παραμόρφωςθσ ςε ςυνάρτθςθ με τον λόγο /z L , για τθν περίπτωςθ όπου   0h , για διάφο-
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ρεσ τιμζσ τθσ παραμζτρου 1S  φαίνεται ςτα Σχ. 4.6. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι ςτο πακτωμζνο 

άκρο τθσ δοκοφ θ παραμόρφωςθ κα είναι   10 /z AE   για οποιαδιποτε τιμι τθσ παρα-

μζτρου 1S , ενϊ ςτο άλλο άκρο τθσ δοκοφ κα είναι   1z L   , όπωσ ακριβϊσ επιβάλλει θ 

ςυνοριακι ςυνκικθ (4.90). Επιπλζον, από τθν ςχζςθ (4.105) προκφπτει ότι εάν 1 0S   τότε θ 

αξονικι παραμόρφωςθ είναι μεγαλφτερθ ενϊ εάν 1 0S   θ αξονικι παραμόρφωςθ είναι μι-

κρότερθ. 
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. 

Σχ 4.5.  Θ μεταβολι του πεδίου τθσ μετατόπιςθσ κατά μικοσ του άξονα τθσ δοκοφ για διάφορεσ τιμζσ του λό-

γου , . 
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Σχ 4.6. Θ μεταβολι του πεδίου τθσ παραμόρφωςθσ κατά μικοσ του άξονα τθσ δοκοφ για διάφορεσ τιμζσ του λόγου

, . 
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4.8. Παραδείγματα 

4.8.1. Λεπτότοιχθ ορκογωνικι διατομι 

 

     Για μια λεπτότοιχθ ορκογωνικι διατομι πλάτουσ bκαι πάχουσ t , όπωσ αυτι του Σχ. 4.7, θ 

ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ κα είναι 

    *
1 2  (4.107) 

 

όπου 1 2,   είναι οι ςυντεταγμζνεσ του τοπικοφ ςυςτιματοσ αναφοράσ 1 2z   το οποίο 

προςαρμόηεται ςτο κζντρο τθσ ακραίασ διατομισ τθσ δοκοφ μετά τθν επιβολι τθσ αρχικισ 

ςτροφισ ςτθ δοκό. Οι άξονεσ 1 2,O O   είναι οι κφριοι άξονεσ τθσ διατομισ, κάκετοι μεταξφ 

τουσ, και ςυςτρζφονται περί τον διαμικθ άξονα Oz .  

Θ παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ ςτρζβλωςθσ * , κατά μικοσ του διαμικθ άξονα τθσ δοκοφ ςτο 

ςφςτθμα 1 2 O z    κα είναι 

 
        

     
     

         
           

          

* * * * * * * * 
2 21 2

0 2 0 1 0 2 1 0

1 2 1 2 2

1

1

2     a a a a
z z z z

 (4.108) 

Θ ποςότθτα K θ οποία ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ τθσ δοκοφ κα 

δίνεται από τθν ςχζςθ (4.33) θ οποία για τθν περίπτωςθ τθσ λεπτισ ορκογωνικισ διατομισ  

διαμορφϊνεται ωσ εξισ 

Σχ 4.7. Θ λεπτότοιχθ ορκογωνικι διατομι πλάτουσ και πάχουσ , . 
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    


           
   

   

 
    


  


    
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2

2 2 2 2 2 4 4 2 2
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2 2 2 2
2 1 2 1

2 2 2 2

22
b t b t

b t b ta K d d a d d a d d
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

 

           

  

  

    
            

     
 

12

2 1

5 3 5 32 2 22
2 4 5 2 3 2 4 2 2 5 3
0 1 2 2 1 2 1 0 1 1 1 0 1 1 1

2 22 2

1 2

5 3 80 6 5 80 18

b b bt

t bb b

t t t t t
a d a t d a  

 
 

     
 

5 5 3 3 5 
2
0

160 80 72 80

bt b t t b b t
a K  (4.109) 

Κατά αντιςτοιχία για τθν ποςότθτα S θ οποία ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ ςφμ-

φωνα με τθν ςχζςθ (4.41) για τθν περίπτωςθ τθσ λεπτισ ορκογωνικισ διατομισ κα ιςχφει 

  


     

 

 

 
        

  
  

* 3 3 32 2  
2 2

0 1 2 0 1 2 1 2 0

2 2

12 12 12

t b

t b

b t bt b t
a S d d a d d a S

z
 (4.110) 

Θ ςτακερά τθσ ςτρεπτικισ ακαμψίασ τθσ ίνασ  , όπωσ δίνεται από τθν ςχζςθ (4.36) για τθν 

λεπτι ορκογωνικι διατομι κα είναι  

 

 







 
         
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    
2

1

1
2

2 2* * 3 32 2 2  2
2 3 2

2 1 1 2 2 1 2 2 1 1

1 2 2
2

2 2 2

1
4 4

3 3 3

b t b t
b

b
t
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J
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 (4.111) 

Επίςθσ από τθν ςχζςθ (4.39) κα είναι 

    


              

   

   


    

    
* 2 2 2 2

* 2 2 3 3
0 1 2 0 1 2 2 1 1 2 0 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2

b t b t

b t b t

a R d d a d d a d d
z

 

 





 
       

 

 

      
            

       
 

2

2

3 4 2 4 22 22  
4 2 3 31 1

0 2 2 1 0 1 1 1 1 1

22 2

0
4 2 64 8 64 8

b bt

tb b

t t t t
a d a d R  (4.112) 

 Από τθν ςχζςθ (4.35) κα είναι 

  


 




        

   

   

 
    





    

2

2

2 3 3 32 2 2 22  2
* 2 2 3 21

1 2 1 2 2 1 1 1

22 2 2 2

 
3 12 144

b t b bt

tb t b b

dxd
t b t

d d JyJ d d  (4.113) 

 και επιπλζον κα είναι 

 
      

3 3

2   
2 2 2

3

144
48

3

b t
J b

J J
J bt

 (4.114) 

Από τθν ςχζςθ (4.68) προκφπτει 
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     

              
    

22 5 5 2 
2 2 2 2 2eff

0 0 03

3
1 1 1

80 144 60

J E S E b t b t E b b
c a K a c a

J GJ A G G tbt
 (4.115) 

Από τθν ςχζςθ (4.69) προκφπτει 

  
  
  

   

2 2
2

2 22
2
048 1

60

E b E
g

G Gc E b b
a
G t

 (4.116) 

Για το μικοσ  h   που ορίηεται από τθν ςχζςθ (4.76) κα είναι 

  0

2
0

a R E
h

Gc J
 (4.117) 

4.8.2. Ελλειπτικι διατομι  

 

     Για μια ελλειπτικι διατομι με κφριουσ άξονεσ 2 ,2a b , Σχ. 4.8, θ ταςικι ςυνάρτθςθ του 

Prandtl  1 2,F   θα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 
 


 

    
  

2 22 2
1 2

2 2 2 2
1

a b
F G

a b a b
 (4.118) 

θ οποία οφείλει να ικανοποιεί τθν εξίςωςθ ιςορροπίασ, που ςθμαίνει ότι κα πρζπει   

 


 
 

  
   

  

*

2

2 1

F
G  (4.119) 

 


 
 

  
    

  

*

1

1 2

F
G  (4.120) 

 

 

 

Σχ 4.8. Θ ελλειπτικι διατομι τθσ δοκοφ  χωρίσ αρχικι ςτροφι  με αρχικι ςτροφι 
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Από τθν επίλυςθ των δφο τελευταίων ςχζςεων προκφπτει ότι θ ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ για 

τθν ελλειπτικι διατομι τθσ ίνασ κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

      





2 2
*

1 2 1 22 2
,

a b

a b
 (4.121) 

για τθν οποία κα είναι 

  
   

 
 

    
     

     

* * * 2 2
2 21 2

0 2 2 2

1

1

2

a b
a

z z z a b
 (4.122) 

Θ ποςότθτα K θ οποία ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ τθσ ίνασ κα 

δίνεται από τθν ςχζςθ (4.33), θ οποία για τθν περίπτωςθ τθσ ελλειπτικισ διατομισ  διαμορ-

φϊνεται ωσ εξισ 

  
2 2* 2 2

2
2 2 2 2
0 1 2 0 1 22 22 1

a b
a K d d a d d

z a b


     

    
    

    
   

    

2 2 2 2
1 12 22 2 2 2

2
2 2 2 2 4 4 2 2
0 1 2 0 1 2 1 2 1 22 2 2 2

0

2 1

0

2 2 2

b b
a a

a aa a

a a

a b a b
a d d a d d

a b a b

 

         

 

 

    
      

  






      

 

2 2
2 1

2

2 5 32 2
2 4 22 2
0 1 2 1 12 2

0

2 2
5 3

b
aa a

a

a b
a d

a b

 



 
   

 

 

  
     

   
  

    
22 2 5 35 3

2 4 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 1 1 1 12 2 5 3

2
2    

5 3

a

a

a b b b b
a a a a d

aa b a a
     



   
        

   


 

    
1 2 3

22 2 5 35 3
2 4 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 1 1 1 1 1 12 2 5 3

2
2

5 3

a a a

a

K

a

K K

a

a b b b b
a a d a d a d

aa b a a
       

  

 


 
 
  
 
 


   
 



    (4.123) 

Ο υπολογιςμόσ των επιμζρουσ ολοκλθρωμάτων 1 2 3, ,I I I  τθσ τελευταίασ ςχζςθσ κα δϊςει 

  
5

4 2 2
1 1 1 1

16

a

a

b a b
K a d

a


  



    (4.124) 

    
5 55

2 2
2 1 15 165

a

a

b ab
K a d

a


 



    (4.125) 

    
3 3 33

2 2 2
3 1 1 13

2

243

a

a

b a b
K a d

a


  



    (4.126) 

Τελικά, θ ςχζςθ (4.123) μζςω των ςχζςεων (4.124) -(4.126) διαμορφϊνεται ωσ εξισ 

 
 2 2 4 4 2 22 2 5 5 3 3 2 2 

2 2
0 0 2 2 2 2

3 3 2
2

16 16 24 24

ab a b a ba b a b ab a b a b
a K a K

a b a b

          
        

      
 (4.127) 

Κατά αντιςτοιχία για τθν ποςότθτα S θ οποία ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ ςφμ-

φωνα με τθν ςχζςθ (4.41) για τθν περίπτωςθ ελλειπτικισ διατομισ κα ιςχφει 
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    

2 2
1

* 2 2 2 2
2 2 2 2

0 1 2 0 1 2 1 2 0 1 2 1 22 2 2 2
0

2

b
a

aa

a

a b a b
a S d d a d d a d d

z a b a b




         






  
       

  
     

 

2 2 2 2
1 1

2 2
2 2

0 1 1 2 2 1 22 2
0 0

2

b b
a a

a aa a

a a

a b
a d d d d
a b

 

     

 
 

 

 
  

   


 
 

     

 
2 2 2 2

2 1 2 1

2 2

2 2
2 3

0 1 2 1 2 12 2 0 0

1
2

3

a ab b
a a

a a

a a

a b
a d d
a b

   

 
    

 
   

 
 

 
           
   

  
1 2

2 2 3 3
2 2 2 2 2

0 1 1 1 1 12 2 3
2

3

a a

a a

S S

a b b b
a a d a d

aa b a
    

 

 

 
 
     

  
 
 

   (4.128) 

Ο υπολογιςμόσ των επιμζρουσ ολοκλθρωμάτων 1 2,S S  τθσ τελευταίασ ςχζςθσ κα δϊςει 

  
3

2 2 2
1 1 1 1

8

a

a

b a b
S a d

a


  





    (4.129) 

    
3 33

2 2
2 1 13 83

a

a

b ab
S a d

a


 





    (4.130) 

Τελικά, θ ςχζςθ (4.128) μζςω των ςχζςεων (4.129), (4.130) διαμορφϊνεται ωσ εξισ 

 
 

2
2 22 2 3 3

2 2 2 2
2

8 8 4

a ba b a b ab ab
S

a b a b

   
     

  
 (4.131) 

Θ ςτακερά τθσ ςτρεπτικισ ακαμψίασ τθσ ίνασ J , όπωσ δίνεται από τθν ςχζςθ (4.36) για τθν 

ελλειπτικι διατομι κα είναι  

 
2 2 2 2* * * *

2 1 1 2 2 1 2 1 1 2

1 2 1 2

d d d d d dJ
   

         
   

           
          

          
    

 
    

 

2 22 2 2 2

2 2 1 2 1 1 1 22 2 2 2

b a b
d d d d

a

a

b a b
        
    

   
    

   

 

2 22 2
2 2
2 1 2 1 1 22 2 2 2

2 2a b
d d d d

a b a b
     

   
    

    
   

 
 

2 22 3 2 3 3 5 5 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2

4 4

a b a b ba a b a b a b

a b a b a ba b

        
      

      
 (4.132) 

Επίςθσ από τθν ςχζςθ (4.39) κα είναι 

  

2 2
12* 2 2

* 2 2
0 1 2 0 1 2 1 2 1 22 2

0

2

b
a

aa

a

a b
a R d d a d d

z a b




        






  
    

  
    
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  

2 2 2 2
1 2 1

2

2 2 2 42 2 2 2
3 3 3 2 2

0 1 2 1 2 1 2 0 1 1 12 2 2 2
0 0

2 2
2 4

b ba aa aa a

a a

a b a b
a d d a d

a b a b

  



 
        

   

  

     
          

      
    

    
22 2 2 4

2
3 2 2 2 2

0 1 1 1 1 1 12 2 2 4
2

2 4

a a

a a

a b b b
a a d a d

a b a a
     

 

 

    
      

     
   

    
22 2 2 4  2

3 2 2 2 2
0 1 1 1 1 1 12 2 2 4

2 0
2 4

a a

a a

a b b b
a a d a d R

a b a a
     

 

 

    
        

     
   (4.133) 

Από τθν ςχζςθ (4.35) κα είναι 

  
 

 

 

 

2 2 2 2
1 2 1

2

2 2
2 2 2 2 2

2
* 2 2 31

1 2 1 2 2 12 2
2 2 2 2

0 0

2 2
3

b ba aa aa a

a a

a b a b
J d d d

a b a b
dxdy

  






      

   

  

   
    

  
     

 
 

 
 

 

 
 

2 2
2 2 2 23 33 3

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 12 3 2 3

2 2 2 2
2 2

3 3

a a

a a

a b a bb b
a d a d

a aa b a b
     

 

 

 
   

 
   

 

 
 

 

 
 

 

 

2 2 2
2 2 2 2 2 23 3 3 33 3  

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 12 3 2 3 2

2 2 2 2 2 2
2 2

243 3

a a

a a

a b a b a bb b a b
a d a d J

a aa b a b a b



     

 

 

  
     

  
 

 (4.134) 

και επιπλζον κα είναι 

 
 
 

2
2 2

   
2 2 2

2 224

a bJ
J J

J a b





    


 (4.135) 

Από τθν ςχζςθ (4.68) προκφπτει 

 

8 6 2 4 4 2 6 8

22  
2 2 2eff 0

0 4 2 2 4

4 3 6 3 41 1
4

a a b a b a b b
J aE S E

c a K c
J GJ A G a b a b

 
     

        
  

  

 (4.136) 

Από τθν ςχζςθ (4.69) προκφπτει 

 
2

2 2 2 22  
2 2

2 2 8 2 6 2 2 4 4 4 2 2 2 6 2 4 2 8
0 0 0 0 0

2

3 4 2 48 4 48 3

Ea b a bE
g g

G c a Ea a Ea b a Ea b Ga b a Ea b Ga b a Eb


  

     
 (4.137) 

Για το μικοσ  h   που ορίηεται από τθν ςχζςθ (4.76)  κα είναι 

 0

2
0

a R E
h

Gc J
   (4.138) 

     Από τθν ανάλυςθ τθσ ελλειπτικισ διατομισ μπορεί να προκφψουν και τα αντίςτοιχα μεγζ-

κθ για τθν κυκλικι διατομι λαμβάνοντασ τθν ειδικι περίπτωςθ όπου a b . Με αυτι τθν πα-

ραδοχι, από τθν ςχζςθ (4.121) προκφπτει ότι θ ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ για τθν κυκλικι δια-

τομι κα είναι μθδενικι, αποτζλεςμα που ςυνάδει με τθν κλαςςικι κεωρία τθσ ςτρζψθσ κατά 
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St. Venant θ οποία προβλζπει ότι θ κυκλικι διατομι δεν ςτρεβλϊνεται. Από τισ ςχζςεισ 

(4.127),(4.131),(4.133),(4.134) προκφπτει ότι 0K S R J    , αντίςτοιχα, γεγονόσ απόλυτα 

φυςιολογικό εφόςον αυτά τα μεγζκθ είναι άρρθκτα ςυνδεδεμζνα με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζ-

βλωςθσ τθσ διατομισ. Επιπλζον, από τθν ςχζςθ (4.136) προκφπτει ότι για τθν κυκλικι διατομι 

κα είναι,  1c  , που επιβεβαιϊνει το αναμενόμενο αποτζλεςμα, ότι ςε μια δοκό κυκλικισ 

διατομισ θ επιβολι οποιαςδιποτε αρχικισ ςυςτροφισ 0a  δεν επιφζρει καμία μεταβολι ςτθν 

ςτρεπτικι ακαμψία τθσ ίνασ. 

 

4.8.3. Ιςόπλευρθ τριγωνικι διατομι 

 

     Για μια ιςόπλευρθ τριγωνικι διατομι με πλευρζσ μικουσ 2 / 3a , Σχ.4.9, θ ταςικι ςυνάρ-

τθςθ του Prandtl  1 2,F   κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

    
2

2 2 3 2
1 2 1 1 2

1 1 2
3

2 2 27

a
F G

a
     
 

      
 

 (4.139) 

θ οποία για λόγουσ ιςορροπίασ οφείλει να υπακοφει ςτισ ςχζςεισ  

 
*

2

2 1

F
G


 

 

  
   

  
 (4.140) 

 
*

1

1 2

F
G


 

 

  
    

  
 (4.141) 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Από τθν επίλυςθ των δφο τελευταίων ςχζςεων προκφπτει θ ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ για τθν 

τριγωνικι διατομι τθσ ίνασ θ οποία κα δίνεται από τθν ςχζςθ  

Σχ 4.9. Θ ιςόπλευρθ τριγωνικι διατομι τθσ δοκοφ  χωρίσ αρχικι ςτροφι και  με αρχικι ςτροφι .  
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  * 3 2
2 1 2

1
3

2a
       (4.142) 

Επιπλζον κα είναι  

  
* *

2 2
1 2 2 1

1 2

3 3
   ,   

2a a

 
   

 

 
   

 
 (4.143) 

Για τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ κα ιςχφει επίςθσ 

  
* * *

2 201 2
1 1 2

1 2

3
3

2

a

z z z a

   
  

 

   
     

    
 (4.144) 

Θ ποςότθτα K θ οποία ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ τθσ ίνασ κα 

δίνεται από τθν ςχζςθ (4.33), θ οποία για τθν περίπτωςθ τθσ ιςόπλευρθσ τριγωνικισ διατομισ  

διαμορφϊνεται ωσ εξισ 

  
1

1

1 2 32
2 932* 3

2
2 2 2 20
0 1 2 1 1 2 1 22

1 2 3
3 93

9
3

4

a a

a
a

a
a K d d d d

z a






      

 

 

 
   

 
    

  
1

2 1

2
1

1 2 32 2
1 2 3

932 23 3
936 2 4 4 2 6 2 5 4 30 0

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 2
01 2 3

3 393

9 9 9
9 6 2

54 2

a aa
a

a a
a

a a
d d d

a a


 




             

  
 


 

 
      

 
    

 
2

5 3
2 3  

6 2 4 60
1 1 1 1 1 1 12

3

9 1 2 3 9 1 2 3 1 2 3 7 3
2  

9 5 9 9 24302 3 3 3

a

a

a
a a a d K a

a
      





      
                            



 (4.145) 

Κατά αντιςτοιχία για τθν ποςότθτα S θ οποία ςχετίηεται με τθν ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ ςφμ-

φωνα με τθν ςχζςθ (4.41) για τθν περίπτωςθ τθσ ιςόπλευρθσ τριγωνικισ διατομισ κα ιςχφει 

  
1

1

1 2 32
93* 3

2 20
0 1 2 1 1 2 1 2

1 2 3
3 93

3
3

2

a a

a
a

a
a S d d d d

z a






      

 

 


  

    

  
1

2 1

2

1

1 2 32 2
93 1 2 33 3

3 2 3 30 0 93
1 1 2 1 2 1 2 1 2 10

1 2 3
3 393

3 3
3

2

a aa

a

a a
a

a a
d d d

a a



 





         

  

 



 

         

 

2
3

3  
3 5 40 0
1 1 1 1 1

3

3 31 2 3 1 2 3 2 3 2 3

9 9 405 1353 3

a

a

a a
a a d a S a

a a
    





    
                    

  (4.146) 

Θ ςτακερά τθσ ςτρεπτικισ ακαμψίασ τθσ ίνασ J , όπωσ δίνεται από τθν ςχζςθ (4.36) για τθν 

ιςόπλευρθ τριγωνικι διατομι κα είναι  
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 

2
2 2 2 22* *

2 12 1
2 1 1 2 2 1 1 2

1 2

33
1

2
d d d d

a a
J

  
       

 
 

                                   



 

   

    
2

2 2 2 2 2 2 2
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9 6 9 3
1

4
d d
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          
  
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  

   
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2
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3
 

4
1 1 1

3 1 2 3 1
 

93 15 3
a d J a

a
  

 
         

 (4.147) 

Επίςθσ από τθν ςχζςθ (4.39) κα είναι 

    
1

1

1 2 32
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* 2 2 2 20
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a
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



     
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

 (4.148) 

Από τθν ςχζςθ (4.35) κα είναι 
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63

17010
J a   (4.149) 

και επιπλζον κα είναι 

 
   

2 2 2 21

378

J
J J a

J


       (4.150) 

Από τθν ςχζςθ (4.68) προκφπτει 

 
2 22  

2 2 2eff 0
01 1

10

J a aE S E
c a K c

J GJ A G

 
       

 
 (4.151) 

Από τθν ςχζςθ (4.69) προκφπτει 

 
2 2

2

2 2 2
0378 1
10

E a E
g

G Gc a a E

G

 
 

 
 

 (4.152) 

Για το μικοσ     που ορίηεται από τθν ςχζςθ (4.76) κα είναι 
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 (4.153) 
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Geomet-
ric prop-

erty 

cross section type 
thin wall elliptic triangular 
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Κεφάλαιο 5  
 

Γενικευμζνεσ κεωρίεσ ςυνεχοφσ μζςου 
 

5.1. Ειςαγωγι 

 

     Θ κλαςικι κεωρία του ςυνεχοφσ μζςου ςτθρίηεται ςε δφο βαςικζσ παραδοχζσ. Θ πρϊτθ 

παραδοχι είναι ότι κεωρεί τθν μάηα του ςϊματοσ κατανεμθμζνθ με ζναν ομοιόμορφο τρόπο 

ςε όλο τον όγκο του ςϊματοσ. Το ςϊμα κεωρείται κατά κάποιο τρόπο ομοιογενζσ. Θ δεφτερθ 

παραδοχι ςτθρίηεται ςτο ότι οι αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των υλικϊν ςωματιδίων ςτο εςωτε-

ρικό του ςϊματοσ περιγράφονται πλιρωσ με ζνα διάνυςμα, τον ελκυςτι των τάςεων. Ο ελκυ-

ςτισ των τάςεων είναι ζνα διάνυςμα το οποίο αςκείται ςτο κζντρο τθσ ςτοιχειϊδουσ επιφά-

νειασ του υλικοφ ςθμείου και ζχει φορά προσ τα ζξω. Συνεπϊσ, όλεσ οι κινθματικζσ ςχζςεισ 

και οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ τθσ κλαςικισ κεωρίασ προκφπτουν από αυτζσ τισ δφο παραδοχζσ.     

     Οι πειραματικζσ διαδικαςίεσ ζδειξαν ότι θ μθχανικι απόκριςθ πολλϊν υλικϊν μπορεί να 

προβλεφκεί ςε ικανοποιθτικό βακμό από τθν κλαςικι κεωρία. Υπάρχουν όμωσ οριςμζνα υλι-

κά των οποίων θ μθχανικι ςυμπεριφορά δεν μπορεί να προβλεφκεί από τθν κλαςικι κεωρία 

του ςυνεχοφσ μζςου. Σε αυτι τθν κατθγορία εμπίπτουν τα κοκκϊδθ υλικά, τα πολυμερι, τα 

πολυκρυςταλλικά κακϊσ και τα υφάςματα. Το γεγονόσ αυτό ζκεςε υπό αμφιςβιτθςθ τθν ά-

ποψθ ότι θ κλαςικι κεωρία μπορεί να προβλζψει τθν μθχανικι ςυμπεριφορά όλων των υλι-

κϊν ςε όλεσ τισ κλίμακεσ και ταυτόχρονα άνοιξε το δρόμο για τθν αναηιτθςθ μιασ νζασ κεω-

ρθτικισ αντιμετϊπιςθσ. Σε οριςμζνα υλικά, οι πειραματικζσ μετριςεισ παρουςίαηαν ςθμαντι-

κζσ αποκλίςεισ από τισ κεωρθτικζσ προβλζψεισ. Κοινό χαρακτθριςτικό των υλικϊν αυτϊν α-

ποτελοφςε θ διακριτι μικροδομι, ο ρόλοσ τθσ οποίασ τροποποιοφςε ςθμαντικά τθν τελικι 

απόκριςθ του ςϊματοσ. Θ μικροδομι αρχίηει να διαδραματίηει ςθμαντικό ρόλο όταν μια χα-

ρακτθριςτικι τθσ διάςταςθ, ςυνικωσ ζνα μικοσ, γίνεται ςυγκρίςιμθ με μια από τισ διαςτά-

ςεισ του ςϊματοσ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ παρουςιάηονται τα φαινόμενα κλίμακασ (size ef-

fects) τα οποία θ κλαςικι κεωρία δεν λαμβάνει υπόψθ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ το υλικό επι-

δεικνφει κάποιεσ ςοβαρζσ ανομοιογζνειεσ οι οποίεσ πρζπει να λθφκοφν υπόψθ κατά τθν ανά-

λυςθ. Θ φπαρξθ τθσ ανομοιογζνειασ ςθμαίνει ότι θ τάςθ ςε ζνα ςθμείο του ςϊματοσ δεν ε-

ξαρτάται μόνο από τθν τοπικι παραμόρφωςθ (local strain) αλλά και από τθν κατανομι τθσ 

παραμόρφωςθσ γφρω από αυτό το ςθμείο. Με άλλα λόγια θ κλαςικι τοπικι κεωρία τθσ ελα-

ςτικότθτασ δεν είναι αρκετι και θ χριςθ μθ τοπικϊν κεωριϊν (nonlocal theories) είναι απα-

ραίτθτθ. Θ διαδικαςία αυτι ζχει ωσ αποτζλεςμα οι καταςτατικζσ εξιςϊςεισ να διατυπϊνονται 

ςε ολοκλθρωτικι μορφι.  

     Προκειμζνου να διερευνθκεί ςε κεωρθτικό επίπεδο θ μακροςκοπικι μθχανικι ςυμπεριφο-

ρά των υλικϊν με φαινόμενα κλίμακασ είναι απαραίτθτθ θ αναηιτθςθ μιασ πιο γενικευμζνθσ 

κεωρίασ που κα καλφπτει επαρκϊσ τθν αδυναμία τθσ κλαςικισ κεωρίασ να περιγράψει τζτοι-

ου είδουσ φαινόμενα. Προσ αυτι τθν κατεφκυνςθ, διαμορφϊκθκαν δφο μεγάλεσ κεωρθτικζσ 

απόψεισ. Θ πρϊτθ άποψθ, ςτθρίηεται ςτθν υπόκεςθ ότι θ μικροδομι του ςϊματοσ μπορεί να 

περιγραφεί κεωρϊντασ μεγαλφτερθσ τάξθσ παράγωγο ςτθν τροπι ενϊ θ δεφτερθ, ςτθρίηεται 
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ςτθν υπόκεςθ ότι τα φαινόμενα κλίμακασ μποροφν να ερμθνευκοφν με τθν ειςαγωγι επιπρό-

ςκετων βακμϊν ελευκερίασ ςτο ςυνεχζσ μζςο. Θ πρϊτθ κεωρθτικι προςζγγιςθ περιλαμβάνει 

όλεσ τισ κεωρίεσ ανϊτερθσ βακμίδασ (higher order) ενϊ θ δεφτερθ περιλαμβάνει όλεσ τισ κε-

ωρίεσ ανϊτερθσ τάξθσ (higher grade theories).   

     Θ επίδραςθ τθσ μικροδομισ του υλικοφ κα μποροφςε να διερευνθκεί διεξοδικά και αποτε-

λεςματικά με τθν ανάλυςθ του κάκε υλικοφ ςωματιδίου ξεχωριςτά. Με άλλα λόγια ςϊμα κα 

μποροφςε να διακριτοποιθκεί και ουςιαςτικά να λυκεί θ ςυνζχειά του. Μια τζτοια ανάλυςθ 

κα ιταν ρεαλιςτικι και ακριβισ από φυςικισ άποψθσ. Όμωσ, μια προςπάκεια ανάλυςθσ του 

ςϊματοσ λαμβάνοντασ υπόψθ τθν λεπτομερι διαδικαςία μεταβίβαςθσ των φορτίων μεταξφ 

των υλικϊν ςωματιδίων κα ιταν παντελϊσ ατελζςφορθ ςτθν μοντελοποίθςθ  και εξαιρετικά 

πολφπλοκθ ςτθν επίλυςθ. 

  

5.2. Θεωρίεσ ανϊτερθσ βακμίδασ 

 

     Θ κλαςικι κεωρία του ςυνεχοφσ μζςου δζχεται ότι θ μεταφορά των φορτίων ςτο εςωτερι-

κό του ςϊματοσ γίνεται μζςω των απειροςτϊν επιφανειϊν dS των υλικϊν ςωματιδίων και 

περιγράφεται πλιρωσ από ζνα διάνυςμα δφναμθσ το οποίο επενεργεί ςτο κζντρο βάρουσ τθσ 

επιφάνειασ του ςτοιχείου. Μια φυςικι γενίκευςθ τθσ κλαςικισ κεωρίασ του ςυνεχοφσ ελαςτι-

κοφ μζςου μπορεί να προκφψει εάν κεωρθκεί ότι οι απειροςτζσ επιφάνειεσ    των ςωματι-

δίων εκτόσ του διανφςματοσ τθσ δφναμθσ μποροφν να μεταφζρουν και ζνα πρόςκετο διάνυ-

ςμα, το διάνυςμα των ροπϊν, το οποίο κα επενεργεί ςτο κζντρο βάρουσ τουσ. Το διάνυςμα 

των ροπϊν ζχει ςαν αποτζλεςμα να δθμιουργοφνται ςτο εςωτερικό του ςϊματοσ, ςε τοπικό 

επίπεδο, τάςεισ διπόλου (couple stresses). Θ ιδζα τθσ φπαρξθσ τάςεων διπόλου καλλιεργικθ-

κε από πολλοφσ επιςτιμονεσ τθν περίοδο του 20ου αιϊνα. Το 1909 οι αδερφοί Cosserat ανζ-

πτυξαν μια μθ γραμμικι κεωρία ελαςτικότθτασ που αφοροφςε δοκοφσ, επιφάνειεσ και ςϊμα-

τα και ιταν οι πρϊτοι οι οποίοι διατφπωςαν μια γενικευμζνθ κεωρία τζτοιου είδουσ, ζχοντασ 

μια περίπλοκθ δομι. Ιταν οι πρϊτοι οι οποίοι ειςιγαγαν μια ςτακερι τριάδα διανυςμάτων 

ςε κάκε υλικό ςθμείο του ςϊματοσ θ οποία μποροφςε να ςτρζφεται ανεξάρτθτα από τθν το-

πικι ςτροφι του ςϊματοσ λόγω τθσ παραμόρφωςισ του. 

     Θ κεωρία των αδερφϊν Cosserat δεν ζτυχε ιδιαίτερθσ εκτίμθςθσ για πολλά χρόνια. Στισ 

αρχζσ τισ δεκαετίασ του ’60 το κζμα τθσ κεωρίασ τθσ ελαςτικότθτασ με διπολικζσ τάςεισ άρχι-

ςε να επανζρχεται ςτο προςκινιο και αρκετοί ερευνθτζσ άρχιςαν να αςχολοφνται με κεωρίεσ 

τφπου Cosserat. Οι κυριότεροι ερευνθτζσ που πραγματεφτθκαν το κζμα είναι οι Grioli (1960), 

Rajagopal (1960), Truesdell and Toupin (1960), Aero and Kuvshinskii (1961), Eringen (1962), 

Mindlin and Tiersten (1962) και ο Koiter (1964). Όλοι οι παραπάνω αςχολικθκαν με μια ειδικι 

περίπτωςθ τθσ κεωρίασ των Cosserat όπου οι ςτακερι τριάδα δεν ςτρζφεται ανεξάρτθτα αλ-

λά ορίηεται με τθν ςυνθκιςμζνθ ζννοια όπωσ ςτθν κλαςςικι κεωρία τθσ ελαςτικότθτασ. Στθν 

διεκνι βιβλιογραφία αυτι θ κεωρία αναφζρεται με διάφορα ονόματα όπωσ, «Κεωρία Cosse-

rat  με περιοριςμζνεσ ςτροφζσ» [Cosserat theory with constrained rotation, Toupin (1964)], 

«Μθ κακοριςμζνθ κεωρία των τάςεων διπόλου» [Indeterminate couple stress theory, Eringen 

(1968)], «Κεωρία τάςεων διπόλου» [Couple stress theory, Koiter (1964)], «Ψευδοςυνεχζσ 

Cosserat» [Cosserat pseudo – continuum, Nowacki (1986)]. Αυτι θ κεωρία υιοκετείται ςτθν 

παροφςα εργαςία για τθν ερμθνεία τθσ μθχανικισ ςυμπεριφοράσ των υφαςμάτινων υλικϊν. 

Στθν κεωρία των τάςεων διπόλου μόνο θ παράγωγοσ τθσ ςτροφισ ειςζρχεται ςτθν ςυνάρτθςθ 
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τθσ πυκνότθτασ τθσ ελαςτικισ ενζργειασ, γεγονόσ που ςθμαίνει ότι μόνο οι οκτϊ από τισ δε-

καοχτϊ ςυνιςτϊςεσ τθσ παραγϊγου τθσ τροπισ παίηουν ςθμαντικό ρόλο. Όταν όλεσ οι ςυνι-

ςτϊςεσ τθσ παραγϊγου τθσ τροπισ ειςζρχονται ςτθν ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ τθσ ελαςτι-

κισ ενζργειασ του ςϊματοσ, θ ςυνάρτθςθ γίνεται μθ γραμμικι (Toupin 1962,1964). Αυτι θ 

κεωρία αναφζρεται ςτθν βιβλιογραφία ςαν θεωρία τησ πρώτησ παραγώγου τθσ τροπισ (strain 

gradient theory). Ο Mindlin (1964) αςχολικθκε με τθν κεωρία τθσ πρϊτθσ παραγϊγου τθσ 

τροπισ κεωρϊντασ μια γραμμικι ςυνάρτθςθ για τθν πυκνότθτα τθσ ελαςτικισ ενζργειασ. Οι 

Green & Rivlin (1964) αςχολικθκαν με τθν ανάπτυξθ μιασ γενικότερθσ κεωρίασ θ οποία περι-

ελάμβανε όλεσ τισ ανϊτερεσ παραγϊγουσ τθσ τροπισ, αυτι θ κεωρία αναφζρεται ςτθν διεκνι 

βιβλιογραφία ςαν πολυπολικι κεωρία (multipolar theory). O Mindlin (1965) ανζπτυξε μια 

κεωρία ςτθν οποία λάμβανε υπόψθ τθν πρϊτθ και τθν δεφτερθ παράγωγο τθσ τροπισ θ ο-

ποία ςτθν διεκνι βιβλιογραφία αναφζρεται ςαν κεωρία τθσ δεφτερθσ παραγϊγου τθσ τροπισ 

(second strain gradient theory).  Αυτι θ κεωρία αποτελεί μια ειδικι περίπτωςθ τθσ πολυπολι-

κισ κεωρίασ του Rivlin.  

      

5.3. Θεωρίεσ ανϊτερθσ τάξθσ 

     

Θ επζκταςθ τθσ κλαςικισ κεωρίασ του Συνεχοφσ Μζςου ζχει ςαν κφριο ςτόχο να υπολογίςει, 

να λάβει υπόψθ τθσ, τθν επίδραςθ των παραμορφϊςεων λόγω τθσ μικροδομισ του ςϊματοσ. 

Όπωσ φάνθκε ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο ζνασ τρόποσ για να γίνει αυτό είναι θ κεϊρθςθ 

μεγαλφτερθσ τάξθσ παραγϊγου ςτθν τροπι. Ζνασ άλλοσ τρόποσ για να λθφκεί υπόψθ θ επί-

δραςθ τθσ μικροδομισ είναι ειςάγοντασ περιςςότερουσ βακμοφσ ελευκερίασ ςτο ςυνεχζσ. 

Αυτι οι επιπρόςκετοι βακμοί ελευκερίασ ορίηονται ϊςτε να είναι ανεξάρτθτοι από τουσ ςυ-

νθκιςμζνουσ βακμοφσ ελευκερίασ τθσ παραμόρφωςθσ. Αυτοφ του είδουσ οι κεωρίεσ αναφζ-

ρονται ςτθν διεκνι βιβλιογραφία ςαν κεωρίεσ ανϊτερθσ τάξθσ (higher order theories). H μθ 

γραμμικι μικρομορφικι κεωρία (micromorphic theory) θ οποία ειςιχκθ από τουσ Eringen & 

Suhubi (1964) και θ γραμμικι μικροδομικι κεωρία (microstructure theory) του Mindlin (1964) 

υποπίπτουν ςε αυτι τθν κατθγορία. Θ γραμμικι ζκδοςθ τθσ μικρομορφικισ κεωρίασ ςυμπί-

πτει με τθν μικροδομικι κεωρία του Mindlin. Στθν μικρομορφικι κεωρία ζνα υλικό ςθμείο 

διακζτει τρεισ παραμορφϊςιμεσ διευκφνςεισ (three deformable directors) γεγονόσ που ςθ-

μαίνει ότι ςτο υλικό ςθμείο ειςάγονται εννζα βακμοί ελευκερίασ, ij , που είναι αδιάςτατεσ 

ποςότθτεσ και μοιάηουν να είναι κάτι ςαν τροπζσ. Ουςιαςτικά ειςάγεται ζνα μικροςτοιχείο 

μζςα ςτο ςυνεχζσ το οποίο μπορεί να ςυςτρζφεται και να μετατοπίηεται ανεξάρτθτα από τθν 

τοπικι παραμόρφωςθ του μακροςτοιχείου. Μία ειδικι περίπτωςθ τθσ μικρομορφικισ κεωρί-

ασ αποτελεί θ κεωρία τθσ μικροροπισ (micropolar theory). Στθν κεωρία τθσ μικροροπισ οι 

βακμοί ελευκερίασ του υλικοφ ςθμείου είναι τρεισ, είναι ςτροφικοί i και είναι επιπρόςκετοι 

βακμοί εκείνων τθσ κλαςικισ παραμόρφωςθσ του ςυνεχοφσ.  Εάν οι διευκφνςεισ (directors) 

είναι ςυηευγμζνεσ με το υλικό ςθμείο του ςυνεχοφσ τότε οι περιςτροφικοί βακμοί ελευκερίασ 

τθσ μικροπολικισ κεωρίασ γίνονται ίςοι με τισ κλαςικζσ ςτροφζσ, , /2ijk j iu  , και θ μικρο-

πολικι κεωρία ανάγεται ςτθν κεωρία των τάςεων διπόλου. 

     Τα υφάςματα είναι υλικά τα οποία παρουςιάηουν πολλζσ ιδιορρυκμίεσ. Χαρακτθριςτικό 

τουσ γνϊριςμα είναι θ πλζξθ τουσ θ οποία αποτυπϊνει με τον πιο ρεαλιςτικό τρόπο τθν μι-

κροδομι του υλικοφ. Θ μακροςκοπικι απόκριςθ του υφάςματοσ επθρεάηεται ςε ζντονο βακ-
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μό από τθν μικροδομι. Σε τοπικό επίπεδο τα υφάδια μετακινοφνται, ςυςτρζφονται και παρα-

μορφϊνονται ανεξάρτθτα το ζνα από το άλλο. Αυτό ςυμβαίνει διότι μια χαρακτθριςτικι διά-

ςταςθ τθσ μικροδομισ, ςυνικωσ ζνα μικοσ, τθσ μικροδομισ γίνεται ςυγκρίςιμθ με μια διά-

ςταςθ τθσ μακροδομισ (size effect)  

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.4. Η κεωρία των τάςεων ηεφγουσ 

  

     Θ κλαςςικι κεωρία τθσ Μθχανικισ του Συνεχοφσ Μζςου ςτθρίηεται ςτθν παραδοχι ότι θ 

φλθ κατανζμεται κατά ςυνεχι τρόπο μζςα ςτο υλικό, χωρίσ να υπάρχουν κενά ι ατζλειεσ μζ-

ςα ςτο υλικό. Υποκζτει δθλαδι ότι κάκε ςθμείο του φυςικοφ χϊρου καταλαμβάνεται από ζνα 

και μόνο υλικό ςωματίδιο το οποίο ανικει ςτο υλικό. Ειδικά για τα υφάςματα μια τζτοια πα-

ραδοχι είναι εμφανϊσ μθ ζγκυρθ δεδομζνου ότι λόγω τθσ πλζξθσ υπάρχουν κάποια κενά με-

ταξφ των νθμάτων. Θ κεϊρθςθ τθσ ςυνζχειασ αποτελεί τθν βάςθ για τθν ανάλυςθ τθσ ςυμπε-

Σχ 5.1. Οι κεωρίεσ ανϊτερθσ τάξθσ και ανϊτερου βακμοφ κακϊσ και θ μεταξφ τουσ διαςυνδζςεισ. 
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ριφοράσ των υλικϊν μακροςκοπικά όπου θ μικροδομι του υλικοφ δεν λαμβάνεται κακόλου 

υπόψθ. Τα πειράματα ζχουν δείξει ότι θ μθχανικι ςυμπεριφορά οριςμζνων υλικϊν ςε μικρζσ 

κλίμακεσ είναι διαφορετικι από τθν μθχανικι ςυμπεριφορά τουσ ςε μακροκλίμακεσ. Οι πει-

ραματικζσ διαδικαςίεσ καταδεικνφουν ότι πρζπει να αναηθτθκεί μια άλλθ κεωρία θ οποία να 

μπορεί να λαμβάνει υπόψθ αυτι τθν διαφορετικότθτα τθσ μθχανικισ ςυμπεριφοράσ του υλι-

κοφ κατά τθν μετάβαςθ από τθν μια κλίμακα ςτθν άλλθ. Θ λφςθ τθσ ςυνζχειασ του υλικοφ, 

που φαινομενικά κα ζλυνε το πρόβλθμα, δεν ενδείκνυται διότι κα προζκυπτε ζνα εξαιρετικά 

πολφπλοκο μοντζλο το οποίο κα ιταν δφςκολο να επιλυκεί. 

     Για αυτοφσ τουσ λόγουσ είναι αναγκαία θ ανάπτυξθ μιασ κεωρίασ ςυνεχοφσ μζςου θ οποία 

κα λαμβάνει υπόψθ τθσ κάποιεσ παραμζτρουσ τθσ μικροδομισ και ταυτόχρονα κα ζχει μια 

ευρφτθτα ςτισ κλίμακεσ που κα αναφζρεται, ϊςτε ςτθν εκφυλιςτικι τθσ μορφι να ανάγεται 

ςτθν κλαςςικι κεωρία του ςυνεχοφσ μζςου. Θ παραμόρφωςθ του υλικοφ είναι μια παράμε-

τροσ θ οποία ςχετίηεται με τθν γεωμετρία τθσ καταςκευισ και κα μποροφςε να αποτελζςει 

τθν πλατφόρμα για μια πιο πλιρθ ςυνεχι κεωρία. Κάτι τζτοιο απαιτεί τθν ειςαγωγι μιασ νζασ 

ποςότθτασ θ οποία κα είναι ενεργειακά ςυηυγισ με τθν παραμόρφωςθ, ι ακριβζςτερα με το 

μζροσ τθσ παραμόρφωςθσ που ςχετίηεται με τθν καμπυλότθτα. Αυτι θ πρόςκετθ ποςότθτα 

είναι θ διπολικι τάςθ (couple stress) θ οποία κα ζχει διαςτάςεισ δφναμθσ ανά μονάδα μι-

κουσ, και κα είναι ουςιαςτικά μια ροπι ανά μονάδα επιφάνειασ. Θ τάςθ με τθν κλαςςικι τθσ 

ζννοια ςχετίηεται με τθν ενεργειακά ςυηυγι τθσ ποςότθτα, τθν τροπι, μζςα από τον καταςτα-

τικό νόμο του υλικοφ. Κατά αντιςτοιχία θ μικροροπι ςχετίηεται με τθν καμπυλότθτα μζςα από 

μια πρόςκετθ ςχζςθ που κα ειςαχκεί ςτον καταςτατικό νόμο του υλικοφ. 

     Τθν φπαρξθ των διπολικϊν τάςεων ι ιςοδφναμα τθσ μικροροπισ κατά τθν ανάλυςθ τθσ 

μθχανικισ ςυμπεριφοράσ των υλικϊν τθν ειςιγαγε πρϊτοσ ο Voigt (1887) ενϊ οι αδερφοί 

Cosserat (1909) ιταν οι πρϊτοι οι οποίοι διατφπωςαν ζνα μακθματικό μοντζλο το οποίο 

λάμβανε υπόψθ τισ μικροροπζσ που αναπτφςςονται ςτθν μικροδομι του υλικοφ. Στθν πρωτό-

τυπθ κεωρία που ανζπτυξαν οι αδερφοί Cosserat οι κινθματικζσ ποςότθτεσ ιταν θ μετατόπι-

ςθ και θ μικροςτροφι θ οποία κεωρικθκε να είναι ανεξάρτθτθ από τθν μακροςκοπικι μθχα-

νικι ςτροφι. Θ μακροςκοπικι ςτροφι ωσ γνωςτόν αφορά το αντιςυμμετρικό μζροσ τθσ κλί-

ςθσ τθσ μετατόπιςθσ και ορίηεται από τθν ςχζςθ 

 
1

2
u    (5.1) 

Κεωρίεσ μικροροπϊν οι οποίεσ περιελάμβαναν αυτι τθν μακροςτροφι ςαν τθν πραγματικι 

κινθματικι ποςότθτα του υλικοφ αναπτφχκθκαν πολφ αργότερα από διάφορουσ ερευνθτζσ, 

Toupin (1962), Mindlin and Tiersten (1962), Koiter (1964). Σε όλεσ αυτζσ τισ κεωρίεσ θ 

καμπυλότθτα θ οποία οφείλεται ςτθν παρουςία των ηευγϊν των τάςεων αναπαρίςταται με 

τθν  βακμίδα του διανφςματοσ τθσ ςτροφισ. Με αυτι τθν παραδοχι όλεσ αυτζσ οι κεωρίεσ 

κατζλθγαν να διαμορφϊνουν καταςτατικζσ εξιςϊςεισ για το υλικό οι οποίεσ εκτόσ του ότι ι-

ταν εξαιρετικά πολφπλοκεσ είχαν και το μειονζκτθμα τθσ απροςδιοριςτίασ διότι ςτισ καταςτα-

τικζσ εξιςϊςεισ δεν εμφανιηόταν το ςφαιρικό μζροσ του τανυςτι των μικροροπϊν με αποτζ-

λεςμα το μζροσ αυτό να παραμζνει τελικά απροςδιόριςτο. Λόγω αυτισ τθσ απροςδιοριςτίασ 

ο Eringen (1968) χαρακτιριςε όλεσ αυτζσ τισ κεωρίεσ απροςδιόριςτεσ (indeterminate couple 

stress theories). Για να απαλειφκεί αυτοφ του είδουσ θ απροςδιοριςτία κάποιεσ άλλεσ εναλ-

λακτικζσ κεωρίεσ αναπτφχκθκαν. 
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     Οι εναλλακτικζσ κεωρίεσ που αναπτφχκθκαν ςτθρίηονται ςε δφο κατευκφνςεισ. Θ μια κα-

τεφκυνςθ ςτθρίηεται ςτθν βαςικι ιδζα που διατυπϊκθκε από τουσ αδερφοφσ Cosserat και 

υιοκετεί τθν άποψθ ότι οι επιπλζον βακμοί ελευκερίασ που ειςάγονται ςτο ςφςτθμα μζςω 

των μικροςτροφϊν i , είναι ανεξάρτθτοι από τθν μακροςκοπικι ςτροφι
i , δθλ ιςχφει 

 ,

1

2
i ijk k j iu     (5.2) 

Το βαςικό μειονζκτθμα αυτισ τθσ κεϊρθςθσ είναι ο βακμόσ τθσ πολυπλοκότθτάσ τθσ ακόμθ 

και ςτθν ανάλυςθ πολφ απλϊν καταςκευϊν. Θ δεφτερθ κφρια κατεφκυνςθ είναι οι λεγόμενεσ 

κεωρίεσ δεφτερθσ τάξθσ (second gradient theories). Αυτζσ οι κεωρίεσ αγνοοφν τθν ιδζα τθσ 

μικροςτροφισ και ειςάγουν ςαν κφριεσ μεταβλθτζσ τθν βακμίδα μιασ κινθματικισ ποςότθτασ 

όπωσ είναι θ παραμόρφωςθ, θ ςτροφι ι κάποιοσ ςυνδυαςμόσ των δφο. Οι κινθματικζσ ποςό-

τθτεσ είναι αντιπροςωπευτικζσ τθσ πραγματικισ ςυμπεριφοράσ του υλικοφ, υπό τθν ζννοια 

ότι μποροφν να παρατθρθκοφν κατά τθν φόρτιςθ του υλικοφ. Ο τανυςτισ των μικροροπϊν 

είναι αντιςυμμετρικόσ και το αντιςυμμετρικό μζροσ τθσ βακμίδασ του τανυςτι των ςτροφϊν 

είναι ο τανυςτισ των καμπυλοτιτων. 

 

5.4.1. Οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ 

 

     Κεωροφμε ζνα υλικό ςϊμα το οποίο καταλαμβάνει όγκο V και ορίηεται από μια κλειςτι 

επιφάνεια S . Για μια κεωρία που λαμβάνει υπόψθ τθν κλίμακα του υλικοφ, θ αλλθλεπίδραςθ 

δφο γειτονικϊν ςωματιδίων που οριοκετοφνται από μια ςτοιχειϊδθ επιφάνεια dS και ζνα 

μοναδιαίο διάνυςμα n , ςτο εςωτερικό του ςϊματοσ, απεικονίηεται με μια δφναμθ  n
it dS και 

μια μικροροπι  n
im dS . Όπου  n

it είναι ο ελκυςτισ των τάςεων και  n
im είναι ο ελκυςτισ των 

τάςεων ηεφγουσ, Σχ.5.2. Για τουσ δφο τανυςτζσ κα ιςχφουν οι ςχζςεισ 

  n
i ji jt n  (5.3) 

  n
i ji jm n  (5.4) 

όπου ji είναι ο τανυςτισ των τάςεων που όπωσ κα φανεί ςτα επόμενα παφει να είναι ςυμμε-

τρικόσ, και ji είναι ο τανυςτισ των τάςεων ηεφγουσ. Οι δφο τανυςτζσ μποροφν να αναλυκοφν 

ςτο ςυμμετρικό και αντιςυμμετρικό μζροσ τουσ ςφμφωνα με τισ ςχζςεισ 

 
   ji ji ji

     (5.5) 

 
   ji ji ji

     (5.6) 

Στισ τελευταίεσ ςχζςεισ οι ποςότθτεσ με τουσ δείκτεσ τουσ ςε παρζνκεςθ αναφζρονται ςτο 

ςυμμετρικό μζροσ του τανυςτι ενϊ οι ποςότθτεσ με τον δείκτθ τουσ ςε αγκφλθ αναφζρονται 

ςτο αντιςυμμετρικό μζροσ του τανυςτι. 

     Κεωροφμε ζνα τμιμα του υλικοφ το οποίο ζχει όγκο aV και εςωκλείεται από μια επιφάνεια

aS , π.χ. τμιμα Ι του Σχ.5.2. Υπό ςυνκικεσ ςτατικισ ιςορροπίασ κα ιςχφουν οι ςχζςεισ 
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  
   

0

a a

n

i i

S V

t dS F dV    (5.7) 

    
   

0

a a

n n

ijk j k i jk j k i

S V

x t m dS x F C dV            (5.8) 

όπου  n
it είναι οι δυνάμεισ ανά μονάδα επιφάνειασ, iF είναι οι δυνάμεισ ανά μονάδα όγκου,

  
n

im είναι οι τάςεισ ηεφγουσ ανά μονάδα επιφάνειασ, iC είναι οι τάςεισ ηεφγουσ ανά μονάδα 

όγκου και ijk είναι το ςφμβολο εναλλαγισ Levi – Civita. Θ ςχζςθ (5.7) εκφράηει τθν ιςορροπία 

των δυνάμεων ενϊ θ ςχζςθ (5.8) τθν ιςορροπία των τάςεων ηεφγουσ ςτο ςϊμα. Από τθν αντι-

κατάςταςθ τθσ ςχζςθσ (5.3) ςτθν ςχζςθ (5.7) κα είναι 

 
   

0

a a

ji j i

S V

n dS F dV     (5.9) 

 

 

   

Από το κεϊρθμα τθσ απόκλιςθσ είναι 

 
   

,

a a

ji j ji j

S V

n dS dV    (5.10) 

Συνεπϊσ από τισ ςχζςεισ (5.9)και (5.10) προκφπτει θ ςχζςθ 

  
 

, 0

a

ji j i

V

F dV    (5.11) 

δεδομζνου ότι ο επιλεγμζνοσ ςτοιχειϊδθσ όγκοσ είναι τυχαίοσ θ τελευταία ςχζςθ οφείλει να 

ιςχφει για κάκε τιμι του όγκου aV , κα πρζπει υποχρεωτικά να ιςχφει θ ςχζςθ 

 , 0ji j iF    (5.12) 

Σχ 5.2. Ο τανυςτισ των τάςεων  και ο τανυςτισ των διπολικϊν τάςεων που αναπτφςςονται ςε 

μια ιδεατι τομι του υλικοφ ςϊματοσ. 
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Θ τελευταία ςχζςθ είναι θ γνωςτι ςχζςθ ιςορροπίασ, παρουςία μαηικϊν δυνάμεων, θ οποία 

ιςχφει και ςτθν κλαςςικι κεωρία. Από τθν αντικατάςταςθ τθσ ςχζςθσ (5.4) ςτθν ςχζςθ (5.8), 

και χρθςιμοποιϊντασ το κεϊρθμα Green – Gauss, προκφπτει 

  
      

, ,0 0

a a a

ijk j lk l ji j ijk j k i ijk j lk l ijk j k ijk jk ji j i

S V V

x n n dS x F C dV x x F C dV                              

 (5.13) 

Θ τελευταία ςχζςθ οφείλει να ιςχφει για κάκε ςτοιχειϊδθ όγκο dV του ςϊματοσ, ςυνεπϊσ κα 

πρζπει 

  , , 0ijk j lk l k ijk jk ji j ix F C          (5.14) 

Ο ςυνδυαςμόσ των ςχζςεων (5.12) και (5.14) οδθγεί ςτθν ςχζςθ 

 , 0 ijk jk ji j iC      (5.15) 

Θ τελευταία ςχζςθ καταδεικνφει ότι ο τανυςτισ των τάςεων δεν είναι πλζον ςυμμετρικόσ, 

δθλ. ij ji  , με αποτζλεςμα θ αρχι του Cauchy (Cauchy 1st Postulate) να μθν ιςχφει πλζον. 

Κεωρϊντασ ότι ο τανυςτισ των τάςεων διπόλου είναι μθδενικόσ, 0ji  , και ότι οι τάςεισ 

ηεφγουσ ανά μονάδα όγκου είναι αμελθτζεσ,   0,iC   τότε από τθν ςχζςθ (5.15) προκφπτει θ 

κλαςςικι περίπτωςθ όπου ο τανυςτισ των τάςεων ανακτά και πάλι τθν ςυμμετρία του. Στθν 

κλαςςικι περίπτωςθ, όπου οι τάςεισ ηεφγουσ είναι μθδενικζσ, οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ του 

προβλιματοσ είναι ζξι, όςεσ ακριβϊσ και οι ανεξάρτθτεσ ςυνιςτϊςεσ του ςυμμετρικοφ τανυ-

ςτι των τάςεων, jk . Θ ιςορροπία των δυνάμεων, όπωσ δίνεται από τθν ςχζςθ (5.12), παρζ-

χει τρεισ ανεξάρτθτεσ εξιςϊςεισ. Το ζλλειμμα των τριϊν εξιςϊςεων καλφπτεται από τισ εξιςϊ-

ςεισ που προκφπτουν από τισ καταςτατικζσ εξιςϊςεισ του υλικοφ. Στθν κεωρία των τάςεων 

ηεφγουσ, όπου θ ςυμμετρία του τανυςτι των τάςεων διαταράςςεται, οι άγνωςτεσ παράμετροι 

του προβλιματοσ γίνονται δεκαοχτϊ. Αυτζσ είναι οι εννζα, πλζον, ςυνιςτϊςεσ του τανυςτι 

των τάςεων jk και οι εννζα ςυνιςτϊςεσ του νεοεμφανιηόμενου τανυςτι των τάςεων διπόλου,

  ji . Οι ςχζςεισ (5.12) και (5.15) παρζχουν ζξι εξιςϊςεισ γεγονόσ που καταδεικνφει ζνα ζλ-

λειμμα δϊδεκα εξιςϊςεων οι οποίεσ πρζπει να αναηθτθκοφν ςτισ καταςτατικζσ εξιςϊςεισ, 

ςτισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ, τθν αρχι των δυνατϊν ζργων και ςε τυχόν κινθματικζσ παραδοχζσ 

που μποροφν να γίνουν. 

 

5.4.2. Η κινθματικι ανάλυςθ του ςϊματοσ 

 

     Σε αυτι τθν παράγραφο κα μελετθκεί θ κινθματικι ςυμπεριφορά του ςϊματοσ με τθν πα-

ραδοχι ότι οι παραμορφϊςεισ και οι ςτροφζσ είναι μικρζσ. Ορίηεται ζνα ορκοκανονικό ςφ-

ςτθμα καρτεςιανϊν ςυντεταγμζνων xyz και ζνα διάνυςμα iu το οποίο περιγράφει τθν μετα-

τόπιςθ του ςϊματοσ. Επιπλζον, ορίηονται δφο γειτονικά ςθμεία ,P Q  εντόσ του ςϊματοσ τα 

οποία ζχουν διανφςματα κζςθσ  ix και ix dx , αντίςτοιχα, Σχ.5.3. Θ ςχετικι μετατόπιςθ του 

ςθμείου Q  ωσ προσ το ςθμείο P  κα δίνεται από τθν ςχζςθ 
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 ,i i j jdu u dx  (5.16) 

όπου ,i ju είναι θ βακμίδα του τανυςτι τθσ μετατόπιςθσ ςτο ςθμείο P . Αυτόσ ο τανυςτισ μπο-

ρεί να αναλυκεί ςε ζνα ςυμμετρικό και ζνα αντιςυμμετρικό μζροσ, ij και ij , αντίςτοιχα, και 

κα είναι  

 ,i j ij iju     (5.17) 

όπου 

    , ,,

1

2
ij i j j ii j

u u u     (5.18) 

    , ,,

1

2
ij i j j ii j

u u u     (5.19) 

ij είναι ο τανυςτισ των παραμορφϊςεων και ij είναι ο τανυςτισ των ςτροφϊν. Όπωσ για 

κάκε αντιςυμμετρικό τανυςτι, ζτςι και για τον τανυςτι των ςτροφϊν ij , υπάρχει πάντα ζνα 

αντίςτοιχο αξονικό διάνυςμα4, i το οποίο κα δίνεται από τθν ςχζςθ   

 ,

1 1

2 2
i ijk jk ijk k ju      (5.20) 

όπου ijk  είναι ο τελεςτισ Levi – Civita. Θ τελευταία ςχζςθ μπορεί να αντιςτραφεί ϊςτε ο 

τανυςτισ των ςτροφϊν να εκφράηεται ςε ςυνάρτθςθ με το διάνυςμα τθσ ςτροφισ, και κα εί-

ναι 

 ji ijk k    (5.21) 

Για τθν μετάβαςθ από τθν ςχζςθ (5.20) ςτθ ςχζςθ (5.21) χρθςιμοποιικθκε θ αντιςυμμετρία 

του τανυςτι των ςτροφϊν, δθλ. ij ji  . 

     Θ ςχετικι μετατόπιςθ idu μπορεί να αναλυκεί ςε δφο μζρθ, ζνα το οποίο οφείλεται ςτον 

τανυςτι τθσ παραμόρφωςθσ     και ςε ζνα το οποίο οφείλεται ςτον τανυςτι τθσ ςτροφισ ij , 

κα είναι δθλαδι 

    1 2
 i i idu du du   (5.22) 

όπου  

  1

i ij jdu dx  (5.23) 

  2
 i ij jdu dx  (5.24) 

Ο τανυςτισ των ςτροφϊν ji  εκφράηει τθν περιςτροφι ενόσ ςτοιχειϊδουσ τμιματοσ    , και 

κεωρεί ότι το ςτοιχειϊδεσ τμιμα δεν καμπυλϊνεται και περιςτρζφεται ςαν απολφτωσ ςτερεό 

ςϊμα. Συνεπϊσ ο τανυςτισ των ςτροφϊν δεν ςυμμετζχει ςτθν επιμικυνςθ ι ςτθν βράχυνςθ 

του ςτοιχειϊδουσ τμιματοσ idx . Προκφπτει λοιπόν ότι ο ςυμμετρικόσ τανυςτισ των παρα-

                                                           
4
 dual vector. 
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μορφϊςεων ij είναι ο πιο κατάλλθλοσ για τθν μζτρθςθ τθσ παραμόρφωςθσ του ςϊματοσ και 

όχι θ βακμίδα του τανυςτι τθσ παραμόρφωςθσ ,i ju .  

     Στθν κεωρία των τάςεων ηεφγουσ απαιτείται μια νζα ποςότθτα θ οποία κα μπορεί να περι-

γράφει ποςοτικά τθν τοπικι καμπυλότθτα του ςτοιχειϊδουσ τμιματοσ idx . Είναι λογικό αυτι 

θ νζα ποςότθτα να ςυςχετίηεται με τον τανυςτι των ςτροφϊν εφόςον θ τοπικι καμπυλότθτα 

είναι λογικό να ςυςχετιςτεί με μια τοπικι ςτροφι. Θ ςχετικι ςτροφι id , μεταξφ δφο γειτονι-

κϊν ςθμείων κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 ,i i j jd dx   (5.25) 

όπου ,i j  είναι θ βακμίδα του διανφςματοσ τθσ περιςτροφισ ςε ζνα ςθμείο P . 

     Οι ςυνιςτϊςεσ 1,1 2,2 3,3, ,    αναπαριςτοφν τισ γωνίεσ ςτροφισ του ςτοιχειϊδουσ τμιματοσ 

idx κατά μικοσ των διευκφνςεων 1 2 3, ,x x x , αντίςτοιχα. Με άλλα λόγια περιγράφουν τθν 

ςτρζψθ του τμιματοσ idx ςτισ τρεισ διευκφνςεισ. Οι ςυνιςτϊςεσ εκτόσ διαγωνίου αναπαρι-

ςτοφν τισ καμπυλότθτεσ του ςτοιχείου idx  που βρίςκονται ςε επίπεδα παράλλθλα με τα επί-

πεδα του ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων. Συγκεκριμζνα, ο όροσ 3,1 εκφράηει τθν καμπυλότθτα 

ενόσ ςτοιχείου idx που ζχει τθν διεφκυνςθ του άξονα 1x και βρίςκεται ςε ζνα επίπεδο που 

είναι παράλλθλο με το επίπεδο 1 2x x . Με τθν ίδια ςυλλογιςτικι, 1,3  είναι θ καμπυλότθτα 

ενόσ ςτοιχείου idx το οποίο βρίςκεται ςτθν διεφκυνςθ του άξονα 3x  και βρίςκεται ςε επίπεδο 

που είναι παράλλθλο με το επίπεδο 2 3x x , Σχ.5.4. Είναι φανερό ότι οριςμζνεσ ςυνιςτϊςεσ τθσ 

βακμίδασ του διανφςματοσ τθσ ςτροφισ ,i j μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για τθν μζτρθςθ 

τθσ καμπυλότθτασ του ςτοιχειϊδουσ τμιματοσ του ςϊματοσ. 

     Οι όροι ,k k  αναφζρονται ςτθν ςτρζψθ του ςτοιχείου idx γεγονόσ που καταδεικνφει ότι 

μόνο οι όροι ,i j κα ςυμμετζχουν ςτθν καμπφλωςι του. Με απλά λόγια θ καμπυλότθτα κα 

περιγράφεται από ζναν τανυςτι ο οποίοσ κα εμπεριζχει μόνο το αντιςυμμετρικό μζροσ τθσ 

βακμίδασ του διανφςματοσ τθσ περιςτροφισ ,i j . Αναλφοντασ τον τανυςτι ,i j  ςτο ςυμμε-

τρικό και αντιςυμμετρικό μζροσ του κα είναι 

 ,i j ij ij     (5.26) 

όπου 

    , ,,

1

2
ij i j j ii j

       (5.27) 

    , ,,

1

2
ij i j j ii j

                                                            (5.28) 
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Ο τανυςτισ  
 ,ij i j

   αναφζρεται ςτο ςυμμετρικό μζροσ του τανυςτι των ςτροφϊν ενϊ ο 

τανυςτισ 
 ,ij i j

  αναφζρεται ςτο αντιςυμμετρικό μζροσ του. Από τισ ςχζςεισ (5.25),(5.26)  

προκφπτει 

 i ij j ij jd dx dx     (5.29) 

Στθν τοπικι καμπυλότθτα του ςτοιχείου idx κα ςυμμετζχουν εκείνοι οι όροι τθσ ςτροφισ οι 

οποίοι κα είναι κάκετοι ςε αυτό. Πολλαπλαςιάηοντασ τθν (5.29) με idx  και ακροίηοντασ ωσ 

προσ i , κα είναι  

 i i ij j i ij j id dx dx dx dx dx     (5.30) 

Από τουσ δφο όρουσ του δεξιοφ μζλουσ ο πρϊτοσ αναφζρεται ςτο εςωτερικό γινόμενο δφο 

ςυμμετρικϊν τανυςτϊν , ij j idx dx  και δίνει μια τιμι. Ο δεφτεροσ όροσ είναι μθδενικόσ όροσ 

διότι το εςωτερικό γινόμενο ενόσ αντιςυμμετρικοφ τανυςτι, ij , με ζναν ςυμμετρικό τανυςτι, 

j idx dx , είναι πάντοτε μθδενικό γεγονόσ που αποδεικνφει τθν  μεταξφ τουσ κακετότθτα. Απο-

δεικνφεται ότι μόνο το αντιςυμμετρικό μζροσ του τανυςτι των ςτροφϊν  ij  παίηει ρόλο ςτθν 

τοπικι καμπυλότθτα του ςτοιχείου idx .  το οποίο γράφεται  

 
12 13

12 23

13 23

0

0

0
ij

 

  

 

 
       
   

 (5.31) 

Σχ 5.3. Θ ςχετικι μετατόπιςθ δφο γειτονικϊν ςθμείων κατά τθν παραμόρφωςθ του ςϊματοσ 
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όπου οι εκτόσ διαγωνίου όροι κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

  12 21 1,2 2,1

1

2
        (5.32) 

  13 31 1,3 3,1

1

2
        (5.33) 

  23 32 2,3 3,2

1

2
        (5.34) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχ 5.4. Οι ςτροφζσ που ςυςχετίηονται με τισ καμπυλότθτεσ του ςτοιχειϊδουσ τμιματοσ . 
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Από τισ τρεισ τελευταίεσ ςχζςεισ προκφπτει ότι οι καμπυλότθτεσ 12 13 23, ,    είναι οι μζςεσ 

τιμζσ των καμπυλοτιτων των επιπζδων που είναι παράλλθλα ςτα επίπεδα 1 2 1 3 2 3, ,x x x x x x , 

αντίςτοιχα. Όπωσ ςτθν περίπτωςθ του τανυςτι των ςτροφϊν ορίςτθκε το διάνυςμα τθσ 

ςτροφισ, (βλ. ςχζςεισ (5.20),(5.21)) κατά αντιςτοιχία ορίηεται και το διάνυςμα τθσ καμπυλό-

τθτασ i , με τθ βοικεια του τανυςτι των καμπυλοτιτων ij , μζςω τθσ ςχζςθσ 

 ,

1 1

2 2
i ijk jk ijk j k       (5.35) 

Λόγω του ότι ο τανυςτισ ij είναι αντιςυμμετρικόσ, δθλαδι ιςχφει ij ji  , θ παραπάνω 

ςχζςθ μπορεί να αντιςτραφεί και να δϊςει τον τανυςτι των καμπυλοτιτων ςε ςυνάρτθςθ με 

το διάνυςμα τθσ καμπυλότθτασ, δθλαδι 

 ji ijk k    (5.36) 

από τθν οποία προκφπτουν οι ςχζςεισ 

 1 23 2 13 3 12   ,       ,              (5.37) 

Από τθν ςχζςθ (5.35) μπορεί κανείσ να ςυμπεράνει ότι το διάνυςμα τθσ καμπυλότθτασ είναι θ 

ςτροφι του διανφςματοσ τθσ ςτροφισ, το οποίο ςε διανυςματικι μορφι γράφεται 

 
1

2
    (5.38) 

     Όλα όςα ζχουν αναφερκεί μζχρι τϊρα ςχετικά με τον τανυςτι των τροπϊν ij και το διάνυ-

ςμα τθσ καμπυλότθτασ i , ςτθρίηονται ςτθν υπόκεςθ ότι αυτζσ οι ποςότθτεσ είναι απειροςτζσ 

γεγονόσ που ςθμαίνει ότι οφείλουν να ικανοποιοφν τισ ςχζςεισ 

 1ij  (5.39) 

 
1

i

S

  (5.40) 

όπου S  είναι το χαρακτθριςτικό μικοσ του ςϊματοσ. Αυτζσ οι παραδοχζσ αποτελοφν τθν βά-

ςθ για τθν ανάπτυξθ τθσ γραμμικισ μικροπολικισ κεωρίασ με μικρζσ παραμορφϊςεισ και μι-

κρζσ καμπυλότθτεσ. 

 

5.4.3. Η αρχι των δυνατϊν ζργων 

 

Για ακόμθ μια φορά κεωροφμε ζνα ςυνεχζσ υλικό ςϊμα το οποίο καταλαμβάνει όγκο V και 

οριοκετείται από μια κλειςτι επιφάνεια S . Οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ του ςϊματοσ δίνονται 

από τισ ςχζςεισ (5.12) και (5.15) τθσ δεφτερθσ παραγράφου. Πολλαπλαςιάηοντασ τθν εξίςωςθ 
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ιςορροπίασ (5.12) με μια δυνατι μετατόπιςθ 
iu  και ολοκλθρϊνοντασ ςε όλο τον όγκο V του 

υλικοφ κα είναι 

  
 

, 0ji j i i

V

F u dV    (5.41) 

Λςχφει όμωσ θ ςχζςθ  

  , ,,ji j i ji i ji i jj
u u u        (5.42) 

Θ αντικατάςταςθ τθσ τελευταίασ ςτθν ςχζςθ (5.41) κα δϊςει 

  
 

,,
0ji i ji i j i ij

V

u u F u dV       
    (5.43) 

Θ εφαρμογι του κεωριματοσ τθσ απόκλιςθσ ςτθν τελευταία κα δϊςει 

  
            

, ,0
n

ji j i ji i j i i i i i i ji i j

S V V S V V

n u dS u dV F u dV t u dS F u dV u dV                    (5.44) 

Βάςθ τθσ ίδιασ ςυλλογιςτικισ και πολλαπλαςιάηοντασ τθν ςχζςθ (5.15) με μια δυνατι ςτροφι

i , προκφπτει θ ςχζςθ 

  
 

, 0ji j ijk jk i i

V

C dV       (5.45) 

Λςχφει όμωσ θ ςχζςθ 

  , ,,ji j i ijk jk i ji ji i j jk jkj               (5.46) 

Ο ςυνδυαςμόσ των ςχζςεων (5.45),(5.46) κα δϊςει  

  
       

,

n

ji i j ji ij i i i i

V V S V

dV dV m dS C dV            (5.47) 

Από τθν πρόςκεςθ κατά μζλθ των ςχζςεων (5.44) και (5.47) κα προκφψει 

      
           

, ,

n n

ji i j ji i j ij i i i i i i i i

V V S V S V

dV u dV t u dS F u dV m dS C dV                     (5.48) 

Βάςθ τθσ ςχζςθσ (5.17) κα είναι 

 ,ij i j iju     (5.49) 

Οπότε θ ςχζςθ (5.48) τελικά διαμορφϊνεται ωσ εξισ 

    
           

,

n n

ji i j ji ij i i i i i i i i

V V S V S V

dV dV t u dS F u dV m dS C dV                   (5.50) 
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Εφόςον ο τανυςτισ ij είναι ςυμμετρικόσ κα είναι 

 
 ji ij ijij

     (5.51) 

Θ τελευταία ςχζςθ υποδεικνφει ότι μόνο το ςυμμετρικό μζροσ του τανυςτι των τάςεων μπο-

ρεί να λάβει μζροσ ςτθν αρχι των δυνατϊν ζργων. Παρατθρϊντασ τθν ςχζςθ (5.50) διαπιςτϊ-

νεται ότι ςτθ μικροπολικι κεωρία δεν υπειςζρχονται παράγωγοι τθσ τροπισ (strain gradients). 

Επιπλζον, διαπιςτϊνεται ότι οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςτθν επιφάνεια του ςϊματοσ μπορεί να 

είναι κινθματικζσ  ,i iu  ι μθχανικζσ     ,
n n

i it m . Σε οποιαδιποτε από τισ δφο περιπτϊςεισ οι 

άγνωςτοι φαίνεται να είναι ζξι. Στθν πραγματικότθτα, οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ είναι πζντε, 

διότι εάν υποτεκεί ότι είναι γνωςτζσ οι μετατοπίςεισ ςτθν επιφάνεια τότε μόνο οι δφο εφα-

πτομενικζσ ςυνιςτϊςεσ τθσ ςτροφισ i μποροφν να υπολογιςτοφν ανεξάρτθτα. Συγκεκριμζνα, 

θ κάκετθ ςυνιςτϊςα τθσ ςτροφισ,  nn
 , ςτθν οποία οφείλεται θ ςτρζψθ τθσ εξωτερικισ επι-

φάνειασ, κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

    n nn

i in    (5.52) 

  nn

i in   (5.53) 

Θ εφαπτομενικι ςυνιςτϊςα  ns

i  του διανφςματοσ τθσ ςτροφισ κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

    ns nn

i i i i k k in n n         (5.54) 

Συνεπϊσ, οι ανεξάρτθτεσ μεταβλθτζσ του προβλιματοσ, όςον αφορά τισ ςυνοριακζσ ςυνκι-

κεσ, είναι πζντε. Είναι οι τρεισ ςυνιςτϊςεσ τθσ μετατόπιςθσ iu και οι δφο εφαπτομενικζσ ςυνι-

ςτϊςεσ του διανφςματοσ τθσ ςτροφισ i . Κατά αντιςτοιχία ορίηονται και οι ςυνιςτϊςεσ του 

τανυςτι των μικροροπϊν  n
im ςτθν επιφάνεια του ςτοιχείου. Υποκζτοντασ ότι  nn

m  και  ns
m  

είναι θ κάκετθ και θ εφαπτομενικι ςυνιςτϊςα, αντίςτοιχα, κα είναι 

    nn n

k k ji i jm m n nn   (5.55) 

       n nns n

i iim m m n   (5.56) 

Θ κάκετθ ςυνιςτϊςα,  nn
m , προκαλεί ςτρεπτικζσ ροπζσ ςτθν επιφάνεια ενϊ θ εφαπτομενικι 

ςυνιςτϊςα,  ns
m , προκαλεί καμπτικζσ ροπζσ ςτθν εξωτερικι επιφάνεια. Στθν μικροπολικι 

κεωρία ζχουμε δεχτεί ότι οι πρόςκετοι βακμοί ελευκερίασ που ειςάγονται οφείλονται ςτο 

ηεφγοσ των τάςεων που αναπτφςςεται ςτθν διεπιφάνεια των υλικϊν ςωματιδίων. Το ηεφγοσ 

αυτό δθμιουργεί μόνο καμπτικζσ ροπζσ και όχι ςτρεπτικζσ ςυνεπϊσ για τθν κάκετθ ςυνιςτϊ-

ςα του ελκυςτι των μικροροπϊν ςτο ςφνορο κα πρζπει να ιςχφει  θ ςχζςθ 

     0
nn n

k k ji i jm m n nn    (5.57) 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



92 
 

Κα μποροφςε κανείσ να ιςχυριςτεί ότι οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ τθσ μικροπολικισ κεωρίασ εκ-

φράηονται από τισ ςχζςεισ (5.3) και (5.4), κάτι τζτοιο όμωσ κα ιταν λάκοσ διότι αυτζσ οι δφο 

εξιςϊςεισ υποδθλϊνουν ζξι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ, τρεισ από τον ελκυςτι των τάςεων και 

τρεισ από τον ελκυςτι των μικροροπϊν. Οι πραγματικζσ γεωμετρικζσ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ 

του προβλιματοσ είναι πζντε, τρεισ από τισ μετατοπίςεισ και δφο από τισ ςτροφζσ. Όπωσ φαί-

νεται από τισ ςχζςεισ (5.19) και (5.20) το διάνυςμα των ςτροφϊν δεν είναι ανεξάρτθτο από τισ 

μετατοπίςεισ ςτθν επιφάνεια του ςϊματοσ, ςυνεπϊσ θ κάκετθ ςυνιςτϊςα τθσ ςτροφισ μπο-

ρεί να προςδιοριςτεί μζςω των εφαπτομενικϊν ςυνιςτωςϊν του διανφςματοσ τθσ ςτροφισ 

ςτθν επιφάνεια του ςϊματοσ. Ο τανυςτισ των μικροροπϊν είναι αντιςυμμετρικόσ, δθλ. 

 ji ij    (5.58) 

Από τθ ςτιγμι που ο τανυςτισ των μικροροπϊν είναι αντιςυμμετρικόσ ςε αναλογία με τον 

τανυςτι των καμπυλοτιτων που αποτελεί τθν ενεργειακά ςυηυγι ποςότθτά του κα είναι 

 
12 13

12 23

13 23

0

0

0
ij

 

  

 

 
       
   

 (5.59) 

Συνάγεται λοιπόν το ςυμπζραςμα ότι ο τανυςτισ των μικροροπϊν μπορεί να κεωρθκεί ςαν 

ζνα διάνυςμα ςτθν διεπιφάνεια των υλικϊν ςωματιδίων. Το διάνυςμα των μικροροπϊν ςυν-

δζεται με τον τανυςτι των μικροροπϊν με τθν ακόλουκθ ςχζςθ 

 
1

2
i ijk jk    (5.60) 

ι αντίςτροφα 

 ji ijk k    (5.61) 

Γενικά, για τον τανυςτι των μικροροπϊν κα ιςχφει θ διανυςματικι ςχζςθ 

    n

i i
m n    (5.62) 

Στθν ειδικι περίπτωςθ όπου οι μαηικζσ μικροπολικζσ τάςεισ είναι μθδενικζσ, δθλ 0iC  , τότε ο 

ςυνδυαςμόσ των ςχζςεων (5.15) και (5.61) κα δϊςει  

  , 0ijk k j jk     (5.63) 

Δεδομζνου ότι ο τανυςτισ τθσ εναλλαγισ είναι αντιςυμμετρικόσ από τθν τελευταία ςχζςθ 

προκφπτει ότι ο τανυςτισ  ,k j jk   οφείλει να είναι ςυμμετρικόσ που ςθμαίνει ότι το αντι-

ςυμμετρικό μζροσ του είναι μθδζν, δθλ. 

      , ,,

1

2
i j j iji i j

         (5.64) 

Θ τελευταία ςχζςθ παρζχει το αντιςυμμετρικό μζροσ του τανυςτι των τάςεων ςε ςυνάρτθςθ 

με το αποκλίνων μζροσ του τανυςτι των μικροροπϊν. Μζχρι ςτιγμισ ζχει δειχκεί ότι ςτθν μι-
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κροπολικι κεωρία τα δφο μεγζκθ που ςυμμετζχουν ενεργά είναι το ςυμμετρικό μζροσ του 

τανυςτι των τάςεων, 
 ji , και το αποκλίνων μζροσ (deviatoric part) του τανυςτι των μικρο-

ροπϊν,  (  ). Αυτό ςθμαίνει ότι οι ςυνιςτϊςεσ που ενεργοφν ςτο πρόβλθμα είναι εννζα. Θ 

ςυνκικθ ιςορροπίασ (5.12) παρζχει τρεισ εξιςϊςεισ με αποτζλεςμα να υπάρχει ζνα ζλλειμμα 

ζξι εξιςϊςεων. Το ζλλειμμα αυτό καλφπτεται μζςα από τον καταςτατικό νόμο του υλικοφ. 

 

5.4.4. Καταςτατικζσ εξιςϊςεισ 

 

     Ζνα ελαςτικό μζςο, το οποίο κεωρείται ότι υπόκειται ςε μικρζσ παραμορφϊςεισ, αποκθ-

κεφει ςτο εςωτερικό του μια ελαςτικι ενζργεια τθσ οποίασ θ πυκνότθτα κα δίνεται από μια 

ςυνάρτθςθ W . Θ ςτοιχειϊδθσ μεταβολι τθσ πυκνότθτασ τθσ ελαςτικισ ενζργειασ W , για 

οποιαδιποτε τυχαία δυνατι παραμόρφωςθ γφρω από τθν κζςθ ιςορροπίασ, κα δίνεται από 

τθν ςχζςθ 

 
      ,2 2ij ji ij ij i i i iji j ji ii juW                  (5.65) 

Από τθν τελευταία ςχζςθ προκφπτει το ςυμπζραςμα ότι θ πυκνότθτα ελαςτικισ ενζργειασ W

είναι μια κετικά οριςμζνθ ςυνάρτθςθ του τανυςτι των τροπϊν ij  και του διανφςματοσ τθσ 

μζςθσ καμπυλότθτασ i , δθλ. 

  ,ij iW W    (5.66) 

Λαμβάνοντασ υπόψθ τθν ςχζςθ (5.66), προκφπτει ότι  

 
 

,
ji

i j

W

u






 (5.67) 

 2 i

i

W





 


 (5.68) 

Λςχφει όμωσ ότι  

 
, ,

kl

i j kl i j

W W

u u





 


  
 (5.69) 

Όμωσ  

  , ,

1

2
kl k l l ku u    (5.70) 

Από τθν τελευταία προκφπτει 

  , ,

, , ,

1 1

2 2

k l l kkl
ki lj li kj

i j i j i j

u u

u u u


   

  
    

    

 (5.71) 

Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων (5.69),(5.71) προκφπτει 
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  
,

1 1 1

2 2 2
ki lj li kj ki lj li kj

i j kl kl kl ij ji

W W W W W W

u
       

    

       
                 

 (5.72) 

Από τον ςυνδυαςμό των (5.67),(5.72) προκφπτει 

  

1

2ji
ij ji

W W


 

  
  

   

 (5.73) 

Εάν θ ενζργεια επιλεγεί ζτςι ϊςτε   

 
ij ji

W W

 

 


 
 (5.74) 

Τότε κα είναι 

 
 ji

ij

W

e






 (5.75) 

Από τθν ςχζςθ (5.64) ζχει βρεκεί 

 
   , ,,

, ,

1 1

2 4
i j j ii j

i jj i

W W
  

 

    
               

 (5.76) 

Συνεπϊσ το αντιςυμμετρικό μζροσ του τανυςτι των τάςεων κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 
   ,

, ,

1

4ij i j
i jj i

W W
 

 

    
              

 (5.77) 

Τελικά οι καταςτατικζσ εξιςϊςεισ κα είναι 

 
, ,

1 1

2 4
ji

ij ji i jj i

W W W W


   

        
                    

 (5.78) 

 
1

2
i

i

W





 


 (5.79) 

  

5.5. Διδιάςτατθ γραμμικι ιςότροπθ ελαςτικότθτα μικρϊν παραμορφϊςεων 

 

     Οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ ςτθν περίπτωςθ τθσ διδιάςτατθσ ελαςτικότθτασ (απουςία μαηι-

κϊν δυνάμεων) και των μικρϊν ελαςτικϊν παραμορφϊςεων κα είναι (βλ. Παράρτθμα Α) 

 0
yxxx

x y

 
 

 
 (5.80) 
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 0
yy xy

y x

  
 

 
 (5.81) 

 0
yzxz

xy yx
x y


 


   

 
 (5.82) 

Από τθν εξίςωςθ (5.82) φαίνεται ξεκάκαρα ότι μόνο ο αποκλίνων τανυςτισ, ij των διπολικϊν 

τάςεων ςυμμετζχει ςτθν εξίςωςθ ιςορροπίασ. Το υδροςτατικό κομμάτι 
1

3
ii  του τανυςτι των 

διπολικϊν τάςεων δεν εμφανίηεται ςτθν εξίςωςθ και παραμζνει απροςδιόριςτο. 

     Από τθν κεωρία τθσ ελαςτικότθτασ και το γενικευμζνο νόμο του Hooke για τθν περίπτωςθ 

τθσ επίπεδθσ ζνταςθσ κα είναι 

  
1

xx xx yy
E

     (5.83) 

 
1

yy yy xx
E

       (5.84) 

Θ ςχζςθ τροπϊν και ορκϊν παραμορφϊςεων κα είναι 

     ,   xx yy

u v

x y
 

 
 
 

 (5.85) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Θ ςχζςθ τροπϊν και διατμθτικϊν παραμορφϊςεων κα είναι 

 
 

 
11

2  xy xy S xy yx

u v

G y x


    

  
     

  
 (5.86) 

Σχ 5.5. Ο τανυςτισ των τάςεων και ο τανυςτισ των τάςεων διπόλου ςτο εςωτερικό του ςϊματοσ 
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όπου G είναι το μζτρο διάτμθςθσ το οποίο δίνεται από τθν ςχζςθ 

 
 2 1

E
G





 (5.87) 

Οι διατμθτικζσ τάςεισ  ,xy yx   αναλφονται ςε δφο μζρθ, το ςυμμετρικό και το αντιςυμμετρικό. 

Όπωσ φαίνεται και ςτο Σχ.5.6, το ςυμμετρικό μζροσ των διατμθτικϊν τάςεων   s είναι υπεφ-

κυνο για τθν διατμθτικι παραμόρφωςθ , xy ενϊ ςτο αντιςυμμετρικό μζροσ   , A οφείλεται θ 

τοπικι ςτροφι του ςϊματοσ z . 

     ,    
2 2

xy yx xy yx

S A

   
 

 
   (5.88) 

Θ διαςφνδεςθ του ςυμμετρικοφ μζρουσ των διατμθτικϊν παραμορφϊςεων, ,xy με τισ μετα-

τοπίςεισ ,u  γίνεται μζςω τθσ ςχζςθσ 

 xy

v u

x y


 
 
 

 (5.89) 

Το αντιςυμμετρικό μζροσ των διατμθτικϊν τάςεων προκαλεί μια τοπικι ςτροφι, z θ οποία 

κα είναι 

 
1

2
z xz yz

v u

x y
  

  
    

  
 (5.90) 

Αυτι θ ςτροφι εξιςορροπείται από το ηεφγοσ των διπολικϊν ροπϊν ςφμφωνα με τθν ςχζςθ 

(5.82). Οι διπολικζσ ροπζσ προκαλοφν καμπυλότθτεσ ,xz yz  οι οποίεσ ςυνδζονται με τισ 

ςτροφζσ ςφμφωνα με τθν ςχζςθ 

    ,   z z
xz yz

x y

 
 

 
 

 
 (5.91) 

Στθν περίπτωςθ ιςότροπου ομογενοφσ ςϊματοσ οι καμπυλότθτεσ είναι ανάλογεσ με τισ τάςεισ 
διπόλου, δθλ 

 
   

   
1 1

4    ,    4
4 4

xz xz xz xz yz yz yz yzB B
B B

              (5.92) 

όπουB είναι το μζτρο καμπυλότθτασ ι κάμψθσ και ο ςυντελεςτισ 4 ειςάγεται για διευκόλυν-

ςθ. Θ τάςθ διπόλου ζχει διαςτάςεισ ροπισ ανα τετραγωνικι επιφάνεια ι δφναμθσ ανα μικοσ. 

Θ καμπυλότθτα αποτελεί ςυηυγζσ μζγεκοσ του μικουσ, ςυνεπϊσ το B  ζχει διαςτάςεισ δφνα-

μθσ. 
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Ο ςυνδυαςμόσ των ςχζςεων (5.86),(5.90) δίνει τθν εξίςωςθ ςυμβιβαςτοφ των παραμορφϊ-

ςεων 

2 22

2 2

yy xyxx

x yy x

   
 

  
                                                 (5.93) 

Παραγωγίηοντασ τισ εξιςϊςεισ τθσ (5.92) τθν μια ωσ προσ y και τθν άλλθ ωσ προσ x , είναι  

 

2 

2
 

 

 

 

 

xz xz xz
xz

yzxz

yz yzxz
yz

x y y x

y x

y x y x

  




 


  
   

    






 
 
  

    



 (5.94) 

Από τον ςυνδυαςμό των(5.86),(5.90),(5.91) προκφπτει 

 
2 2

2

1 1

2 2

xyxz xxv u

x x y x yx

    
    

     
 (5.95) 

Σχ 5.6. Θ διατμθτικι παραμόρφωςθ  και θ ςτροφι  του ςτερεοφ ςϊματοσ που προκαλοφνται 

από το ςυμμετρικό και το αντιςυμμετρικό μζροσ των διατμθτικϊν τάςεων, αντίςτοιχα. (Mindlin.1963) 
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2 2

2

1 1

2 2

yz yy xyv u

y x y x yy

      
    

     
 (5.96) 

Από τισ δφο τελευταίεσ ςχζςεισ προκφπτει ότι οι ςυνιςτϊςεσ των καμπυλοτιτων εξαρτϊνται 

από τθν παράγωγο τθσ τροπισ με γραμμικι ςχζςθ. Ο ςυνδυαςμόσ των δφο τελευταίων ςχζ-

ςεων με τθν (5.94) δίνει μια ςχζςθ ςυμβιβαςτοφ μεταξφ των καμπυλοτιτων και των τροπϊν 

 
1 1

   ,   
2 2

xy yy xyxx
xz yz

x y x y

  
 

  
   

   
 (5.97) 

Οι ςχζςεισ που ςυνδζουν τισ κλαςςικζσ τάςεισ και τισ τάςεισ διπόλου μπορεί να εξαχκοφν από 

το ςυνδυαςμό των ςχζςεων (5.89),(5.90),(5.93),(5.94) και κα είναι (Παράρτθμα Α)  

      
22 2

2

2 2
1

yyxx
xx yy xy yxv v

x yy x


   

 
      

  
 (5.98) 

 yzxz

y x

 


 
 (5.99) 

  
 

2
2 2

1
xz xy yx xx yy

x y
    



 
       

 (5.100) 

 
 

 
2

22

1
yz yy xx xy yx

v x y
    

 
       

 (5.101) 

όπου  

 
2 2

2

2 2x y

 
  

 
 (5.102) 

 
 2

2 1 B B

E G


   (5.103) 

Θ ςχζςθ (5.98) αποτελεί τθν εξίςωςθ ςυμβιβαςτοφ των παραμορφϊςεων με τθν χριςθ των 

τάςεων, ςτθν βιβλιογραφία αναφζρονται ςαν εξίςωςθ Beltrami – Mitchell. Από τθν τελευ-

ταία προκφπτει ότι το χαρακτθριςτικό μικοσ το οποίο αποτελεί μια ςτακερά του υλικοφ, 

είναι ζνα μικοσ ίςο με τθν τετραγωνικι ρίηα του λόγου των μζτρων ελαςτικότθτασ λόγω κάμ-

ψθσ (καμπυλότθτασ) προσ το μζτρο ελαςτικότθτασ λόγω διάτμθςθσ. Από τισ ςχζςεισ (5.100)

,(5.101) προκφπτει ότι όςο μεγαλφτερθ είναι θ παράγωγοσ τθσ τάςθσ (stress gradient) τόςο 

μεγαλφτερθ είναι και θ διπολικι ροπι. Επίςθσ, κζτοντασ 0 , είναι φανερό ότι το υλικό δεν 

επιδεικνφει καμία αντίςταςθ ςτθν τοπικι καμπυλότθτα. 

     Θ ςχζςθ (5.80) είναι ικανι και αναγκαία ςυνκικθ για τθν φπαρξθ μιασ ταςικισ ςυνάρτθςθσ 

 1 ,x y  τζτοια ϊςτε 

 1 1   ,   xx yx
y x

 
 

 
  
 

 (5.104) 

Θ ςχζςθ (5.81) υποδθλϊνει με τθν ίδια λογικι ότι υπάρχει μια άλλθ ταςικι ςυνάρτθςθ 

 2 ,x y  τζτοια ϊςτε 
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 2 2   ,   yy xy
x y

 
 

 
  
 

 (5.105) 

Και από τθν (5.82) προκφπτει ότι υπάρχει μια ταςικι ςυνάρτθςθ  ,x y τζτοια ϊςτε 

    ,   xz yz
x y

 
 

 
 
 

 (5.106) 

όπου  είναι μια νζα ςυνάρτθςθ των ,x y . Θ αντικατάςταςθ των (5.104),(5.105) και (5.106) 

ςτθν ςχζςθ (5.82) κα δϊςει (βλ. Παράρτθμα Α) 

 1 2 0
x x y y

 
 

     
     

      
 (5.107) 

Θ τελευταία αποτελεί ικανι και αναγκαία ςυνκικθ για τθν φπαρξθ μιασ ςυνάρτθςθσ  τζτοιασ 

ϊςτε  

 1 2   ,   
x y y x

   
 

   
    

   
 (5.108) 

Από τισ τελευταίεσ δφο ςχζςεισ προκφπτουν οι ορκζσ και διατμθτικζσ τάςεισ κακϊσ και οι δι-

πολικζσ ροπζσ ςε ςυνάρτθςθ με τισ δφο ταςικζσ ςυναρτιςεισ  ,   

 
2 2 2 2

2 2
   ,   xx yy

x y x yy x

   
 

   
   

    
 (5.109) 

 
2 2 2 2

2 2
   ,   xy yx

x y x yy x

   
 

   
     

    
 (5.110) 

    ,   xz yz
x y

 
 

 
 
 

 (5.111) 

Μζχρι εδϊ αυτό που ζχει επιτευχκεί είναι θ επίλυςθ του προβλιματοσ, θ εφρεςθ δθλαδι των 

ορκϊν και διατμθτικϊν τάςεων κακϊσ και των διπολικϊν δυνάμεων, με τθν χριςθ δφο ταςι-

κϊν ςυναρτιςεων ,  . Το ερϊτθμα που εγείρεται ςε αυτό το ςθμείο είναι εάν αυτζσ οι ςυ-

ναρτιςεισ μπορεί να είναι εντελϊσ αυκαίρετεσ ι οφείλουν να υπακοφουν ςε κάποιουσ περιο-

ριςμοφσ. Θ απάντθςθ είναι ότι αυτζσ οι ςυναρτιςεισ οφείλουν να υπακοφουν ςτισ ςυνκικεσ 

ςυμβιβαςτοφ του προβλιματοσ όπωσ εκφράηονται με τισ ςχζςεισ (5.98),(5.100)(5.101). 

     Από τθν αντικατάςταςθ των ςχζςεων (5.109),(5.110),(5.111) ςτισ ςχζςεισ (5.100),(5.101)

προκφπτουν οι ςχζςεισ ςτισ οποίεσ οφείλουν να υπακοφουν οι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ   ,x y

και  ,x y (βλ. Παράρτθμα Α). Αυτζσ είναι 

 
 

2 0, 1
4 42

  0 0
1

v

v
 

 

     


 (5.112) 

 2 2 4 0      (5.113) 

Από τθν ςχζςθ (5.112) φαίνεται ότι θ ταςικι ςυνάρτθςθ  ικανοποιεί τθν διαρμονικι εξίςωςθ 

υπό προχποκζςεισ. Στθν περίπτωςθ που θ τιμι του εςωτερικοφ μικουσ λάβει πολφ μικρζσ 
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τιμζσ  0 , θ ταςικι ςυνάρτθςθ δεν είναι απαραίτθτο να ικανοποιεί τθν διαρμονικι κακϊσ 

θ τιμι 0 ικανοποιεί τθν (5.113). Εάν ταυτόχρονα, με τθν πολφ μικρι τιμι του  , 0 , θ 

τιμι του λόγου του Poisson γίνει 1 , θ απροςδιοριςτία ςτθν ςχζςθ (5.112) γίνεται 0 0  και 

τότε θ ταςικι ςυνάρτθςθ ικανοποιεί τθν διαρμονικι εξίςωςθ. Γενικά όμωσ το ςυμπζραςμα 

ότι θ ταςικι ςυνάρτθςθ ικανοποιεί τθν διαρμονικι εξίςωςθ, ωσ και οφείλει, δεν ςυνάγεται 

από τθν ςχζςθ(5.113). Αυτό δείχνει ότι ςτθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ θ τάςθ δεν είναι και ο 

καλφτεροσ τρόποσ για να εκφραςτεί ο καταςτατικόσ νόμοσ του υλικοφ. Για να επιςτρζψει κα-

νείσ ςτθν κλαςςικι κεωρία δεν είναι εφκολο μιασ και θ επίδραςθ τόςο του εςωτερικοφ μι-

κουσ όςο και του λόγου του Poisson είναι ιςχυρι. Το πρόβλθμα δείχνει ότι θ τάςθ δεν αποτε-

λεί κριτιριο για τθν αντοχι του υλικοφ, γεγονόσ που οδθγεί ςτθν χριςθ των παραμορφϊςεων 

(και κατ’επζκταςθ των μετατοπίςεων) για τον χαρακτθριςμό τθσ μθχανικισ ςυμπεριφοράσ 

του υλικοφ.  Συνεπϊσ, οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ (5.80),(5.81),(5.82) μποροφν να εκφραςτοφν 

και ςαν ςυνάρτθςθ των μετατοπίςεων, ςτθν διεκνι βιβλιογραφία αναφζρονται και ςαν εξι-

ςϊςεισ Navier – Stokes. Από αυτά που κα φανεί και ςτα επόμενα οι άγνωςτοι του προβλιμα-

τοσ πλζον είναι τζςςερισ, οι δφο ςυνιςτϊςεσ τθσ μετατόπιςθσ ,u v και οι δφο ςυνιςτϊςεσ τισ 

διπολικισ ροπισ ,xz yz  .  Οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ ςε ςυνάρτθςθ με τισ μετατοπίςεισ, ςτθν 

περίπτωςθ τθσ επίπεδθσ ζνταςθσ, κα ζχουν ωσ εξισ 

 
 

 
   2 2 4 2 2

1
0

1

v
u u

x v

 
         

   

u u  (5.114) 

 
 

 
   2 2 4 2 2

1
0 

1

v

y v
 

 
         

   

u u  (5.115) 

Στθν περίπτωςθ τθσ επίπεδθσ παραμόρφωςθσ οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ ςε ςυνάρτθςθ με τισ 

μετατοπίςεισ διαμορφϊνονται ωσ εξισ 

 
 

   2 2 4 2 21
0 

1 2
u u

x v

 
         

   

u u  (5.116) 

 
 

   2 2 4 2 21
0

1 2y v
 

 
         

   

u u  (5.117) 

Από τθν ςφγκριςθ των ςχζςεων (5.114),(5.116) και (5.115),(5.117) προκφπτει ότι το πρόβλθμα 

τθσ επίπεδθσ ζνταςθσ γίνεται ιςοδφναμο με το πρόβλθμα τθσ επίπεδθσ παραμόρφωςθσ ςτθν 

ειδικι περίπτωςθ όπου 

 
 

   

     
2 2

1 1
1 2 1 0 2 0 0  

1 1 2

v
v v v v v

v v


          

 
 (5.118) 

Αξίηει να ςθμειωκεί ότι από τισ ςχζςεισ (5.114),(5.115),(5.116),(5.117) προκφπτει ότι ςτθν πε-

ρίπτωςθ όπου το εςωτερικό μικοσ είναι αμελθτζο, 0 , που ςθμαίνει ότι θ μικροδομι δεν 

παίηει ςπουδαίο ρόλο ςτθν μθχανικι ςυμπεριφορά του υλικοφ, οι ςχζςεισ αυτζσ ανάγονται 

ςτισ εξιςϊςεισ Navier τθσ κλαςικισ κεωρίασ, απουςία μαηικϊν δυνάμεων. 
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 όπου  

 
  

*

2
         ,          

1 1 21

vE vE

v vv
  

 
 (5.123) 

 
 

 
* *         ,  

2 1
xx yy

E u v
G e e e

v x y
 

 
      

  
 (5.124) 

 
 
 

5.5.1. Οι ςυνιςτϊςεσ τθσ μετατόπιςθσ είναι  u u x και  v v x . 

 

Σε αυτι τθν παράγραφο κα εξεταςτεί θ ειδικι περίπτωςθ όπου και οι δφο μετατοπίςεισ ,u v

κα μεταβάλλονται μονοδιάςτατα κατά τθν ζννοια τθσ διεφκυνςθσ .x Συνεπϊσ κα ιςχφει 

  u u x  (5.125) 

   x   (5.126) 

Όλεσ οι παράγωγοι κατά τθν διεφκυνςθ y κα μθδενίηονται γεγονόσ που ςθμαίνει ότι 

 
 

0
y

 



 (5.127) 

Για τισ ορκζσ παραμορφϊςεισ κα ιςχφει 

    ,      0xx yy

u

x
 


 


 (5.128) 

Για τισ διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ κα ιςχφει 

 
   1 1

  ,  
2 2

xy xy z z

u v v v u v

y x x x y x
   

      
        
      

 (5.129) 

Οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ όπωσ αυτζσ δίνονται από τισ ςχζςεισ (5.80) - (5.82) εκφυλλίηονται 

μζςω τθσ (5.127) ςτισ παρακάτω ςχζςεισ 

Κλαςικι κεωρία 
επίπεδθ ζνταςθ 

  

  
*

2 * 0
e

G u G
x




   


 (5.119)  

 
  

*
2 * 0

e
G G

y
 


   


 (5.120)  

Κλαςικι κεωρία 
επίπεδθ παραμόρφωςθ 

  2 0
e

G u G
x




   


 (5.121)  

 
  2 0

e
G G

y
 


   


 (5.122)  
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 0
yxxx

x y

 
 

 
 (5.130) 

 0
yy xy

y x

  
 

 
 (5.131) 

 0 xz
xy yx

x


 


  


 (5.132) 

Το αντιςυμμετρικό μζροσ των τάςεων, ςτο οποίο οφείλεται θ διατμθτικι παραμόρφωςθ xy , 

κα είναι 

 
 

   
1 1

xy yx xy yx

E u

v x v x

E

y

 
   

   
      

     
 (5.133) 

Από τθν πρόςκεςθ των ςχζςεων (5.132),(5.133) προκφπτει 

 
 

 1 1
 

2 1 2 2
xz xz

xy xy G
v x x x x

E   
 

  
    

    
 (5.134) 

Παραγωγίηοντασ τθν τελευταία ςχζςθ ωσ προσ x , και λαμβάνοντασ υπόψθ και τθν (5.131), 

προκφπτει ότι 

 
22

2 2

1
0

2
xzG

x x

v 
 

 
 (5.135) 

Δεδομζνου ότι 

 
2 4   

2 4

1
4 4 2     

2
z xz

xz xz

v v
B B B

x x x x x

 
 

    
          

 (5.136) 

Θ εξίςωςθ (5.135) παίρνει τθν μορφι  

 
2 4 2 4 2 4   

2 2

2 4 2 4 2 4
0 0 0  

v v v v v
G B G G
x

v

x x x x x

     
       

     
 (5.137) 

Θ ορκι τάςθ xx , ςτθν περίπτωςθ τθσ επίπεδθσ ζνταςθσ κα ιςοφται με (βλ. Appendix B) 

 * *2xx xxG e     (5.138) 

Λαμβάνοντασ υπόψθ τθν (5.130) και δεδομζνου ότι *
xx

u
e

x



 


 κα είναι 

 
* 2 2 2 2     

* * *

2 2 2 2
2 0 2 0 2 0 0xx e u u u u
G G G

x x x x x x


  

     
                

 (5.139) 

Στο τελευταίο βιμα εξαγωγισ τθσ (5.139) κεωρικθκε ότι  * 2 0G   , διότι είναι 

 
 

*

2 2 2
2 0,     εάν   1

11 1 1

E E E E E
G

E

v

  
 

  

 
       

  
 (5.140) 
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Οι δφο εξιςϊςεισ (5.137),(5.139) αποτελοφν τισ εξιςϊςεισ που δίνουν λφςθ ςτο πρόβλθμα. 

Συγκεκριμζνα, από τθν (5.139) κα είναι 

 
2 2       

1 1 1 22 2
0 0

u u u u
dx dx c dx c dx u c x c

x xx x

   
         

  
     (5.141) 

Από τθν (5.137), κάνοντασ αντικατάςταςθ μεταβλθτισ  

 
2

2
    ,  bxe b

x

v
 


 (5.142) 

κα είναι 

  
     

2 2 2 2 2

2

1 1
0 1 0bx bx bxe b e e b b b           (5.143) 

 

1
  b    

 
2 2       

2
3 3 3 4 52 2

 
x x x x x

e dx e dx le c dx e dx c x c e c x c
x xx x

  


   
            

  
   

 (5.144) 

1
  b    

 
2 2       

2
6 6 5 6 72 2

x x x x x
v v v

e dx e dx e c dx e dx c x v c e c x c
x xx x


 

     
            

  
   

 (5.145) 

Από τισ ςχζςεισ (5.144),(5.145) μπορεί να κεωρθκεί ότι ςαν μια λφςθ τθσ μετατόπιςθσ v μπο-

ρεί να κεωρθκεί θ ςυνάρτθςθ  

   2 2
3 4 5 6

x x

v x c e c e c x c


     (5.146) 

Θ ςυνάρτθςθ τθσ μετατόπιςθσ θ οποία αποτελεί λφςθ του προβλιματοσ δίνεται από τθν ςχζ-

ςθ (5.141) ςε ςυνδυαςμό με τθν ςχζςθ (5.146). Οι άγνωςτεσ ςτακερζσ προςδιορίηονται από 

τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ του προβλιματοσ. Από τθν ςχζςθ τθσ κατακόρυφθσ μετατόπιςθσ

 v x  όπωσ αυτι δίνεται από τθν ςχζςθ (5.146) είναι φανερό ότι όταν το εςωτερικό μικοσ τθσ 

μικροδομισ λαμβάνει μικρζσ τιμζσ, δθλ. 0 , θ μετατόπιςθ ςυγκλίνει ςτθν κλαςικι λφςθ 

  5 6 v x c x c  . Για τουσ ελκυςτζσ των τάςεων οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ κα είναι 

 
 

 

x xx x yx y

i ji j

y xy x yy y

T n n

n

T n n

 



 

 


  
  

 (5.147) 
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Ενϊ για τουσ ελκυςτζσ των μικροπολικϊν τάςεων οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ κα είναι  

 
 

i ji j xz x yz y zz z z xz zz x y yM n M n n n M n n            (5.148) 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Πλευρά DA  0x   

0
 0xy x



   

 

 
3  

2
3 4 53

0 0 0

0  
x x

x x x

v v
G G G c e c e c
x x



  

  
     

   
 

 
  0  

2 3 4
3 4 5 3 4 5

0

0 0 0
x x G

x

c c
G e e c c c c c c

 



 
           

 
 (5.149) 

 

 
      

 xn  yn  tx  t y  
zM  

AB  0  1  yx  yy  yz  

BC  1  0  xx  xy  
xz  

CD  0  1   yx  yy  yz  

DA  1  0   xx   xy  
xz  

Σχ 5.7. Οι ςυνοριακζσ ςυνκικεσ ςε ζνα ςτοιχειϊδεσ παραλλθλόγραμμο 
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00
 x x
M M


   

 
2    

2 0
0 3 4 0 3 42 2

0 0

2 2
2

x x

x x

Mv
B M G c e c e M c c
x G



 

 
       

  
 (5.150) 

Πλευρά BC  x a  

 0xy x a



   

 
3  

2
3 4 53

0  
x x

x a x a x a

v v
G G G c e c e c
x x



  

  
     

   
 

 
0   

2 3 4
3 4 5 3 4 50 0 0

x x a a a aG

x a

c c
G e e c e c e c c e c e c

  



 
           

 
 (5.151) 

 

0 x x a
M M


    

 
2    

2 0
0 3 4 0 3 42 2

2 2
2

x x a a

x a x a

M
B M G c e c e M c e c e
x G


 

 

  
       

  
 (5.152) 

 

Συνεπϊσ τα εντατικά μεγζκθ ςε αυτι τθν περίπτωςθ κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 
   

* *
12 2 2

2
1 1 1 1

xx xx xx xx

u E u E u E
G c

E
e

x x xv


    

  

  
       

     
 (5.153) 

 0yy   (5.154) 

 
2 

2

1
4 2

2
zx zx

v v
B B
x x x

 
   

      
 (5.155) 

 0zy   (5.156) 

 
3 

3
2 0

1 1
xz

xy xy

v E v v
B

E

x x x x


 

 

  
     

     
 (5.157) 

 
3 3   

3 3
2 2

1 1 1
xy yx yx yx

v E v EE v v v
B B

x x x x x
   

  

    
       

       
                    (5.158) 

 

5.5.2. Η οριηόντια μετατόπιςθ είναι  u u x και θ κατακόρυφθ είναι  ,x y  . 

 

     Σε αυτι τθν περίπτωςθ οι μακθματικζσ ςχζςεισ των μετατοπίςεων κα περιγράφονται από 

τισ ςχζςεισ 

  u u x  (5.159) 

  yf x   (5.160) 
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Για τισ ορκζσ παραμορφϊςεισ κα είναι 

       ,     xx yy

u
f x

x y


 

 
  
 

 (5.161) 

Για τισ διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ κα είναι 

 
   1

      ,      
2 2

xy z

f x f xu u y
y

y x x x y x

 
 

     
      
      

 (5.162) 

Οι ορκζσ τάςεισ ,xx yy  κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

  * * *2 2xx xx

u u
G e G f x

x x
   

  
     

  
 (5.163) 

    * * *2 2yy yy

u
G e Gf x f x

x
   

 
     

 
 (5.164) 

όπου  

 * *

2

1
   ,   

1 21

E u v
e e

x y

 




  
   

  
 (5.165) 

Επιπλζον οι διπολικζσ τάςεισ ,zx zy  κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 
 2

2
4 4 2z

zx zx

f x
B B yB

x x


 


  

 
 (5.166) 

 
    

4 4 2   2z
zy zy zy

f x f x
B B B y B

y y x x


  

   
          

 (5.167) 

Οι διατμθτικζσ τάςεισ ,xy yx  κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 
 

       3 3   

3 3

1
 

2 1 2

zyzx
xy xy xy

f x f x f x f xE u v
Gy By y G B

y x x y x xx x


  



        
            

             

 (5.168) 

 

 

       3 3   

3 3

1
 

2 1 2

zyzx
yx yx yx

f x f x f x f xE u v
Gy By y G B

y x x y x xx x


  



        
            

             

 (5.169) 

Μζςω των ςχζςεων (5.163) - (5.167) οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ όπωσ αυτζσ δίνονται από τισ 

ςχζςεισ (5.80) - (5.82), διαμορφϊνονται ωσ εξισ 

 
     32 2 

*

2 2 3
0 2 0

yxxx
f x f x f xu u

G G B
x y x xx x x




      
               

 

 
     32 2 

* *

2 2 3
2 0

f x f x f xu u
G G B

x xx x x
 

   
     

   
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    
   32 

* *

2 3
2 0

f x f xu
G G B

xx x
 

 
     

 
 

 
           

* *3 32 2   

2 * * 3 2 * * 3
0

2 2 2 2

G Gf x f x f x f xu B u B

x xx G G x x G G x

 

   

     
       

        
 

 
 

 
   

 
 

* *2   

1 1 2* * 2 * *2 2 2 2

G Gf x f xu B B
f x c u f x dx c x c

x xG G x G G

 

   

  
          

     


 (5.170) 

    
   3 

*

3
0 2 0

yy xy f x f xu
Gf x f x y G B

y x y x x x x

 


         
           

              

 

 
       2 4 2 40 

2 4 2 4
0 0
yf x f x f x f xB

Gy By
Gx x x x

   
     

   
 (5.171) 

Εάν υποκζςουμε ότι    mxf x e είναι μια λφςθ τθσ (5.171) τότε αυτι γίνεται 

 
 

2 4 2 2 1
0 1 0 0, 

x
mx mx mxB B

m e m e e m m m m
G G

 
         

 
 (5.172) 

 Εάν 0m αυτό ςθμαίνει ότι   0 1f x e  γεγονόσ που ςυνεπάγεται τα εξισ 

     ,   u u x y   (5.173) 

 
   

   ,    1   ,    0   ,    0
2

xx yy xy z

f x f xu y
y

x x x
   

 
     
  

 (5.174) 

 
   2

2
2 0   ,    2 0zx zy

f x f x
By B

xx
 

 
   


 (5.175) 

 
       3 3

3 3
0   ,     0xy yx

f x f x f x f x
y G B y G B

x xx x
 

      
        

        

 (5.176) 

    
   

* * * *2 2 1 2xx xx xx

u u u u u
G f x G G
x x x x x

      
       

             
       

 (5.177) 

    
 

* * *2 2yy yy

u u
Gf x f x G

x x
    

  
       

  
 (5.178) 

Από τισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ κα προκφψει θ κλαςικι λφςθ 

  
*2 2  2 0   

*
1 22 2

0 2 0 0
G

yxxx u u
G u c x c

x y x x




   
         

   
 (5.179) 

 
*2 2  0  

*
1 22 2

0 0 0
yy xy u u

u c x c
y x x x

 


   
        

   
 (5.180) 

 Εάν
1

m   τότε θ γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ (5.171) κα είναι τθσ μορφισ  
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   3 4

x x

f x c e c e


   (5.181) 

τότε θ (5.170) γίνεται 

 
 *

3 4
3 4 1 2* *2 2

x x x xG c cB
u c e c e dx e e c x c

G G



 

     
                 

  

 
 

 

*
 

3 4 4 3 1 2* *1 12 2

x x
x xG e e B

u c c c e c e c x c
G G



 




 
    

                
 

 

 
 

 

*
 

4 3 4 3 1 2* *2 2

x x x xG B
u c e c e c e c e c x c

G G



 

     
                 

 

 
 

4 3 1 2

x x

u c e c e c x c
 

       
 

 (5.182) 

Επίςθσ κα είναι 

 
   3  

4 3 4 33 3

x x x x

xy xy

f x f x G B
y G B y c e c e c e c e

x x l
 

        
                         

 

 
   

4 3 4 3 0
x x x x

xy xy

G G
y c e c e c e c e 

     
             

     

 (5.183) 

 
   3    

4 3 4 3 4 33 3

2
x x x x x x

yx yx yx

f x f x Gy By Gy
y G B c e c e c e c e c e c e

x x
  

          
                              

 (5.184) 

 
 2  

4 32 2

2
2

x x

zx zx

f x yB
yB c e c e

x
 

 
       

 (5.185) 

 
   

4 3

2
2

x x

zy zy

f x B
B c e c e

x
 

 
       

 (5.186) 

  Συνοριακζσ ςυνκικεσ 
 
Κα είναι 

 4 3 1 2 3 4   ,   
x x x x

u c e c e c x c v y c e c e
    

            
   

 (5.187) 

  
 

3 40
0 0     ,    

x
y c c y R


       (5.188) 

Για να ιςχφει θ τελευταία για κάκε τιμι τθσ μεταβλθτισ y υποχρεωτικά κα πρζπει να ιςχφει 

 3 4 0c c   (5.189) 

 
   

3 4 3 40 0 0
x x a a

x a

x a

y c e c e y c e c e
 





    
             

     

 (5.190) 
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Για να ιςχφει θ τελευταία y R   κα πρζπει να ιςχφει υποχρεωτικά 

 
2 

3 4 3 4 3 40 0
a a a

c e c e c c e c c


         (5.191) 

Δθλαδι προκφπτει ξανά θ κλαςικι λφςθ. 

 

5.5.3. Η οριηόντια μετατόπιςθ είναι  u u x και    f y g x   

 

     Σε αυτι τθν περίπτωςθ οι μακθματικζσ ςχζςεισ των μετατοπίςεων κα περιγράφονται από 

τισ ςχζςεισ 

         ,   u u x v f y g x   (5.192) 

Οι ορκζσ παραμορφϊςεισ κα είναι 

 
 

    ,   xx yy

f yu
g x

x y y


 

 
  
  

 (5.193) 

Οι διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ κα είναι 

  
 

 
  

0xy xy

g x g xu v
f y f y

y x x x
 

  
     
   

 (5.194) 

 
    1

2 2
z z

f y g xv u

x y x
 

  
    

   
 (5.195) 

Οι ορκζσ τάςεισ κα είναι 

 
 

   
 

 
   

* * * * *2 2 2xx xx xx xx

f y f yu u u
G e G g x G g x

x x y x y
       

    
          

     

 (5.196) 

 
 

 
 

   
 

 
   

* * * * *2 2 2yy yy yy yy

f y f y f yu u
G e G f x g x G g x

y x y y x
       

    
          

     

 (5.197) 

Οι τάςεισ διπόλου κα είναι 

 
   

 
 2 2     

2 2
4 4 4 2

2
z

zx zx zx zx zx

f y g x g x
B B B Bf y

x x x


    

 
      

  
 (5.198) 

 
          1

4 4 4 2  
2

z
zy zy zy zy

f y g x f y gf x
B B B B

y y x y x


   

  
     

    
 (5.199) 

Οι διατμθτικζσ τάςεισ κα είναι 
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  
 

 
     3 2 

3 2

1 1
2 2

2 2

zyzx
xy xy

g x g x f y g xu v
G Gf y Bf y B

y x x y x xx y


 

        
          

            

 

  
     

 
 2 3 

2 3xy

g x f y g x g x
Gf y B Bf y

x xy x


   
   

  
 (5.200) 

  
 

 
     3 2 

3 2

1 1
2 2

2 2

zyzx
yx yx

g x g x f y g xu v
G Gf y Bf y B

y x x y x xx y


 

        
          

            

 

  
     

 
 2 3 

2 3yx

g x f y g x g x
Gf y B Bf y

x xy x


   
   

  
 (5.201) 

Θ αντικατάςταςθ ςτισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ κα δϊςει 
 

 
               3 32

* *

2 3 3
0 2

yxxx
f y g x f y g x f y g x f y g xu

G G B B
x y y x y x y xx x y


 

         
        

         

 

    
           3 32

* *

2 3 3
2 0

f y g x f y g x f y g xu
G G B B

y x y xx x y
 

     
      

     
 

  

  
 

   
 

 
     2 2 4 2 2

*

2 2 4 2 2
0 2 0

yy xy f y g x g x f y g x
G g x Gf y Bf y B

y x y x x y x

 


      
       

      
 

 
 

   
 

 
   2 2 2 4 

*

2 2 2 4
2 0

f y g x g x g x
G g x B f y G B

y x x x


      
        

         

 

 
     

 

   
 

   

2
*

2 2 4
2

2 2 4 2 4

2 4

2
0    ,   0

g x
G g x Bf y g x g xx f y G B

y g x g x x x
G B

x x


 

         
      

 
  

  (5.202) 

Θ ποςότθτα εντόσ τθσ αγκφλθσ οφείλει να είναι μια ςτακερά, δθλ. 

 
   

 

   
 

2
*

2

02 4

2 4

2
g x

G g x B
x F x const

g x g x
G B

x x




 
  

 


 

 (5.203) 

Κεωρϊντασ ότι μια λφςθ τθσ εξίςωςθσ (5.202) κα είναι τθσ μορφισ    a x y
f y e τότε κα είναι  

              
 

2 2
0 0

0

1
0 1 0

a x y a x y
a x F x e e a x F x a x

F x


         (5.204) 

Συνεπϊσ, θ λφςθ τθσ εξίςωςθσ (5.202) κα είναι τθσ μορφισ 
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      0 0

1 1

1 2

y y
F x F x

f y c e c e

 


   (5.205) 

Θ ςχζςθ (5.203) είναι μια διαφορικι εξίςωςθ 4θσ τάξθσ ωσ προσ  g x , και αν κεωριςουμε ότι 

μια λφςθ τθσ κα είναι τθσ μορφισ    b y x
g x e τότε κα είναι  

         
*

2 4 2 2
0 0 2 0F x b y F x b y

G

 
     

 
 (5.206) 

Από τθν οποία προκφπτει ότι  

  

     

 

2
*

0 0 0

2 2 2

1,2

0

1 1 6 4

2

F x F x F x

G
b y

F x

   
        

  
   (5.207) 

  

     

 

2
*

0 0 0

2 2 2

3,4

0

1 1 6 4

2

F x F x F x

G
b y

F x

   
        

  
   (5.208) 

Άρα θ ςυνάρτθςθ  g x κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

          1 2 3 4

3 4 5 6

b y x b y x b y x b y x
g x c e c e c e c e     (5.209) 

 

5.5.4. Η οριηόντια ςυνιςτϊςα τθσ μετατόπιςθσ είναι  u f y και θ κατακόρυφθ εί-

ναι μθδζν 

 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ οι μακθματικζσ ςχζςεισ που κα περιγράφουν το πεδίο των μετατοπί-

ςεων κα είναι 

      ,   0u f y v   (5.210) 

Οι ορκζσ παραμορφϊςεισ κα είναι 

 
   

0   ,    0xx xx yy yy

u v

x y
   

 
     
 

 (5.211) 

Οι διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ κα είναι 

 
  

xy xy

f yu v

y x y
 

 
   
  

 (5.212) 

 
  1 1

2 2
z z

f yv u

x y y
 

   
    

   
 (5.213) 
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Οι ορκζσ τάςεισ κα είναι 

 
 

* *2 0xx xx xxG e        (5.214) 

 
 

* *2 0yy yy yyG e        (5.215) 

Οι τάςεισ διπόλου κα είναι 

 
   

4 4 0z
zx zx zx zxB B

x


   


    


 (5.216) 

 
   2 2   

2 2

1
4 4 4 2

2
z

zy zy zx zy

f y f y
B B B B

y y y


   

   
       

    

 (5.217) 

Οι διατμθτικζσ τάςεισ κα είναι 

 
       3 3   

3 3

1 1
2

2 2

zyzx
xy xy xy

f y f y f y f yu v
G G B G B

y x x y y yy y


  

        
             

            

 (5.218) 

 
       3 3   

3 3

1 1
2

2 2

zyzx
yx yx yx

f y f y f y f yu v
G G B G B

y x x y y yy y


  

        
             

            

  

  (5.219) 

Από τισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ κα είναι 

 
   

 
2 4     

1 22 4
0 0

y y
yxxx

f y f y
G B f y c e c e

x y y y

   
        

   
 (5.220) 

 
 

0 0 0 0
yy xy

y x

  
    

 
 (5.221) 

Συνεπϊσ το πεδίο των μετατοπίςεων κα δίνεται από τισ ςχζςεισ 

 1 2    ,    0
y y

u c e c e v


    (5.222) 

  Συνοριακζσ ςυνκικεσ 

 
   

0 0
1 2 1 20

0 0 0
y

u c e c e c c

        (5.223) 

 
     

0
0 1 2 0 1 1 0 1

a a a a

a ay a

u
u u c e c e u c e c e u c

e e

 




        



 (5.224) 

 0 0
1 2   ,   

a a a a

u u
c c

e e e e
 


 

 

 (5.225) 

Οπότε τελικά προκφπτει ότι  

 0    ,    0
y y

a a

u
u e e v

e e





 
    

 

 (5.226) 
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Μζχρι τϊρα τα πεδία των παραμορφϊςεων που χρθςιμοποιικθκαν αφοροφςαν τθν περί-

πτωςθ του τεντϊματοσ (stretching). Σε όλεσ αυτζσ τισ περιπτϊςεισ, εκτόσ τθσ κακαρισ διά-

τμθςθσ, αποδείχκθκε ότι θ λφςθ του προβλιματοσ ανάγεται ςε αυτι τθσ κλαςικισ κεωρίασ. 

Στα επόμενα κα εξεταςτεί και θ περίπτωςθ όπου το πεδίο των μετατοπίςεων κα περιγράφει 

τθν καμπτικι φόρτιςθ του ςϊματοσ. 

 

5.5.5. Η οριηόντια ςυνιςτϊςα τθσ μετατόπιςθσ είναι   u yf x  και θ κατακόρυφθ 

είναι    g x h y   

 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ οι μακθματικζσ ςχζςεισ που κα περιγράφουν το πεδίο των μετατοπί-

ςεων κα ζχουν τθν μορφι 

         ,   u yf x g x h y   (5.227) 

Οι ορκζσ παραμορφϊςεισ κα είναι 

 
 

 
    

   ,   xx xx yy yy

f x h yu v
y g x

x x y y
   

  
     
   

 (5.228) 

Οι διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ κα είναι 

    
  

xy xy

g xu v
f x h y

y x x
 

 
    
  

 (5.229) 

  
 

 
1 1

2 2
z

g xv u
h y f x

x y x


   
     

     
 (5.230) 

Οι ορκζσ τάςεισ κα είναι 

 
   

 
  

* * *2 2xx xx xx

f x f x h y
G e Gy y g x

x x y
    

   
      

   
 

  
 

 
  

* *2xx

f x h y
G y g x

x y
  

 
   

 
 (5.231) 

  
   

 
  

* * *2 2yy yy yy

h y f x h y
G e Gg x y g x

y x y
    

   
      

   
 

    
    

* *2yy

h y f x
G g x y

y x
  

 
   

 
 (5.232) 

Οι τάςεισ διπόλου κα είναι 

  
   2   

2
4 4 2z

zx zx zx zx

g x f x
B B B h y

x xx


   

  
      

   

 (5.233) 

 
    

4 4 2z
zy zy zy

h y g x
B B B

x y x


  

 
   

  
 (5.234) 
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Οι διατμθτικζσ τάςεισ κα είναι 
 

   
   

 
     3 2 2

3 2 2

1

2

zyzx
xy

g x g x f x h y g xu
G G f x h y B h y

y x x y x xx x y




          
                             

 (5.235) 

 

   
   

 
     3 2 2

3 2 2

1

2

zyzx
yx

g x g x f x h y g xu
G G f x h y B h y

y x x y x xx x y




          
                             

 (5.236) 

Αντικακιςτϊντασ όλεσ τισ παραπάνω ποςότθτεσ ςτισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ κα είναι 

  

  
 

 
           2 3 3

* *

2 3 3
0 2 0  

yxxx
f x h y g x h y g x h y g x

G y G B
x y y x y xx x y


 

        
         

         

 (5.237) 

 

   
       

   
   2 2 2 4 3

* *

2 2 2 4 3
0 2 0

yy xy g x h y g x g x f x f x
G g x B G B h y G B

y x xx y x x x

 
 

          
             

            

 (5.238) 

Θ εξίςωςθ (5.238) είναι τθσ γενικισ μορφισ  

  
 

     
2

2
0 

h y
A x B x h y C x

y


  


 (5.239) 

όπου   

      
 2

*

2
2

g x
A x G g x B

x



  


 (5.240) 

  
   2 4

2 4

g x g x
B x G B

x x

 
 

 
 (5.241) 

    
   3

*

3

f x f x
C x G B

x x


 
  

 
 (5.242) 

Εάν κεωριςουμε ότι θ λφςθ τθσ ομογενοφσ διαφορικισ εξίςωςθσ (5.239)είναι τθσ μορφισ 

  0C x  ,   kyh y e  τότε με αντικατάςταςθ ςτθν (5.239) κα είναι 

           
 

 

   
2 2 2 20 0 0

k
ky ky ky

B x
A x k e B x e e A x k B x A x k B x k

A x



              (5.243) 

Μια μερικι λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ (5.239) είναι θ  

  
 

 

C x
h y

B x
   (5.244) 
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επειδι όμωσ οι παράμετροι ,C B είναι μόνο ςυναρτιςεισ του x , οφείλουν να είναι και ανάλο-

γεσ, δθλ. 

                  ,    C x mB x m R   (5.245) 

Από τισ ςχζςεισ (5.244),(5.245) προκφπτει ότι  

  h y m   (5.246) 

Για να ιςχφει θ ςχζςθ (5.237), λαμβάνοντασ υπόψθ και τθν (5.239), κα πρζπει αναγκαςτικά ο 

πολυωνυμικόσ όροσ του y να μθδενίηεται διότι ςε καμία περίπτωςθ δεν μπορεί να εξιςωκεί 

με τουσ υπόλοιπουσ όρουσ τθσ ςχζςθσ. Υποχρεωτικά κα πρζπει να ιςχφει  

  
   

 
*2 22 0  

*
1 22 2

2 0 0
Gf x f x

G f x c x c
x x




  

      
 

 (5.247) 

Από τθν (5.242) μζςω τθσ (5.247)κα είναι 

    
   

   
 

   
3    

* * *
13

f x f x f x
C x G B C x G C x G c

x xx
  

  
        

 
 (5.248) 

Θ αντικατάςταςθ τθσ τελευταίασ ςτθν ςχζςθ (5.245) κα δϊςει 

  
   *

3

GC x
B x c

m m

 
    (5.249) 

Ο ςυνδυαςμόσ των ςχζςεων (5.241),(5.249) κα δϊςει 

 
   2 4

32 4

g x g x
G B c

x x

 
 

 
 (5.250) 

Θ αντίςτοιχθ ομογενισ τθσ τελευταίασ κα είναι 

 
   2 4

2 4
0

g x g x
G B

x x

 
 

 
 (5.251) 

Εάν   zxg x e , τότε        2 3 4,  ,  , zx zx zx zxg x ze g x z e g x z e g x z e        

 
     

2 4 2 4 2 20 0 1 0 0, zx zxB B B G
z e z e z z z z z z

G G G B

 
            

 
 (5.252) 

Είναι γνωςτό όμωσ ότι 

 
   

2

2

1 1B G G

G B B
       (5.253) 

Συνεπϊσ θ γενικι λφςθ τθσ (5.251) κα είναι τθσ μορφισ 
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   6 74 5

x x
homg x c e c c x ce



     (5.254) 

Απομζνει να προςδιοριςτεί και μια ειδικι λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ (5.250). Θ διαφορι-

κι μπορεί να γραφεί και ωσ εξισ 

  
 2

32

q xB
q x c

G x


 


 (5.255) 

όπου 

  
 2

2

g x
q x

x





 (5.256) 

Από τθν (5.255) προκφπτει ότι 

   0q x   (5.257) 

H οποία όταν αντικαταςτακεί ςτθν (5.256) κα δϊςει 

 
 

 
2  

2
6 7 82

1
0

2
sp

g x
g x c x c x c

x


    


 (5.258) 

Συνεπϊσ, θ γενικι λφςθ τθσ εξίςωςθσ (5.250) προκφπτει από το άκροιςμα τθσ γενικισ λφςθσ 

τθσ ομογενοφσ (5.254), και τθσ ειδικισ λφςθσ (5.258)  

   2
4 5 6 7 8

1

2

x x

g x c e c e c x c x c


      (5.259) 

Από (5.246),(5.249) κα είναι 

    *1

3

c
h y G

c
    (5.260) 

Ενϊ από τθν ςχζςθ (5.247) είναι γνωςτό ότι 

   1 2f x c x c   (5.261) 

Το πεδίο των μετατοπίςεων καταλιγει να είναι 

    * 21
1 2 4 5 6 7 8

3

1
   ,   

2

x xc
u y c x c v G c e c e c x c x c

c


 
          

 
 (5.262) 

Συνεπϊσ για όλα τα εντατικά μεγζκθ κα είναι 

  
 

 
 

 
 

* * *
12 2xx xx

f x h y
G y g x G c y

x y
    

 
     

 
 (5.263) 

    
     

* * *
12yy yy

h y f x
G g x y c y

y x
    

 
    

 
 (5.264) 

    
   

 
     3 2 2

3 2 2xy

g x g x f x h y g x
G f x h y B h y

x xx x y


      
              
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    
 

* *5 51 4 1 4
1 2 6 7 3 3

3 3

x x x x

xy

c cc c c c
G c x c G e e c x c B G e e

c c
  

     
                 

     

 (5.265) 

 

    
   

 
     3 2 2

3 2 2yx

g x g x f x h y g x
G f x h y B h y

x xx x y


      
              

 

   
 

* *5 51 4 1 4
1 2 6 7 3 3

3 3

x x x x

yx

c cc c c c
G c x c G e e c x c B G e e

c c
  

     
                 

     

  (5.266) 

  
   

 
2  

*1 4 4
6 12 2 2

3

2 2
x x

zx zx

g x f x c c c
B h y B G e e c c

x cx
  

      
                   

 (5.267) 

 
     

2 0zy zy

h y g x
B

y x
 

 
  

 
 (5.268) 

 

Συνοριακζσ ςυνκικεσ 
 
Οι ορκζσ τάςεισ xx  για οποιαδιποτε τιμι τθσ μεταβλθτισ   κα είναι μθδενικζσ, δθλ 

 0  ,  xx y R     (5.269) 

αυτό μπορεί να ςυμβαίνει μόνο ςτθν περίπτωςθ όπου  1 0c  άρα και 0yy  . Επιπροςκζτωσ 

κα ιςχφει 

 2xy yxGc    (5.270) 

 0   ,    0zx zy    (5.271) 

Συνεπϊσ το ςυγκεκριμζνο πεδίο των μετατοπίςεων υποδεικνφει κλαςςικι διάτμθςθ. 
 

5.6. Η κυψελωτι διατομι 

 

     Παρατθρϊντασ μακροςκοπικά μια κυψελωτι διατομι με ορκογωνικό πλζγμα και μια υφα-

ςμάτινθ καταςκευι με τθν απλι ςταυρωτι πλζξθ διαπιςτϊνει κανείσ μεγάλεσ ομοιότθτεσ, 

Σχ.5.8. Οι κυψελοειδισ διατομζσ ζχουν ευρφτατθ εφαρμογι ςε πολλζσ τεχνολογικζσ κατα-

ςκευζσ ειδικά ςε κζματα απορρόφθςθσ ενζργειασ κατά τθν κροφςθ, τθν κερμικι ςτεγανοποί-

θςθ, κ.α. Όπωσ φαίνεται και από το ςχιμα οι κυψελοειδισ διατομι με ορκογωνικό πλζγμα 

αποτελείται από επαναλαμβανόμενα τετράγωνα ςε όλθ τθσ τθν ζκταςθ. Θ κάκε πλευρά του 

μοναδιαίου κελιοφ αποτελείται από ευκφγραμμεσ λεπτζσ δοκοφσ οι οποίεσ τζμνονται ςτισ 

άκρεσ τουσ. Τα ςθμεία τομισ των ελαςτικϊν δοκϊν κα καλοφνται εφεξισ κόμβοι του υφάςμα-

τοσ. Στθν κλαςςικι περίπτωςθ των κυψελωτϊν διατομϊν κεωρείται ότι ο κόμβοσ είναι άκα-

μπτοσ υπό τθν ζννοια ότι οι ελαςτικζσ δοκοί που ςυντρζχουν ςε αυτόν δεν κα ολιςκαίνουν 

και δεν ςυςτρζφονται θ μια ωσ προσ τθν άλλθ. Αυτό ςθμαίνει ότι οι ελαςτικζσ δοκοί κατά τθν 

παραμόρφωςθ τθσ διατομισ κα ςυνεχίςουν να τζμνονται ςτο ίδιο ακριβϊσ ςθμείο που τε-

μνόντουςαν και πριν τθν παραμόρφωςθ. Αυτι θ ςυνκικθ εξαςφαλίηεται μθχανικά κολλϊντασ 

τισ δοκοφσ μεταξφ τουσ, π.χ. με τθν χριςθ ειδικισ κόλλασ. Στα υφάςματα αυτοφ του είδουσ θ 
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ςυγκόλλθςθ των δοκϊν ςτα ςθμεία τομισ τουσ επιτυγχάνεται μζςα από ςυγκεκριμζνεσ μθχα-

νικζσ διεργαςίεσ όπωσ είναι το ςιδζρωμα υπό πίεςθ, θ χριςθ διαφόρων πρόςκετων χθμικϊν 

ουςιϊν, π.χ. λουλάκι ι Meritto. Θ εξαςφάλιςθ τθσ ςυνεχοφσ επαφισ των νθμάτων πρζπει να 

εκφράηεται και με μια μακθματικι ςχζςθ, με άλλα λόγια με ζνα κριτιριο «αςτοχίασ» του 

κόμβου. 

     Στθν περιοχι του κόμβου όπου τα νιματα κεωροφνται κολλθμζνα μεταξφ τουσ αναπτφς-

ςονται κάποιεσ τάςεισ οι οποίεσ εξαςφαλίηουν αυτι τθ ςυνεχι επαφι. Οι τάςεισ αυτζσ ςε το-

πικό επίπεδο, παρουςιάηουν μια απροςδιοριςτία (singularity), και κεωρθτικά γίνονται άπει-

ρεσ. Αυτό ςθμαίνει ότι τοπικά ςτθν περιοχι μπορεί να οριςτεί ζνασ ςυντελεςτισ ζνταςθσ των 

τάςεων (Stress Intensity Factor, SIF) ο οποίοσ ουςιαςτικά εκφράηει τον τρόπο με τον οποίο 

οι τάςεισ μεταβάλλονται ωσ τθν κεωρθτικά άπειρθ τιμι τουσ. Συνεπϊσ, αυτόσ ο ςυντελεςτισ 

μπορεί να αποτελζςει το κριτιριο για τθν αςτοχία τθσ ακαμψίασ του κόμβου. 

     Τα νιματα αρχικά τζμνονται κάκετα μεταξφ τουσ. Τα διατμθτικά φορτία που εφαρμόηονται 

εξωτερικά οδθγοφν, από τθν μια, ςτθν ςχετικι ςτροφι μεταξφ των νθμάτων ϊςτε θ μεταξφ 

τουσ γωνία να πάψει να είναι ορκι, και από τθν άλλθ, ςτθν ςχετικι ολίςκθςθ μεταξφ των νθ-

μάτων ϊςτε το αρχικό ςθμείο επαφισ των νθμάτων να αλλάηει, Σχ.5.8. Και ςτισ δφο περιπτϊ-

ςεισ τα διατμθτικά φορτία προςπακοφν να λφςουν τθν ακαμψία του κόμβου ενϊ ο κόμβοσ 

αντιςτζκεται ςε αυτι τθ δράςθ μζςω των τάςεων επαφισ μεταξφ των νθμάτων. Είναι φανερό 

ότι απαιτείται θ διατφπωςθ ενόσ κριτθρίου που κα περιγράφει τθν κατάςταςθ ςτθν οποία κα 

βρίςκεται ο κόμβοσ ςε κάκε περίπτωςθ. Είναι γνωςτό από τθν κεωρία τθσ μθχανικισ των ε-

παφϊν ότι οι διατμθτικζσ τάςεισ που αναπτφςςονται μεταξφ δφο νθμάτων τα οποία τζμνονται 

κάκετα και δεν αναπτφςςεται τριβι μεταξφ τουσ κα δίνονται από τθν ςχζςθ  

 
2 2

xy

Q

a a x






 (5.272) 

όπου a είναι θ ακτίνα τθσ κυκλικισ επιφάνειασ επαφισ των νθμάτων και Q  είναι θ δφναμθ 

από το αντιςυμμετρικό μζροσ των εξωτερικά επιβαλλόμενων διατμθτικϊν τάςεων. Οι αςκοφ-

μενεσ διατμθτικζσ τάςεισ πζραν τθσ ολίςκθςθσ κα προςπακιςουν να ςτρζψουν τα νιματα 

μεταξφ τουσ. Ο Mindlin (1949) ζδειξε ότι ςτθν περίπτωςθ όπου ςε δυο ςϊματα, τα οποία δεν 

ολιςκαίνουν το ζνα ςε ςχζςθ με το άλλο, αςκείται μια ςτρεπτικι ροπι zM , οι διατμθτικζσ τά-

ςεισ κα δίνονται από τθν ςχζςθ 

 
2 22

3

4

z
xy

M

a a x






 (5.273) 

Θ απροςδιοριςτία των τάςεων που εμφανίηεται μεταξφ των νθμάτων παρουςιάηει μια αναλο-

γία  όςον αφορά τθν κατανομι των τάςεων, με το πρόβλθμα τθσ διςκοειδοφσ ρωγμισ ςε μια 

θμιάπειρθ πλάκα θ οποία υπόκειται ςε εφαπτομενικι φόρτιςθ (Mode II) και ςε μια ςτρεπτικι 

καταπόνθςθ (Mode III) (crack analogue),(Giannakopoulos et.al. 1998).  Παραμόρφωςθ τφ-

που I δεν εμφανίηεται διότι μεταξφ των νθμάτων δεν υπάρχουν γωνίεσ όπου κα μποροφςε να 

αναπτυχκεί μια απροςδιοριςτία ςτισ τάςεισ και επιπλζον μεταξφ των νθμάτων κεωρείται ότι 

δεν υπάρχει καμία ςυγκόλλθςθ που να προλαμβάνει τθν απομάκρυνςι τουσ κατά τθν κατα-

κόρυφθ ζννοια (adhesion). Θ ρωγμι κεωρείται εξωτερικι γφρω από κφκλο ακτίνασ a , όςθ 

και θ ακτίνα τθσ κυκλικισ επιφάνειασ επαφισ.  
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     Λόγω των διατμθτικϊν τάςεων τθσ ςχζςθσ (5.272) κα εμφανίηεται ζνασ ςυντελεςτισ ζντα-

ςθσ των τάςεων,    . Παίρνοντασ το όριο αυτισ τθσ ςχζςθσ κα είναι  

 
 

lim
2

xy
x a

Q

a a a x






 (5.274) 

Είναι γνωςτό από τθν μθχανικι των κραφςεων ότι ο ςυντελεςτισ ζνταςθσ των τάςεων δίνεται 

από τθν ςχζςθ 

 
 

lim
2

II
xy

x a

K

a x






 (5.275) 

Από τθν ςφγκριςθ των τελευταίων ςχζςεων προκφπτει 

 
   

 

2 2

II
II

KQ Q
K

a aa a a x a x  
  

 
 (5.276) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ 5.8. Αρχικά τα νιματα τζμνονται κάκετα μεταξφ τουσ και θ επιφάνεια επαφισ τουσ είναι κυκλικι με ακτίνα . 

τα νιματα ολιςκαίνουν το ζνα ωσ προσ το άλλο και ςτισ δφο κατευκφνςεισ  (Mode II)  τα νιματα ςτρζ-

φονται το ζνα ςε ςχζςθ με το άλλο  κατά γωνία  (Mode III). 
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Λόγω των διατμθτικϊν τάςεων τθσ ςχζςθσ (5.273) κα εμφανίηεται ζνασ ςυντελεςτισ ζνταςθσ 

των τάςεων,     . Παίρνοντασ το όριο αυτισ τθσ ςχζςθσ κα είναι 

 
 2

3
lim

4 2

z
xy

x a

M

a a a x






 (5.277) 

Είναι γνωςτό από τθν μθχανικι των κραφςεων ότι ο ςυντελεςτισ ζνταςθσ των τάςεων για τθν 

περίπτωςθ τθσ παραμόρφωςθσ τφπου III(Mode III) κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 
 

lim
2

III
xy

x a

K

a x






 (5.278) 

Από τθν ςφγκριςθ των δφο τελευταίων ςχζςεων προκφπτει ότι 

 
    22

3 3

44 2 2

z III zM K M

a aa a a x a x
K

 
  

 
 (5.279) 

Ο κόμβοσ υπόκειται ςε μια μεικτοφ τφπου καταπόνθςθ, Mode II & Mode III, με αποτζλεςμα θ 

ενζργεια που απελευκερϊνεται (energy release rate) κατά τθν παραμόρφωςθ να δίνεται 

από τθν ςχζςθ 

 
  22 1

  IIIII
v KK

E E


 


 (5.280) 

όπου v ο λόγοσ του Poisson, E το μζτρο ελαςτικότθτασ του νιματοσ και E  το τροποποιθμζνο 

μζτρο ελαςτικότθτασ για τθν περίπτωςθ τθσ επίπεδθσ παραμόρφωςθσ το οποίο ςυνδζεται με 

το μζτρο ελαςτικότθτασ E μζςω τθσ ςχζςθσ  

 
2

  
1

E
E





  (5.281) 

Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων (5.276),,(5.279),(5.280),(5.281) προκφπτει 

 
   

2

5

2 2

3

1 9 1

16

z
Q M

E a E a

 

 

 
   (5.282) 

Θ επαφι παραμζνει ςαν πλιρθσ ςφνδεςμοσ αν 0 , όπου 0 είναι θ κρίςιμθ ενζργεια απε-

λευκζρωςθσ τθσ ςυγκολλθτικισ ουςίασ μεταξφ των νθμάτων. 

     Με τθν ίδια ακριβϊσ ςυλλογιςτικι θ μικροδομι του υφάςματοσ μοντελοποιείται ςαν ζνα 

ορκογωνικό πλζγμα το οποίο αποτελείται από ελαςτικζσ δοκοφσ κυκλικισ διατομισ. Κεωρεί-

ται ζνα μοναδιαίο κελί αναφοράσ το οποίο αποτελεί και τον αντιπροςωπευτικό όγκο ελζγχου 

του υφάςματοσ. Όπωσ φαίνεται και από το Σχ.5.9 ςτο κεντρικό ςθμείο του κελιοφ ςυντρζχουν 

τζςςερισ δοκοί. Βζβαια, κα πρζπει να τονιςτεί ότι ςε αυτοφ του είδουσ τθν μοντελοποίθςθ 

δεν αντικατοπτρίηονται όλοι οι μθχανιςμοί παραμόρφωςθσ των υφαςμάτων. Οι κυριότερεσ 

μορφζσ παραμόρφωςθσ που περιγράφονται από αυτό το μοντζλο είναι θ κάμψθ, κεωρϊντασ 

ότι τα νιματα επιδεικνφουν μια καμπτικι ακαμψία (όπωσ π.χ. νιματα από Kevlar), και θ αξο-
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νικι παραμόρφωςθ. Και τα δφο είδθ παραμόρφωςθσ λαμβάνουν χϊρα εντόσ του επιπζδου 

του υφάςματοσ γεγονόσ που καταδεικνφει ότι το φφαςμα αντιμετωπίηεται μακροςκοπικά ςαν 

μια ελαςτικι μεμβράνθ. Επιπλζον όλεσ αυτζσ οι παραμορφϊςεισ κεωροφνται πολφ μικρζσ και 

πλιρωσ ελαςτικζσ. Αρχικά, θ διάτμθςθ των δοκϊν δεν λαμβάνεται υπόψθ ςτθν ανάλυςθ λόγω 

του μικροφ πάχουσ τουσ και κεωροφνται δοκοί τφπου Euler - Bernoulli. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κεωρϊντασ ότι θ καμπτικι και θ εφελκυςτικι ακαμψία είναι , ,C D  αντίςτοιχα τότε κα είναι  

 2C EA E R   (5.283) 

 41

2
D EI E R   (5.284) 

όπου E το μζτρο ελαςτικότθτασ του υλικοφ του υφαδιοφ, A το εμβαδό τθσ κυκλικισ του δια-

τομισ και R  θ ακτίνα τθσ κυκλικισ διατομισ. Αντίςτοιχα μεγζκθ μποροφν να βρεκοφν και για 

νιματα με διαφορετικό τφπο διατομισ. 

 

 

 

 

 

Σχ 5.9. Θ μικροδομι τθσ υφαςμάτινθσ καταςκευισ θ οποία μοντελοποιείται με μια κυψελωτι δια-
τομι. 
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     Θ ςυνολικι ςτροφι που υφίςταται ο κόμβοσ αποτελείται από τθν μακροςκοπικι ςτροφι   

που ςχετίηεται με τθν ςτροφι του τοιχϊματοσ του μοναδιαίου κελιοφ και από τθν μικροςκο-

πικι ςτροφι   που ςχετίηεται με τθν τοπικι ςτροφι του κόμβου. Εάν χρθςιμοποιείται θ κεω-

ρία των τάςεων διπόλου ι περιοριςμζνθ κεωρία Cosserat, και κατά ςυνζπεια θ μικροςτροφι 

δεν είναι ανεξάρτθτθ ποςότθτα αλλά είναι το αντιςυμμετρικό μζροσ τθσ βακμίδασ τθσ παρα-

μόρφωςθσ όπωσ δίνεται από τθν ςχζςθ (5.20). Στθν μικροπολικι κεωρία θ μικροςτροφι κα 

ιταν μια νζα ανεξάρτθτθ μεταβλθτι  και κα αντιςτοιχοφςε ςε επιπλζον βακμό ελευκερίασ. 

(θ κεωρία των τάςεων διπόλου είναι κεωρία ανϊτερθσ βακμίδασ και όχι ανϊτερθσ τάξθσ που 

είναι θ μικροπολικι κεωρία.) 

 

Σχ 5.10. Τα νιματα  πριν τθν παραμόρφωςθ τζμνονται κάκετα μεταξφ τουσ  μετά τθν παρα-

μόρφωςθ καμπυλϊνονται αλλά διατθροφν τθν μεταξφ τουσ ορκι γωνία. 
 

Σχ 5.11. Το κάκε ςτζλεχοσ του μοναδιαίου κελιοφ υφίςταται δφο ειδϊν ςτροφζσ, μια μακροςκοπικι 
και μια μικροςκοπικι . 
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     Στθν διδιάςτατθ κεωρία των διπολικϊν τάςεων κάκε υλικό ςθμείο του ςϊματοσ φζρει 

τρεισ βακμοφσ ελευκερίασ, δφο μεταφορικοφσ, τισ μετατοπίςεισ 1 2,u u , και μια ςτροφι . Το 

γενικευμζνο διάνυςμα των παραμορφϊςεων ςε καρτεςιανό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων 

   1 2 3, , , ,x x x x y z ςτο επίπεδο  1 2,x x  κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

  

1,111

2,222

2,112

1,221

,113

,223

u

u

u

u














  
  
  
      

    
   

   
   
      

                                                      (5.285) 

Στθν κεωρία των τάςεων διπόλου ,1 3,1   και ,2 3,2  . Αυτό ςθμαίνει ότι θ ςτροφι  δεν 

είναι μια ανεξάρτθτθ ςτροφι, όπωσ κεωρεί θ μικροπολικι κεωρία, αλλά μια ςτροφι που ςχε-

τίηεται με το αντιςυμμετρικό μζροσ του τανυςτι των ςτροφϊν , όπωσ κεωρεί θ κεωρία των 

τάςεων διπόλου και κα ιςχφει ότι 3  . Το γενικευμζνο διάνυςμα των τάςεων που αντιςτοι-

χεί ςε αυτζσ τισ παραμορφϊςεισ κα είναι 

    11 22 12 21 13 23      


  (5.286) 

Θ πυκνότθτα τθσ ενζργειασ παραμόρφωςθσ W κα είναι μια ςυνάρτθςθ των τροπϊν, 

11 22 12 21, , ,     και των καμπυλοτιτων 13 23,   

Σχ 5.12. Θ απαραμόρφωτθ και θ παραμορφωμζνθ γεωμετρία του υφαδιοφ του υφάςματοσ.. 
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  11 22 12 21 13 23, , , , ,W W        (5.287) 

  Ι ιςοδφναμα μια ςυνάρτθςθ των βακμίδων τθσ μετατόπιςθσ 1,1 2,2 2,1 1,2, , ,u u u u  τθσ ςτροφισ 

και των βακμίδων τθσ ςτροφισ ,1 ,2,   

  1,1 2,2 2,1 1,2 ,1 ,2, , , , , ,W W u u u u     (5.288) 

Οι τάςεισ και οι διπολικζσ τάςεισ προκφπτουν από τθν πυκνότθτα τθσ ελαςτικισ ενζργειασ 

ςφμφωνα με τισ ςχζςεισ 

 11 22

11 1,1 22 2,2

   ,   
W W W W

u u
 

 

   
   
   

 (5.289) 

 
   12 21

12 212,1 1,2

   ,   
W W W W

u u
 

  

   
   
    

 (5.290) 

 13 23

13 ,1 23 ,2

   ,   
W W W W

 
   

   
   
   

 (5.291) 

Το ερϊτθμα που πρζπει να απαντθκεί ςτθν ςυνζχεια ζχει να κάνει με τθν πυκνότθτα τθσ ελα-

ςτικισ ενζργειασ του υφάςματοσ κακϊσ όπωσ φαίνεται από τα παραπάνω από αυτιν μπο-

ροφν να προκφψουν όλεσ οι επικυμθτζσ τάςεισ. Από το γενικευμζνο ςυνεχζσ κα πρζπει να 

εξαχκεί μια προςεγγιςτικι ςυνάρτθςθ που να δίνει τθν πυκνότθτα τθσ ελαςτικισ ενζργειασ 

του υφάςματοσ.      

     Ζςτω ότι ζνα ευκφγραμμο τμιμα IJ αναπαριςτά το υφάδι το οποίο αποτελεί τθν μια πλευ-

ρά του μοναδιαίου όγκου αναφοράσ. Οι κόμβοι ,I J του φαδιοφ φζρουν τρεισ βακμοφσ ελευ-

κερίασ, δφο μετατοπίςεισ και μια ςτροφι. Αρχικά, το υφάδι κεωρείται ότι είναι επικλινζσ ωσ 

προσ το κακολικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων 1 2Ox x κατά γωνία , Σχ.12. Μετά τθν παραμόρ-

φωςθ οι κόμβοι του υφαδιοφ είναι ,i j διότι ο κάκε κόμβοσ ζχει υποςτεί μια μετατόπιςθ 

,I Ju u  και μια ςτροφι ,I J  , αντίςτοιχα. Επιπλζον, ορίηεται ζνα ορκογϊνιο ηεφγοσ μονα-

διαίων διανυςμάτων ,n t  κάκετα και εφαπτομενικά ςτθν διεφκυνςθ του ευκφγραμμου απα-

ραμόρφωτου υφαδιοφ, αντίςτοιχα. Οι μετατοπίςεισ και θ μικροςτροφι των κόμβων τθσ κάκε 

δοκοφ μποροφν να υπολογιςτοφν προςεγγιςτικά ςε ςυνάρτθςθ με τισ κινθματικζσ μεταβλθτζσ 

τθσ αρχισ O  μζςω του αναπτφγματοσ Taylor. Θ αρχι O  δεν είναι απαραίτθτο να ςυμπίπτει 

με κάποιον από τουσ κόμβουσ τθσ δοκοφ, Σχ.12. Συνεπϊσ για τισ μετατοπίςεισ κα είναι 

 
2 2

22
I OI

OI

OI OI

L
L

t t

 
   

 
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u u  (5.292) 
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 
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 (5.293) 
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OJJ
OJ

OJ OJ

L
L
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 
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   

 
 (5.295) 
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όπου ,  OI OJL L  είναι οι αποςτάςεισ των κόμβων   ,I J από τθν αρχι των αξόνων O και 

/ , /OI OJt t     είναι οι παράγωγοι κατά ,OI OJ , αντίςτοιχα, Σχ.12. Θ ορκι, nu  και θ εφαπτο-

μενικι, tu ςυνιςτϊςα τθσ μετατόπιςθσ ςε κάκε κόμβο κα είναι 

    ,   I I I I
n tu u   n u t u  (5.296) 

    ,     J J J J
n tu u   n u t u  (5.297) 

     Θ ελαςτικι ενζργεια του πλζγματοσ των υφαδιϊν κα δίνεται από το αλγεβρικό άκροιςμα 

των επιμζρουσ υφαδιϊν που το αποτελοφν. Για το ζνα υφάδι θ ελαςτικι ενζργεια κα δίνεται 

από τθν ςχζςθ 

 2 2

3

2 2

12 6 12 6
1 11 1
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1 12 2
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uD C
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  



  
        
                         
     

 (5.298) 

Στο δεξί μζροσ τθσ τελευταίασ ςχζςθσ ο πρϊτοσ όροσ αναφζρεται ςτθν κάμψθ του πλζγματοσ 

ενϊ ο δεφτεροσ αναφζρεται ςτον εφελκυςμό. Σφμφωνα με το Σχ.13 θ ελαςτικι ενζργεια του 

μοναδιαίου όγκου αναφοράσ w zy κα ιςοφται με το θμιάκροιςμα των ενεργειϊν των υφα-

διϊν , , ,OA OB OC OD , διθρθμζνο με το εμβαδό τθσ επιφάνειασ του όγκου αναφοράσ.  

  
1

2
OA OB OC OD

C

w W W W W
A

     (5.299) 

όπου , , ,OA OB OC ODW W W W είναι οι ελαςτικζσ ενζργειεσ των υφαδιϊν , , ,OA OB OC OD , αντί-

ςτοιχα, και cA  είναι θ επιφάνεια του μοναδιαίου όγκου αναφοράσ, δθλ. 

 1 2cA L L  (5.300) 

Λαμβάνεται το θμιάκροιςμα διότι το κάκε υφάδι ςυμβάλλει ςτθν ελαςτικι ενζργεια του κατά 

το μιςό μικοσ του. 

     Εάν ςυμβολίςουμε με u  τθν μετατόπιςθ και με   τθν μικροςτροφι του κόμβου O  τότε οι 

μετατοπίςεισ και οι μικροςτροφζσ των γειτονικϊν κόμβων , , ,A B C D  μποροφν να εκφραςτοφν 

ςε ςυνάρτθςθ με αυτζσ τισ μεταβλθτζσ ςφμφωνα με τισ ςχζςεισ 

 
2 2

2 2

2 2

1 1
,                 

2 2
L L L L

t tt t

 
  

   

  

   
     

  

u u
u u  (5.301) 

 
2 2

2 2

2 2

1 1
,                 

2 2
B B

OB OB OB

OB OBOB OB

L L L L
t tt t

 
 

   
     

  

u u
u u  (5.302) 

 
2 2

2 2

2 2

1 1
,                  

2 2
C C

OC OC OC OC

OC OCOC OC

L L L L
t tt t

 
 

   
     

  

u u
u u  (5.303) 

 
2 2

2 2

2 2

1 1
,                 

2 2
D D

OD OD OD OD

OD ODOD OD

L L L L
t tt t

 
 

   
     

  

u u
u u  (5.304) 
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Από τθν αντικατάςταςθ των ςχζςεων (5.292)-(5.295),(5.296),(5.297),(5.298),(5.301)-(5.304) 

ςτθν ςχζςθ  (5.299) προκφπτει τελικά μετά από αρκετι άλγεβρα (βλ. Παράρτθμα Α) 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 21 2 2 1
1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1
12 12 4 4  

2

u u u u
w E L E L k k k L k L

L L x x x x x x

 
 

                 
                     

                  

 (5.305) 

Θ τελευταία ςε ςυνδυαςμό με τισ ςχζςεισ (5.289),(5.291) κα δϊςει 

 1 1 1
11 11

2 1

1

2

1L L u

L L

E

x

E
 

 






 (5.306) 

 2 2 2
22 22

1 2

2

1

2L L u

L L

E

x

E
 

 






 (5.307) 

 1 1 2
12 12

1 2 1 2 1

12 12k k u

L L L L x
  

 
 


 


 (5.308) 

 2 2 1
21 21

1 2 1 2 2

12 12k k u

L L L L x
  

 
 


 


 (5.309) 

 1 1 1 1
13 13

2 2 1

4 4k L k L

L L x


 





  (5.310) 

 2 2 2 2
23 23

1 1 2

4 4k L k L

L L x


 





  (5.311) 

όπου i i i
i

i i

E A C
E

L L
   και i

i

i

D
k

L
 . 
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Κεφάλαιο 6  

Η μικροπολικι κεωρία ςε εφκαμπτουσ φορείσ 
 

6.1. Ειςαγωγι 

 

     Στθν περίπτωςθ των μθ ομογενϊν υλικϊν θ απόκριςθ ςε εξωτερικζσ φορτίςεισ εξαρτάται 

ςε μεγάλο βακμό από τισ παραμζτρουσ τθσ μικροδομισ. Μια από αυτζσ τισ παραμζτρουσ εί-

ναι το εςωτερικό μικοσ που ουςιαςτικά προςδίδει ςτο υλικό επιπρόςκετουσ βακμοφσ ελευ-

κερίασ λόγω τθσ μικροδομισ του. Αυτοφ του είδουσ τθν μθχανικι ςυμπεριφορά επιδεικνφουν 

κυρίωσ τα ςφνκετα υλικά, τα υφάςματα και γενικϊσ όλων των ειδϊν τα γεωυλικά.  

     Θ κεντρικι ιδζα για τθν ανάλυςθ αυτϊν των καταςκευϊν ςτθν παροφςα εργαςία ζγκειται 

ςτθν μοντελοποίθςθ τθσ μικροδομισ τουσ από ζνα δίκτυο ελαςτικϊν ςτοιχείων. Ουςιαςτικά, 

κατά τθν ανάλυςθ τθσ μθχανικισ ςυμπεριφοράσ υλικϊν τα οποία επιδεικνφουν επιδράςεισ 

τθσ μικροδομισ τουσ ακολουκείται θ τακτικι τθσ ομογενοποίθςθσ. Αυτό ςθμαίνει ότι το αρχι-

κό υλικό, το οποίο εν γζνει είναι ανομοιογενζσ, αντικακίςταται από ζνα ομογενζσ υλικό το 

οποίο φζρει επιπρόςκετουσ βακμοφσ ελευκερίασ ςτθν μικροδομι του. Από τισ πιο ςθμαντικζσ 

τακτικζσ ομογενοποίθςθσ του υλικοφ είναι θ μικροπολικι κεωρία (Cosserat theory) και οι κε-

ωρίεσ 2θσ τάξθσ. Σκοπόσ τθσ περαιτζρω ανάλυςθσ είναι θ διερεφνθςθ του τρόπου με τον οποίο 

μεταφζρονται οι τάςεισ που εφαρμόηονται μακροςκοπικά ςτθν μικροδομι του υλικοφ. Θ μθ-

χανικι ςυμπεριφορά του υλικοφ χαρακτθρίηεται από τισ μικροδυνάμεισ και τισ μικροροπζσ 

που αναπτφςςονται μεταξφ των ελαςτικϊν ςτοιχείων τισ μικροδομισ. Αυτό το δίκτυο των ε-

λαςτικϊν ςτοιχείων αναπαριςτά τθν μικροδομι του υλικοφ και ειςάγει ςτο μοντζλο μικροδο-

μικζσ διαςτάςεισ, όπωσ το μζγεκοσ τθσ πλευράσ του καννάβου των ςτοιχείων αυτϊν. Τα ελα-

ςτικά ςτοιχεία τθσ μικροδομισ φζρουν εςωτερικζσ καμπτικζσ ροπζσ και δυνάμεισ οι οποίεσ 

ςυνδζονται με τουσ εςωτερικοφσ βακμοφσ ελευκερίασ, όπωσ οι μικροςτροφζσ των ςθμείων 

διαςφνδεςθσ των ςτοιχείων (ςτθν περίπτωςι μασ, των κλειςτϊν υφαςμάτων). Αυτζσ οι εςω-

τερικζσ ςυςτροφζσ είναι ανεξάρτθτεσ από τισ μακροςκοπικζσ παραμορφϊςεισ τθσ κατα-

ςκευισ. 

 

6.2. Η κεωρία των τάςεων διπόλου ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ 

 

     Βάςθ τθσ κεϊρθςθσ τθσ μικροδομισ το ελαςτικό μζςο που περιλαμβάνει ανεξάρτθτεσ 

ςτροφζσ ςτο εςωτερικό του (οι οποίεσ ςυνδζονται με κάποιου είδουσ μικροροπζσ ςτα ςθμεία 

διαςφνδεςθσ) είναι πιο κατάλλθλο για να περιγράψει τθν μθχανικι ςυμπεριφορά μθ ομογε-

νϊν υλικϊν όπωσ οι υφαςμάτινεσ καταςκευζσ. Μια τζτοιου είδουσ προςζγγιςθ είναι γνωςτι 

ςτθ διεκνι βιβλιογραφία με διάφορα ονόματα όπωσ, μικροπολικι κεωρία, κεωρία Cosserat, 

αςφμμετρθ ελαςτικότθτα, μικρομορφικι κεωρία, κλπ. Θ μικροπολικι κεωρία περιλαμβάνει 

ζναν εςωτερικό βακμό ελευκερίασ που είναι θ μικροςτροφι θ οποία επιτρζπει τθν παρουςία 

μαηικϊν και επιφανειακϊν ηευγϊν τάςεων, δθλ. μικροροπζσ. Υπό αυτι τθν προςζγγιςθ οι κι-

νθματικι ςχζςθ των παραμορφϊςεων και των μετατοπίςεων κα είναι 
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 ,ij j i ijk ku     (6.1) 

όπου ijk είναι το ςφμβολο τθσ εναλλαγισ, iu είναι το διάνυςμα των μετατοπίςεων και i  είναι 

το διάνυςμα των μικροςτροφϊν. Αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ καινοφρια κινθματικι μεταβλθτι 

i  είναι ανεξάρτθτθ από το πεδίο των μετατοπίςεων γεγονόσ που ςθμαίνει ότι εν γζνει είναι 

διαφορετικι από διάνυςμα των μακροςκοπικϊν ςτροφϊν, δθλαδι 

 ,

1

2
i ijk k j iu     (6.2) 

Στθν περίπτωςθ που αυτόσ ο περιοριςμόσ κα πάψει να ιςχφει και κα υιοκετθκεί θ άποψθ ότι 

θ μικροςτροφι ςχετίηεται με τθν μακροςκοπικι ςτροφι θ ανάλυςθ ανταποκρίνεται ςε ζνα 

πιο απλό καταςτατικό μοντζλο (restricted couple stress theory). Τα ηεφγθ των μικροροπϊν 

που δθμιουργοφνται ςτθ μάηα και τθν επιφάνεια του υλικοφ διαφοροποιοφν τισ εξιςϊςεισ 

ιςορροπίασ από αυτζσ τθσ κλαςςικισ κεωρίασ και διαμορφϊνονται ωσ εξισ 

  , 0ji j iF           (6.3) 

   , 0ji j ijk jk im C                   (6.4) 

όπου ji είναι ο τανυςτισ των τάςεων, iF είναι οι μαηικζσ δυνάμεισ, jim είναι ο τανυςτισ των 

επιφανειακϊν μικροροπϊν (surface couple stress tensor), iC είναι ο τανυςτισ των μαηικϊν 

μικροροπϊν (body couple per unit volume). Αξίηει κανείσ να παρατθριςει ότι θ προςκικθ των 

μικροροπϊν, τόςο των επιφανειακϊν όςο και των μαηικϊν, διαταράςςει τθν ςυμμετρία του 

τανυςτι των τάςεων ji , με αποτζλεςμα να ιςχφει ji ij  . Oι καταςτατικζσ εξιςϊςεισ δια-

μορφϊνονται ωσ εξισ 

          ij kk ij ij ij                            (6.5) 

     , , ,ij k k ij i j j im                      (6.6) 

όπου , , , , ,      είναι ελαςτικζσ ςτακερζσ. Είναι φανερό ότι ςτθν περίπτωςθ όπου 

0        οι ςχζςεισ (6.5),(6.6) ανάγονται ςτισ κλαςςικζσ καταςτατικζσ εξιςϊςεισ τθσ 

ελαςτικότθτασ. Θ απαίτθςθ του κετικοφ οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ τθσ παραμορφωςιακισ ε-

νζργειασ του ςυςτιματοσ επιβάλλει για τισ ελαςτικζσ ςτακερζσ τουσ εξισ περιοριςμοφσ 

          0   ,      2 0   ,      2 3 0                                        (6.7) 

                 0   ,      ,     3 0                                        (6.8) 

Στθν περίπτωςθ ενόσ επίπεδου ςϊματοσ οι ςυνκικεσ ιςορροπίασ εκφραςμζνεσ ςε πολικζσ 

ςυντεταγμζνεσ  ,r   για ζνα ελαςτικά γραμμικό υλικό κα είναι 

   



 
   

 

1
0r rrrr

rF
r r r

                                    (6.9) 
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   


   



  
   

 

1
0r r r F

r r r
                                        (6.10) 


  




     

 

1
0zrz rz

r r z

mm m
C

r r r
                                         (6.11) 

όπου ,rF F είναι οι μαηικζσ δυνάμεισ κατά τθν ακτινικι και εφαπτομενικι διεφκυνςθ αντίςτοι-

χα, ενϊ zC είναι οι μικροπολικζσ τάςεισ ανά μονάδα όγκου του ςϊματοσ. Οι ςχζςεισ μεταξφ 

των παραμορφϊςεων και των μετατοπίςεων διαμορφϊνονται ωσ εξισ 

 r
rr

u

r






 (6.12) 

 
1

r

u
u

r





 
  

 
 (6.13) 


 


 


r z

u

r
               (6.14) 

  


 
   

 

1 r
r z

u
u

r
                      (6.15) 

Οι καταςτατικζσ εξιςϊςεισ ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ για ζνα γραμμικά ελαςτικό και ιςότροπο 

υλικό κα είναι 

            2rr rr rr                        (6.16) 

              2rr                         (6.17) 

         r r r              (6.18) 

         r r r              (6.19) 



 
 



 
 

 

1
   ,   z z

rz zm m
r r

                       (6.20) 

     Ζχει αναφερκεί ότι ςτα προβλιματα όπου το υλικό επιδεικνφει μθχανικι ςυμπεριφορά 

ςυναρτϊμενθ από τθ μικροδομι του είναι πιο αποτελεςματικό να υιοκετείται μια γενικευμζ-

νθ κεωρία ςυνεχοφσ μζςου, όπωσ είναι θ μικροπολικι κεωρία που αναλφεται ςτο παρόν κε-

φάλαιο. Σε περιπτϊςεισ όπου θ γενικευμζνθ κεωρία ςτθρίηεται ςτθν προςκικθ ενόσ επιπρό-

ςκετου βακμοφ ελευκερίασ, όπωσ θ μικροςτροφι, είναι πρόςφορο θ μικροδομι του υλικοφ 

να μοντελοποιείται ςαν ζνα ορκογωνικό τετραγωνικό πλζγμα, όπωσ φαίνεται ςτο Σχιμα 2.2. 

Κεωρείται ότι το τετραγωνικό πλζγμα αποτελείται από εφκαμπτεσ δοκοφσ (καλϊδια) τα οποία 

ςυνδζονται μεταξφ τουσ ςε κόμβουσ όπου επιτρζπεται μια επιπρόςκετθ μικροςκοπικι ςτρο-

φι. 
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     Μια λεπτομζρεια των εντατικϊν μεγεκϊν που αναπτφςςονται ςε ζνα ςτοιχειϊδεσ τμιμα 

του επίπεδου ςϊματοσ και του καλωδίου φαίνεται ςτα Σχ. 6.2,6.3. Ζνα ςθμαντικό γεωμετρικό 

χαρακτθριςτικό των καλωδίων είναι ότι το πάχοσ τουσ είναι πολφ μικρότερο από τθν ακτίνα 

καμπυλότθτάσ τουσ ςτθν παραμορφωμζνθ τουσ κατάςταςθ.  Στθν κλαςςικι κεωρία των κα-

λωδίων είναι γνωςτό ότι οι κυρίαρχεσ τάςεισ που αναπτφςςονται είναι κατά τθν διεφκυνςθ , 

αυτό ςθμαίνει ότι οι μόνεσ μθ μθδενικζσ ορκζσ τάςεισ είναι οι  . Επιπροςκζτωσ, το καλϊ-

διο κεωρείται ότι μπορεί να παραλάβει μόνο εφελκυςτικζσ δυνάμεισ γεγονόσ που υποδεικνφ-

ει ότι οι τάςεισ κατά τον άξονά του οφείλουν να είναι πάντα κετικζσ5, δθλαδι   

   0    (6.21) 

                                                           
5
 Στθν περίπτωςθ κλιπτικϊν τάςεων αναγόμαςτε ςτθν περίπτωςθ των κελυφϊν. 

Σχ. 6.1. Θ μικροδομι του υλικοφ μοντελοποιείται από ζνα ορκογωνικό πλζγμα ελαςτικϊν δοκϊν.  

οι εςωτερικοί βακμοί ελευκερίασ ςτα ςθμεία τομισ των δοκϊν. Κεωρείται οτι οι κόμβοι 

διαςτάυρωςθσ των ελαςτικϊν δοκϊν ειναι τζλεια πακτωμζνοι. 

Σχ. 6.2. Οι τάςεισ που αναπτφςςονται ςε ςτοιχειϊδεσ τμιμα του επίπεδου ςϊματοσ ςε πολι-

κζσ ςυντεταγμζνεσ . 
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Ωσ γνωςτόν από τθν κλαςςικι κεωρία των καλωδίων οι εφελκυςτικζσ τάςεισ  είναι ανε-

ξάρτθτεσ τθσ ακτινικισ κζςθσ  και επιπροςκζτωσ για τισ υπόλοιπεσ τάςεισ, τισ διατμθτικζσ και 

τισ ορκζσ, κα ιςχφει (κατά προςζγγιςθ) 

    0r r                                                                  (6.22) 

  0rr    (6.23) 

    0rz zm m            (6.24) 

Ουςιαςτικά, οι (6.22),(6.23),(6.24) περιγράφουν ςυνοριακζσ ςυνκικεσ μθ φόρτιςθσ ςτθν πα-

ράπλευρθ επιφάνεια του καλωδίου. 

Θ αντικατάςταςθ των τελευταίων ςχζςεων ςτισ εξιςϊςεισ ιςορροπίασ (6.9),(6.10) και (6.11) κα 

δϊςει 

  rrF  (6.25) 


 


  

 
0r

r

Fr
F r rF  (6.26) 

Οι τελευταίεσ ςχζςεισ αναφζρονται ςτισ τάςεισ που αναπτφςςονται ςτο καλωδιωτό φορζα 

χωρίσ να λαμβάνεται υπόψθ θ μικροδομι του υλικοφ. Στθν κλαςικι κεϊρθςθ του καλωδιω-

τοφ φορζα το διάνυςμα κζςθσ οποιουδιποτε ςθμείου ορίηεται από τθν ακτίνα  r και από τθν 

γωνία  . Αυτό οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι ο καλωδιωτόσ φορζασ είναι ιςοςτατικόσ και θ γεω-

μετρία του φορζα είναι ηθτοφμενθ,  r  είναι θ άγνωςτθ ςυνάρτθςθ. Θ γεωμετρία του φορζα 

μασ επιτρζπει κάκε ςτιγμι να προςδιορίηουμε τθν κζςθ οποιουδιποτε ςθμείου του φορζα 

γνωρίηοντασ τισ δφο μεταβλθτζσ ,r   ωσ προσ ζνα καρτεςιανό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων. Με 

άλλα λόγια θ καμπυλότθτα του ιςοςτατικοφ φορζα είναι ςτακερι κακ’όλο το πάχοσ του (αλ-

λάηει όμωσ για διαφορετικό ). Στθν περίπτωςθ που ςτον φορζα, λόγω τθσ μικροδομισ του, 

υπάρχουν οι μικροπολικζσ ροπζσ ,z rzm m , οι οποίεσ είναι ουςιαςτικά τοπικζσ καμπυλότθτεσ, 

θ γεωμετρία του δεν μπορεί να αναπαραςτακεί από ζνα διάνυςμα κζςθσ το οποίο κα είναι 

ανεξάρτθτο από τθν γωνία   , Σχ.6.4. Αξίηει να επιςθμανκεί ςε αυτό το ςθμείο ότι παρόλο 

που από τισ ςχζςεισ (6.22) - (6.24) διαφαίνεται ότι οι μικροπολικζσ τάςεισ είναι μθδενικζσ δεν 

Σχ. 6.3. Τα εντατικά μεγζκθ ςε ζνα ςτοιχειϊδεσ τμιμα του καλωδιωτοφ φορζα 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



132 
 

είναι ςωςτό να ιςχυριςτεί κανείσ ότι ανάγεται ςτθν κλαςςικι κεωρία διότι όπωσ κα φανεί 

αμζςωσ παρακάτω προκφπτουν διατμθτικζσ μθ μθδενικζσ τάςεισ r οι οποίεσ δεν προβλζπο-

νται από τθν κλαςικι κεωρία. Οι μαηικζσ δυνάμεισ τόςο κατά τθν εφαπτομενικι όςο και κατά 

τθν ακτινικι  διεφκυνςθ  ,rF F  κακϊσ επίςθσ και οι μαηικζσ ροπζσ  zC κεωροφνται γνωςτά 

μεγζκθ. Όλα τα εντατικά μεγζκθ που εμφανίηονται ςτθν διατομι του καλωδιωτοφ φορζα α-

ναφζρονται ςε μζςεσ τιμζσ και για τθν περίπτωςθ καλωδίου με ςτακερό πάχοσ t , κα δίνονται 

με βάςθ τθν ςχζςθ 

    
2

2

1
 

t

t

dr
t





   (6.27) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συνεπϊσ, για το διάνυςμα κζςθσ κα ιςχφει θ ςχζςθ 

   locr r r  (6.28) 

Το διάνυςμα  locr  κεωρείται πολφ μικρό ςε ςχζςθ με το  r   και κα ιςχφει 

     ,        ,   
2

loc

t
r r r r t                   (6.29) 

Στθν περίπτωςθ τθσ κεωρίασ των τάςεων ηεφγουσ οι ςχζςεισ (6.22) - (6.24) διαμορφϊνονται 

ωσ εξισ 

   0  ,    0r r                                                             (6.30) 

  0rr    (6.31) 

   0   ,    0rz zm m                   (6.32) 

Σχ. 6.4. Το τοπικό ςφςτθμα πολικϊν ςυντεταγμζνων του καλωδιωτοφ φορζα. 
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Οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ (6.9) - (6.11) μετατρζπονται μζςω των (6.30),(6.31),(6.32) ςτισ 

 




  



1
0r

r
r

F
r

       (6.33) 

 







   



1
0     ,         0r F

r
r

r
       (6.34) 







  



1
0z

r zC
r

m
       (6.35) 

Τα μεγζκθ ςτισ παραπάνω εξιςϊςεισ αναφζρονται ςε μζςεσ τιμζσ. Αυτό ςθμαίνει ότι θ ακτινι-

κι  ορκι τάςθ  rr  δεν είναι αναγκαςτικά μθδζν κατά μικοσ τθσ ακτίνασ αλλά ότι είναι αντι-

ςυμμετρικι ωσ προσ το τοπικό διάνυςμα locr . Στα άκρα τθσ διατομισ θ τιμι τθσ είναι μθδενι-

κι. Οι μαηικζσ δυνάμεισ ,rF F  και οι μαηικζσ ροπζσ zC  είναι ςυντθρθτικζσ δυνάμεισ (προκφ-

πτουν από δυναμικό) και επομζνωσ είναι ςυναρτιςεισ τθσ γωνίασ  , που ςθμαίνει 

r rr F r F    (6.36) 

r F r F     (6.37) 

z zr C r C    (6.38) 

Για ζνα ευκφγραμμο καλϊδιο κα είναι  r   . Λαμβάνοντασ υπόψθ τθν ςχζςθ r s  Θ 

τελευταία ςχζςθ μπορεί να επιλυκεί ωσ προσ τισ διατμθτικζσ τάςεισ r , δθλαδι 







 



1 z
r z

m
C

r
 (6.39) 

Θ παράγωγοσ τθσ διατμθτικισ τάςθσ  r  ωσ προσ τθν γωνία   κα είναι 

  

   

   
   

   2

2

2

1 1r z z zm

rr

m Cr
                     (6.40) 

Θ αντικατάςταςθ τθσ ςχζςθσ (6.40)  ςτθν ςχζςθ (6.33) κα δϊςει 

 


  


  
    

  

2

22

1 1z z z
r

m C

r

r

r
rF

m
                                           (6.41) 

Θ παράγωγοσ τθσ ορκισ ακτινικισ τάςθσ   ωσ προσ τθν γωνία  κα είναι 

    

         

          
                 

3 2 2

2 2 3 22

2 2 3 2

2 1 2 1z z z z z r
r

m m Fr r r
F

m m Cr

rr r r
r      (6.42) 

Από τθν αντικατάςταςθ των ςχζςεων (6.39),(6.42), ςτθν ςχζςθ (6.34) προκφπτει 

  


       

          
                     

23 2 22

3 2 2 22 3 2

1 2 2 1 1
0z z z z r

z r

m Fr r rm m Cr

r rr r r
C F r rF    (6.43) 
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Θ τελευταία ςχζςθ καταδεικνφει ότι το πρόβλθμα δεν είναι πλζον ιςοςτατικό όπωσ ςυμβαίνει 

με τθν κλαςικι περίπτωςθ. Αυτό ςθμαίνει ότι για τθν επίλυςι του είναι απαραίτθτεσ και οι 

ςυνκικεσ ςυμβιβαςτοφ. Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων (6.31) και (6.16) προκφπτει 

            
 

0 2 0rr rr rr                           (6.44) 

Θ τελευταία ςε ςυνδυαςμό με τισ (6.12) και (6.13) κα δϊςει 

  
  



  
     

  
2 0r

r

u
u

r

u

r
                         (6.45) 

Από τισ ςχζςεισ (6.30) και (6.18) προκφπτει 

           
 

0 0 r r r                        (6.46) 

Θ τελευταία ςε ςυνδυαςμό με τισ (6.14) και (6.15) κα δϊςει 

  



  



  
     

  
0r

z

u u
u

r r
                         (6.47) 

Από τθν ςχζςθ (6.20) των καταςτατικϊν εξιςϊςεων ςε ςυνδυαςμό με τθν ςχζςθ(6.32) κα εί-

ναι 

0 0   ,   0z
rz

r
m





   


                                                    (6.48) 

1 z
zm

r











         (6.49) 

Στθν ειδικι περίπτωςθ όπου  0 0 ή  0z zm      θ αντικατάςταςθ τθσ ςχζςθσ (6.49) ςτισ 

εξιςϊςεισ (6.35) και (6.41) κα δϊςει, αντίςτοιχα 

 r zC  (6.50) 







 


z
r

C
rF    (6.51) 

Θ αντικατάςταςθ τθσ τελευταίασ ςτθν βαςικι διαφορικι εξίςωςθ του προβλιματοσ (6.43) κα 

δϊςει 


 

 
    

 

2

2
0z r

z r

Fr
C F r rF

C
                            (6.52) 

Θ τελευταία διαφορικι εξίςωςθ επιδζχεται διττι ερμθνεία, διότι από τθν μια πλευρά μπορεί 

να κεωρθκεί μια διαφορικι εξίςωςθ 1ου βακμοφ ωσ προσ τον μζςο όρο τθσ καμπυλότθτασ 

 r  , ενϊ από τθν άλλθ μπορεί να κεωρθκεί ςαν μια διαφορικι εξίςωςθ 2ου βακμοφ ωσ 

προσ τισ μαηικζσ ροπζσ zC .  Εάν ςτθν τελευταία λθφκεί 0zC  , προκφπτει θ κλαςςικι λφςθ 

του προβλιματοσ του καλωδίου όπωσ δίνεται από τθν ςχζςθ (6.26). Στθν πιο γενικι περίπτω-

ςθ, μποροφμε να υποκζςουμε τθν καμπυλότθτα (δθλ. το  r  κα είναι γνωςτι ποςότθτα) και 
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δεδομζνου ότι οι μαηικζσ ροπζσ και δυνάμεισ, , ,z rC F F είναι γνωςτζσ μποροφμε να επιλφςου-

με τθν διαφορικι εξίςωςθ (6.43) ωσ προσ τθν κατανομι zm . Στθ ςυνζχεια, από τθν ςχζςθ 

(6.49) μπορεί να υπολογιςτεί θ κατανομι τθσ γωνίασ  z  . Για να είναι αποδεκτζσ οι παρα-

πάνω τιμζσ κα πρζπει ςαφϊσ να ικανοποιοφν τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ. 


 


  

 
0 r

r

Fr
F r rF                (6.53) 

Θ τελευταία αποτελεί μια διαφορικι 1θσ τάξθσ και 1ου βακμοφ ωσ προσ  r . Θ επίλυςι τθσ κα 

δϊςει 

 


 



    



 
 

      
          

     

0  

0 0
rF

r

r r
r r

r

F
r F

F Fr r r
F r F F r F

F
r  

 
 

 

    
    

      
        

 


   

1

0

r r

r r

F F
F F

r
ln d

r F r F
c

r
                     (6.54) 

Εάν ςτο καλϊδιο αςκείται μόνο το ίδιο βάροσ του g , τότε κα είναι 

     2    ,   r gsin F gsin cosF                              (6.55) 

Από τθν εξίςωςθ (6.53) κα είναι 

 
     

 
 

   
        
    

 
 

1 12
0 0

2 3cable cable
hom hom

gsin cos gsin cos cos
ln d c ln d c

singsin r

r r

r
 

  






 
          

 

1

     
3 0

1 13
0 0

3  
cable cable

c cablehom hom
hom

r r r
ln ln sin c sin e c

sr

r
inr

               (6.56) 

Λςχφει όμωσ ότι για  00 r r    , οπότε από τθν τελευταία προκφπτει 1 0c  . Άρα θ εξίςωςθ 

τθσ καμπυλότθτασ για τον καλωδιωτό φορζα κα είναι 


 0

3
  cable

hom

r

sin
r  (6.57) 

Αξίηει εδϊ να ςθμειωκεί και θ περίπτωςθ τθσ τοξοειδοφσ καταςκευήσ. Θ κατανομι των μαηι-

κϊν δυνάμεων ςε αυτι τθν περίπτωςθ κα είναι 

       ,   r gsin F gcosF  (6.58) 

Θ εξίςωςθ (6.54) διαμορφϊνεται ςε αυτι τθν περίπτωςθ ωσ εξισ 

 

2 2

0 0

r
arc arc
hom hom

r

F
F

gcos gcos
ln d c l

r r

r F r
n d c

gsin


  

 


 
 

      
          

   
   
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  2

     
2 2

1 2 2

0 0 0 0

2
2

arc arc arc arc
chom hom hom homcos

ln d c ln ln sin c sin e si
r r r r

r r r r
n c

sin


   



 
   

               
   

  (6.59) 

Λςχφει όμωσ ότι για  00 r r    , οπότε από τθν τελευταία προκφπτει 2 0c  . Συνεπϊσ θ εξί-

ςωςθ τθσ καμπυλότθτασ για τθν τοξοειδι καταςκευι κα είναι 


 0

2

arc
hom

r

sin
r  (6.60) 

Για τθν πλιρθ επίλυςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ  2.48  πρζπει να υποκζςουμε μια κατανομι 

των μαηικϊν ροπϊν μζςα ςτο υλικό. Μια απλι κατανομι, και εφκολα υλοποιιςιμθ είναι θ 

zC g  (6.61) 

Θ ςτακερά g  ζχει διαςτάςεισ 3/N m 
   και είναι κατά κάποιο τρόπο μια μαηικι δφναμθ, θ 

ςτακερά ζχει διαςτάςεισ μικουσ  m και αναφζρεται ςε μια εςωτερικι διάςταςθ του ςυν-

δυαςμζνου υλικοφ του υφάςματοσ και τθσ ευφυΐασ εντόσ αυτοφ6. Θ επίλυςθ τθσ διαφορικισ 

εξίςωςθσ  2.48  απαιτεί και μια ειδικι λφςθ. Επιλζγουμε τθν ειδικι λφςθ να ζχει παρόμοια 

μορφι με τθν λφςθ τθσ ομογενοφσ με τθν διαφορά ότι το  0r  δεν είναι πλζον μια ςτακερά 

αλλά μια ςυνάρτθςθ τθσ γωνίασ   . 

 




0

3

cable
sp

sin

r
r  (6.62) 

Θ αντικατάςταςθ των (6.60), (6.62) ςτθν (6.53) για τθν κατανομι (6.58) κα δϊςει 
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 

 
  

 

cable
sp cable cabler

r sp sp z

r F
FF r r C  
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
    


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3 4 3 3

3 2r r cos gsin r gsin cos gsin cosgsin
g

sin sin sin

r

sin
 

 

         
 

      
  

     

  
           

  


   
0 0 0 0 0

0 32 2

3 31 1r r cos r cos r r
g sin r cos c

sin sinsin sin
 (6.63) 

 

 

 

                                                           
6
 Το εςωτερικό μικοσ που αναφζρεται εδϊ διαφοροποιείται από τθν ζννοια του εςωτερικοφ μικουσ 

κατά Mindlin όπου το εςωτερικό μικοσ αναφζρεται ςαν εγγενισ  ιδιότθτα του υλικοφ. Εδϊ το εςωτερι-

κό μικοσ επιβάλλεται ςτθν καταςκευι μζςω τθσ μαηικισ ροπισ zC και ανάλογα με τθν  τιμι τθσ ροπισ 

αυτισ μεταβάλλεται και θ τιμι του εςωτερικοφ μικουσ. 
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Κεωρϊντασ ότι επιπλζον τθσ κατανομισ (6.58) υπάρχει και μια κατανομι των μαηικϊν ροπϊν 

zC , τθσ μορφισ 

 zC g  (6.64) 

όπου ςτθν τελευταία είναι ζνα εςωτερικό μικοσ, μια ειδικι λφςθ τθσ διαφορικισ εξίςωςθσ 

(6.52) κα είναι τθσ μορφισ 

 
 1

3

cable
sp

r
r

sin




  (6.65) 

Από τθν αντικατάςταςθ των ςχζςεων (6.64),(6.65) ςτθν διαφορικι εξίςωςθ (6.52) προκφπτει 

   31r cos c    (6.66) 

Μια λογικι ςυνοριακι ςυνκικθ κα μποροφςε να είναι  

  1
2

0r 





  (6.67) 

Αυτό ςθμαίνει ότι θ ςυνολικι ακτίνα καμπυλότθτασ του καλωδίου κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 0

3

cable cable cable
hom sp

cos
r r

r

in
r

s






    (6.68) 

Συνεπϊσ, οι διατμθτικζσ και ορκζσ τάςεισ ςφμφωνα βάςθ τθσ (6.68) κα δίνονται από τισ ςχζ-

ςεισ 
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θ [rad]

 
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

 

 

1/sin2θ (wind load)

1/sin3θ (heavy cable)

Σχ. 6.5. H καμπυλότθτα του καλωδίου ςε κανονικοποιθμζνθ μορφι για τουσ δφο τφπουσ φόρτιςθσ. 
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 0  ,  0  ,     ,  z z r

gr g cos
constm g

sin
  


 



 
    (6.69) 

Θ ακτίνα καμπυλότθτασ ςε κανονικοποιθμζνθ μορφι,  0
cabler r , ςαν ςυνάρτθςθ τθσ γωνίασ 

  και του εςωτερικοφ μικουσ 0r απεικονίηεται ςτο Σχ. 6.6. Στο Σχ.6.6 φαίνονται ξεκάκαρα 

τα ςθμεία απροςδιοριςτίασ για τισ τιμζσ 0,   , όπωσ και ςτθν κλαςςικι περίπτωςθ. Είναι 

επίςθσ εμφανζσ ότι για τθν περίπτωςθ 0 ανακτάται θ κλαςςικι λφςθ του προβλιματοσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θ ορκι τάςθ ςε κανονικοποιθμζνθ μορφι,  0gr , ωσ ςυνάρτθςθ τθσ γωνίασ  απεικονί-

ηεται ςτο Σχ.6.7, όπου φαίνεται κακαρά ότι εφόςον 0   θ ποςότθτα 0gr  δφναται να είναι 

είτε κετικι είτε αρνθτικι.  
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Σχ. 6.6. Θ καμπυλότθτα του καλωδιωτοφ φορζα ςε κανονικοποιθμζνθ μορφι για διάφορεσ τιμζσ του 

εςωτερικοφ μικουσ .  
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Στθν περίπτωςθ όπου ςτθν καταςκευι αςκείται φορτίο ανζμου θ ομογενισ εξίςωςθ κα δίνε-

ται από τισ ςχζςεισ (6.60), (6.61) και μια ειδικι λφςθ τθσ κα είναι τθσ μορφισ 

 
 2

2

arc
sp

r
r

sin




  (6.70) 

Από τθν εξίςωςθ (6.52) κα είναι  

   42 cos cr     (6.71) 

Ενϊ θ ςυνοριακι ςυνκικθ μπορεί να είναι τθσ μορφισ 

  2
2

0r 





  (6.72) 

Θ ακτίνα καμπυλότθτασ ςε αυτι τθν περίπτωςθ διαμορφϊνεται ωσ εξισ 

 
 0

2

1
arc arc arc

hom sp

r cos
r r

sin
r





 
    (6.73) 
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Σχ. 6.7. Θ κανονικοποιθμζνθ ορκι τάςθ ςε ςυνάρτθςθ με τθν γωνία  για διάφορεσ τιμζσ του εςω-

τερικοφ μικουσ ςτθν περίπτωςθ του καλωδιωτοφ φορζα.  
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Και ςε κανονικοποιθμζνθ μορφι απεικονίηεται ςτο Σχ.6.8. ςε ςυνάρτθςθ με τθν γωνία  για 

διάφορεσ τιμζσ του εςωτερικοφ μικουσ 
0r

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι διατμθτικζσ και ορκζσ τάςεισ ςφμφωνα με τθν ςχζςθ (6.73) κα διαμορφϊνονται ωσ εξισ 

 
 0 1

0  ,    ,    ,  z z r
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si
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n
  


 




  
     (6.74) 

Οι ορκζσ τάςεισ απεικονίηονται ςτο Σχ.6.9 ςε ςυνάρτθςθ με τθν γωνία  για διάφορεσ τιμζσ 

του εςωτερικοφ μικουσ 
0r

. 
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Σχ. 6.8. Θ ακτίνα καμπυλότθτασ ςε κανονικοποιθμζνθ μορφι ςε ςυνάρτθςθ με τθν γωνία  για διάφορεσ 

τιμζσ του εςωτερικοφ μικουσ  
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Για τθν περίπτωςθ όπου ο καλωδιωτόσ φορζασ ζχει ςτακερι καμπυλότθτα, δθλ.  0r r  οι 

διάφορεσ ποςότθτεσ παίρνουν τθν μορφι 

 
0

1 z
r z

m
C

r






 


 (6.75) 
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2
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1 z z
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r

C
r F





 

  


 (6.76) 

 
3 2

0 02
0 0

3

1 1
0z z z r
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m C

r r

m F
C r r F 


  

   
     

  
 (6.77) 

Λαμβάνοντασ  τθν ειδικι περίπτωςθ όπου 0zC  και 0rF F  από τθν ςχζςθ (6.77) κα είναι  

 
3

3
0z zm m 



 
 


 (6.78) 

τθσ οποίασ θ γενικι λφςθ κα είναι τθσ μορφισ 

   0 1 2zm A A e A e 
      (6.79) 
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Σχ. 6.9. Θ κανονικοποιθμζνθ ορκι τάςθ ςαν ςυνάρτθςθ  του  για διάφορεσ τιμζσ του εςωτερικοφ 

μικουσ , . 
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όπου 0 1 2, ,A A A  είναι ςτακερζσ οι οποίεσ κα προςδιοριςτοφν από τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ. 

Στο ζνα άκρο του καλωδίου όπου 0  κα είναι  

   00z zm m   (6.80) 

ι 

  
 2

0

2
0

01
0 zm

r



  



 


 (6.81) 

και 

  
  0

0

01
0 z

r r

m

r



  



 


 (6.82) 

Για f  μποροφμε να επιλζξουμε μια από τισ ακόλουκεσ ςυνκικεσ 

   f
z f zm m    (6.83) 

   f
f     (6.84) 

   f
r f r     (6.85) 

Από τισ ςχζςεισ (6.79) και (6.80) κα είναι  

 0
0 1 2 zA A A m    (6.86) 

Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων (6.79) και (6.81) προκφπτει 

 0
1 2 0A A r    (6.87) 

Ενϊ από τισ ςχζςεισ (6.79) και (6.82) κα είναι  

 0
1 2 0 rA A r    (6.88) 

Κα πρζπει να ςθμειωκεί ότι οι εξιςϊςεισ (6.86),(6.87),(6.88) δεν είναι ανεξάρτθτεσ μεταξφ 

τουσ. Επιλζγοντασ   0z fm    θ ςχζςθ (6.79) κα δϊςει 

 0 1 2 0f fA A e A e
 

    (6.89) 

 Ο ςυνδυαςμόσ των ςχζςεων (6.86),(6.88) και (6.89) διαμορφϊνει ζνα ςφςτθμα τριϊν εξιςϊ-

ςεων με τρεισ αγνϊςτουσ, τισ ςτακερζσ 0 1 2, ,A A A , δθλ 

 

0
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0
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1 1 1

0 1 1

01 f f

z
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A m

A r

Ae e





 




    
    

     
    
    

 (6.90) 

Από τθν επίλυςθ του παραπάνω ςυςτιματοσ προκφπτουν οι τιμζσ των ςτακερϊν, δθλ 
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 (6.91) 
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
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  
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 (6.92) 
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 

  


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 (6.93) 

     Μζχρι τϊρα αςχολθκικαμε με τθν περίπτωςθ όπου θ καμπυλότθτα κα δίνεται από εμάσ 

και κα ειςπράττουμε μια μαηικι ροπι zC . Υπάρχει και το αντίςτροφο πρόβλθμα όπου κα δί-

νεται θ μαηικι ροπι ςτο ςφςτθμα και αυτό κα αποδίδει μια ςυγκεκριμζνθ καμπυλότθτα. Θ 

βαςικι εξίςωςθ που απεικονίηει και τα δφο προβλιματα είναι θ διαφορικι εξίςωςθ (6.52), 

τθν οποία μζχρι τϊρα τθν αντιμετωπίηαμε ςαν μια διαφορικι 1θσ τάξθσ και 1ου βακμοφ ωσ 

προσ τθν καμπυλότθτα, r . Θ ίδια εξίςωςθ μπορεί να αντιμετωπιςτεί και ςαν μια διαφορικι 

2θσ τάξθσ και 1ου βακμοφ ωσ προσ τθν μαηικι ροπι zC . Θ αντίςτοιχθ ομογενισ κα είναι 




 



2

2
0z

zC
C

 (6.94) 

Κεωρϊντασ ότι θ λφςθ τθσ τελευταίασ κα είναι τθσ μορφισ 

 m
zC e  (6.95) 

με αντικατάςταςθ ςτθν εξίςωςθ (6.94) κα είναι 

          
   

2 20 1 0 1m m mm e e e m m                             (6.96) 

Άρα θ λφςθ τθσ ομογενοφσ εξίςωςθσ (6.94) κα είναι 

  5 6
hom
z c e c eC  (6.97) 

Για πρακτικοφσ λόγουσ είναι πιο πρόςφορο αντί τθσ γωνίασ   να χρθςιμοποιθκεί μια επικα-

μπφλια μεταβλθτι   θ οποία κα περιγράφει τθν τοπολογία τθσ καταςκευισ με ζνα πιο εφχρθ-

ςτο και άμεςο τρόπο. Από τθν γεωμετρία του φορζα και για ςτακερι ακτίνα καμπυλότθτασ

0r r , κα είναι 

   
 

0

0

s
s r

r
 (6.98) 

Μζςω τθσ (6.98) θ εξίςωςθ (6.97) γίνεται 



 0 0

5 6
r

s s

hom
z

rc e c eC  (6.99) 

Για τθν εξίςωςθ  2.48 μποροφμε να κεωριςουμε τζςςερισ βαςικζσ περιπτϊςεισ για τθν κα-

τανομι των μαηικϊν δυνάμεων, όπου κα είναι 

1. 0r r    and  0rF F  (απουςία μαηικϊν δυνάμεων) 
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2. 0r r    and  00  ,   0r F FF     (υορτίο τύποσ «τριβής») 

3. 0r r    and 0 0  ,   0r r FF F     (υορτίο τύποσ «ανέμοσ») 

4. 0r r    and 
0 0 ,  r r rFF F F   (σσνδσασμός υορτίοσ «τριβής» και ανέμοσ») 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

0   ,  0rr FFr     

 
Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ διαφορικι εξίςωςθ (6.52) γίνεται 
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2
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s
C s

s

C
    (6.100) 

με λφςθ τθν ςχζςθ  2.84 . Σε αυτι τθν περίπτωςθ κα ιςχφει επίςθσ 

  



   0 0

 

5 6

s s

r z
r r

rC c e c e          (6.101) 

  

 
    
 
 

0 0

 

5 6

0

1 r

s s

rzC c e c e
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        (6.102) 

  0zm         (6.103) 

     Σε όλεσ τισ παραπάνω περιπτϊςεισ επιλζχτθκε θ καμπυλότθτα να ζχει μια ςτακερι και 

γνωςτι τιμι διότι ςτθν πράξθ εφαρμόηουμε μια προκακοριςμζνθ καμπυλότθτα. Σε ζνα πρό-

βλθμα ρομποτικισ εκείνο που γνωρίηουμε είναι θ καμπυλότθτα αφοφ αυτι εφαρμόηουμε ε-

μείσ, π.χ. ςε ζνα υφαςμάτινο μοχλοβραχίονα με τον οποίο κζλουμε να επζμβουμε ςε ζνα ςυ-

γκεκριμζνο αντικείμενο γνωρίηουμε εκ των προτζρων ποια είναι θ καμπυλότθτα που επικυ-

Σχ. 6.10.
 

Ο απαραμόρφωτοσ φορζασ, παραμορφωμζνοσ φορζασ με κετικι καμπυλότθτα, 

με αρνθτικι καμπυλότθτα. 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



145 
 

μοφμε να εφαρμόςουμε. Επιπρόςκετα, θ παραμόρφωςθ και θ φόρτιςθ κα είναι γνωςτά με-

γζκθ απλά εδϊ κεωροφμε κάποιεσ ςυγκεκριμζνεσ κατανομζσ φόρτιςθσ για τθν επίλυςθ του 

προβλιματοσ. Αυτζσ οι κατανομζσ μπορεί να ζχουν οποιαδιποτε άλλθ μορφι. Όςον αφορά 

τισ ςτακερζσ που εμφανίηονται κατά τθν επίλυςθ του προβλιματοσ αυτζσ υπολογίηονται από 

τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ τθσ καταςκευισ. Το πλζον βαςικό ηιτθμα είναι ότι γνωρίηουμε τθν 

τιμι τθσ μαηικισ ροπισ  zC  ςε κάκε ςθμείο τθσ καταςκευισ. Τθν μαηικι ροπι τθν ελζγχουμε 

για παράδειγμα μζςα από τθν ζνταςθ του ρεφματοσ που διζρχεται μζςα από τισ ίνεσ που δια-

τρζχουν τθν καταςκευι. Αυτό ςθμαίνει ότι για κάκε τιμι τθσ γωνίασ  ι καλφτερα για κάκε 

τιμι τθσ επικαμπφλιασ μεταβλθτισ s , θ τιμι τθσ μαηικισ ροπισ είναι γνωςτι. Αξίηει να επιςθ-

μανκεί ότι θ μαηικι ροπι ςτο ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα εφαρμόηεται μζςω τθσ καμπυλότθτασ  

r  με ζνα αμφίδρομο τρόπο κακϊσ θ καμπυλότθτα μπορεί να είναι είτε κετικι, 0r  , είτε 

αρνθτικι,  0r  . Αυτό ςθμαίνει ότι ανάλογα με τθν πολικότθτα που εφαρμόηουμε, δθλ. τθν 

φορά του ρεφματοσ, μποροφμε να λάβουμε μια ςυγκεκριμζνθ καμπυλότθτα. Κα μποροφςε θ 

μαηικι ροπι να εφαρμόηεται μζςω ενόσ χθμικοφ δυναμικοφ όπου θ αντίςτροφθ διαδικαςία 

δεν κα ιταν εφικτι.  

 

0 0   ,   0 ,   0rr r F F F       

 
Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ διαφορικι εξίςωςθ (6.52) γίνεται 
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Θ τελευταία μπορεί να διαμορφωκεί και ωσ εξισ 
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Οι δφο γραμμικά ανεξάρτθτεσ λφςεισ τθσ αντίςτοιχθσ ομογενοφσ ζχουν βρεκεί ςτα προθγοφ-

μενα και δίνονται από τθν ςχζςθ (6.97), δθλ. 
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Ορίηουμε το γινόμενο7  
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Θ ειδικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ διαφορικισ εξίςωςθσ (6.104) κα δίνεται από τθν ςχζςθ 
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7
 Αυτό το γινόμενο αναφζρεται και ςαν ορίηουςα του Wronski. 
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Άρα θ γενικι λφςθ τθσ μθ ομογενοφσ εξίςωςθσ (6.104) κα είναι 
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Θ τελευταία μπορεί να γραφεί και ςε πιο απλοποιθμζνθ μορφι ωσ εξισ 
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Συνοριακζσ ςυνκικεσ 
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Οι δφο τελευταίεσ αποτελοφν ζνα ςφςτθμα δφο εξιςϊςεων με δφο αγνϊςτουσ και από τθν 

επίλυςι του προκφπτει 
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Μια εναλλακτικι ςυνοριακι ςυνκικθ, ςτθν κζςθ τθσ (6.116) κα μποροφςε να ιταν θ εξισ 
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Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ τελευταία ςε ςυνδυαςμό με τθν (6.115) κα δϊςει 
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Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ διαφορικι εξίςωςθ (6.52)γίνεται 
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Θ τελευταία ζχει λφςθ τθν εξίςωςθ που δίνεται από τθν ςχζςθ  2.84 , δθλ. 
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Επιπρόςκετα κα ιςχφουν τα εξισ 
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  0zm  (6.127) 
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Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ διαφορικι εξίςωςθ (6.52) γίνεται 
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Θ τελευταία είναι ίδια με τθν (6.104) και θ λφςθ τθσ δίνεται από τθν ςχζςθ (6.106).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



149 
 

Κεφάλαιο 7  
 

Η ανάλυςθ τθσ μικροδομισ 
 

7.1. Ειςαγωγι 

 

     Ζνασ ςφγχρονοσ μθχανικόσ καλείται να δϊςει τεκμθριωμζνεσ και ολοκλθρωμζνεσ απαντι-

ςεισ ςε ηθτιματα που ςχετίηονται με τον ςχεδιαςμό και τθν ανάλυςθ καταςκευϊν που επιτε-

λοφν ζνα ςυγκεκριμζνο ςκοπό. Οι καταςκευζσ, ακολουκϊντασ τουσ ρυκμοφσ τθσ εποχισ, γί-

νονται ολοζνα και πιο περίπλοκεσ και εξειδικευμζνεσ προκειμζνου να ανταποκρικοφν ςτισ 

ςφγχρονεσ ανάγκεσ. Αυτι θ εξζλιξθ επιβάλει ςτον μθχανικό να δίνει απαντιςεισ πλιρωσ τεκ-

μθριωμζνεσ και αξιολογθμζνεσ. 

     Θ ορκολογικι μελζτθ μιασ οποιαςδιποτε καταςκευισ προχποκζτει τθν υιοκζτθςθ μιασ 

ςυγκεκριμζνθσ κεωρίασ θ οποία να αντικατοπτρίηει όςο το δυνατόν πειςτικότερα τθν πραγ-

ματικι μθχανικι ςυμπεριφορά τθσ. Θ οποιαδιποτε κεωρία οφείλει να υπακοφει ςε οριςμζ-

νουσ βαςικοφσ αξιωματικοφσ κανόνεσ οι οποίοι αναφζρονται κυρίωσ ςτουσ νόμουσ τθσ Φυςι-

κισ. Στθν Μθχανικι των ςωμάτων υπάρχουν δφο βαςικζσ κατθγορίεσ κεωριϊν. Θ πρϊτθ είναι 

γνωςτι ςαν κεωρία τθσ Ελαςτικότθτασ θ οποία ζχει τεκμθριωκεί και επαλθκευτεί ςε πολφ 

ικανοποιθτικό επίπεδο από τα μζςα του 17ου αιϊνα περίπου. Είναι γνωςτό πωσ όταν εφαρμό-

ηεται ζνα φορτίο ςε ζνα ςϊμα το ςϊμα αυτό εκδθλϊνει μια παραμόρφωςθ. Θ βαςικι αρχι 

τθσ κεωρίασ τθσ Ελαςτικότθτασ είναι ότι θ απομάκρυνςθ του φορτίου από το ςϊμα, αποφορ-

τίηοντάσ το, το ςϊμα επανζρχεται ςτθν αρχικι του κατάςταςθ, τθν κατάςταςθ πριν τθν επιβο-

λι του φορτίου. Θ Ελαςτικότθτα δζχεται με απλά λόγια τθν αντιςτρεψιμότθτα τθσ όλθσ διαδι-

καςίασ φόρτιςθσ – αποφόρτιςθσ αρκεί το φορτίο να μθν υπερβεί μια ςυγκεκριμζνθ τιμι, το 

ελαςτικό όριο του ςϊματοσ. Θ δεφτερθ κατθγορία αναφζρεται ςτθν κεωρία τθσ Πλαςτικότθ-

τασ θ οποία άρχιςε να μελετάται ςτισ αρχζσ τθσ δεκαετίασ του ’50 και ζωσ ςιμερα ζχει φτάςει 

ςε ζνα πολφ ικανοποιθτικό επίπεδο τεκμθρίωςθσ. Θ κεωρία τθσ Πλαςτικότθτασ εξετάηει τθν 

μθχανικι ςυμπεριφορά του ςϊματοσ ςτθν περίπτωςθ που θ τιμι του επιβαλλόμενου φορτίου 

ξεπεράςει το ελαςτικό όριο. Σε αυτι τθν περίπτωςθ, θ αποφόρτιςθ του ςϊματοσ οδθγεί ςε 

μόνιμθ παραμόρφωςθ του ςϊματοσ και θ όλθ διαδικαςία χαρακτθρίηεται μθ αντιςτρζψιμθ.  

Είναι ςαφζσ, και από το Σχ.7.1, ότι ςτθν περίπτωςθ που το φορτίο δεν υπερβαίνει τθν τιμι     

θ υιοκζτθςθ αμιγϊσ τθσ ελαςτικισ κεωρίασ απαντά ςτα ηθτιματα τθσ μθχανικισ ςυμπεριφο-

ράσ το ςϊματοσ. 

     Όταν θ πλαςτικι παραμόρφωςθ του ςϊματοσ είναι αρκετά μεγαλφτερθ από τθν ελαςτικι, 

pl el  , οι απαντιςεισ δίνονται μζςα από τθν υιοκζτθςθ μιασ αμιγοφσ πλαςτικισ κεωρίασ. 

Κρίςιμα και ουςιϊδθ ερωτιματα ανακφπτουν ςτθν περίπτωςθ όπου οι δφο παραμορφϊςεισ, 

el και pl , είναι ςυγκρίςιμεσ ςε μζγεκοσ. Τίκεται ευκζωσ, λοιπόν, το ερϊτθμα ποια είναι θ 

κατάλλθλθ κεωρία που ερμθνεφει ακριβζςτερα τθν ςυμπεριφορά του ςϊματοσ ςε αυτι τθν 

περίπτωςθ. Αυτό είναι το ερϊτθμα το οποίο αναδεικνφει μια καινοφρια κεωρία, τθν κεωρία 

τθσ ελαςτοπλαςτικότθτασ, θ οποία οριοκετείται κάπου ενδιάμεςα ςτισ δφο βαςικζσ κεωρίεσ 

τθσ ελαςτικότθτασ και τθσ πλαςτικότθτασ. 
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     Θ ελαςτοπλαςτικι κεωρία καλείται να δϊςει απαντιςεισ ςτθν περίπτωςθ των ςωμάτων 

που εκδθλϊνουν μεγάλεσ παραμορφϊςεισ, τόςο ελαςτικζσ όςο και πλαςτικζσ, κατά τθν διάρ-

κεια τθσ εξωτερικισ φόρτιςθσ. Σε αυτι τθν κατθγορία εμπίπτουν και οι υφαςμάτινεσ κατα-

ςκευζσ μιασ και εκ καταςκευισ τουσ παρουςιάηουν μεγάλθ παραμορφωςιμότθτα ακόμθ και 

με τθν επιβολι μικρϊν φορτίων, κυρίωσ διατμθτικϊν. Βζβαια, κα πρζπει να αποςαφθνιςτεί 

ςε αυτό το ςθμείο ότι θ ελαςτοπλαςτικι κεωρία κα εφαρμοςτεί ςτα υφαςμάτινα υλικά με 

τθν ζννοια των μεγάλων διατμθτικϊν παραμορφϊςεων και όχι με τθν ζννοια τθσ πλαςτικο-

ποίθςθσ τθσ διατομισ του υλικοφ λόγω διαρροισ.   

 

7.2. Πεπεραςμζνεσ ελαςτοπλαςτικζσ παραμορφϊςεισ 

 
     Θ μοντελοποίθςθ και ο υπολογιςμόσ των ελαςτοπλαςτικϊν παραμορφϊςεων απαιτεί ι-

διαίτερθ προςοχι διότι παρουςιάηονται κάποιεσ ιδιαιτερότθτεσ ςε ςχζςθ με τισ γραμμικζσ 

παραμορφϊςεισ. Θ ιδιαιτερότθτα πθγάηει από το γεγονόσ ότι κατά τθν ανάλυςθ των ελαςτο-

πλαςτικϊν παραμορφϊςεων είναι απαραίτθτθ θ γνϊςθ τουλάχιςτον δφο καταςτάςεων του 

ςϊματοσ κατά τθν διάρκεια τθσ παραμόρφωςισ του, τθσ αρχικισ – απαραμόρφωτθσ και τθσ 

τρζχουςασ - παραμορφωμζνθσ. Είναι απαραίτθτθ με άλλα λόγια θ ιςτορία τθσ παραμόρφω-

ςθσ (deformation history). Στθν περίπτωςθ των ρευςτϊν θ γνϊςθ τθσ παροφςασ κατάςταςθσ 

του ςϊματοσ είναι επαρκισ ενϊ ςτα ςτερεά ςϊματα, για μικρζσ παραμορφϊςεισ, οι διαφορζσ 

ανάμεςα ςτθν αρχικι και τθν τελικι κατάςταςθ του ςϊματοσ είναι τόςο μικρζσ ϊςτε οι δφο 

καταςτάςεισ να κεωροφνται ςχεδόν ταυτόςθμεσ. Οι διαφορζσ τθσ αρχικισ και τελικισ κατά-

ςταςθσ του ςϊματοσ από μακθματικισ απόψεωσ εκφράηονται μζςα από κάποιουσ όρουσ 

δεφτερθσ ι και ανϊτερθσ τάξθσ οι οποίοι ςχετίηονται με τισ μετατοπίςεισ και εν γζνει είναι μθ 

γραμμικοί. Συνεπϊσ, θ ανάλυςθ των ρευςτϊν ι των ςτερεϊν ςωμάτων με τισ κεωρίεσ των 

μικρϊν ι των μεγάλων παραμορφϊςεων εξαρτάται από το εάν αυτοί οι όροι ανϊτερθσ τάξθσ 

Σχ. 7.1. Το διάγραμμα τάςεων παραμορφϊςεων για μζταλλο υπό μονοαξονικό εφελκυςμό. 
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λαμβάνονται υπόψθ ι όχι. Είναι γνωςτζσ οι ςχζςεισ των παραμορφϊςεων  ijE  ςε ςυνάρτθ-

ςθ με τισ μετατοπίςεισ  iu του ςϊματοσ ςε Καρτεςιανό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων  iX  

 
2 2 2

31 1 2
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1 1 1 1

1

2

uu u u
E

X X X X

         
         
          

 (7.1) 
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         
         
          

 (7.2) 
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                                         (7.3) 

 3 31 2 1 2 2 2
12

2 1 1 1 1 2 1 2

1
  

2

u uu u u u u u
E

X X X X X X X X

       
     
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 3 3 32 1 2 2 2
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u u uu u u u u
E

X X X X X X X X

       
     

        
 (7.6)                 

Στθν περίπτωςθ τθσ κλαςικισ ελαςτικότθτασ και των μικρϊν παραμορφϊςεων τα γινόμενα 

και τα τετράγωνα των μετατοπίςεων  κεωροφνται μικρζσ ποςότθτεσ και δεν λαμβάνονται υ-

πόψθ. Στθν ελαςτοπλαςτικι κεωρία όλοι οι όροι των μετατοπίςεων ςυμμετζχουν ενεργά ςτθν 

ανάλυςθ και εκφράηουν τθν γεωμετρικι μθ γραμμικότθτα του υλικοφ.  

     Θ τάςθ ορίηεται από τθν δφναμθ που αςκείται ςτθν πραγματικι επιφάνεια του υλικοφ. Σαν 

πραγματικι επιφάνεια κεωρείται θ επιφάνεια του ςϊματοσ ςε κάκε ςτάδιο τθσ παραμόρφω-

ςισ του. Επειδι θ αρχικι και θ τελικι κατάςταςθ του ςϊματοσ κεωροφνται ςχεδόν ίδιεσ τόςο 

θ δφναμθ όςο και θ επιφάνεια εφαρμογισ τθσ δεν αλλάηουν και ζτςι ο οριςμόσ τθσ τάςθσ εί-

ναι μια ςχετικά εφκολθ υπόκεςθ. Πρακτικά, θ τάςθ ορίηεται από τον λόγο τθσ δφναμθσ ωσ 

προσ τθν αρχικι απαραμόρφωτθ επιφάνεια του ςϊματοσ. Στθν περίπτωςθ των ελαςτοπλα-

ςτικϊν παραμορφϊςεων ο οριςμόσ τθσ τάςθσ παφει να είναι μια τετριμμζνθ υπόκεςθ διότι θ 

επιφάνεια του ςϊματοσ δεν είναι ςτακερι κατά τθν διάρκεια τθσ παραμόρφωςθσ και μετα-

βάλλεται ςυνεχϊσ. Εξάλλου, πζραν τθσ επιφάνειασ του ςϊματοσ οφτε και θ δφναμθ παραμζ-

νει ςτακερι κατά τθν διάρκεια τθσ παραμόρφωςθσ γεγονόσ που ςθμαίνει ότι για τθν ανάλυςθ 

τζτοιων παραμορφϊςεων είναι αναγκαία θ χριςθ μθ γραμμικϊν μακθματικϊν ςχζςεων. Από 

τα παραπάνω αναδεικνφεται θ ανάγκθ να βρεκεί ζνασ τρόποσ να οριςτεί θ τάςθ, κακϊσ και 

άλλεσ κινθματικζσ ι κινθτικζσ ποςότθτεσ, με ζναν ακριβι και αξιόπιςτο τρόπο ϊςτε θ ανάλυ-

ςθ τθσ μθχανικισ ςυμπεριφοράσ των ςωμάτων, ςτθν περίπτωςθ των ελαςτοπλαςτικϊν παρα-

μορφϊςεων, να είναι ακριβισ. 

 

7.2.1. Ομογενείσ ελαςτοπλαςτικζσ παραμορφϊςεισ  

  

     Οι ελαςτοπλαςτικζσ παραμορφϊςεισ των ςωμάτων διαχωρίηονται ςε δφο μεγάλεσ κατθ-

γορίεσ, τισ ομογενείσ και τισ μθ ομογενείσ. Από φυςικισ απόψεωσ αυτόσ ο διαχωριςμόσ ζγκει-
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ται ςτο τρόπο με τον οποίο θ παραμόρφωςθ κατανζμεται ςτο ςϊμα. Αν θ παραμόρφωςθ εί-

ναι ακριβϊσ θ ίδια για όλα τα ςθμεία του ςϊματοσ τότε θ παραμόρφωςθ κα κεωρείται ομο-

γενισ. Σε αυτι τθν περίπτωςθ όλα τα υλικά ςθμεία του ςϊματοσ κα κεωρείται ότι υπόκεινται 

τθν ίδια μετατόπιςθ, τθν ίδια επιμικυνςθ και τθν ίδια ςτροφι. Από μακθματικισ απόψεωσ ο 

διαχωριςμόσ ζχει να κάνει με το γεγονόσ ότι ςτθν περίπτωςθ τθσ ομογενοφσ παραμόρφωςθσ 

θ βακμίδα του τανυςτι τθσ παραμόρφωςθσ  F , είναι ανεξάρτθτθ των υλικϊν ςυντεταγμζνων 

X . Όταν ο τανυςτισ F εξαρτάται από τισ ςυντεταγμζνεσ του υλικοφ ςθμείου θ παραμόρφω-

ςθ κεωρείται μθ ομογενισ ι ανομοιογενισ. Ο διαχωριςμόσ μπορεί να γίνει με ιςοδφναμο 

τρόπο υιοκετϊντασ τθν ζννοια τθσ παραμορφωςιακισ ενζργειασ του ςϊματοσ όπου ςτθν ο-

μογενι περίπτωςθ θ ενζργεια εξαρτάται μόνο από τον τανυςτι F , ενϊ ςτθν ανομοιογενι 

εξαρτάται από τθν κζςθ του υλικοφ ςθμείου. Στθν ανάλυςθ που ακολουκεί κεωρείται ότι οι 

όλεσ οι παραμορφϊςεισ είναι ομογενείσ.  

 
 
2.3. Μεγζκθ μζτρθςθσ των ελαςτοπλαςτικϊν παραμορφϊςεων 
 

2.3.1. Οι τανυςτζσ τθσ παραμόρφωςθσ 

 

     Μζχρι τϊρα ζχει γίνει μια ςυγκριτικι αναφορά ςτισ μικρζσ και μεγάλεσ παραμορφϊςεισ ςε 

ποιοτικό επίπεδο. Στθν ανάλυςθ των ςωμάτων κάτι τζτοιο δεν είναι αρκετό και για αυτό α-

παιτείται μια ποςοτικοποίθςθ των πραγμάτων. Συνεπϊσ κρίνεται αναγκαία θ ειςαγωγι κά-

ποιων μεγεκϊν που κα μετροφν με αξιόπιςτο και ακριβι τρόπο τα διάφορα μεγζκθ που είναι 

απαραίτθτα για τθν μθχανικι ανάλυςθ του ςϊματοσ. Σε αυτι τθν παράγραφο κα εκτεκοφν 

ςυνοπτικά τα μεγζκθ μζτρθςθσ των παραμορφϊςεων. 

     Θ βακμίδα του τανυςτι τθσ παραμόρφωςθσ F , αποτελεί τθν βαςικι ποςότθτα που χρθςι-

μοποιείται για τθν μζτρθςθ τθσ τοπικήσ παραμόρφωςησ και τθσ τοπικήσ ςτροφήσ μζςω τθσ 

γεωμετρίασ του ςϊματοσ. Ουςιαςτικά, απεικονίηει με γραμμικό τρόπο μια μικρι περιοχι του 

απαραμόρφωτου ςϊματοσ ςε μια μικρι περιοχι του παραμορφωμζνου ςϊματοσ. Στθν ειδικι 

περίπτωςθ όπου θ παραμόρφωςθ του ςϊματοσ δεν περιλαμβάνει κακόλου ςτροφι τότε 

προφανϊσ κα ιςχφει ότι F I . Εάν θ κίνθςθ περιλαμβάνει μόνο ςτροφι ςτερεοφ ςϊματοσ 

τότε F R , όπου   είναι ζνασ ορκογωνικόσ τανυςτισ ο οποίοσ κα ικανοποιεί τθν ςχζςθ

   T TR R R R I . Θ μακθματικι ςχζςθ που περιγράφει τθν γραμμικι απεικόνιςθ ενόσ ευκφ-

γραμμου τμιματοσ dX , ςτθν αρχικι κατάςταςθ, ςε ζνα ευκφγραμμο τμιμαdx , ςτθν τελικι 

κατάςταςθ, κα είναι 

 d dx F X  (7.7) 

 





x
F

X
 (7.8) 

Κεωροφμε δφο ςθμεία A και B , ςτθν αρχικι κατάςταςθ, τα οποία ζχουν μια απόςταςθ μετα-

ξφ τουσ dS . Θ κζςθ του ςθμείου B ωσ προσ το ςθμείο A  κα δίνεται από ζνα διάνυςμα κζςθσ 

dX το οποίο κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

     ,        1,2,3A Ad dX A X I  (7.9) 
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Το μζτρο τθσ απόςταςθσ των δφο ςθμείων κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

  
2

dS dX dX A A  (7.10) 

     Υιοκετϊντασ τθν ίδια λογικι για τα ςθμεία a και b , ςτθν τελικι κατάςταςθ, των οποίων θ 

απόςταςθ είναι ds , προκφπτουν οι αντίςτοιχεσ ςχζςεισ 

   ,   1,2,3aad dx a x e  (7.11) 

  
2

a ads dx dx  (7.12)

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κατά τθν ανάλυςθ τθσ παραμόρφωςθσ είναι πολφ ςθμαντικό να γνωρίηουμε τθν αλλαγι τθσ 

ςχετικισ απόςταςθσ μεταξφ των ςθμείων του ςϊματοσ. Θ διαφορά του μικουσ κα υπολογίηε-

ται από τον όρο    
2 2

ds dS  ο οποίοσ μζςω των ςχζςεων(7.10)  και, κα είναι 

      
2 2 i i

B AB BA A AB A

A

AB B

B

x x
ds dS d d d d dX dX dX dX dX dX

X X
C 

   
        

   
x x X X  (7.13) 

Στθν τελευταία ςχζςθ ειςιχκθ ο ςυμμετρικόσ τανυςτισ ABC  ο οποίοσ καλείται δεξιόσ τανυ-

ςτισ παραμόρφωςθσ κατά Cauchy-Green8, για τον οποίο κα ιςχφει 

 i

B

i

A

x x

X X
  



 

  
T

ABC C F F  (7.14) 

                                                           
8 Right Cauchy – Green deformation tensor. 

Σχ. 7.2. Το διάνυςμα , ανάμεςα ςτα ςθμεία και ςτθν αρχικι απαραμόρφωτθ κατάςταςθ 

μετατρζπεται ςτο διάνυςμα  μεταξφ των ςθμείων και ςτθν τρζχουςα παραμορφωμζνθ κα-

τάςταςθ αναφοράσ (καρτεςιανό ςφςτθμα αναφοράσ). 
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Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων,(7.13),(7.14) προκφπτει ζνασ νζοσ ςυμμετρικόσ τανυςτισ E , 

ο τανυςτισ παραμόρφωςθσ κατά Green-Lagrange9 ο οποίοσ κα ορίηεται από τθν ςχζςθ  

    
1 1

 
2 2

   TΕ C I F F I  (7.15) 

Οι δφο ςυμμετρικοί τανυςτζσ ,C E  υπολογίηουν τισ παραμορφϊςεισ του ςϊματοσ ςε ςχζςθ 

με τισ υλικζσ του ςυντεταγμζνεσ Χ , και ςε αυτι τθν περίπτωςθ θ περιγραφι τθσ παραμόρ-

φωςθσ λζγεται υλικι ι περιγραφι κατά Lagrange. Θ αναλυτικι περιγραφι του τανυςτι E  

γίνεται από τισ ςχζςεισ (7.1) -(7.6). 

     Θ παραμόρφωςθ του ςϊματοσ μπορεί να εκφραςτεί και με όρουσ χωρικϊν ςυντεταγμζνων 

x , ακολουκϊντασ τθν ίδια ςυλλογιςτικι. Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ παραμόρφωςθ κα αναφζ-

ρεται ςτθν παροφςα κατάςταςθ του ςϊματοσ. Από τισ ςχζςεισ(7.10),(7.11) ,(7.12) κα είναι 

      
2 2 A A A A

ij i j i j ij i j ij ij i j

i j i j

ds dS dx dx dx dx dx dx b dx dx
x x

X X X X

x x
  

    
                    

   
 (7.16) 

Στθν τελευταία ςχζςθ ειςιχκθ o ςυμμετρικόσ τανυςτισ ijb  ο οποίοσ καλείται αριςτε-

ρόσ τανυςτισ τθσ παραμόρφωςθσ κατά Cauchy - Green10 και κα ιςχφει 

    
 

1 1 1TA A
ij

i j

b
X X

x x
   


  




T

b F F F F  (7.17) 

Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων,(7.16),(7.17) προκφπτει ζνασ νζοσ ςυμμετρικόσ τανυςτισ 

τθσ παραμόρφωςθσ e , ο τανυςτισ παραμόρφωςθσ κατά Euler – Almansi ο οποίοσ κα δίνεται 

από τθν ςχζςθ 

  
1

2
 Ie b  (7.18) 

Θ περιγραφι τθσ παραμόρφωςθσ μζςω των ςυμμετρικϊν τανυςτϊν ,b e  καλείται χωρικι πε-

ριγραφι ι περιγραφι κατά Euler. Στθν περίπτωςθ των μικρϊν παραμορφϊςεων οι δφο τανυ-

ςτζσ ςυμπίπτουν και ο διαχωριςμόσ τθσ ανάλυςθσ ςε υλικζσ και χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ δεν 

ζχει πλζον κανζνα νόθμα.   

 

7.3.2. Η αλλαγι τθσ επιφάνειασ 

 

    Είναι γνωςτό ότι τα ςθμεία , οι καμπφλεσ και τα διανφςματα του ςϊματοσ ςτθν αρχικι κα-

τάςταςθ απεικονίηονται ςτα αντίςτοιχα ςθμεία, καμπφλεσ και διανφςματα ςτθν τελικι κατά-

ςταςθ μζςω μιασ γραμμικισ απεικόνιςθσ. Αυτι θ γραμμικι απεικόνιςθ ιςοδυναμεί μακθματι-

κά με ζνα γραμμικό μεταςχθματιςμό. Από τθν ςχζςθ (7.7), πιςτοποιείται αυτόσ ο μεταςχθμα-

τιςμόσ μζςω του γραμμικοφ τελεςτι F . Θ παραπάνω ςυλλογιςτικι δεν ιςχφει για τθν γραμ-

                                                           
9 Green – Lagrange strain tensor 
10 Left Cauchy – Green deformation tensor, ςτθν διεκνι βιβλιογραφία αναφζρεται και ςαν τανυςτισ 
Finger. 
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μικι απεικόνιςθ μιασ επιφάνειασ. Ζνα μοναδιαίο διάνυςμα Ν  κάκετο ςε μια αρχικά απαρα-

μόρφωτθ επιφάνεια    δεν απεικονίηεται μόνο μζςω του γραμμικοφ τελεςτι F ςτο μονα-

διαίο διάνυςμα n τθσ αντίςτοιχθσ παραμορφωμζνθσ επιφάνειασ ds .   

     Θ διαφορά του όγκου του ςϊματοσ μεταξφ τθσ αρχικισ και τελικισ κατάςταςθσ κα δίνεται 

από τθν ςχζςθ 

  ,dv J t dV X  (7.19) 

όπου dv  είναι ο ςτοιχειϊδθσ όγκοσ του ςϊματοσ ςτθν τελικι κατάςταςθ και dV είναι ο ςτοι-

χειϊδθσ όγκοσ του ςϊματοσ ςτθν τελικι κατάςταςθ. Θ Λακωβιανι ορίηουςα   ,J tX  εκφράηει 

τθν αλλαγι του όγκου του ςϊματοσ και ιςοφται με τθν ορίηουςα του τανυςτι τθσ βακμίδασ 

τθσ παραμόρφωςθσ F , και οφείλει να είναι πάντα κετικι, δθλ 

    , , 0J t detF t X X  (7.20) 

Κεωρϊντασ ζνα γραμμικό υλικό ςτοιχείο dX ςτθν απαραμόρφωτθ κατάςταςθ τότε αυτό κα 

απεικονίηεται ςτθν τελικι κατάςταςθ ςτο υλικό ςτοιχείο dx  μζςω τθσ ςχζςθσ (7.7). Ο όγκοσ 

του ςϊματοσ ςτθν τρζχουςα κατάςταςθ dv κα δίνεται από τθν ςχζςθ  

 dv d d ds d   s x n x  (7.21) 

Ο όγκοσ του ςϊματοσ ςτθν αρχικι κατάςταςθ dV κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 dV d d dS d   S X N X  (7.22) 

Από τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων (7.19),(7.20),(7.21),(7.22) προκφπτει θ ςχζςθ 

  
 

0 0d d Jd d d d Jd d d d Jd d d Jd d                
   

T Ts x S X s F X S X F s X S X F s S X  (7.23) 

Θ τελευταία ςχζςθ ιςχφει για οποιοδιποτε γραμμικό υλικό ςτοιχείο του ςϊματοσ οπότε ανα-

γκαςτικά κα πρζπει να ιςχφει 

 
 

0d Jd d J d   T TF s S s F S  (7.24) 

Θ τελευταία ςχζςθ υποδεικνφει τον τρόπο με τον οποίο μια επιφάνεια ςτθν απαραμόρφωτθ 

κατάςταςθ απεικονίηεται ςτθν αντίςτοιχθ επιφάνεια τθσ παραμορφωμζνθσ κατάςταςθσ. Γνω-

ςτι  ςτθν διεκνι βιβλιογραφία ςαν ςχζςθ του Nanson (Nanson’s formula). 

 

7.3.3. Μεγζκθ μζτρθςθσ των τάςεων 

 

     Θ κίνθςθ και θ παραμόρφωςθ ενεργοποιοφν το ςϊμα υπό τθν ζννοια ότι ςτο εςωτερικό 

του αναπτφςςονται κάποιεσ αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των υλικϊν ςθμείων. Μια από τισ ςυνζ-

πειεσ αυτϊν των αλλθλεπιδράςεων είναι και θ τάςθ, θ οποία αποτελεί μια φυςικι ποςότθτα 

και ορίηεται ςαν δφναμθ ανά μονάδα επιφάνειασ. Θ τάςθ είναι υπεφκυνθ για τθν όποια πα-

ραμόρφωςθ του ςϊματοσ και αποτελεί κεμελιακι ποςότθτα για τθν ανάλυςθ τθσ μθχανικισ 
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ςυμπεριφοράσ των ςωμάτων. Σε προθγοφμενθ παράγραφο ζγινε μια εκτενισ αναφορά ςτουσ 

εναλλακτικοφσ τανυςτζσ τθσ παραμόρφωςθσ που μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν. Δεδομζνθσ 

τθσ ενεργειακισ ςυηυγίασ ςτθν οποία οφείλουν να υπακοφουν τα μεγζκθ ςτθν Μθχανικι, γί-

νεται άμεςα αντιλθπτό ότι κα υπάρχουν και οι αντίςτοιχεσ εναλλακτικζσ για τον οριςμό τθσ 

τάςθσ. Είναι γνωςτό ότι ο ρυκμόσ παραγωγισ ζργου, w , κατά τθν παραμόρφωςθ του ςϊμα-

τοσ  δίνεται από τθν ςχζςθ  

 : ij ijw w D  τ D  (7.25) 

όπου τ είναι θ τάςθ κατά Kirchhoff θ οποία κα δίνεται από τθν ςχζςθ Jτ σ , όπου σ είναι 

οι τάςεισ κατά Cauchy και J είναι θ Λακωβιανι ορίηουςα. Θ ενεργειακι ςυηυγία υποδεικνφει 

ότι για οποιονδιποτε τανυςτι παραμόρφωςθσ, ζςτω Α , υπάρχει ζνασ ςυμμετρικόσ τανυςτισ  

Τ ο οποίοσ κα αποτελεί κάτι ςαν τάςθ και κα αποτελεί τθν αντίςτοιχθ ενεργειακά ςυηυγι πο-

ςότθτά του. Κα ιςχφει μια ενεργειακι ςχζςθ 

 : :Τ A τ D  (7.26) 

Στθν περίπτωςθ που επιλεγεί ο τανυςτισ παραμόρφωςθσ Ε τότε ςαν ενεργειακά ςυηυγισ 

ποςότθτα επιλζγεται ο 2οσ Piola – Kirchhoff,  S , ο οποίοσ ςχολιάηεται παρακάτω. 

     Το ενδιαφζρον επικεντρϊνεται ςε ζνα παραμορφϊςιμο ςυνεχζσ ςτερεό ςϊμα  το οποίο 

καταλαμβάνει μια περιοχι   του φυςικοφ χϊρου με ςυνοριακι επιφάνεια   . Κεωρείται 

ότι κάποιεσ δυνάμεισ δρουν ςε ζνα τμιμα ι ςε όλθ τθν ζκταςθ τθσ ςυνοριακισ επιφάνειασ, οι 

οποίεσ καλοφνται εξωτερικζσ δυνάμεισ, και κάποιεσ δυνάμεισ δρουν ςε μια εςωτερικι φα-

νταςτικι επιφάνεια εντόσ του ςϊματοσ με κάποια τυχαία κατανομι, οι οποίεσ καλοφνται ε-

ςωτερικζσ δυνάμεισ. Σφμφωνα με το Σχιμα 2 για κάκε επιφανειακό ςτοιχείο του ςϊματοσ κα 

ιςχφει 

 d ds dS f t T  (7.27) 

Με το ςφμβολο f ςυμβολίηεται θ δφναμθ, όπου t είναι ο ελκυςτισ των τάςεων κατά Cauchy 

και δθλϊνει τθν δφναμθ ανά μονάδα τρζχουςασ επιφάνειασ, όπου Τ  είναι ο 1οσ ελκυςτισ των 

τάςεων κατά Piola – Kirchhoff και δθλϊνει τθν δφναμθ ανά μονάδα απαραμόρφωτθσ επιφά-

νειασ και ζχει τθν ίδια διεφκυνςθ με τον ελκυςτι t  . Για τουσ δφο ελκυςτζσ ιςχφουν οι ςχζςεισ 

 
 

 i ji jt n  t σn  (7.28) 

 
 

i iA AT P N  T PN  (7.29) 

Όπου σ  ο τανυςτισ των τάςεων κατά Cauchy που εκφράηει τισ πραγματικζσ τάςεισ ςτο ςϊμα 

και αναφζρεται ςτισ χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ του ςϊματοσ και όπου P ο 1οσ τανυςτισ Piola – 

Kirchhoff ο οποίοσ αναφζρεται ςτισ υλικζσ ςυντεταγμζνεσ του ςϊματοσ. Οι δφο τανυςτζσ 

ςυνδζονται μεταξφ τουσ μζςω τθσ ςχζςθσ 

 TJ P σF  (7.30) 

Αξίηει να ςθμειωκεί ότι ο 1οσ τανυςτισ Piola – Kirchhoff εν γζνει δεν είναι ςυμμετρικόσ τανυ-

ςτισ. 
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     Στθν διεκνι βιβλιογραφία ζχουν προτακεί και χρθςιμοποιοφνται πολλοί τανυςτζσ τάςεων, 

ο κακζνασ με τα πλεονεκτιματα και τα μειονεκτιματά του. Στθν παροφςα ανάλυςθ το ενδια-

φζρον κα εςτιαςτεί ςε ςυγκεκριμζνουσ τανυςτζσ που κα χρθςιμεφςουν ςτθν μελζτθ των μθ 

γραμμικϊν αποκρίςεων των ςωμάτων. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ο τανυςτισ των τάςεων κατά Kirchhoff  τ , διαφζρει από τον τανυςτι κατά Cauchy ωσ προσ 

τθν μεταβολι του όγκου του ςϊματοσ, δθλ. 

 Jτ σ  (7.31) 

Επιπλζον ειςάγεται ο 2οσ τανυςτισ κατά Piola – Kirchhoff S , ο οποίοσ κα ορίηεται ωσ εξισ 

 1 TJ  S F σF  (7.32) 

Όπωσ κα διαφανεί ςτα επόμενα αυτόσ ο τανυςτισ χρθςιμοποιείται κατά κόρον ςτθν διατφ-

πωςθ των καταςτατικϊν εξιςϊςεων του ςϊματοσ διότι είναι πολφ εφχρθςτοσ υπολογιςτικά. 

Περαιτζρω αξίηει να ςθμειωκεί ότι ο 2οσ Piola - Kirchhoff είναι ο ενεργειακά ςυηυγισ τανυ-

ςτισ τθσ τάςθσ με τον τανυςτι παραμόρφωςθσ κατά Lagrange, E . 

 

7.4. Βαςικζσ αρχζσ των υλικϊν ςωμάτων 

 
     Τα υφάςματα είναι κατά βάςθ καταςκευζσ με πολφ μικρό πάχοσ ςυγκρινόμενο με τισ άλλεσ 

διαςτάςεισ τουσ με αποτζλεςμα να παραλαμβάνουν και να μεταφζρουν  φορτία κυρίωσ εντόσ 

του επιπζδου τουσ. Θ δομι αυτϊν των καταςκευϊν είναι τζτοια ϊςτε μικρισ ζνταςθσ κατα-

πονιςεισ να προκαλοφν μεγάλεσ πεπεραςμζνεσ παραμορφϊςεισ.  Από τθν κλαςικι κεωρία 

τθσ Ελαςτικότθτασ είναι γνωςτό ότι ο νόμοσ του Hooke, είτε ςτθν κεμελιϊδθ είτε ςτθν γενι-

κευμζνθ του μορφι, είναι ςε κζςθ να εκφράςει τθν μθχανικι ςυμπεριφορά του υλικοφ, τον 

Σχ. 7.3. Οι ελκυςτζσ των τάςεων οι οποίοι δρουν ςε απειροςτζσ επιφάνειεσ ςτθν αρχικι και τελικι κα-
τάςταςθ του ςϊματοσ. 
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καταςτατικό του νόμο δθλαδι, ςτθν περίπτωςθ που το υλικό υπόκειται ςε μικρζσ γραμμικζσ 

παραμορφϊςεισ. Είναι φανερό ότι ο νόμοσ του Hooke αδυνατεί να ερμθνεφςει τθν μθχανικι 

ςυμπεριφορά των υφαςμάτινων καταςκευϊν ςε μεγάλεσ παραμορφϊςεισ. Συνεπϊσ, θ προ-

ςφυγι ςε μια πιο αξιόπιςτθ κεωρία είναι μονόδρομοσ για αυτά τα υλικά.  

     Ο κφριοσ ςτόχοσ κατά τθν μελζτθ των υλικϊν είναι θ διατφπωςθ κατάλλθλων μακθματικϊν 

ςχζςεων που να ερμθνεφουν τθν απόκριςθ τουσ υπό τθν επίδραςθ εξωτερικϊν δράςεων. Θ 

μθχανικι ςυμπεριφορά όλων των υλικϊν οφείλει να διζπεται από τρεισ βαςικζσ αρχζσ, τθν 

αρχι τθσ αντικειμενικότθτασ (objectivity), τθν αρχι τθσ αιτιοκρατίασ (determinism) και τθν 

αρχι τθσ τοπικισ δράςθσ (local action). Στθν μθχανικι κεωρείται ότι οι τάςεισ που αναπτφς-

ςονται ςε ζνα ςϊμα ςυνδζονται με τθν κίνθςθ του ςϊματοσ αιτιοκρατικά. Αυτό ςθμαίνει ότι 

οι τάςεισ που αναπτφςςονται ςε ζνα ςθμείο του ςϊματοσ ςε κάποια χρονικι ςτιγμι προςδιο-

ρίηονται από τθν κίνθςθ του ςϊματοσ ςτο παρελκόν ι το παρόν, αλλά όχι από το μζλλον. Επι-

πρόςκετα, κεωρείται ότι οι τάςεισ ςε ζνα ςθμείο του ςϊματοσ εξαρτϊνται από τθν κίνθςθ 

των γειτονικϊν του ςθμείων και μόνο. Θ ςυνκικθ τθσ αντικειμενικότθτασ εξαςφαλίηει ότι μια 

μακθματικι ςχζςθ ιςχφει για οποιοδιποτε ςφςτθμα αναφοράσ και για οποιαδιποτε ςτροφι 

ι μεταφορά του ςυςτιματοσ αναφοράσ αυτι θ ςχζςθ παραμζνει αναλλοίωτθ. Συνεπϊσ, είναι 

απαραίτθτθ θ ειςαγωγι ενόσ παρατθρθτι ςτθν διαμόρφωςθ του προβλιματοσ οι αλλαγζσ 

του οποίου κα προςφζρουν τθν μακθματικι κεμελίωςθ για τον αναλλοίωτο χαρακτιρα των 

καταςτατικϊν ςχζςεων. 

     Θ περιγραφι μιασ οποιαςδιποτε φυςικισ διαδικαςίασ ςυνδζεται άμεςα με τθν επιλογι 

ενόσ παρατθρθτι ο οποίοσ δθλϊνεται ςυνικωσ με O . Ζνασ τυχαία επιλεγμζνοσ παρατθρθτισ 

ςτον τριδιάςτατο Ευκλείδειο χϊρο και χρόνο είναι εφοδιαςμζνοσ να μετράει δφο πράγματα 

 

 τισ ςχετικζσ κζςεισ ςθμείων ςτο χϊρο (ςε μια βακμονομθμζνθ κλίμακα) 

 τισ χρονικζσ ςτιγμζσ (με ζνα μετρθτι χρόνου, π.χ. ζνα ρολόι) 

 

Ζνα γεγονόσ καταγράφεται από ζνα παρατθρθτι με όρουσ κζςθσ ςτο χϊρο και ςτο χρόνο. 

Κεωροφμε δφο γεγονότα τα οποία επιςυμβαίνουν ςτον Ευκλείδειο χϊρο και περιγράφονται 

από τα ηεφγθ  0 0,tx  και  ,tx . Υποκζτουμε ότι το γεγονόσ  0 0,tx  είναι ακίνθτο κακϊσ το 

γεγονόσ   ,tx  εξελίςςεται. Ζνασ παρατθρθτισ καταγράφει ότι θ απόςταςη που χωρίηει τα 

δφο γεγονότα είναι 0x x  και θ χρονικι διαφορά μεταξφ των δφο γεγονότων είναι 0t t . 

Στθν ςυνζχεια τα δφο ςθμεία, κρατϊντασ ςτακερι τθν μεταξφ τουσ απόςταςθ και τθν χρονικι 

τουσ διαφορά, απεικονίηονται ςε δφο νζα ςθμεία του χϊρου και χϊρου  ,t x  και  0 0,t x , 

αντίςτοιχα. Οι νζεσ κζςεισ των γεγονότων προκφπτουν εφαρμόηοντασ μια ςτροφι ςτισ αρχικζσ 

τουσ κζςεισ (ςτροφι του παρατθρθτι). Αυτι θ ςτροφι περιγράφεται από τθν μακθματικι 

ςχζςθ 

   0 0t   x x Q x x  (7.33) 

Από τθν παραπάνω ςχζςθ και με τουσ ςυμβολιςμοφσ  

    0 0t t c x Q x  (7.34) 

 t t a    (7.35) 
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Προκφπτει θ ςχζςθ  

      t t  x c Q x  (7.36) 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

Από τθν ςχζςθ (7.36) προκφπτει ότι υπάρχει μια ζνα προσ ζνα αντιςτοίχιςθ μεταξφ των ςθ-

μείων  ,tx  και  ,t x , αυτι θ αντιςτοίχιςθ ονομάηεται Ευκλείδειοσ μεταςχηματιςμόσ. 

Φαίνεται κακαρά από τθν ςχζςθ (7.36) ότι θ διαφορά μεταξφ των δφο παρατθρθτϊν, πζραν 

τθσ ςχετικισ ςτροφισ, ζγκειται και ςε ζνα διάνυςμα μετατόπιςθσ το οποίο ςυχνά αναφζρεται 

ςαν μετατόπιςθ ςτερεοφ ςϊματοσ και δθλϊνεται με  tc . 

     Μια βαςικι παραδοχι των νόμων τθσ Φυςικισ υποδεικνφει ότι οι μακροςκοπικζσ ιδιότθτεσ 

των υλικϊν δεν πρζπει να επθρεάηονται από τθν επιλογι του εξωτερικοφ παρατθρθτι. Εκείνο 

που επιδιϊκεται κάκε φορά είναι να διαςφαλιςτεί ότι θ τάςθ που αναπτφςςεται ςε ζνα ςϊμα 

οφείλει να είναι αναλλοίωτη (invariant) ςχετικά με ζνα παρατθρθτι ο οποίοσ μπορεί κάκε 

φορά να αλλάηει οπτικι ςκοπιά. Αναμζνουμε από μια αλλαγι του παρατθρθτι ότι οι αποςτά-

ςεισ και θ χρονικι διαφορά μεταξφ δφο ςθμείων δεν αλλάηουν. Με απλά λόγια απαιτοφμε 

από ζναν άλλο παρατθρθτι O  να παρατθριςει τθν ίδια ςχετικι απόςταςθ μεταξφ των ςθ-

μείων και τθν ίδια χρονικι διαφορά μεταξφ των δφο ι και περιςςοτζρων γεγονότων που επι-

ςυμβαίνουν. Θ ςχζςθ (7.36) δθλϊνει τθν αλλαγι του παρατθρθτι  ςτον παρατθρθτι O . Το 

γεγονόσ ςτθν κζςθ x και ςτον χρόνο t που καταγράφεται από τον παρατθρθτι  είναι το ίδιο 

γεγονόσ με αυτό που καταγράφει ζνασ παρατθρθτισ   ςτθν κζςθ x  και ςτον χρόνο t  . Θ 

ίδια ςχζςθ περιγράφει το ίδιο γεγονόσ το οποίο καταγράφεται από δφο διαφορετικοφσ παρα-

τθρθτζσ οι οποίοι όμωσ κινοφνται ο ζνασ ςε ςχζςθ με τον άλλον. 

     Διευκρινίηεται ότι μια αλλαγι του παρατθρθτι επθρεάηει τα ίδια τα ςθμεία και όχι τισ ςυ-

ντεταγμζνεσ τουσ. Σε αντίκεςθ, θ αλλαγι του ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων αλλάηει τισ ςυντε-

ταγμζνεσ των ςθμείων. Ζνα διάνυςμα u  το οποίο μεταςχθματίηεται ςφμφωνα με τθν ςχζςθ  

  t u Q u  (7.37) 

Σχ. 7.4. Θ απεικόνιςθ δφο ςθμείων τα οποία διατθροφν τθν μεταξφ τουσ απόςταςθ ςε ςυγκεκριμζνο διανυ-
κζν χρονικό διάςτθμα. 
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κα ονομάηεται αντικειμενικό ι ιςοδφναμα αναλλοίωτο. Ζνασ τανυςτισ 2θσ τάξθσ, Α , ο οποίοσ 

μεταςχθματίηεται ςφμφωνα με τθν ςχζςθ  

  ,    det 1,  T T   Α QAQ Q QQ I  (7.38) 

ςυμφωνοφμε ότι πλθροί τθν ςυνκικθ τθσ αντικειμενικότθτασ. 

 

7.5. Κινιςεισ ςτερεοφ ςϊματοσ 

 

     Θ αλλαγι του παρατθρθτι μπορεί να κεωρθκεί ιςοδφναμθ με μια ςυγκεκριμζνθ κίνθςθ 

ςτερεοφ ςϊματοσ που επιβάλλεται ςτθν καταςκευι ςε μια οποιαδιποτε ενδιάμεςθ κατάςτα-

ςθ τθσ παραμόρφωςθσ. Θ περιγραφι μιασ κίνθςθσ από δφο ανεξάρτθτουσ παρατθρθτζσ είναι 

ιςοδφναμθ με τθν περιγραφι δφο διαφορετικϊν κινιςεων που καταγράφονται από ζναν πα-

ρατθρθτι. Αυτι θ ιςοδυναμία ζχει άμεςο αντίκτυπο ςτθν μελζτθ τθσ μθχανικισ ςυμπεριφο-

ράσ των ςωμάτων. 

     Κεωροφμε ζνα ςυνεχζσ ςϊμα το οποίο εκτελεί μια κίνθςθ θ οποία περιγράφεται από τθν 

ςχζςθ 

  ,t x χ X  (7.39) 

Στθν ςυνζχεια κεωροφμε ότι το ίδιο ςϊμα εκτελεί μια άλλθ κίνθςθ θ οποία διαφζρει από τθν 

προθγοφμενθ κατά μια κίνθςθ ςτερεοφ ςϊματοσ που ζχει επιβλθκεί ςτο ςυνεχζσ μζςο κατά 

τθν διάρκεια τθσ παραμόρφωςισ του. Αυτι θ κίνθςθ κα περιγράφεται από μια ςχζςθ τθσ 

μορφισ 

  ,tx χ X  (7.40) 

Οι ςχζςεισ (7.39),(7.40) εκφράηουν δφο κινιςεισ οι οποίεσ καταγράφονται από τον ίδιο παρα-

τθρθτι. Θ κίνθςθ του ςτερεοφ ςϊματοσ μετακινεί τθν περιοχι του χϊρου  , που καταλάμ-

βανε το ςυνεχζσ μζςο ςτο χρόνο t , ςε μια περιοχι   που καταλαμβάνει το ίδιο μζςο ςτο 

χρόνο t  . Θ κζςθ  ,tx  που καταλαμβάνει το ςυνεχζσ ςτο χρόνο t  ςυνδζεται με τθν νζα κζ-

ςθ του ςυνεχοφσ  ,t x  μζςω τθσ ςχζςθσ (7.38). Θ παράμετροσ  tc αντιπροςωπεφει τθν 

μετατόπιςθ του ςτερεοφ ςϊματοσ (rigid body translation) που ςθμαίνει ότι κάκε ςθμείο του 

ςυνεχοφσ μζςου μετατοπίηεται κατά τθν ίδια απόςταςθ και ςτθν ίδια κατεφκυνςθ ςτο ίδιο 

χρονικό διάςτθμα. Ο όροσ  tQ x  αντιπροςωπεφει τθν ςτροφι του ςτερεοφ ςϊματοσ θ οποία 

περιγράφεται μακθματικά από τον ορκογωνικό τανυςτι Q . Στθν ειδικι περίπτωςθ όπου το 

ςϊμα δεν μετατοπίηεται αλλά μόνο ςτρζφεται θ ςχζςθ (7.38) απλοποιείται και παίρνει τθν 

μορφι  

  t x Q x  (7.41) 

Συμπεραςματικά, θ κίνθςθ ςτερεοφ ςϊματοσ αποτελείται από δφο ςυνιςτϊςεσ οι οποίεσ α-

ναφζρονται ςε ζνα ςυγκεκριμζνο χρονικό διάςτθμα όπωσ περιγράφεται από τθν ςχζςθ (7.38). 

Θ μία αφορά τθν ςτακερι μετατόπιςθ του ςϊματοσ ενϊ θ δεφτερθ αφορά τθν ςτακερι 

ςτροφι του. 
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     Αξίηει να κεωρθκεί ο τρόποσ με τον οποίο μεταςχθματίηονται οι διάφορεσ κινθματικζσ πο-

ςότθτεσ, που περιγράφουν τθν κίνθςθ του ςϊματοσ, κατά τθν επιβολι μιασ κίνθςθσ ςτερεοφ 

ςϊματοσ. Θ ποςότθτα που είναι άρρθκτα ςυνδεμζνθ με τθν κινθματικι του ςυνεχοφσ είναι θ 

βακμίδα τθσ παραμόρφωςθσ (deformation gradient)F . Εάν κεωριςουμε τθν βακμίδα τθσ 

παραμόρφωςθσ ενόσ ςθμείου x , και του αντίςτοιχου ςθμείου x  τότε εξ’οριςμοφ κα 

ιςχφουν οι ςχζςεισ 

    ,          ,       ,t t


  
 
 

x x
F X F X

X X
 (7.42) 

Από τθν παραγϊγιςθ τθσ ςχζςθσ (7.38) ωσ προσ τθν μεταβλθτι X  προκφπτει 

  
   

,
c t

t


  
 

    
  

x x
F X Q F QF

X X X
 (7.43) 

Από τθν ςχζςθ (7.43) φαίνεται ότι ο τανυςτισ F  δεν είναι αντικειμενικόσ διότι δεν υπακοφει 

ςτθν ςυνκικθ αντικειμενικότθτασ ενόσ τανυςτι όπωσ επιβάλλεται από τθν ςχζςθ (7.38). Πα-

ρόλα αυτά οφείλουμε να αναλογιςτοφμε ότι ο τανυςτισ F  είναι τανυςτισ δφο ςθμείων, το 

ζνα αναφζρεται ςε υλικζσ ςυντεταγμζνεσ ενϊ το άλλο αναφζρεται ςε χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ. 

Οι υλικζσ ςυντεταγμζνεσ είναι από τθν φφςθ τουσ ανεξάρτθτεσ από τον παρατθρθτι γεγονόσ 

που αναγκάηει τον τανυςτι τθσ βακμίδασ τθσ παραμόρφωςθσ να μεταςχθματίηεται ςαν ζνα 

διάνυςμα και όχι ςαν τανυςτισ. Αυτό ςθμαίνει ότι ο τανυςτισ  F αν και μεταςχθματίηεται 

ςφμφωνα με τθν ςχζςθ (7.43) είναι αντικειμενικόσ τανυςτισ και μπορεί να χρθςιμοποιθκεί 

για τθν διατφπωςθ του καταςτατικοφ νόμου του υλικοφ. 

     Θ Λακωβιανι ςυνάρτθςθ  J , θ οποία εκφράηει τθν αλλαγι του όγκου κατά τθν διάρκεια τθσ 

παραμόρφωςθσ, είναι μια αντικειμενικι ποςότθτα διότι μεταςχθματίηεται ςφμφωνα με τθν 

ςχζςθ  

    J det det det det det J     F QF Q F F  (7.44) 

Θ αντικειμενικότθτα τθσ ιακωβιανισ ςυνάρτθςθσ δθλϊνει ότι ο παρατθρθτισ καταγράφει τον 

ίδιο όγκο κατά τθν εκτζλεςθ τον δφο κινιςεων   και    του ςυνεχοφσ μζςου ι ιςοδφναμα ο 

όγκοσ του ςυνεχοφσ μζςου δεν αλλάηει κατά τθν επιβολι μιασ κίνθςθσ ςτερεοφ ςϊματοσ.  

     Θ τάςθ που αναπτφςςεται αρχικά ςτο ςϊμα είναι διαφορετικι ςε ςχζςθ με τθν τάςθ που 

αναπτφςςεται ςτο ίδιο ςϊμα μετά τθν παραμόρφωςθ. Εάν οι δφο τάςεισ, ςτθν αρχικι και 

ςτθν τελικι κατάςταςθ, ςυμβολιςτοφν με σ  και σ  αντίςτοιχα, τότε για τουσ αντίςτοιχουσ 

ελκυςτζσ  t  και t  κα ιςχφουν οι ςχζςεισ  

  nt σ  (7.45) 

    nt σ  (7.46) 

Οι διανυςματικζσ ποςότθτεσ t  και n  είναι εξ’οριςμοφ αντικειμενικζσ ποςότθτεσ και κα με-

ταςχθματίηονται ςφμφωνα με τθν ςχζςθ (7.38), δθλαδι κα είναι 

 
   

t         Tn Q Qn Q Q nt σ σ t σ  (7.47) 

Θ ςφγκριςθ των ςχζςεων (7.45) και (7.47) οδθγεί ςτθν ςχζςθ  
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    T TQ Q Q Q
 

σ σ σ σ  (7.48) 

θ οποία αποδεικνφει ότι θ τάςθ κατά Cauchy είναι μια αντικειμενικι ποςότθτα και ανεξάρτθ-

τθ από το ςφςτθμα ςυντεταγμζνων που χρθςιμοποιείται. 

     Θ βακμίδα τθσ χωρικισ ταχφτθτασ L  ορίηεται ςε ςυνάρτθςθ με τθν βακμίδα τθσ παραμόρ-

φωςθσ F , για τθν κίνθςθ χ του ςϊματοσ, ςφμφωνα με τθν ςχζςθ 

 1L FF  (7.49) 

Κατά αντιςτοιχία, θ βακμίδα τθσ χωρικισ ταχφτθτασ για τθν κίνθςθ    κα ορίηεται από τθν 

ςχζςθ  

  
1




  + FL F  (7.50) 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 

Σχ.7.5. Δφο κινιςεισ  και    του ςυνεχοφσ μζςου που καταγράφονται από ζναν παρατθρθτι και δι-

αφζρουν ωσ προσ τθν κίνθςθ του ςτερεοφ ςϊματοσ που επιβάλλεται μζςω των c,Q . Το διάνυςμα u  

μετατρζπεται ςτο διάνυςμα u  μζςω τθσ ςχζςθσ, Qu u  . 

 

 
Παραγωγίηοντασ τθν ςχζςθ (7.43) ωσ προσ τον χρόνο κα είναι 

   F QF QF  (7.51) 

Από τθν ςχζςθ (7.43) προκφπτει ακόμθ 

  
1

1


  QTF F  (7.52) 

Από τον ςυνδυαςμό των τριϊν τελευταίων ςχζςεων προκφπτει 
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   1 1 1        QT T T T TL QF QF F QFF Q QFF Q QQ QLQ  (7.53) 

Αποδεικνφεται ότι ο μεταςχθματιςμόσ τθσ βακμίδασ τθσ χωρικισ ταχφτθτασ δεν ςυμβαδίηει 

με τον μεταςχθματιςμό τθσ ςχζςθσ (7.38), κακϊσ εμφανίηεται ο επιπρόςκετοσ όροσ  . 

Συνεπϊσ ο τανυςτισ τθσ βακμίδασ τθσ ταχφτθτασ δεν είναι αντικειμενικι ποςότθτα και δεν 

μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ςτθν διατφπωςθ καταςτατικοφ νόμου για το υλικό. 

     Θ επιβολι μιασ κίνθςθσ ςτερεοφ ςϊματοσ ςτο ελαςτικό ςυνεχζσ μζςο ςυνεπάγεται κάποι-

ουσ περιοριςμοφσ ςτθν απόκριςι του. Στα επόμενα κα κεωρείται δεδομζνο ότι το υλικό είναι 

ιςόκερμο διότι θ κερμοκραςία κα κεωρείται ςτακερι κατά τθν διάρκεια τθσ παραμόρφωςθσ. 

 

7.6. Η κινθματικι των ελαςτοπλαςτικϊν παραμορφϊςεων 

 
     Θ Μθχανικι του ςυνεχοφσ μζςου περιγράφει μια κεωρία που ςτθρίηεται ςτθν μακροςκο-

πικι μελζτθ του ςϊματοσ. Θ βαςικι παραδοχι αυτισ τθσ κεωρίασ ζγκειται ςτο ότι κεωρεί ότι 

το ςϊμα παρουςιάηει μια ςυνεχι κατανομι τθσ μάηασ του ςτο χϊρο που αυτό καταλαμβάνει. 

Το ςϊμα κεωρείται ότι αποτελείται από υλικά ςωματίδια τα οποία ςε αντίκεςθ με τθν κλας-

ςικι κεωρία τθσ Μθχανικισ δεν διακζτουν μάηα αλλά πυκνότθτα. Με αυτι τθ λογικι κεω-

ροφμε ζνα ςυνεχζσ μζςο, 0 το οποίο είναι αρχικά απαραμόρφωτο. Αυτι θ κατάςταςθ του 

ςυνεχοφσ εφεξισ κα καλείται κατάςταςθ αναφοράσ (reference configuration). Το ςυνεχζσ το-

ποκετείται εντόσ του τριδιάςτατου Ευκλείδειου χϊρου ο οποίοσ ορίηεται από ζνα τριςορκο-

γϊνιο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, Σχ.5., και είναι εφοδιαςμζνοσ και με ζναν μετρθτι χρόνου 

ϊςτε να προςδιορίηει τθν κζςθ του ςϊματοσ κάκε χρονικι ςτιγμι. 

     Θ βακμίδα τθσ παραμόρφωςθσ, F  είναι θ πιο ςθμαντικι παράμετροσ θ οποία χρθςιμοποι-

είται για να περιγράψει τθν κίνθςθ του ςϊματοσ. Είναι ζνασ τανυςτισ ο οποίοσ εκφράηει το-

πικά τθν παραμόρφωςθ ενόσ ευκφγραμμου τμιματοσ το οποίο είναι ενςωματωμζνο εντόσ 

του υλικοφ ςωματιδίου του ςϊματοσ. Θ κζςθ ενόσ υλικοφ ςωματιδίου τθν χρονικι ςτιγμι 

0t   κα δίνεται από ζνα διάνυςμα κζςθσ X . Το διάνυςμα κζςθσ του ίδιου υλικοφ ςωματιδί-

ου μετά τθν ζλευςθ χρόνου t κα είναι x . Τότε μια εξίςωςθ τθσ μορφισ  ,tx x X  κα περι-

γράφει τθν κίνθςθ του κάκε υλικοφ ςωματιδίου και ςυνεπϊσ ολόκλθρου του ςυνεχοφσ μζςου. 

Με το ςφμβολο  κα δθλϊνεται θ νζα παραμορφωμζνθ κατάςταςθ του ςϊματοσ. Θ βακμίδα 

τθσ παραμόρφωςθσ F  κα δίνεται από τθν ςχζςθ 
 ,t




x X
F

X
. Στθν κεωρία των ελαςτοπλα-

ςτικϊν παραμορφϊςεων θ βακμίδα του τανυςτι τθσ παραμόρφωςθσ εξακολουκεί να δια-

δραματίηει ςπουδαίο ρόλο ςτθν περιγραφι τθσ κίνθςθσ του ςϊματοσ αλλά με μια πιο εκλε-

πτυςμζνθ μορφι. Ο Lee (1969) πρότεινε μια πιο εφχρθςτθ και ρεαλιςτικι αναπαράςταςθ 

αυτοφ του τανυςτι. Θ πολλαπλαςιαςτικι διάςπαςι του, ςτο ελαςτικό και πλαςτικό μζροσ, 

περιγράφει ακριβζςτερα τον μθχανιςμό παραμόρφωςθσ του ςϊματοσ.  

  e PF F F  (7.54) 

όπου eF  είναι το ελαςτικό μζροσ το οποίο εμπλζκεται με τθν κινθματικι του ςϊματοσ ςτθν 

ελαςτικι περιοχι και PF  το πλαςτικό μζροσ το οποίο εμπλζκεται με τθν κινθματικι του ςϊ-

ματοσ ςτθν πλαςτικι περιοχι. Θ φυςικι ςθμαςία αυτισ τθσ διάςπαςθσ είναι ότι θ γειτονιά 

TQQ
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ενόσ υλικοφ ςθμείου απεικονίηεται από τθν αρχικι απαραμόρφωτθ κατάςταςθ 0 ςτθν εν-

διάμεςθ αφόρτιςτθ κατάςταςθ i  με τθν επενζργεια του πλαςτικοφ μζρουσ  PF και ςτθν ςυ-

νζχεια απεικονίηεται ςτθν τελικι κατάςταςθ με τθν επενζργεια του ελαςτικοφ μζρουσ eF . 

Θ ενδιάμεςθ κατάςταςθ i  ονομάηεται και αφόρτιςτθ διότι το ςϊμα καταλιγει ςε αυτι όταν 

αφαιρεκεί το ελαςτικό κομμάτι eF . Με τθν διάςπαςθ τθσ ςχζςθσ (7.54) επιτυγχάνεται μια 

ξεκάκαρθ αποςφνδεςθ των δφο κφριων μθχανιςμϊν παραμόρφωςθσ του ςϊματοσ, του ελα-

ςτικοφ και του πλαςτικοφ, με αποτζλεςμα θ διατφπωςθ των καταςτατικϊν νόμων του υλικοφ 

να διευκολφνεται.  

     Θ βακμίδα τθσ ταχφτθτασ παραμόρφωςθσ (velocity gradient) L  του κάκε υλικοφ ςωματι-

δίου κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

  
  1

,
,

v t
t 


   



x
L x FF D W

x
 (7.55) 

        
1 1

,     ,     ,  
2 2

T T
as

t t           L L L L L LD x W x  (7.56) 

όπου v  είναι το πεδίο των ταχυτιτων, D  είναι ο τανυςτισ τθσ μεταβολισ τθσ παραμόρφω-

ςθσ (deformation rate tensor), W είναι ο τανυςτισ των ςτροφϊν (spin tensor). Οι δείκτεσ 

    αναφζρονται ςτο ςυμμετρικό και αντιςυμμετρικό μζροσ, αντίςτοιχα, τθσ κάκε ποςότθτασ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          

O τανυςτισ D αποτελεί το ςυμμετρικό μζροσ τθσ βακμίδασ τθσ ταχφτθτασ παραμόρφωςθσ L

ενϊ ο τανυςτισ W αποτελεί το αντιςυμμετρικό τθσ μζροσ. Αξίηει να ςθμειωκεί το πολφ γνω-

Σχ. 7.6. Θ κίνθςθ του ςϊματοσ κατά τα διαδοχικά ςτάδια τθσ παραμόρφωςισ του. 
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ςτό ςυμπζραςμα από τθν Μθχανικι του Συνεχοφσ Μζςου ότι ο τανυςτισ των ςτροφϊν W ο-

ρίηει, ςτθν τρζχουςα κατάςταςθ, τθν ςτροφι ενόσ γραμμικοφ ςτοιχείου το οποίο είναι ευκυ-

γραμμιςμζνο με τουσ κφριουσ άξονεσ του τανυςτι D . Ακολουκϊντασ τθν ςχζςθ (7.55) οι τα-

νυςτζσ , ,L D W  μποροφν να γραφοφν ωσ εξισ 

  1 1 1 1        e P e P e P e PL FF F F F F F F F F F F F  

 1 1 1 1 1 1 1           e P P e e P P e e e e P P eF F F F F F F F F F F F F F D W  (7.57) 

  1 1 1

s

   e e e P P eD F F F F F F  (7.58) 

  1 1 1

a

   e e e P P eW F F F F F F  (7.59) 

     Όπωσ ζχει ιδθ αναφερκεί κατά τθν διάρκεια τθσ παραμόρφωςισ του το ςϊμα διζρχεται 

από τρεισ διακριτζσ καταςτάςεισ, τθν αρχικι, όπου είναι εντελϊσ απαραμόρφωτο, τθν ενδιά-

μεςθ, ςτθν οποία καταλιγει με τθν επίδραςθ τθσ πλαςτικισ παραμόρφωςθσ, και τθν τελικι, 

που προκφπτει με τθν προςκικθ τθσ ελαςτικισ παραμόρφωςθσ. Από τισ τρεισ αυτζσ καταςτά-

ςεισ θ αρχικι και θ τελικι είναι μονοςιμαντα οριςμζνεσ. Θ ενδιάμεςθ κατάςταςθ δεν είναι 

πλιρωσ κακοριςμζνθ. Θ πολλαπλότθτα των πικανϊν ενδιάμεςων καταςτάςεων ζχει να κάνει 

κατά κφριο λόγο με τον προςανατολιςμό τουσ ωσ προσ ζνα ςτακερό ςφςτθμα αναφοράσ. Ο 

Mandel(1971)  ιταν από τουσ πρϊτουσ ερευνθτζσ ο οποίοσ αςχολικθκε διεξοδικά με το κζ-

μα. Θ πρόταςι του περιλαμβάνει τθν ζννοια των κατευκυντικϊν διανυςμάτων (director vec-

tors) τα οποία ενςωματϊνονται ςτθν μικροδομι του ςυνεχοφσ μζςου. Με αυτό τον τρόπο ο 

προςανατολιςμόσ τθσ ενδιάμεςθσ κατάςταςθσ κα ορίηεται πλιρωσ ωσ προσ ζνα ςτακερό ςφ-

ςτθμα αναφοράσ. Είναι φανερό ότι ο προςανατολιςμόσ παίηει ςπουδαίο ρόλο διότι υποδθ-

λϊνει τισ ςυμμετρίεσ του ςϊματοσ και τον τρόπο που αυτζσ εξελίςςονται κατά τθν διάρκεια 

τθσ παραμόρφωςθσ.  Σαν άμεςθ ςυνζπεια προκφπτει και ο προςδιοριςμόσ τθσ εξζλιξθσ τθσ 

ανιςοτροπίασ. Όπωσ ζχει αποδειχκεί εν τζλει θ επιλογι τθσ ενδιάμεςθσ κατάςταςθσ δεν παί-

ηει κανζνα ρόλο ςτθν τελικι απόκριςθ του ςϊματοσ, αλλά οποιαδιποτε και αν είναι θ επιλογι 

τθσ κα πρζπει να οριςτεί γεωμετρικά διότι ωσ προσ αυτι τθν κατάςταςθ κα εκφραςτοφν οι 

ρυκμοί μεταβολισ των διαφόρων μεγεκϊν. Τα κατευκυντικά διανφςματα είναι κατεξοχιν 

εφαρμοςτζα ςτθν μθχανικι των υφαςμάτινων υλικϊν.    

     Θ ςθμαςία τθσ ενδιάμεςθσ κατάςταςθσ διαφαίνεται από το Σχ.7.7, όπου απεικονίηεται τό-

ςο θ παραμόρφωςθ του ςυνεχοφσ μζςου, Σχ.7.7a, όςο και τθσ μικροδομισ του, Σχ,7.7b.  Στο 

Σχ.7.7a φαίνεται θ αρχικι κατάςταςθ αναφοράσ 0 , θ τελικι κατάςταςθ αναφοράσ και 

τρεισ πικανζσ ενδιάμεςεσ καταςτάςεισ 1 2 3, ,i i i . Στισ τρεισ αυτζσ καταςτάςεισ απεικονίηο-

νται τα κατευκυντικά διανφςματα, τα οποία απεικονίηουν τον ρυκμό ςτροφισ τθσ μικροδο-

μισ. Όπωσ φαίνεται ξεκάκαρα ςε κάκε περίπτωςθ αυτά τα διανφςματα είναι διαφορετικά, 

αφοφ υποβάλλονται ςε διαφορετικζσ ςτροφζσ κατά περίπτωςθ. Θ ενδιάμεςθ κατάςταςθ 2
i  

αναφζρεται ςτθν πιο γενικι περίπτωςθ κακϊσ ο προςανατολιςμόσ είναι εντελϊσ τυχαίοσ. Το 

ελαςτικό μζροσ τθσ βακμίδασ τθσ παραμόρφωςθσ eF  περιλαμβάνει τόςο ςτροφι όςο και 

τζντωμα του ςϊματοσ.  

     Στθν ενδιάμεςθ κατάςταςθ 1
i  κεωρείται ότι το ελαςτικό μζροσ τθσ βακμίδασ παραμόρ-

φωςθσ είναι ςυμμετρικό, δθλ. eF V , όπου  TV V . Αυτό ςθμαίνει ότι κατά τθν ελαςτικι πα-
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ραμόρφωςθ ςθμειϊνεται μόνο τζντωμα ςτο ςϊμα και κακόλου ςτροφι. Τζλοσ, θ κατάςταςθ 
3
i  αναφζρεται ςτο ιςοκλινζσ μζςο ςτο οποίο τα κατευκυντικά διανφςματα ορίηεται ζτςι ϊ-

ςτε να ζχουν ςτακερό προςανατολιςμό ωσ προσ ζνα ςφςτθμα αναφοράσ. Συνικωσ θ επιλζγο-

νται ζτςι ϊςτε να ςυμπίπτουν με τον προςανατολιςμό των διανυςμάτων ςτθν αρχικι κατά-

ςταςθ αναφοράσ, κάτι που φαίνεται και ςτο Σχ.7.7b. Σε αυτι τθν περίπτωςθ το ελαςτικό μζ-

ροσ τθσ βακμίδασ παραμόρφωςθσ eF  περιλαμβάνει και ςτροφι και τζντωμα του υλικοφ. Από 

όλεσ τισ παραπάνω ενδιάμεςεσ καταςτάςεισ ςτθν παροφςα εργαςία υιοκετείται θ 2
i  που 

αποτελεί και τθν πιο γενικι περίπτωςθ, και εφεξισ κα ςυμβολίηεται απλά ςαν i . 

     Συμβολίηουμε με      
0 , ,
a a a

d d d  τα κατευκυντικά ςυνθμίτονα τθσ μικροδομισ τα οποία α-

ναφζρονται ςτθν αρχικι, τθν ενδιάμεςθ και τθν τελικι, αντίςτοιχα. Ο εκκζτθσ ςτθν παρζνκε-

ςθ δθλϊνει τισ διάφορεσ διευκφνςεισ που κα ζχουν αυτά τα διανφςματα, 1,2,3, ,a n   (ςε 

απλά υφαςμάτινα υλικά 1,2a ). Περιγράφοντασ τθν ςυνολικι κινθματικι τθσ μικροδομισ, 

μπορεί να κεωρθκεί θ ακόλουκθ ςχζςθ 

      
0

a a a
d K d  (7.60) 

Θ παραπάνω ςχζςθ δθλϊνει ότι κάκε κατευκυντικό διάνυςμα ςτθν αρχικι κατάςταςθ,  
0

a
d , 

απεικονίηεται ςτθν τρζχουςα κατάςταςθ  ad  μζςω τθσ επενζργειασ του τελεςτι  aK . Αυτόσ 

ο τελεςτισ ζχει ρόλο παρόμοιο με αυτό του F , με τθν διαφορά ότι αναφζρεται ςτθν μικρο-

δομι. Ο τελεςτισ , ο οποίοσ περιγράφει ςυνολικά τθν κίνθςθ τθσ μικροδομισ από τθν 

αρχικι ςτθν τελικι κατάςταςθ, μπορεί να διαςπαςτεί ακολουκϊντασ τθν αναλογικι  διάςπα-

ςθ του  . Συνεπϊσ κα είναι 

      a a a
Κ β a  (7.61) 

Ο τανυςτισ   αναφζρεται ςτθν ελαςτικι παραμόρφωςθ τθσ μικροδομισ και κα ιςχφει θ 

ςχζςθ 

      a a a
d β d  (7.62) 

Ενϊ ο τανυςτισ αναφζρεται ςτθν πλαςτικι παραμόρφωςθ τθσ μικροδομισ και κα ιςχφει 

θ ςχζςθ 

      
0

a a a
d a d  (7.63) 

Κατά αντιςτοιχία με τθν βακμίδα τθσ ταχφτθτασ παραμόρφωςθσ του ςυνεχοφσ μζςου, ςχζςθ 

(7.57), μπορεί να οριςτεί και θ βακμίδα τθσ ταχφτθτασ παραμόρφωςθσ και για τθν μικροδομι 

από τθν ςχζςθ (7.61). Συνεπϊσ κα είναι 

                1 1 1 1   
 

a a a a a a a a
Κ K β β β a a β  (7.64) 

Από μια ςφνοψθ όλων των παραπάνω προκφπτει ότι οι δφο διακριτοί κινθματικοί μθχανιςμοί, 

του ςυνεχοφσ μζςου και τθσ μικροδομισ, περιγράφονται από τισ ςχζςεισ (7.57) και (7.64), α-

ντίςτοιχα.                                  

 

 aK

F

 aβ

 aa
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Δεδομζνου ότι και οι δφο λαμβάνουν μζροσ ςτθν παραμόρφωςθ του ίδιου ςϊματοσ οφείλουν 

κατά κάποιο τρόπο να ςυνδζονται μεταξφ τουσ. Μια λογικι διαςφνδεςθ επζρχεται κεωρϊ-

ντασ ότι το ελαςτικό μζροσ τθσ βακμίδασ παραμόρφωςθσ του ςυνεχοφσ μζςου είναι ίδιο με 

τον τανυςτι που εκφράηει τθν ελαςτικι παραμόρφωςθ τθσ μικροδομισ. Αυτό ςθμαίνει ότι κα 

ιςχφει θ ςχζςθ 

    
ae F β  (7.65) 

Αυτι θ ςχζςθ αποτελεί μια καταςτατικι κεϊρθςθ θ οποία δεν ιςχφει γενικά και πάντα, απλά 

αποτελεί μια λογικι φυςικι ερμθνεία τθσ παραμόρφωςθσ και για αυτό χρθςιμοποιείται ςτθν 

περίπτωςθ των απλϊν υφαςμάτινων καταςκευϊν.  

Σχ. 7.7. Σχθματικό διάγραμμα τθσ κινθματικισ του ςυνεχοφσ μζςου και τθσ μικροδομισ. 
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     Το ςπουδαίο με τθν ιδζα κατευκυντικϊν διανυςμάτων ζχει να κάνει με το ότι ειςάγει για 

πρϊτθ φορά τον διαχωριςμό τθσ κινθματικισ του ςυνεχοφσ μζςου από τθν κινθματικι τθσ 

μικροδομισ. Θ κινθματικι του ςυνεχοφσ μζςου ζχει να κάνει με τθν μακροςκοπικι κίνθςι του 

όπωσ περιγράφεται από τθν ςχζςθ (7.54) και αναλφεται με τα μεγζκθ που δίνονται από τισ 

ςχζςεισ (7.55) -(7.59). Θ κινθματικι τθσ μικροδομισ ςχετίηεται με τθν κίνθςθ των επ’αυτισ 

προςαρμοςμζνων κατευκυντικϊν διανυςμάτων. Μζςα από τθν διαφοροποίθςθ των δφο κι-

νθματικϊν καταςτάςεων αναδεικνφεται μια νζα κινθματικι ποςότθτα, θ πλαςτικι ςτροφι 

(plastic spin). Εάν ςυμβολίςουμε τον ρυκμό τθσ ςτροφισ τθσ μικροδομισ με ω  και τον ρυκ-

μό τθσ ςτροφισ του ςυνεχοφσ μζςου με W  τότε θ πλαςτικι ςτροφι PW  κα ορίηεται από τθν 

ςχζςθ 

  PW W ω  (7.66) 

     Όπωσ ζχει αναφερκεί και πιο πάνω μια ολοκλθρωμζνθ κεωρία των μεγάλων παραμορφϊ-

ςεων απαιτεί τθν διατφπωςθ καταςτατικϊν εξιςϊςεων τόςο για τθν πλαςτικι παραμόρφωςθ 

όςο και για τισ ςτροφζσ. Οι ρυκμοί μεταβολισ όλων των ποςοτιτων που εμπλζκονται ςτισ 

καταςτατικζσ εξιςϊςεισ κα ζχουν ςαν ςθμείο αναφοράσ τθν μικροδομι θ οποία ςτρζφεται με 

ρυκμό ω . Σε αυτό το πλαίςιο, είναι απαραίτθτοσ ο οριςμόσ του ρυκμοφ ςυςτροφισ με τθν 

μικροδομι, και κα είναι 

   T T ωT Tω  (7.67) 

ςτθν περίπτωςθ ενόσ τανυςτι δεφτερθσ τάξθσ T , και  

  n n ωn  (7.68) 

ςτθν περίπτωςθ ενόσ διανφςματοσ n . Συνεπϊσ, για το πλαςτικό μζροσ τθσ βακμίδασ των τα-

χυτιτων του ςυνεχοφσ μζςου κα είναι 

 1 1     
 

P P P P P P PF F ωF    F  F F  F ω  (7.69) 

Δεν πρζπει να ξεχνάμε ότι αυτόσ ο τανυςτισ είναι τανυςτισ δφο ςθμείων εκ των οποίων το 

ζνα αναφζρεται ςτισ υλικζσ ςυντεταγμζνεσ με αποτζλεςμα να μθν ςυμμετζχει ςτον ρυκμό. 

Αυτό ζχει ςαν αποτζλεςμα ο τανυςτισ pF να ςυςτρζφεται ςαν διάνυςμα, ςυνεπϊσ ςφμφωνα 

με τθν ςχζςθ (7.68). Κατά αναλογία, για το πλαςτικό μζροσ τθσ βακμίδασ των ταχυτιτων τθσ 

μικροδομισ κα είναι 

              1 1 
    

 
a a a a a a a

a a ωa a a a a ω  (7.70) 

     Κατά τθν παραμόρφωςθ ενόσ ςϊματοσ θ βακμίδα τθσ παραμόρφωςθσ F  είναι γνωςτι ςε 

κάκε βιμα τθσ ανάλυςθσ. Στθν διεκνι βιβλιογραφία ζχουν αναπτυχκεί διάφορα μοντζλα από 

τα οποία διατυπϊνεται θ καταςτατικι εξίςωςθ για το πλαςτικό μζροσ τθσ παραμόρφωςθσ  
PD , από το οποίο προςδιορίηεται το πλαςτικό μζροσ τθσ βακμίδασ PF . Εν ςυνεχεία, μζςω τθσ 

ςχζςθσ (7.54) προςδιορίηεται το ελαςτικό τθσ μζροσ eF  και ςε ςυνδυαςμό με τθν ςχζςθ 

(7.66) υπολογίηεται θ ςτροφι του ςυνεχοφσ  W . Συνεπϊσ, εκείνο που απομζνει, για να ολο-

κλθρωκεί το μοντζλο είναι μια καταςτατικι εξίςωςθ για τθν πλαςτικι παραμόρφωςθ τθσ μι-

κροδομισ, δθλ. για τθν ποςότθτα     1a a
a a  , αλλά και μια καταςτατικι εξίςωςθ για τθν ςτρο-
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φι τθσ μικροδομισ ω . Στο Σχ.8 φαίνεται ακόμθ πιο κακαρά ο αντιπροςωπευτικόσ όγκοσ ε-

λζγχου ςε ςχζςθ με τθν αρχικι κατάςταςθ του ςυνεχοφσ μζςου και με τθν επιβολι των δια-

τμθτικϊν τάςεων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

       

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 7.8. Το ςυνεχζσ μζςο ςτθν αρχικι αφόρτιςτθ κατάςταςθ, θ ςτροφι του ςυνεχοφσ μζςου λόγω 

τθσ επιβαλλόμενθσ διατμθτικισ τάςθσ όπου θ γωνία μεταξφ των ινϊν είναι ορκι  θ γωνία μεταξφ 

των ινϊν είναι . 
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     Θ ςτροφι τθσ μικροδομισ κατά ω , ζχει ςαν αποτζλεςμα να δθμιουργείται μια ςχετικι ο-

λίςκθςθ , μεταξφ των γειτονικϊν ινϊν, θ οποία ςυνδζεται με τθν τριβι που αναπτφςςεται 

ςτθν διεπιφάνεια των ινϊν,Σχ.9. Αν αγνοιςουμε τθν ελαςτικι παραμόρφωςθ των ινϊν, θ 

ςτροφι ωείναι «πλαςτικοφ» τφπου. Θ δφναμθ τθσ τριβισ cT  είναι θ δφναμθ θ οποία αντιςτζ-

κεται ςτθν ςτροφι τθσ μικροδομισ. Εάν ο ςυντελεςτισ ςτατικισ τριβισ μεταξφ των ινϊν είναι 

c  και θ κάκετθ δφναμθ ςτθν διεπιφάνεια των ινϊν είναι cN  τότε κα ιςχφει θ ςχζςθ 

 c c cT N  (7.71) 

Για τθν διατμθτικι τάςθ  κα ιςχφει 

 0
c c cN

A

T

A


     (7.72) 

Είναι προφανζσ ότι ςτθν περίπτωςθ όπου
 

0   0ω . 

 

7.7. Η κερμοδυναμικι προςζγγιςθ 

 
     Το καταςτατικό μοντζλο κα αναφζρεται ςτθν ενδιάμεςθ κατάςταςθ i  και για αυτό το 

λόγο είναι απαραίτθτο οι πραγματικζσ τάςεισ κατά Cauchy  σ , οι οποίεσ αναφζρονται ςτθν 

τελικι παραμορφωμζνθ κατάςταςθ του ςϊματοσ, να αναχκοφν ςτθν ενδιάμεςθ κατάςταςθ 

παραμόρφωςθσ. Αυτι τθν απεικόνιςθ των τάςεων τθν πραγματοποιεί ο 2οσ τανυςτισ Piola – 

Kirchhoff όπωσ δίνεται από τθν ςχζςθ (7.32). Μια ανάλογθ απεικόνιςθ πρζπει να ιςχφει και 

Σχ. 7.9. Θ ςτροφι τθσ μικροδομισ των ινϊν λόγω των διατμθτικϊν τάςεων. 
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για τα κατευκυντικά ςυνθμίτονα τθσ μικροδομισ. Ορίηεται μια μεταβλθτι  am , θ οποία ζχει 

χαρακτιρα τανυςτι, και ορίηεται από το δυαδικό γινόμενο των κατευκυντικϊν διανυςμάτων 

 ad  ςτθν παραμορφωμζνθ κατάςταςθ 

            a a a

ij i j

a a a
m d d  m d d  (7.73) 

Ο τανυςτισ   am  απεικονίηεται ςε μια νζα μεταβλθτι τανυςτικοφ χαρακτιρα,  aΜ ςτθν εν-

διάμεςθ κατάςταςθ i , με τθν ςυμμετοχι του ελαςτικοφ μζρουσ τθσ βακμίδασ παραμόρφω-

ςθσ eF , μζςω τθσ ςχζςθσ 

        1a a a   
a e eΜ d d F m F  (7.74) 

Ο δεφτεροσ νόμοσ τθσ κερμοδυναμικισ για το ςϊμα μπορεί να εκφραςτεί από τθν ανιςότθτα 

τθσ διάχυςθσ11, δθλ 

 0

1
: 0

2
    S C  (7.75) 

όπου S  είναι ο 2οσ Piola – Kirchhoff τανυςτισ τθσ τάςθσ ο οποίοσ ορίηεται από τθν ςχζςθ 

(7.32) και όπου τ είναι ο τανυςτισ Kirchhoff ο οποίοσ ςχετίηεται με τον τανυςτι των τάςεων 

κατά Cauchy  μζςω τθσ ςχζςθσ (7.31). 

     Στθν ςχζςθ (7.75) ςαν C ςυμβολίηεται ο τανυςτισ τθσ ελαςτικισ παραμόρφωςθσ κατά 

Cauchy – Green ο οποίοσ κα δίνεται από τθν ςχζςθ (7.14). Με τον όρο 0  ςυμβολίηεται θ 

πυκνότθτα του ςϊματοσ ςτθν αρχικι κατάςταςθ αναφοράσ ενϊ με  ςυμβολίηεται θ ελεφκε-

ρθ ενζργεια ανά μονάδα μάηασ κατά Helmholtz. Προκειμζνου να λθφκεί υπόψθ θ κατευκυ-

ντικότθτα του υλικοφ είναι χριςιμο θ ελεφκερθ ενζργεια να κεωρθκεί ςαν άκροιςμα δφο ό-

ρων, ο ζναs ςχετίηεται με τθν ελαςτικι παραμόρφωςθ και o άλλοσ αφορά τθν ςτροφι τθσ μι-

κροδομισ ω  θ οποία ςχετίηεται με τα κατευκυντικά διανφςματα. Θ ςτροφι τθσ μικροδομισ 

αναλφεται ςτο ελαςτικό eω  και ςτο πλαςτικό μζροσ pω . Συνεπϊσ κα ιςχφουν οι ςχζςεισ 

     , ,e e p p   
aeC M ω ω  (7.76) 

 e p ω ω ω  (7.77) 

Το ελαςτικό μζροσ  του καταςτατικοφ νόμου του υλικοφ κα δίνεται από τθν ςχζςθ   

 02
e

e

e








S

C
 (7.78) 

και το πλαςτικό μζροσ του από τθν ςχζςθ 

 0

p

p








K

ω
 (7.79) 

Για τθν ελεφκερθ ενζργεια  κα ιςχφει 

                                                           
11

 Θ ζννοια τθσ διάχυςθσ αποκτά κάποιο νόθμα για τθν μθχανικι ςυμπεριφορά του υλικοφ μόνο ςτθν 
περίπτωςθ που επιςυμβαίνει θ αποφόρτιςθ ςτο υλικό. Δεν ζχει να κάνει μόνο με τθν κερμότθτα που 
απελευκερϊνεται κατά τθν καταπόνθςθ του ςϊματοσ. 
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e p e p           (7.80) 

 
 

 : :
e e e

ae e e

e ea

  


  
   
 

C M ω
C ωM

 (7.81) 

 
p

p p

p








: ω
ω

 (7.82) 

θ αντικατάςταςθ τθσ ςχζςθσ (7.80) ςτθν (7.75) ςε ςυνδυαςμό με τισ (7.81),(7.82) κα δϊςει  

      

 1 1 T
0 0

1

1 1
: : : 0

2 2

e en
ae e T e e e e T p e e p e p

e a
a

 
     



 
       

 
F τF S C F τF l C C l : ω M Kω

ω M

 (7.83) 

όπου   είναι ο τανυςτισ  Kirchhoff o οποίοσ ορίηεται από τθν ςχζςθ 

 02
e

e eT

e








τ F F

C
 (7.84) 

και pl  είναι μια βοθκθτικι μεταβλθτι θ οποία ορίηεται ωσ εξισ 

 1 1   p P P P Pl F  F F  F ω  (7.85) 

Από τθν παραγϊγιςθ τθσ ςχζςθσ (7.74) κα είναι 

          a a a a
   

a
Μ d d d d  (7.86) 

Λςχφει όμωσ και θ ςχζςθ 

                 
 

1 1
   

a a a a 
   

a a a a
d a a d d a a ω d  (7.87) 

Ο ςυνδυαςμόσ των δφο τελευταίων κα δϊςει 

                1 1


 
   

a a a a a a a
Μ a a ω Μ Μ a a ω  (7.88) 

Θ αντικατάςταςθ των ςχζςεων (7.84),(7.85) ,(7.88) ςτθν (7.83) κα δϊςει 
 

   

        

 11
0 0 0 0 0

1 1

: 2 : : : 2 : 0
e p e e en n

a ap e e p

p e ea a
a a

    
     



 

     
       

    
 

a aP PΣ F  F M a a ω ω C M ω
ω ω CM M

 (7.89) 

Στθν τελευταία ςχζςθ ειςιχκθ και ο τανυςτισ Σ  ο οποίοσ καλείται τανυςτισ Mandel και κα 

δίνεται από τθν ςχζςθ  

 02
e







e

e
Σ C

C
 (7.90) 

Όμωσ θ πλαςτικι ςτροφι τθσ μικροδομισ pω  δεν μπορεί να ςυμμετζχει ςτθν εξίςωςθ τθσ 

πλαςτικισ διάχυςθσ γεγονόσ που ςθμαίνει ότι ο τελευταίοσ όροσ τθσ ςχζςθσ (7.89) οφείλει να 

είναι μθδενικόσ. Συνεπϊσ, θ εξίςωςθ τθσ διάχυςθσ καταλιγει ςτθν 
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    

      11
0 0 0

1

: 2 : : : 0
e p en

a p e

p ea
a

  
   





  
    

 


a aP PΣ F  F M a a ω ω
ω ωM

 (7.91) 

Θ τελευταία εξίςωςθ μπορεί να διαςπαςτεί ςε δφο μζρθ, 1 2,  ϊςτε να ιςχφει 

  1
1 : 0pK   P PΣ F F  (7.92) 

 
 

      1

2 0 0
1

2 : 0
e en

ae

e a
a

 
   







 
   

 


a a
M a a

M
 (7.93) 

     Σε αυτό το ςθμείο, κα πρζπει να γίνει μια ιδιαίτερθ μνεία ςτο ελαςτικό μζροσ τθσ κεωρίασ 

Cosserat το οποίο αφορά μεγάλεσ παραμορφϊςεισ και μεγάλεσ ςτροφζσ. Ο ρυκμόσ μεταβο-

λισ τθσ ενζργειασ του υφάςματοσ, P , ςτθν τρζχουςα κατάςταςθ παραμόρφωςθσ κα δίνεται 

από τθν ςχζςθ 

 j j

ij ijk k ij

i i

v
P

x x


   

  
   

  
 (7.94) 

Για τθν τρζχουςα κατάςταςθ παραμόρφωςθσ του ςϊματοσ, από τθν αρχι διατιρθςθσ τθσ ορ-

μισ κα είναι  

 0ki
i

k

F
x


 


 (7.95) 

ενϊ από τθν αρχι διατιρθςθσ τθσ ςτροφορμισ κα είναι  

 0ki
ijk jk i

k

C
x


 


  


 (7.96) 

Θ βακμίδα τθσ παραμόρφωςθσ κα δίνεται από τθν ςχζςθ (7.8) και θ διάςπαςι τθσ ςτο ελα-

ςτικό και πλαςτικό μζροσ κα δίνεται από τθν ςχζςθ (7.54).  Θ πολικι διάςπαςθ του ελαςτικοφ 

μζρουσ τθσ βακμίδασ τθσ παραμόρφωςθσ κα δίνεται από τθν ςχζςθ  

 e e e
ij im mjF R U  (7.97) 

όπου ,im mjR U  δεν είναι πλζον ο κλαςςικόσ των τανυςτισ των ςτροφϊν και ο κλαςικόσ τανυ-

ςτισ των επιμθκφνςεων. Ο ορκογωνικόσ τανυςτισ των ςτροφϊν imR μπορεί να διαςπαςτεί ςε 

ελαςτικό και πλαςτικό μζροσ ςφμφωνα με τθν ςχζςθ  

 e pR R R  (7.98) 

Ο τανυςτισ των ςτροφϊν R ςυνδζεται με τον τανυςτι των ςτροφϊν ω  μζςω τθσ ςχζςθσ Eu-

ler-Rodrigues 

  cos 1 cos sinijkR        1 d d d  (7.99) 

Το πεδίο των γωνιακϊν ταχυτιτων  κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 
1

2
e T

i ijk jm mkR R    (7.100) 
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Ενϊ το πεδίο των ταχυτιτων v  κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 v x  (7.101) 

Ο τανυςτισ των καμπυλοτιτων ijkK κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

  
e

T mje
ijk im

k

R
K R

X





 (7.102) 

Θ μεταβολι τθσ ενζργειασ του ςϊματοσ ςτθν αρχικι κατάςταςθ αναφοράσ μπορεί να γραφεί 

με τθν μορφι 

 : :TJP  Σ U M K  (7.103) 

όπου ,Σ Mείναι οι τάςεισ και οι τάςεισ διπόλου κατά Lagrange και κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 1 1   ,   J J      Σ F σ R M F μ R  (7.104) 

Οι τάςεισ κατά Lagrange ςυνδζονται με το ελαςτικό μζροσ τθσ ελεφκερθσ ενζργειασ κατά 

Helmholtz  μζςω των ςχζςεων 

    ,   
e e  

 
 

Σ M
U K

 (7.105) 

όπου e  κα είναι 

 
       

     
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

, , , , , ,

                : , :

e e T T T T           

         

d d d d d d U d d U d d K d d K

K U d d d d U K U d d d d U
 (7.106) 
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Κεφάλαιο 8  
 

Μαγνθτιςμόσ 
 

8.1. Ειςαγωγι 

 

     Θ ιςτορία του μαγνθτιςμοφ ζχει τισ ρίηεσ του ςε ζνα περίφθμο οξείδιο του ςιδιρου, το μα-

γνθτίτθ 3 4Fe O , το πρϊτο μαγνθτικό υλικό με το οποίο ιρκε ςε επαφι ο άνκρωποσ. Θ ιδιότθτα 

αυτοφ του υλικοφ να ζλκει το κομμάτια ςιδιρου είναι γνωςτι εδϊ και 2500 χρόνια περίπου. 

Στουσ αρχαίουσ χρόνουσ μεγάλεσ ποςότθτεσ αυτοφ του υλικοφ υπιρχαν ςτθν περιοχι τθσ 

Μαγνθςίασ και για αυτό το λόγο ζλαβε και αυτό το όνομα. Ιταν γνωςτό ςτουσ αρχαίουσ ζλ-

λθνεσ ότι όταν ζνα κομμάτι ςιδιρου ζρκει ςε επαφι ι ακριβζςτερα τριφτεί με ζνα κομμάτι 

μαγνθτίτθ ο ςίδθροσ μαγνθτίηεται. Θ βαςικι ιδιότθτα του μαγνθτίτθ να προςανατολίηεται ςτο 

βορρά ιταν θ πρϊτθ ιδιότθτα που εκμεταλλεφτθκε ο άνκρωποσ για προςωπικι του χριςθ 

διότι τον βοθκοφςε ςε μεγάλο βακμό ςτον προςανατολιςμό του. 

     Θ πρϊτθ επιςτθμονικι μελζτθ πάνω ςτον μαγνθτιςμό ζγινε από τον Άγγλο William Gilbert 

ο οποίοσ ζγραψε το περίφθμο βιβλίο του On the Magnet το1600 . Ο Gilbert ιταν ο πρϊτοσ 

που πειραματίςτθκε με ςιδθρομαγνθτικά υλικά και αποτφπωςε με ξεκάκαρο τρόπο τθν εικό-

να του μαγνθτικοφ πεδίου τθσ γθσ. Για τα επόμενα 150χρόνια δεν ζγινε κάποια ιδιαίτερθ α-

νακάλυψθ πάνω ςτον μαγνθτιςμό παρά μόνο κάποιεσ βελτιϊςεισ ςτον τρόπο που καταςκευά-

ηονταν οι μαγνιτεσ από ςίδθρο. Ιταν ςτισ αρχζσ του 19ου αιϊνα όταν καταςκευάςτθκε ο πρϊ-

τοσ θλεκτρομαγνιτθσ από τον Oersted αποδεικνφοντασ ότι ζνα μαγνθτικό πεδίο μπορεί να 

δθμιουργθκεί από το θλεκτρικό ρεφμα που διζρχεται μζςα από ζνα ρευματοφόρο αγωγό. 

 

8.2. Ο θλεκτριςμόσ 

 

     Ο θλεκτριςμόσ και ο μαγνθτιςμόσ είναι αλλθλζνδετεσ ζννοιεσ και δεν κα μποροφςε κανείσ 

να εντρυφιςει ςτθν ζννοια του μαγνθτιςμοφ δίχωσ προθγουμζνωσ να ζχει αναφερκεί ςε 

ςτοιχειϊδθσ ζννοιεσ του θλεκτριςμοφ.  Θ κεμελιϊδθσ ποςότθτα του θλεκτριςμοφ είναι το θ-

λεκτρικό φορτίο. Αν και δεν μπορεί να διατυπωκεί επακριβϊσ τι είναι το θλεκτρικό φορτίο, 

εκείνο που μπορεί να ειπωκεί ξεκάκαρα είναι πωσ το θλεκτρικό φορτίο αποτελεί ζνα κεμε-

λιϊδεσ χαρακτθριςτικό των ςωματιδίων από τα οποία οικοδομείται θ φλθ. Το θλεκτρικό φορ-

τίο δφναται να μεταφζρεται από ζνα ςϊμα ςε ζνα άλλο αλλά δεν δφναται να δθμιουργείται ι 

να καταςτρζφεται. Θ τελευταία πρόταςθ αποτελεί μια κεμελιϊδθ αρχι του θλεκτριςμοφ, τθν 

αρχι διατιρθςθσ του θλεκτρικοφ φορτίου. 

     Κεωροφμε δφο ςθμειακά φορτία 1 2,q q τα οποία απζχουν μεταξφ τουσ μια απόςταςθ r . 

Παρατθρείται ότι μεταξφ των φορτίων αςκείται μια θλεκτρικι δφναμθ F τθσ οποίασ το μζτρο 

κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 1 2

2
 

q q
F k

r
  (8.1) 
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όπου k είναι μια ςτακερά θ οποία εξαρτάται από το ςφςτθμα μονάδων. Θ ςχζςθ (8.1) επιβε-

βαιϊκθκε για πρϊτθ φορά από τον Coulomb και είναι γνωςτι ςτθν διεκνι βιβλιογραφία ςαν 

νόμοσ Coulomb. Στο διεκνζσ ςφςτθμα μονάδων (SI) θ τιμι τθσ ςτακεράσ k είναι  

 
2

9

2
0

1
9 10  

4

N m
k

C


    (8.2) 

όπου 0  είναι μια ςτακερά τθσ οποίασ θ τιμι κα είναι 

 
2

12
0 2

8.84 10  
C

N m
  


 (8.3) 

Αξίηει να διευκρινιςτεί ότι ο νόμοσ του Coulomb ιςχφει μόνο ςτθν περίπτωςθ όπου τα θλε-

κτρικά φορτία βρίςκονται ςτο κενό. Όταν μεταξφ των φορτίων παρεμβάλλεται κάποιο υλικό θ 

δφναμθ μεταξφ των θλεκτρικϊν φορτίων τροποποιείται διότι επάγονται ςτο υλικό επιπρόςκε-

τα θλεκτρικά φορτία. 

     Το βαςικό ερϊτθμα που ανζκυψε κατά τθν μελζτθ τθσ αλλθλεπίδραςθσ των θλεκτρικϊν 

φορτίων ςχετίηονταν με τον τρόπο που μεταφζρεται θ θλεκτρικι δφναμθ μεταξφ τουσ. Θ απά-

ντθςθ ςτο βαςικό αυτό ερϊτθμα δόκθκε με τθν ειςαγωγι ενόσ νζου διανυςματικοφ μεγζ-

κουσ, του θλεκτρικοφ πεδίου E . Το θλεκτρικό πεδίο είναι ζνα μζγεκοσ το οποίο βρίςκεται ςε 

πλιρθ αντιςτοιχία με το πεδίο βαρφτθτασ το οποίο χρθςιμοποιείται για να ερμθνευκεί θ με-

ταφορά των βαρυτικϊν δυνάμεων μεταξφ των ςθμειακϊν μαηϊν. Υπό αυτι τθν ζννοια, όταν 

ζνα ςθμειακό φορτίο τοποκετείται ςε ζνα ςυγκεκριμζνο ςθμείο του χϊρου «τροποποιεί» κα-

τά κάποιο τρόπο τον περιβάλλοντα χϊρο του ςθμείου δθμιουργϊντασ ζνα θλεκτρικό πεδίο. 

Το θλεκτρικό πεδίο αποτελεί ιδιότθτα του χϊρου και θ φπαρξι του μπορεί να διαπιςτωκεί με 

τθν ειςαγωγι ενόσ δοκιμαςτικοφ φορτίου 2q  ςε αυτό το χϊρο12. Το θλεκτρικό πεδίο είναι δι-

ανυςματικι ποςότθτα και ορίηεται από τθν ςχζςθ 

 
2 2

lim
q

F
E

q





  (8.4) 

όπου 2q  το δοκιμαςτικό φορτίο, και F θ δφναμθ που αςκείται ςτο δοκιμαςτικό φορτίο. Από 

τον ςυνδυαςμό των ςχζςεων(8.1),(8.2),(8.3),(8.4) προκφπτει μια απλοποιθμζνθ αλγεβρικι 

ςχζςθ για το θλεκτρικό πεδίο 

 1

2
0

1

4

q
E

r
  (8.5) 

Εξ’οριςμοφ, θ κατεφκυνςθ του θλεκτρικοφ πεδίου ορίηεται ζτςι ϊςτε να ξεκινά από ζνα κετικό 

φορτίο και να καταλιγει πάντα ςε ζνα αρνθτικό φορτίο. 

    Κεωροφμε ζνα ηεφγοσ ίςων και αντίκετων ςτοιχειωδϊν θλεκτρικϊν φορτίων τα οποία βρί-

ςκονται ςε απόςταςθ μεταξφ τουσ, Σχ.8.1. Μεταξφ των θλεκτρικϊν φορτίων κα αςκείται μια 

θλεκτρικι ελκτικι δφναμθ τθσ οποίασ το μζτρο κα δίνεται από τθν ςχζςθ (8.1). Θ ςυγκεκριμζ-

νθ διάταξθ καλείται θλεκτρικό δίπολο. Το θλεκτρικό δίπολο τοποκετείται ςε χϊρο όπου δρα 

                                                           
12

 Αυτό ςθμαίνει ότι το θλεκτρικό πεδίο γφρω από ζνα ςθμειακό θλεκτρικό φορτίο υπάρχει πάντα απλά 
θ φπαρξι του πιςτοποιείται μζςω τθσ ειςαγωγισ ενόσ δοκιμαςτικοφ φορτίου. Μάλιςτα, το δοκιμαςτικό 

φορτίο    πρζπει να ζχει πολφ μικρι τιμι ςε ςχζςθ με το φορτίο 1q  που δθμιουργεί το πεδίο, ειδάλ-

λωσ το πεδίο παρουςιάηει ανακατανομζσ. 
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ζνα ομογενζσ θλεκτρικό πεδίο ζνταςθσ  . Θ παρουςία του θλεκτρικοφ πεδίου ζχει ςαν αποτζ-

λεςμα να αςκείται ςε κάκε ςτοιχειϊδεσ θλεκτρικό φορτίο μια θλεκτρικι δφναμθ δθμιουργϊ-

ντασ ζνα ηεφγοσ δυνάμεων. Θ ςυνιςταμζνθ δφναμθ ςτο θλεκτρικό δίπολο είναι μθδενικι αλλά 

ο μοχλοβραχίονασ  sin επιβάλλει μια μθχανικι ςτρεπτικι ροπι   θ οποία τείνει να ευκυ-

γραμμίςει τον άξονα του θλεκτρικοφ διπόλου με τθν διεφκυνςθ του θλεκτρικοφ πεδίου. Το 

μζτρο τθσ μθχανικισ ςτρεπτικισ ροπισ κα δίνεται από τθν ςχζςθ 

 qE sin   (8.6) 

Θ ροπι του θλεκτρικοφ δίπολου μπορεί να γραφεί και ςτθν μορφι 

 pEsin   (8.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

όπου το μζγεκοσ p καλείται θλεκτρικι διπολικι ροπι ζχει διαςτάςεισ φορτίου επί μικοσ 

 C m και κα ορίηεται από τθν ςχζςθ 

 p q   (8.8) 

Μια πολφ ςθμαντικι ζννοια του θλεκτριςμοφ είναι θ θλεκτρικι ροι  E  δια μζςου μιασ επι-

φάνειασ A θ οποία βρίςκεται μζςα ςε ζνα θλεκτρικό πεδίο E , Σχ.2. Θ θλεκτρικι ροι ορίηεται 

από το γινόμενο  

 E E A cos    (8.9) 

Όταν θ ζνταςθ του θλεκτρικοφ πεδίου δεν είναι ςτακερι ι θ επιφάνεια   ζχει μια πολφπλοκθ 

μορφι τότε θ θλεκτρικι ροι υπολογίηεται από τθν ολοκλθρωτικι μορφι τθσ ςχζςθσ (8.9), 

δθλ. 

 E EAcos E A d       Ε A  (8.10) 

Θ ζννοια τθσ θλεκτρικισ ροισ βρίςκεται ςε πλιρθ αναλογία με τθν ζννοια τθσ παροχισ των 

ρευςτϊν. Είναι γνωςτό ότι θ παροχι Q  ενόσ ρευςτοφ διαμζςου μιασ επιφάνειασ  ορίηεται από 

Σχ. 8.1. Θ ροπι ςτο θλεκτρικό δίπολο. 
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τον όγκο του ρευςτοφ, dV που διζρχεται μζςα από μια επιφάνεια εμβαδοφ, dAμε ταχφτθτα 

v ςε χρόνοdt , δθλ. 

 
dV

Q d
dt

  v A  (8.11) 

όπουd dA A n .  

     Ο Gauss διατφπωςε ζνα νόμο με τον οποίο εκφράηει τθν ςχζςθ μεταξφ θλεκτρικοφ φορτίου 

και θλεκτρικοφ πεδίου με ζνα εναλλακτικό τρόπο ςε ςχζςθ με τον νόμο του Coulomb, χρθςι-

μοποιϊντασ τθν ζννοια τθσ θλεκτρικισ ροισ. Ο νόμοσ του Gauss δθλϊνει ότι θ ολικι θλεκτρι-

κι ροι που διαπερνά μια οποιαδιποτε κλειςτι επιφάνεια, δθλαδι μια επιφάνεια που ορίηει 

ζνα ςυγκεκριμζνο όγκο, είναι ανάλογθ προσ το ολικό φορτίο που περικλείει αυτι θ επιφάνει-

α. Από τθν ςχζςθ (8.5) είναι προκφπτει το θλεκτρικό πεδίο ενόσ ςθμειακοφ φορτίου ενϊ από 

τθν ςχζςθ(8.9)  μπορεί να υπολογιςτεί θ θλεκτρικι ροι δια μζςου μιασ ςφαιρικισ επιφάνειασ 

που περικλείει αυτό το ςθμειακό φορτίο, κα είναι δθλαδι 

  
 

2

2
0 0

1
4

4
E E

q q
E A r

r


 
       (8.12) 

 

 

 

 

 

 

       a                                                        b  

 

  

Θ τελευταία ςχζςθ δείχνει ότι θ θλεκτρικι ροι είναι ανεξάρτθτθ από τθν ακτίνα τθσ ςφαίρασ, 

δθλ. τθν επιλογι τθσ φανταςτικισ επιφάνειασ που επιλζχκθκε, και εξαρτάται μόνο από το 

φορτίο που περικλείεται από αυτι τθν επιφάνεια. Θ μονάδα μζτρθςθσ τθσ θλεκτρικισ ροισ 

ςτο διεκνζσ ςφςτθμα μονάδων (SI) είναι  2 /N m C . Στθν περίπτωςθ που θ επιφάνεια επιλε-

γεί να είναι εντελϊσ ακανόνιςτθ τότε ο νόμοσ του Gauss εξακολουκεί να ιςχφει και κα είναι 

 
0

q
d


    E A  (8.13) 

Είναι ςαφζσ ότι ο νόμοσ του Gauss αν και ιςχφει για οποιαδιποτε κλειςτι επιφάνεια και για 

οποιαδιποτε κατανομι φορτίων αποκτά πρακτικό ενδιαφζρον μόνο ςτθν περίπτωςθ όπου θ 

Σχ. 8.2. Θ θλεκτρικι ροι όταν θ επιφάνεια είναι κάκετθ ςτο μαγνθτικό πεδίο όταν είναι κεκλιμζ-

νθ ςτο μαγνθτικό πεδίο. 
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κλειςτι επιφάνεια επιλεγεί κατάλλθλα. Σε διαφορετικι περίπτωςθ ο υπολογιςμόσ του ολο-

κλθρϊματοσ τθσ ςχζςθσ (8.13) γίνεται εξαιρετικά επίπονοσ. Κάκε φορά θ κλειςτι επιφάνεια 

είναι καλό να επιλζγεται με το κριτιριο τθσ ςυμμετρίασ ϊςτε τα ολοκλθρϊματα να απλοποι-

οφνται. 

 

8.3. Μεταλλικά γυαλιά (metallic glasses) 

 

     Τθν δεκαετία του ’60 παρατθρικθκε ότι οριςμζνα κράματα υγρισ μορφισ όταν ψφχονται 

με πολφ υψθλοφσ ρυκμοφσ ςτερεοποιοφνται ςαν μθ κρυςταλλικά υλικά. Αυτά τα κράματα 

ζγιναν ευρφτερα γνωςτά ςαν άμορφα κράματα ι μεταλλικά γυαλιά λόγω τθσ άμορφθσ, υα-

λϊδουσ δομισ τουσ. Θ παραγωγι των μεταλλικϊν γυαλιϊν πραγματοποιείται κυρίωσ με τθν 

ζκχυςθ τθγμζνου υλικοφ πάνω ςε ζνα αγϊγιμο ςτερεό περιςτρεφόμενο δίςκο. Ο δίςκοσ είναι 

φτιαγμζνοσ ςυνικωσ από χαλκό και περιςτρζφεται με ςυγκεκριμζνθ ταχφτθτα ζτςι ϊςτε να 

επιτυγχάνεται ο επικυμθτόσ ρυκμόσ ψφξθσ. Ο ρυκμόσ ψφξθσ πρζπει να είναι τζτοιοσ οφτωσ 

ϊςτε να μθν επιτρζπεται ςτα άτομα του υλικοφ να προλάβουν να δθμιουργιςουν κρυςτάλ-

λουσ ςτο εςωτερικό του. Μια τυπικι τιμι του ρυκμοφ ψφξθσ του τιγματοσ του υλικοφ είναι 
6 110  Ksec . Για να είναι επιτυχισ θ διαδικαςία τθσ ταχφρυκμθσ ψφξθσ κα πρζπει το πάχοσ του 

τελικοφ προϊόντοσ να είναι πολφ μικρό ζτςι ϊςτε θ κερμότθτα να μπορεί να διαχυκεί από το 

εςωτερικό του υλικοφ πιο εφκολα. Αυτόσ είναι ζνασ πολφ ςθμαντικόσ λόγοσ για τον οποίο τα 

μεταλλικά γυαλιά καταςκευάηονται υπό τθν μορφι ευκφγραμμων καλωδίων πολφ μικρισ δι-

αμζτρου (wires) ι υπό τθν μορφι ορκογωνικϊν πλακϊν πολφ μικροφ πάχουσ (ribbons), τθσ 

τάξθσ μερικϊν m .  

     Τθν δεκαετία του ’90 ζπειτα από αρκετά χρόνια ενδελεχοφσ ζρευνασ οι επιςτιμονεσ κα-

τόρκωςαν να παράγουν μεταλλικό γυαλί με χαμθλοφσ ρυκμοφσ ψφξθσ τθσ τάξθσ του 11 Ksec . 

Με αυτό τον τρόπο είναι ςιμερα εφικτι θ παραγωγι μεταλλικοφ γυαλιοφ με διαςτάςεισ εκα-

τοςτϊν του μζτρου. Πρωτοπόροσ ςε αυτι τθν ζρευνα υπιρξε ο Λάπωνασ Akihisa Inoue του 

Πανεπιςτθμίου Tohoku τθσ Λαπωνίασ. Ο Inoue παρατιρθςε ότι με τθν ειςαγωγι μεγάλων α-

τόμων ςτα κράματα μειϊνεται δραματικά ο ρυκμόσ δθμιουργίασ κρυςταλλικισ δομισ. Ο Λά-

πωνασ ερευνθτισ υποςτθρίηει ότι θ κατάλλθλθ ειςαγωγι μεγάλων ατόμων είναι ικανι να με-

τατρζψει οποιοδιποτε κράμα ςε μεταλλικό γυαλί αρκεί να είναι κατάλλθλθ θ αναλογία και ο 

ςυνδυαςμόσ μικρϊν και μεγάλων ατόμων. 

     Οι εφαρμογζσ των μεταλλικϊν γυαλιϊν είναι ευρφτερα διαδεδομζνεσ και οφείλονται ςε 

δφο λόγουσ κυρίωσ. Από τθν μια είναι οι ελκυςτικζσ φυςικζσ ιδιότθτζσ  τουσ λόγω του μετάλ-

λου και από τθν άλλθ είναι θ οικονομία ςτο κόςτοσ και θ ευκολία ςτθν καταςκευι τουσ λόγω 

τθσ τελικισ υαλϊδουσ φάςεωσ που αποκτοφν. Ζνα κομμάτι ςυνθκιςμζνου γυαλιοφ είναι ου-

ςιαςτικά ζνα πυριτικό άλασ υγρισ μορφισ το οποίο όταν ψφχεται ςε κερμοκραςία δωματίου 

δεν κρυςταλλοποιείται. Υπάρχουν και άλλα υλικά, ιδίωσ εκείνα που τα μόριά τουσ πολυμερί-

ηονται, τα οποία κατά τθν ψφξθ τουσ ςε κερμοκραςία δωματίου δεν κρυςταλλοποιοφνται. Στα 

μζταλλα, μζχρι τα μζςα τθσ δεκαετίασ του ’60, κάτι τζτοιο δεν ιταν δυνατόν να επιτευχκεί. 

Εκείνθ τθν περίοδο ανακαλφφκθκε κάτι πολφ ςθμαντικό. Οριςμζνα μεταλλικά κράματα μπο-

ροφν να βαφοφν (quenching) χωρίσ να κρυςταλλοποιοφνται και να διαμορφϊνουν μεταλλικι 

υαλϊδθ ςτερει μορφι θ οποία επιδείκνυε αςυνικιςτεσ και ςε πολλζσ περιπτϊςεισ εξζχουςεσ 
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φυςικζσ ιδιότθτεσ. Λόγω των ιςχυρϊν μεταλλικϊν δεςμϊν, που δθμιουργοφνται μεταξφ των 

ατόμων τουσ, τα υλικά αυτά επιδεικνφουν μια ελατότθτα (ductility) και μια εξαιρετικι θλε-

κτρικι αγωγιμότθτα ςε αντίκεςθ με τα ςυνικθ γυαλιά. 

     Ζνα από τα χαρακτθριςτικά των μεταλλικϊν γυαλιϊν που τουσ προςδίδει ζντονο τεχνολο-

γικό ενδιαφζρον, πζραν τθσ  μθχανικι τουσ ςυμπεριφοράσ  θ οποία περιλαμβάνει κυρίωσ τθν 

ακαμψία, τθν αντοχι και τθν ολκιμότθτά τουσ, είναι οι μαγνθτικζσ τουσ ιδιότθτεσ. Θ απουςία 

των δομικϊν ατελειϊν, τθσ μαγνθτοκρυςταλλικισ ανιςοτροπίασ, θ υψθλι διαπερατότθτα 

(high permeability) και θ μικρι δφναμθ απομαγνιτιςθσ τουσ (low coercive force) κατατάςςουν 

τα μεταλλικά ωσ τα πλζον κατάλλθλα μαγνθτικά υλικά για ςυγκεκριμζνεσ τεχνολογικζσ εφαρ-

μογζσ, όπωσ είναι τα μαγνθτικά αποκθκευτικά μζςα(usb). Επιπροςκζτωσ, θ θλεκτρικι και 

κερμικι αγωγιμότθτά τουσ (electrical and thermal conductivity) είναι πολφ χαμθλότερθ από 

τα αυτοτελι μζταλλα. 

     Τα μεταλλικά γυαλιά παρουςιάηουν και κάποιεσ παράδοξεσ ιδιότθτεσ. Ζτςι, ενϊ αποτελοφ-

νται από ςυνονκυλεφματα ατόμων με τυχαία κατανομι ςτο εςωτερικό του υλικοφ εμφανί-

ηουν πυκνότθτεσ οι οποίεσ διαφζρουν ελάχιςτα από κρυςταλλικά υλικά που ζχουν τθν ίδια 

ςφνκεςθ. Επίςθσ, ενϊ είναι ελαςτικά πιο άκαμπτα από τα κλαςικά γυαλιά όχι μόνο δεν είναι 

ψακυρά αλλά παρουςιάηουν και μια αξιοςθμείωτθ ικανότθτα ςτο να παραλαμβάνουν πλα-

ςτικζσ παραμορφϊςεισ. Το πιο παράδοξο χαρακτθριςτικό τουσ ζγκειται ςτισ μαγνθτικζσ τουσ 

ιδιότθτεσ. Αν και είναι υλικά που ζχουν ςαν βάςθ τουσ το μζταλλο και κα ανζμενε κανείσ να 

παρουςιάηουν ςυμπεριφορά ςκλθροφ μαγνθτικοφ υλικοφ, εντοφτοισ τα μεταλλικά γυαλιά κα-

τατάςςονται ςτουσ μαλακοφσ μαγνιτεσ. Διατθροφν τθν άμορφθ, υαλϊδθ  μορφι τουσ χωρίσ 

να κρυςταλλοποιοφνται. Θ κρυςταλλοποίθςι τουσ επιςυμβαίνει όταν ανακερμανκοφν ςε 

κερμοκραςίεσ περίπου ςτο μιςό τθσ κερμοκραςίασ τιξθσ τουσ  250 450  ℃ . Θ μικροδομι 

τουσ είναι τζτοια που μασ επιτρζπει να τα κεωροφμε ςαν ιςότροπα υλικά. Στθν πραγματικό-

τθτα, επειδι κατά τθν διάρκεια τθσ απότομθσ ψφξθσ, θ κερμότθτα δεν απομακρφνεται από το 

υλικό ιςοτροπικά ενδζχεται θ τελικι μορφι του υλικοφ να επθρεάςει κάποιεσ από τισ φυςικζσ 

του ιδιότθτεσ και κυρίωσ τθν μαγνθτικι ανιςοτροπία του. Οι επιρροζσ αυτζσ όμωσ είναι πολφ 

μικρζσ ϊςτε να κεωροφνται αμελθτζεσ. Το μζτρο διάτμθςθσ (shear stiffness) των μεταλλικϊν 

γυαλιϊν είναι ςαφϊσ πολφ μικρότερο από το μζτρο διάτμθςθσ του αντίςτοιχου πολυκρυ-

ςταλλικοφ κράματοσ. Εν αντικζςει, το μζτρο ελαςτικότθτασ είναι μεν μικρότερο αλλά παρου-

ςιάηει πολφ μικρζσ διαφορζσ ςε ςχζςθ με ζνα πολυκρυςταλλικό υλικό. Από πειραματικζσ με-

τριςεισ αλλά και από εμπειρικζσ παρατθριςεισ ζχει διαπιςτωκεί ότι ζνα κράμα μπορεί να 

κεωρθκεί μεταλλικό γυαλί όταν περιζχει ςε ατομικι αναλογία περίπου 80%μεταβατικό μζ-

ταλλο (transition metal), όπωσ   , ,Fe Co Ni , και     κάποιο μεταλλοειδζσ (metalloid), όπωσ 

, , ,B C Si P . Αυτζσ οι αναλογίεσ είναι τυπικζσ και το γεγονόσ ότι αυτζσ μποροφν να αλλάηουν 

ανάλογα με τισ επικυμθτζσ ιδιότθτεσ του τελικοφ προϊόντοσ παρζχουν μια πολφ μεγάλθ ποικι-

λία μεταλλικϊν γυαλιϊν. Τα κφρια χαρακτθριςτικά των μεταλλικϊν γυαλιϊν είναι οι υψθλζσ 

τιμζσ των ελαςτικϊν ςτακερϊν  ,G E , οι υψθλζσ τιμζσ διαπερατότθτασ, οι υψθλζσ τιμζσ μα-

γνθτικϊν ροπϊν κακϊσ και θ ικανότθτά τουσ να παρουςιάηουν μια πολφ καλι ςυμπεριφορά 

κατά τθσ διάβρωςθσ. 
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Electromagnetic properties 

property units value  

saturation induction Tesla 1.61  

max permeability - 300.000  

magnetostriction coefficient - 630 10  

electrical resistivity μ cm  135  

Curie temperature C  370  

Physical properties 

property units value  

length cm  5  

width cm  0.5  

thickness mm  0.025  

density 3gr cm  7.32  

tensile strength MPa  1000 1700  

elastic modulus GPa  100 110  

thermal expansion 610 C  5.9  

crystallization temperature C  480  

 

Πίνακασ 2. Γενικζσ ιδιότθτεσ του μεταλλικοφ κράματοσ Metglas®2605SC. 

      

Θ κορεςμζνθ μαγνθτικι πολικότθτα των μεταλλικϊν γυαλιϊν είναι πολφ μικρότερθ από αυτι 

των κρυςταλλικϊν μετάλλων γεγονόσ που αποδίδεται ςτθν άμορφθ – υαλϊδθ μικροδομι 

τουσ. Μαγνθτικά πεδία τθσ τάξθσ του 1.7 T ζχουν παρατθρθκεί ςε μεταλλικά γυαλιά πλοφςια 

ςε Fe . Θ κερμοκραςία όπου τα μεταλλικά γυαλιά, με βάςθ τον ςίδθρο  Fe ι το κοβάλτιο 

 Co , απομαγνθτίηονται (κερμοκραςίαCurie) κυμαίνεται περίπου ςτουσ 700 CT K . Ο ςυντε-

λεςτισ μαγνθτοςυςτολισ, s είναι 6 610 10 30 10S
      . Το ότι διακζτουν άμορφθ μι-

κροδομι ζχει ςαν αποτζλεςμα να μθν επιδεικνφουν ουςιϊδθ μαγνθτοκρυςταλλικι ανιςοτρο-

πία  2 4 310 10  erg /cm  , γεγονόσ που δικαιολογεί το λόγο όπου τα υλικά αυτά κατατάςςο-

νται ςτουσ μαλακοφσ μαγνιτεσ. Τα μεταλλικά γυαλιά ζχουν θλεκτρικι αντίςταςθ μεγαλφτερθ 

από τα κρυςταλλικά κράματα τθσ ίδιασ ςφνκεςθσ περίπου κατά ζνα ςυντελεςτι   ι  , και 

κερμικό ςυντελεςτι χαμθλότερο, μερικζσ φορζσ και αρνθτικό. 

 

8.4. Μαγνθτοδιαςτολι (magnetostriction) 

 

     Όταν ζνα ςϊμα εκτίκεται ςε ζνα μαγνθτικό πεδίο οι διαςτάςεισ του αλλάηουν. Αυτό το 

φαινόμενο καλείται μαγνθτοδιαςτολι. Ο Joule το 1842 παρατιρθςε πρϊτοσ  το  φαινόμενο 

και ζδειξε πειραματικά πωσ όταν μια λεπτι ράβδοσ από ςίδθρο μαγνθτιςτεί από ζνα αςκενζσ 

μαγνθτικό πεδίο αλλάηει το μικοσ τθσ. Αυτό οφείλεται ςτθν αλλαγι τθσ εςωτερικισ ενζργειασ 

του ςϊματοσ και ςτθν διαταραχι των ςυμμετριϊν του.  Το υλικό υπόκειται ουςιαςτικά ςε μια 

επιμικυνςθ, μια παραμόρφωςθ, λόγω του μαγνθτικοφ πεδίου θ οποία εφεξισ κα ςυμβολίηε-

ται με  ϊςτε να διακρίνεται από τθν παραμόρφωςθ λόγω των μθχανικϊν φορτίςεων. Θ πα-

ραμόρφωςθ κα δίνεται από τθν ςχζςθ 
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
  (8.14) 

Όςο περιςςότερο μαγνθτίηεται ζνα υλικό τόςο μεγαλφτερθ είναι και θ μαγνθτοδιαςτολι του. 

Κάκε υλικό όμωσ ζχει και ζνα ςυγκεκριμζνο μζγιςτο όριο μαγνιτιςθσ το οποίο ονομάηεται 

μαγνιτιςθ κορεςμοφ (magnetic saturation). Σε αυτό το όριο το υλικό επιδεικνφει και τθν μζγι-

ςτθ παραμόρφωςι του θ οποία κα καλείται μαγνθτοδιαςτολι κορεςμοφ και κα ςυμβολίηεται 

με   . Αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ μαγνθτοδιαςτολι πζραν τθσ ζνταςθσ του μαγνθτικοφ πεδίου 

εξαρτάται ςε ζντονο βακμό από  τθν κερμοκραςία και τθν εφαρμοηόμενθ μθχανικι τάςθ.   

     Θ ευκφγραμμθ παραμόρφωςθ που παρατθρικθκε από τον Joule δεν είναι θ μοναδικι πα-

ραμόρφωςθ που μπορεί να υποςτεί ζνα υλικό. Ζχει παρατθρθκεί ότι όταν ζνα αγϊγιμο ςϊμα 

ειςζλκει ςε ζνα μαγνθτικό πεδίο μπορεί να ςτραφεί ι και να καμφκεί. Θ περίπτωςθ τθσ 

ςτροφισ τυγχάνει ιδιαίτερθσ μνείασ ςε επόμενθ παράγραφο και είναι γνωςτι ςαν φαινόμενο 

Wiedemann. 

     Θ μαγνθτοδιαςτολι είναι ζνα φαινόμενο το οποίο παρατθρείται ςε όλα τα υλικά. Οριςμζνα 

ιςχυρά μαγνθτικά υλικά, όπωσ αυτά με βάςθ τουσ το ςίδθρο ι το νικζλιο, επιδεικνφουν μεγα-

λφτερθ διαςτολι ςε ςχζςθ με τα αςκενϊσ μαγνθτικά υλικά. Παρόλα αυτά πρζπει να ςθμειω-

κεί ότι θ μαγνθτοδιαςτολι είναι μια ςχετικά μικρι ποςότθτα, μεςοςτακμικά θ τιμι τθσ είναι 

τθσ τάξθσ του 510 . Συγκρίνοντασ τθν μαγνθτοδιαςτολι με τθν παραμόρφωςθ λόγω μθχανι-

κισ τάςθσ διαπιςτϊνεται ότι είναι μια μικρι ποςότθτα που κα μποροφςε ενδεχομζνωσ να α-

μελθκεί. Μια μεταλλικι ράβδοσ από ςίδθρο με μζτρο ελαςτικότθτασ 200E GPa με ςυντελε-

ςτι μαγνθτοδιαςτολισ 510S
  κα αντιςτοιχοφςε ςε μια τάςθ 

5 2200 10 2 0.2 /MPa kgr mm      που είναι μια ςχετικά μικρι τάςθ. Παρόλο που το φαι-

νόμενο από μόνο του δεν και τόςο ςπουδαίο, θ ςπουδαιότθτά του ανακφπτει από τισ παρα-

τθριςεισ ότι ςε αρκετά μαγνθτικά υλικά ζςτω και μια μικρι τάςθ τζτοιου μεγζκουσ μπορεί να 

προκαλζςει ςθμαντικζσ διαφοροποιιςεισ ςτθν διαπερατότθτά τουσ κακϊσ και ςτο ςχιμα του 

βρόγχου υςτζρθςισ τουσ. 

     Θ τιμι τθσ ευκφγραμμθσ μαγνθτοδιαςτολισ κορεςμοφ,    , μπορεί να είναι κετικι, αρνθτι-

κι ι και μθδζν ςε οριςμζνα κράματα ςε κερμοκραςία κοντά ςτο μθδζν. Θ τιμι τθσ παραμόρ-

φωςθσ εξαρτάται από το βακμό μαγνιτιςθσ του υλικοφ και κατά ςυνζπεια από τθν ζνταςθ 

του πεδίου που εφαρμόηεται. Θ εξάρτθςθ μαγνθτοδιαςτολισ και ζνταςθσ του μαγνθτικοφ 

πεδίου αποτυπϊνεται ςτο Σχ.3. 

Όταν από πρακτικισ άποψθσ ζχει επζλκει θ μαγνιτιςθ κορεςμοφ ςτο δοκίμιο μια περαιτζρω 

αφξθςθ τθσ ζνταςθσ του μαγνθτικοφ πεδίου κα επιφζρει μια πολφ μικρι, αμελθτζα, αφξθςθ 

ςτθν μαγνθτοδιαςτολι. Αυτό φαίνεται ςτο Σχ.3, από τον κλάδο τθσ καμπφλθσ που ανυψϊνε-

ται ελαφρϊσ μετά το ςθμείο κορεςμοφ. Αυτι θ μικρι μεταβολι τθσ παραμόρφωςθσ ονομάηε-

ται εξαναγκαςμζνθ μαγνθτοδιαςτολι (forced magnetostriction) και είναι κάτι αντίςτοιχο με 

τθν κράτυνςθ ενόσ δοκιμίου κατά τθν μθχανικι του καταπόνθςθ. 

     Σε αυτό το ςθμείο αξίηει να ςθμειωκεί ότι θ πζραν τθσ παραμόρφωςθσ λόγω μαγνθτοδια-

ςτολισ υπάρχει και μια πρόςκετθ παραμόρφωςθ  θ οποία εξαρτάται από το ςχιμα το δοκιμί-

ου (form effect). Ζνα μαγνθτιςμζνο ςϊμα ζχει τθν τάςθ να ελαχιςτοποιεί τθν μαγνθτοςτατικι 

του ενζργεια. Ζνα δοκίμιο το οποίο ζχει μαγνθτιςτεί μζχρι κορεςμοφ SM ςε μια διεφκυνςθ 

όπου ο ςυντελεςτισ απομαγνιτιςθσ λόγω ςχιματοσ είναι dN κα διακζτει μαγνθτοςτατικι 
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ενζργεια 21

2
ms d SE N M . Το δοκίμιο κα επιδιϊξει να επιμθκυνκεί κατά τθν διεφκυνςθ τθσ μα-

γνιτιςθσ προκειμζνου να μειϊςει αυτι τθν ενζργεια κακϊσ το επιμθκυμζνο δοκίμιο κα ζχει 

μικρότερθ ενζργεια.  Συνεπϊσ θ παραμόρφωςθ που παρατθρείται ςε ζνα μαγνθτικό υλικό 

αποτελείται από το άκροιςμα των δφο παραμορφϊςεων, λόγω μαγνθτοδιαςτολισ και λόγω 

ςχιματοσ. Βζβαια, θ παραμόρφωςθ λόγω ςχιματοσ είναι αρκετά μικρότερθ τθσ μαγνθτοδια-

ςτολισ και θ επιρροι τθσ ςχεδόν εξανεμίηεται ςτθν περίπτωςθ που επιλεγεί γεωμετρία δοκι-

μίου με μικρό ςυντελεςτι dN , όπωσ πολφ λεπτζσ ορκογωνικζσ πλάκεσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

 

8.5. Επίδραςθ μθχανικϊν τάςεων ςτισ μαγνθτικζσ ιδιότθτεσ του ςϊματοσ  

 

     Θ εφαρμογι μθχανικισ τάςθσ μπορεί να τροποποιιςει τθν εςωτερικι δομι του μαγνθτικοφ 

υλικοφ και να ειςάγει μια νζα πθγι ανιςοτροπίασ ςτο υλικό. Αυτι θ μαγνθτικι ανιςοτροπία 

είναι επιπρόςκετθ ςε τυχόν προχπάρχουςεσ ανιςοτροπίεσ από άλλουσ λόγουσ, όπωσ κρυ-

ςταλλικι δομι κλπ., και μπορεί να επθρεάςει ςθμαντικά κάποιεσ  μαγνθτικζσ ιδιότθτεσ του 

υλικοφ όπωσ είναι θ μαγνθτικι διαπερατότθτα και θ παραμζνουςα μαγνιτιςθ (remanence). 

Ενδεικτικά, ςτο Σχ.4. φαίνεται θ επιρροι τθσ εφαρμοηόμενθσ μθχανικισ τάςθσ, εφελκυςτικι 

και κλιπτικι, ςτθν μαγνθτικι ςυμπεριφορά ενόσ δοκιμίου από πολυκρυςταλλικό νικζλιο (68 

permalloy). Το νικζλιο δεν είναι θ μοναδικι περίπτωςθ υλικοφ που επιδεικνφει αυτι τθν ςυ-

μπεριφορά. Ζχει παρατθρθκεί ότι για μια μεγάλθ γκάμα υλικϊν θ διαπερατότθτα δφναται να 

αλλάξει ακόμθ και 100φορζσ όταν αςκθκεί μια τάςθ τθσ τάξεωσ των 70MPa . Διευκρινίηεται 

ότι θ εφαρμοηόμενθ τάςθ είναι ελαςτικι και ςε καμία περίπτωςθ δεν εμφανίηονται πλαςτικζσ 

παραμορφϊςεισ. 

Σχ. 8.3. Τυπικι μεταβολι τθσ μαγνθτοδιαςτολισ ςε ςυνάρτθςθ με το εφαρμοηόμενο μαγνθτικό πεδίο . 
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     Θ μαγνθτικι ςυμπεριφορά ενόσ δοκιμίου υπό μθχανικι τάςθ είναι μια αρκετά περίπλοκθ 

διαδικαςία. Για ζνα κράμα νικελίου ( 68permalloy, 68% Ni  & 32% Fe ) το οποίο ζχει κετικι 

μαγνθτοδιαςτολι μια εφελκυςτικι τάςθ τθσ τάξθσ των  220   2 /MPa kgr mm κα αυξιςει ςθ-

μαντικά τθν διαπερατότθτα, Σχ.4. Θ μαγνθτοδιαςτολι του πολυκρυςταλλικοφ ςιδιρου είναι 

κετικι ςε χαμθλά πεδία, μετά μθδενίηεται και μετζπειτα γίνεται αρνθτικι ςε υψθλότερα πε-

δία, Σχ.5. Από τα Σχ.4-5, διαφαίνεται ότι υπάρχει μια ςτενι ςχζςθ μεταξφ τθσ μαγνθτοδιαςτο-

λισ και τθσ μαγνθτικισ ςυμπεριφοράσ του υλικοφ ςτο οποίο αςκείται κάποια μθχανικι τάςθ. 

Για το λόγο αυτό θ επίδραςθ τθσ μθχανικισ τάςθσ ςτθν μαγνιτιςθ του υλικοφ ονομάηεται μα-

γνθτομθχανικό φαινόμενο (magnetomechanical effect). Όταν μια ευκφγραμμθ μαγνθτικι ρά-

βδοσ είναι ελεφκερθ τόςο από μαγνθτικό πεδίο όςο και από μθχανικι τάςθ διακζτει μαγνθτι-

κζσ ροπζσ ιςότροπα κατανεμθμζνεσ ςτθ μάηα τθσ, Σχ. 6 .a  Όταν δεν υπάρχει μαγνθτικό πεδίο 

και αςκθκεί ςτθν ράβδο μια εφελκυςτικι ι κλιπτικι τάςθ και θ μαγνθτοδιαςτολι είναι κετικι 

ι αρνθτικι αντίςτοιχα, θ ράβδοσ κα παραμείνει αμαγνιτιςτθ κακϊσ οι μαγνθτικζσ ροπζσ προσ 

τθν μια κατεφκυνςθ είναι ίςεσ με τισ ροπζσ ςτθν άλλθ κατεφκυνςθ, Σχ.  . Θ επιβολι μαγνθτι-

κοφ πεδίου κα ενιςχφςει τθν μαγνιτιςθ προσ τθν κατεφκυνςθ του πεδίου, Σχ. 6c . Στθν περί-

πτωςθ που θ μαγνθτοδιαςτολι και θ εφαρμοηόμενθ τάςθ είναι ετερόςθμεσ ποςότθτεσ οι μα-

γνθτικζσ ροπζσ κα αντιμετωπίηουν δυο ανταγωνιςτικζσ δράςεισ. Από τθν μια θ μθχανικι τάςθ 

κα τείνει να τισ ευκυγραμμίςει κατά τθν δικι τθσ διεφκυνςθ από τθν άλλθ το εφαρμοηόμενο 

μαγνθτικό πεδίο κατά τθν δικι του, αντίκετθ διεφκυνςθ. Οι δφο αυτζσ ανταγωνιςτικζσ δρά-

ςεισ ζχουν ςαν αποτζλεςμα οι μαγνθτικζσ ροπζσ να προςανατολίηονται ςε μια διεφκυνςθ πε-

ρίπου κάκετθ ςτον άξονα τθσ δοκοφ. Γενικά, όταν ζνα υλικό με κετικό ςυντελεςτι μαγνθτοδι-

αςτολισ μαγνθτιςτεί κα αυξιςει το μικοσ του. Θ εφαρμογι μιασ εφελκυςτικισ τάςθσ ςτο δο-

κίμιο, θ οποία κα ζχει τθν τάςθ να το επιμθκφνει, κα αυξιςει τθν μαγνιτιςι του και μια κλι-

πτικι τάςθ κα τθν μειϊςει.   

     Θ κατεφκυνςθ τθσ μαγνιτιςθσ ελζγχεται τόςο από τθν μαγνθτικι ανιςοτροπία (ανιςοτρο-

πία λόγω τθσ κρυςταλλικισ δομισ) όςο και από τθν εφαρμοηόμενθ τάςθ. Στθν περίπτωςθ των 

άμορφων γυαλιϊν θ κατεφκυνςθ τθσ μαγνιτιςθσ εξαρτάται ςχεδόν αποκλειςτικά από τθν ε-

φαρμοηόμενθ τάςθ δεδομζνου ότι θ κρυςταλλικι ανιςοτροπία απουςιάηει. Θ μαγνθτοελαςτι-

κι ενζργεια, δθλ. θ ενζργεια που αποκθκεφεται ςτο ςϊμα λόγω τθσ εφαρμοηόμενθσ τάςθσ 

αλλά και τθσ μαγνθτοδιαςτολισ του υλικοφ, κα δίνεται από τθν ςχζςθ13 

 23
sin

2
me sE     (8.15) 

όπου  είναι θ γωνία που ςχθματίηει θ διεφκυνςθ τθσ τάςθσ με τθν διεφκυνςθ τθσ μαγνιτι-

ςθσ.   

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
13

 υπό τθν προχπόκεςθ ότι θ μαγνθτοδιαςτολι του υλικοφ είναι ιςότροπθ.  
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Σχ. 8.4. Θ επίδραςθ τθσ εφελκυςτικισ τάςθσ ςτθν καμπφλθ μαγνιτιςθσ του κράματοσ νικελίου (68 
permalloy). 

Σχ. 8.5. Θ επίδραςθ τθσ εφελκυςτικισ τάςθσ   και τθσ κλιπτικισ τάςθσ 

 ςτθν καμπφλθ μαγνιτιςθσ του ςιδιρου. 
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Σχ. 8.6. Συμπεριφορά φερρομαγνθτικοφ υλικοφ υπό τθν δράςθ μονοαξονικισ φόρτιςθσ. 

 

8.6. Η μαγνιτιςθ του υλικοφ ςϊματοσ 

 

     Είναι γνωςτό ότι όταν ζνα υλικό ςωματίδιο κινείται με ταχφτθτα   και φζρει ςθμειακό 

φορτίο   δθμιουργεί γφρω του ζνα μαγνθτικό πεδίο   του οποίου το μζτρο κα δίνεται από 

τθν ςχζςθ 

 0

2
 

4

qvsin
B

r

 


  (8.16) 

όπου 0 : είναι θ ςτακερά μαγνθτικισ διαπερατότθτασ του κενοφ,   : είναι θ γωνία που ςχθ-

ματίηεται μεταξφ τθσ διεφκυνςθσ τθσ ταχφτθτασ και το διάνυςμα κζςθσ r . Το θλεκτρικό ρεφ-

μα ιςοδυναμεί με τθν κίνθςθ κετικϊν θλεκτρικϊν φορτίων. Εκείνο που ηθτάμε είναι το μαγνθ-

τικό πεδίο που δθμιουργείται γφρω από ζναν αγωγό ο οποίοσ διαρρζεται από ρεφμα ζνταςθσ

I . Για ζνα κινοφμενο θλεκτρικό φορτίο qμε ταχφτθτα v οι γραμμζσ του μαγνθτικοφ πεδίου 

είναι κφκλοι οι οποίοι ζχουν το κζντρο τουσ πάνω ςτον άξονα τθσ ταχφτθτασ και τα επίπεδά 

τουσ είναι κάκετα ςτον άξονα τθσ ταχφτθτασ. Θ διεφκυνςθ των γραμμϊν αυτϊν για κετικό 

φορτίο βρίςκεται από τον κανόνα του δεξιοφ χεριοφ, Σχ.7. 
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Σχ. 8.7. Το μαγνθτικό πεδίο ρευματοφόρου αγωγοφ με ςτοιχειϊδεσ μικοσ d . 

 

Εάν υποκζςουμε ότι ο αγωγόσ είναι κυκλικισ διατομισ το εμβαδό τθσ διατομισ του κα είναι 

A και ο όγκοσ του, δεδομζνου του μικουσ τουd , κα είναιV Ad  . Υποκζτοντασ ότι υπάρ-

χουν nφορτία qανά μονάδα όγκου το ςυνολικό φορτίο dQ ςτον όγκο του αγωγοφ κα είναι 

 dQ nqAd  (8.17) 

Θ τελευταία ςε ςυνδυαςμό με τθν εξίςωςθ (8.15) κα δϊςει 

 0 0

2 24 4

dQvsin nqAd vsin
dB

r r

  

 
   (8.18) 

Είναι γνωςτό όμωσ ότι θ ποςότθτα nqvA είναι το ρεφμα που διζρχεται από τον αγωγό μικουσ

d , ςυνεπϊσ θ τελευταία ςχζςθ γίνεται 

 0

24

Id sin
dB

r

 


  (8.19) 

ι ςε διανυςματικι μορφι (Νόμοσ Biot – Savart) 

 0

2

ˆ

4

Id
dB

r








l r
 (8.20) 

Το ολικό μαγνθτικό πεδίο του ρευματοφόρου αγωγοφ προκφπτει από τθν ολοκλιρωςθ τθσ 

ςχζςθσ (8.19) και κα είναι 

 0

2

ˆ

4

Id
B

r






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rl
 (8.21) 
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     Στθν περίπτωςθ όπου γφρω από τον αγωγό που διαρρζεται από ρεφμα I υπάρχει κάποιο 

υλικό, και όχι το κενό ςτο οποίο αναφζρεται θ ςχζςθ (8.19), τότε κα υπάρχει και ζνα πρόςκε-

το μαγνθτικό πεδίο το οποίο κα οφείλεται ςτθν μαγνιτιςθ του υλικοφ!. Ειδικά ςτθν περίπτω-

ςθ όπου το υλικό είναι από ςίδθρο ι ςιδθρομαγνθτικό θ ςυνειςφορά του πρόςκετου μαγνθ-

τικοφ πεδίου είναι ςθμαντικι. Όλα αυτά κα φανοφν καλφτερα ςτα παρακάτω. Ακολοφκωσ κα 

γίνει ο υπολογιςμόσ του μαγνθτικοφ πεδίου ρευματοφόρου αγωγοφ με πεπεραςμζνο μικοσ

2a . Ο υπολογιςμόσ κα αναφζρεται ςε ςθμείο τθσ μεςοκακζτου του αγωγοφ και ςε απόςταςθ 

x από αυτόν, Σχ.8.8. Το μαγνθτικό πεδίο που δθμιουργείται από τον ρευματοφόρο αγωγό ςτο 

ςθμείο P κα δίνεται από τθν ςχζςθ  

 0

2

I
B

x




  (8.22) 

Το μαγνθτικό πεδίο ενόσ κυκλικοφ βρόγχου, Σχ.8.9, κα δίνεται από τθν ςχζςθ  

 

 

2
0

3
2 2 22

x

Ia
B

x a






 (8.23) 

Εάν υπιρχαν N διατεταγμζνοι κυκλικοί βρόγχοι ςτθ ςειρά τθσ ίδιασ ακτίνασ το μαγνθτικό πε-

δίο κα δίνονταν από τθν ςχζςθ 

 

 

2
0

3
2 2 22

x

N Ia
B

x a






 (8.24) 

Στο κζντρο των N κυκλικϊν βρόγχων  0x   το μαγνθτικό πεδίο κα είναι 

 0

2
x

N I
B

a


  (8.25) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 8.8. Μαγνθτικό πεδίο ευκφγραμμου ρευματοφόρου αγωγοφ μικουσ 2a  ςτο ςθμείο P . 
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  Σχ. 8.9. Το μαγνθτικό πεδίο κυκλικοφ βρόγχου ςε ςθμείο που κείται επί ευκείασ που διζρχεται από  
                   το κζντρο του και βρίςκεται ςε απόςταςθ x από αυτό.  

 

      Στο Σχ.8.10., απεικονίηεται θ μεταβολι τθσ ζνταςθσ του μαγνθτικοφ πεδίου ςτο εςωτερικό 

ενόσ πθνίου ( κυκλικοί βρόγχοι) και ςε απόςταςθ x ςτο εξωτερικό του πθνίου. Διαφαίνεται 

από το διάγραμμα ότι θ τιμι του μαγνθτικοφ πεδίου ςτα άκρα του πθνίου είναι περίπου θ 

μιςι από τθν τιμι του μαγνθτικοφ πεδίου ςτο κζντρο του. Μζχρι τϊρα όλα τα προαναφερκζ-

ντα εντάςςονται ςτθν ειδικι περίπτωςθ που οι ρευματοφόροι αγωγοί περιβάλλονται από το 

κενό. Στθν πραγματικότθτα όμωσ οι ρευματοφόροι αγωγοί περιβάλλονται από κάποιο υλικό. 

Στθν περίπτωςθ αυτι το μαγνθτικό πεδίο που αναπτφςςεται είναι διαφορετικό από αυτό του 

κενοφ. Τα άτομα από τα οποία αποτελείται θ φλθ περιζχουν κινοφμενα θλεκτρόνια τα οποία 

δθμιουργοφν μικροςκοπικοφσ βρόγχουσ τοπικϊν ρευμάτων locI , οι οποίοι δθμιουργοφν με τθ 

ςειρά τουσ το δικό τουσ τοπικό μαγνθτικό πεδίο, locB . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 8.10 Θ μεταβολι του μαγνθτικοφ πεδίου ςτο εςωτερικό του πθνίου και θ απομείωςι του με τθν 
απόςταςθ x από το κζντρο του (a : θ ακτίνα του πθνίου). 

N
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 Σχ. 8.11. Σε ατομικό επίπεδο ζνα θλεκτρόνιο που κινείται με ταχφτθτα v δθμιουργεί μαγνθτικι ροπι 

 . 

 

 

     Οι μαγνθτικζσ ιδιότθτεσ που μασ ενδιαφζρουν οφείλονται αποκλειςτικά ςτθν κίνθςθ των 

θλεκτρονίων εντόσ  των ατόμων τθσ φλθσ. Αυτι θ κίνθςθ των θλεκτρονίων ζχει ςαν αποτζλε-

ςμα να δθμιουργοφνται μαγνθτικζσ ροπζσ εντόσ του ατόμου.  Θ κίνθςθ των θλεκτρονίων ιςο-

δυναμεί με θλεκτρικό ρεφμα με αποτζλεςμα να δθμιουργείται μια μαγνθτικι ροπι κάκετθ 

ςτο επίπεδο τθσ τροχιάσ του θλεκτρονίου. Βζβαια, υπάρχει και θ κίνθςθ του θλεκτρονίου γφ-

ρω από τον άξονά του (spin) το οποίο ςυνειςφζρει ςτθν μαγνιτιςθ κατά πολφ μικρότερο πο-

ςοςτό ζτςι ϊςτε να μπορεί να αγνοθκεί χωρίσ ςθμαντικό λάκοσ. Θ ολικι μαγνθτικι ροπι του 

ατόμου προκφπτει από το διανυςματικό άκροιςμα όλων των επιμζρουσ μαγνθτικϊν ροπϊν 

των θλεκτρονίων και υπό αυτι τθν ζννοια δυο πικανότθτεσ υπάρχουν: α) οι μαγνθτικζσ ροπζσ 

των θλεκτρονίων είναι προςανατολιςμζνεσ κατά τζτοιο τρόπο ϊςτε να αυτοαναιροφνται με 

αποτζλεςμα θ ςυνολικι μαγνθτικι ροπι του ατόμου να είναι μθδενικι. Τα υλικά που επιδει-

κνφουν μια τζτοια ςυμπεριφορά ονομάηονται διαμαγνθτικά, β) θ αυτοαναίρεςθ των μαγνθτι-

κϊν ροπϊν των θλεκτρονίων είναι μερικι (και όχι ολικι) με αποτζλεςμα το άτομο να διακζτει 

μια μαγνθτικι ροπι. Τα υλικά που διακζτουν τζτοια άτομα ονομάηονται παραμαγνθτικά ι 

ςιδθρομαγνθτικά ανάλογα με το μζγεκοσ τθσ μαγνθτικισ ροπισ. Όταν ςε ζνα παραμαγνθτικό 

υλικό αςκθκεί εξωτερικό μαγνθτικό πεδίο οι εςωτερικζσ μαγνθτικζσ ροπζσ προςανατολίηονται 

με το εξωτερικό φορτίο και το υλικό μαγνθτίηεται. Στα ςιδθρομαγνθτικά υλικά οι αλλθλεπι-

δράςεισ μεταξφ των ατομικϊν μαγνθτικϊν ροπϊν είναι τόςο ιςχυρζσ ϊςτε μποροφν να ευκυ-

γραμμίηονται μεταξφ τουσ ςε τοπικζσ ενότθτεσ που ονομάηονται μαγνθτικζσ περιοχζσ χωρίσ να 

είναι απαραίτθτθ θ παρουςία ενόσ εξωτερικοφ μαγνθτικοφ πεδίου. Όταν δεν υπάρχει εξωτε-

ρικό πεδίο οι μαγνθτίςεισ των περιοχϊν ζχουν τυχαίο προςανατολιςμό. Όταν εφαρμόηεται 

εξωτερικό πεδίο οι περιοχζσ αυτζσ τείνουν να προςανατολιςτοφν παράλλθλα με αυτό. Κατά 

τθν διαδικαςία επιβολισ εξωτερικοφ πεδίου τα όρια των μαγνθτικϊν περιοχϊν μετακινοφ-

νται, περιοχζσ που θ μαγνιτιςι τουσ τυχαίνει να είναι παράλλθλθ με το εξωτερικό πεδίο με-

γαλϊνουν ενϊ οι υπόλοιπεσ ςυρρικνϊνονται. Οι ροπζσ που αναπτφςςονται ςε αυτά τα υλικά 

είναι κατά πολφ ιςχυρότερεσ από αυτζσ των παραμαγνθτικϊν υλικϊν. Θ ςχετικι διαπερατότθ-

τα είναι κατά πολφ μεγαλφτερθ τθσ μονάδασ  1000 100.000r   . Ο ςίδθροσ, το κοβάλτιο 

και το νικζλιο είναι τα πιο αντιπροςωπευτικά υλικά αυτισ τθσ κατθγορίασ. Κακϊσ αυξάνει το 
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εξωτερικό πεδίο τα ςιδθρομαγνθτικά υλικά φτάνουν ςε ζνα ςθμείο που όλεσ ςχεδόν οι μα-

γνθτικζσ ροπζσ ζχουν ευκυγραμμιςτεί με αυτό. Μια τζτοια κατάςταςθ ονομάηεται μαγνιτιςθ 

κόρου και ςθμαίνει ότι οποιαδιποτε περαιτζρω αφξθςθ του εξωτερικοφ μαγνθτικοφ πεδίου 

δεν κα επιφζρει καμία αλλαγι ςτθν μαγνιτιςθ του υλικοφ ι ςτο πρόςκετο πεδίο που αυτι 

δθμιουργεί.  Σχ.8.12.  

     Αξίηει να ςθμειωκεί ότι τα διαμαγνθτικά υλικά όχι μόνο δεν διακζτουν άτομα με μθδενικι 

μαγνθτικι ροπι αλλά ζχουν τθν ιδιότθτα να αντιδροφν ςε ζνα εξωτερικά επιβεβλθμζνο μα-

γνθτικό πεδίο που προςπακεί να τα μαγνθτίςει δθμιουργϊντασ ζνα πεδίο αντίκετθσ κατεφ-

κυνςθσ. Θ μαγνθτικι διαπερατότθτα αυτϊν των υλικϊν είναι μικρότερθ από τθν διαπερατό-

τθτα του κενοφ 0 .   Θ επιδεκτικότθτά (susceptibility) τουσ είναι πάντοτε αρνθτικι  0m   

και θ ςχετικι τουσ διαπερατότθτα είναι ελαφρϊσ μικρότερθ από τθν μονάδα 

 0.99990 0.99999r   . 

    Σε πολλά υλικά τα τοπικά αυτά ρεφματα είναι προςανατολιςμζνα κατά τυχαίο τρόπο με 

αποτζλεςμα θ ςυνιςταμζνθ όλων των τοπικϊν μαγνθτικϊν πεδίων να είναι μθδενικι. Υπάρ-

χουν όμωσ κάποια υλικά ςτα οποία εάν επιβλθκεί ζνα εξωτερικό μαγνθτικό πεδίο, από ζνα 

εξωτερικό ρεφμα που κα διαρρζει το υλικό, οι μικροςκοπικοί βρόγχοι τοπικοφ ρεφματοσ προ-

ςανατολίηονται κατά τζτοιο τρόπο ωσ προσ το εξωτερικό μαγνθτικό πεδίο ϊςτε το τοπικό τουσ 

μαγνθτικό πεδίο να προςτίκεται ςτο εξωτερικό πεδίο. Όταν ςυμβαίνει κάτι τζτοιο ςε ζνα υλι-

κό τότε λζμε ότι το υλικό μαγνητίςτηκε.   

     Στο Σχ.8.11 περιγράφεται ζνα θλεκτρόνιο ςαν ζνα κινοφμενο ςωματίδιο το οποίο φζρει 

θλεκτρικό φoρτίο –e , μάηα m 14 και διαγράφει μια κυκλικι τροχιά ακτίνασ r με ταχφτθταv . 

Το κινοφμενο αυτό ςωματίδιο περιγράφει ακριβϊσ τθν δθμιουργία του μικροςκοπικοφ βρόγ-

χου του τοπικοφ ρεφματοσ locI . Από τθ ςτιγμι που αυτόσ ο βρόγχοσ εμβαδοφ 2A r διαρρζε-

ται από θλεκτρικό ρεφμα ζχει ςαν επακόλουκο τθν ανάπτυξθ μαγνθτικισ διπολικισ ροπισ

IA  . Ο αρικμόσ των περιςτροφϊν που εκτελεί ζνα θλεκτρόνιο ςτθ μονάδα του χρόνου εί-

ναι /2v r . Συνεπϊσ το ολικό φορτίο που διζρχεται από οποιοδιποτε ςθμείο τθσ τροχιάσ ςτθ 

μονάδα του χρόνου κα είναι το γινόμενο  του αρικμοφ των περιςτροφϊν επί το φορτίο του 

θλεκτρονίου. 

 
2

ev
I

r
  (8.26) 

Θ αναπτυςςόμενθ μαγνθτικι διπολικι ροπι τότε κα είναι 

 
 

2

2 2

ev evr
IA r

r
  


     (8.27) 

Όταν ζνα υλικό ειςζλκει μζςα ςε ζνα μαγνθτικό πεδίο ζνταςθσ B τότε λόγω τθσ διπολικισ 

μαγνθτικισ ροπισ  και του πεδίου κα αναπτυχκεί ςτο υλικό μια ροπι  θ οποία κα τείνει να 

ευκυγραμμίςει τισ μαγνθτικζσ ροπζσ με τισ γραμμζσ του πεδίου. Το μζτρο αυτισ τθσ ροπισ κα 

είναι 

 B    (8.28) 

                                                           
14

 Το φορτίο του ηλεκτρονίου είναι              και η μάζα του είναι               r. 
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Όταν επιτευχκεί αυτι θ ευκυγράμμιςθ τθσ μαγνθτικισ διπολικισ ροπισ και του πεδίου ο 

προςανατολιςμόσ των μικροςκοπικϊν βρόγχων είναι τζτοιοσ που το δθμιουργοφμενο από 

αυτοφσ πεδίο, locB  προςτίκεται ςτο εξωτερικά εφαρμοηόμενο μαγνθτικό πεδίο. Αυτό το πρό-

ςκετο μαγνθτικό πεδίο προκφπτει ότι είναι ανάλογο τθσ μαγνθτικισ ροπισ  ανά μονάδα ό-

γκου του υλικοφV . Τθν διανυςματικι αυτι ποςότθτα τθν ονομάηουμε μαγνιτιςθ του υλικοφ 

και τθν ςυμβολίηουμε μεM . Δθλαδι κα είναι 

 M
V


  (8.29) 

Θ μαγνθτικι ροπι ανά μονάδα όγκου είναι μια ποςότθτα που περιγράφει το βακμό που ζνα 

υλικό είναι μαγνθτιςμζνο. Συνικωσ αυτό το μζγεκοσ αποκαλείται και ζνταςθ μαγνιτιςθσ ι 

πιο απλά μαγνιτιςθ και ςυμβολίηεται μεM . Το επιπλζον μαγνθτικό πεδίο που δθμιουργείται 

από τθν μαγνιτιςθ του υλικοφ (magnetic field)     H  αποδεικνφεται ότι είναι ίςο με 

 0H M  (8.30) 

Θ τιμι τθσ ςτακεράσ    (permeability of vacuum) κα είναι ςτακερι και ίςθ με
74 10   /T m A   . Συνεπϊσ όταν ζνασ αγωγόσ περιβάλλεται πλιρωσ από ζνα υλικό που μπο-

ρεί να μαγνθτιςτεί θ ςυνολικι μαγνθτικι επαγωγι  B (magnetic induction) που αναπτφςςε-

ται μζςα ςτο υλικό κα είναι 

 0 0B B M   (8.31) 

Όπωσ μια τάςθ που εφαρμόηεται ςε ζνα ςϊμα το παραμορφϊνει ζτςι και θ παρουςία ενόσ 

μαγνθτικοφ πεδίου   αλλάηει τισ μαγνθτικζσ ιδιότθτεσ του χϊρου που αςκείται και κα λζμε 

ότι το μαγνθτικό πεδίο δθμιοφργθςε μια μαγνθτικι επαγωγι,  . Στο κενό αυτι θ μαγνθτικι 

επαγωγι κα δίνεται από τθν ςχζςθ (8.31).    είναι θ μαγνθτικι επαγωγι ςτο κενό που οφεί-

λεται ςτθν κατανομι των εξωτερικϊν ρευμάτων και κα είναι  

 0 0B H  (8.32) 

     Τα υλικά που ςυμπεριφζρονται με τον τρόπο που περιγράφτθκε παραπάνω ονομάηονται 

παραμαγνητικά. Το αποτζλεςμα είναι ότι το μαγνθτικό πεδίο ςε κάκε ςθμείο ενόσ τζτοιου 

υλικοφ είναι αυξθμζνο κατά τον παράγοντα mK , ςε ςφγκριςθ με το πεδίο που κα υπιρχε αν ο 

αγωγόσ βριςκόταν ςτο κενό. Θ ςτακερά mK ονομάηεται ςχετική διαπερατότητα του υλικοφ και 

θ τιμι τθσ διαφζρει από υλικό ςε υλικό. Το εφροσ τιμϊν αυτισ τθσ ςτακεράσ είναι 

1.00001 1.003 . Όλεσ οι εξιςϊςεισ που ζχουν διατυπωκεί ζωσ τϊρα και αφοροφν το κενό 

ιςχφουν και ςτθν περίπτωςθ όπου ο αγωγόσ περιβάλλεται από παραμαγνθτικό υλικό αρκεί να 

αντικαταςτακεί θ ςτακερά 0  να αντικαταςτακεί με το γινόμενο 0mK  . Το γινόμενο αυτό 

ςυνικωσ ςυμβολίηεται με   και ονομάηεται μαγνθτικι διαπερατότθτα του υλικοφ  

 0mK   (8.33) 

Το ποςό κατά το οποίο θ ςχετικι διαπερατότθτα του υλικοφ υπερβαίνει τθν μονάδα ονομάηε-

ται μαγνθτικι επιδεκτικότθτα και ςυμβολίηεται με m . 
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 1m mK    (8.34) 

     Σε κάποια υλικά θ ολικι μαγνθτικι ροπι κάκε ατόμου που προκαλείται από τουσ ατομι-

κοφσ βρόγχουσ ρεφματοσ είναι μθδζν εφόςον δεν αςκείται κανζνα εξωτερικό πεδίο. Ακόμθ 

και αυτά τα υλικά όμωσ εμφανίηουν μαγνθτικζσ ιδιότθτεσ διότι ζνα εξωτερικό μαγνθτικό πε-

δίο μπορεί να τροποποιιςει τθν κίνθςθ των θλεκτρονίων μζςα ςτα άτομα. Στθν περίπτωςθ 

αυτι το πρόςκετο πεδίο αυτϊν των βρόγχων ρεφματοσ ζχει κατεφκυνςθ πάντοτε αντίθετη 

από εκείνθ του εξωτερικοφ μαγνθτικοφ πεδίου. Το επαγόμενο ρεφμα δθλαδι τείνει να εξου-

δετερϊςει το εξωτερικά επιβεβλθμζνο πεδίο. Τα υλικά που παρουςιάηουν τζτοια ςυμπεριφο-

ρά ονομάηονται διαμαγνητικά (diamagnetic materials). Θ επιδεκτικότθτά (susceptibility) 

τουσ είναι πάντοτε αρνθτικι  0m   και θ ςχετικι τουσ διαπερατότθτα είναι ελαφρϊσ μι-

κρότερθ από τθν μονάδα  0.99990 0.99999mK   . 

 

 

 

 

 

 

 

                      

                                    ( )                                                  ( )                                                    ( )                                                                                                                                                                                                                                                                                

Σχ. 8.12. Θ απεικόνιςθ των μαγνθτικϊν περιοχϊν ςτο εςωτερικό του ςϊματοσ. Θ κατεφκυνςθ τθσ μα-

γνιτιςθσ  a  χωρίσ πεδίο ( )b  υπό τθν επίδραςθ αςκενοφσ φορτίου  c  υπό τθν επίδραςθ ιςχυροφ 

πεδίου. 

 

     Υπάρχει και μια τρίτθ κατθγορία υλικϊν τα οποία ονομάηονται ςιδηρομαγνητικά (ferro-

magnetic materials). Σε αυτά τα υλικά οι αλλθλεπιδράςεισ μεταξφ των ατομικϊν μαγνθτικϊν 

ροπϊν είναι τόςο ιςχυρζσ ϊςτε μποροφν να ευκυγραμμίηονται μεταξφ τουσ ςε τοπικζσ ενότθ-

τεσ που ονομάηονται μαγνθτικζσ περιοχζσ χωρίσ να είναι απαραίτθτθ θ παρουςία ενόσ εξωτε-

ρικοφ μαγνθτικοφ πεδίου. Όταν δεν υπάρχει εξωτερικό πεδίο οι μαγνθτίςεισ των περιοχϊν 

ζχουν τυχαίο προςανατολιςμό. Όταν εφαρμόηεται εξωτερικό πεδίο οι περιοχζσ αυτζσ τείνουν 

να προςανατολιςτοφν παράλλθλα με αυτό. Κατά τθν διαδικαςία επιβολισ εξωτερικοφ πεδίου 

τα όρια των μαγνθτικϊν περιοχϊν μετακινοφνται, περιοχζσ που θ μαγνιτιςι τουσ τυχαίνει να 

είναι παράλλθλθ με το εξωτερικό πεδίο μεγαλϊνουν ενϊ οι υπόλοιπεσ ςυρρικνϊνονται. Οι 

ροπζσ που αναπτφςςονται ςε αυτά τα υλικά είναι κατά πολφ ιςχυρότερεσ από αυτζσ των πα-

ραμαγνθτικϊν υλικϊν. Θ ςχετικι διαπερατότθτα είναι κατά πολφ μεγαλφτερθ τθσ μονάδασ

 1000 100.000m   . Ο ςίδθροσ, το κοβάλτιο και το νικζλιο είναι τα πιο αντιπροςωπευτικά 

υλικά αυτισ τθσ κατθγορίασ. Κακϊσ αυξάνει το εξωτερικό πεδίο τα ςιδθρομαγνθτικά υλικά 

φτάνουν ςε ζνα ςθμείο που όλεσ ςχεδόν οι μαγνθτικζσ ροπζσ ζχουν ευκυγραμμιςτεί με αυτό. 

Μια τζτοια κατάςταςθ ονομάηεται μαγνιτιςθ κόρου και ςθμαίνει ότι οποιαδιποτε περαιτζρω 

αφξθςθ του εξωτερικοφ μαγνθτικοφ πεδίου δεν κα επιφζρει καμία αλλαγι ςτθν μαγνιτιςθ 
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του υλικοφ ι ςτο πρόςκετο πεδίο που αυτι δθμιουργεί. Κακϊσ προςεγγίηεται ο κόροσ θ μα-

γνιτιςθ παφει να είναι ανάλογθ του εξωτερικοφ πεδίου 0B . 

     Σε πολλά ςιδθρομαγνθτικά υλικά θ ςχζςθ ανάμεςα ςτθν μαγνιτιςθ και το εξωτερικό πεδίο 

είναι διαφορετικι όταν αυξάνει το πεδίο από εκείνθ όταν μειϊνεται το πεδίο. 

 

 

 

 

                                

 

 

                                               ( )                                       ( )                               ( ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Εάν ζνα μικρισ ζνταςθσ πεδίο είναι ικανό να προκαλζςει μαγνθτικό κορεςμό (magnetic 

saturation) ςτο υλικό τότε το υλικό αυτό χαρακτθρίηεται μαγνθτικά μαλακό (soft magnetic 

material). Το Σχ.8.14 δείχνει τισ καμπφλεσ μαγνιτιςθσ τριϊν διαφορετικϊν υλικϊν. Είναι εμ-

φανζσ ότι το υλικό c) απαιτεί πεδίο υψθλότερθσ ζνταςθσ για να μαγνθτιςτεί περίπου ςτο μιςό 

του υλικοφ α). Τα υλικά τφπου c) ονομάηονται μαγνθτικά ςκλθρά (magnetically hard).   

Σχ. 8.13. Βρόγχοι υςτζρθςθσ. Στισ περιπτϊςεισ  και  το υλικό παραμζνει ιςχυρά μαγνθτιςμζνο 

όταν μθδενίηεται το πεδίο . Στθν περίπτωςθ το υλικό παρουςιάηει μθδενικι υςτζρθςθ. 

Σχ. 8.14. Καμπφλεσ μαγνιτιςθσ διαφόρων υλικϊν. 
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     Ζνα μαγνθτικό πεδίο μπορεί να δθμιουργθκεί είτε από εξωτερικά θλεκτρικά ρεφματα είτε 

από μαγνθτικοφσ πόλουσ. Εξάλλου θ μαγνιτιςθ ενόσ υλικοφ είναι μια διαδικαςία άμεςα ςυν-

δεδεμζνθ με τθν δομι και τθν γεωμετρία του υλικοφ. Αυτό ςθμαίνει ότι θ μαγνιτιςθ κορε-

ςμοφ είναι μια γνωςτι τιμι για κάκε υλικό εκείνο που αλλάηει όμωσ είναι ο τρόποσ με τον 

οποίο κάκε φορά επιτυγχάνεται αυτι θ μαγνιτιςθ, με άλλα λόγια πια κα είναι θ μορφι τθσ 

καμπφλθσ μαγνιτιςθσ του υλικοφ. Ζνασ από τουσ παράγοντεσ που επθρεάηουν ζντονα τθν 

καμπφλθ μαγνιτιςθσ ενόσ υλικοφ είναι θ μαγνθτικι ανιςοτροπία. Αυτό δείχνει ότι οι μαγνθτι-

κζσ ιδιότθτεσ του υλικοφ εξαρτϊνται από τθν κατεφκυνςθ που μετροφνται. 

 

8.7. Ευκφ και αντίςτροφο φαινόμενο Wiedemann 

 

     Το ευκφ φαινόμενο Wiedemann ζγκειται ςτθν ςτρζψθ μιασ λεπτισ ορκογωνικισ μαγνθτι-

κισ πλάκασ με πολφ μικρό πάχοσ θ οποία τοποκετείται εντόσ ελικοειδοφσ μαγνθτικοφ πεδίου 

(helical magnetic field). Το ελικοειδζσ δθμιουργείται από τθν ςφνκεςθ δφο επιμζρουσ πεδίων. 

Ζνα ευκφγραμμο πεδίο κατά τθν διεφκυνςθ του άξονα του δοκιμίου και ζνα κυκλικό το οποίο 

κείται ςε επίπεδο κάκετο ςτον άξονα του δοκιμίου. Το δοκίμιο αποτελείται από αγϊγιμο υλι-

κό Metglas®2605SC ζτςι ϊςτε να επιτρζπεται θ διζλευςθ θλεκτρικοφ ρεφματοσ μζςα από τθν 

μάηα του. Θ διζλευςθ θλεκτρικοφ ρεφματοσ μζςα από το δοκίμιο ζχει ςαν αποτζλεςμα τθν 

δθμιουργία του κυκλικοφ μαγνθτικοφ πεδίου. Το παράλλθλο με τον άξονα του δοκιμίου πεδίο 

δθμιουργείται από ζνα ςωλθνοειδζσ πθνίο από χαλκό το οποίο περιελίςςεται γφρω από το 

δοκίμιο ζτςι ϊςτε ο άξονασ του πθνίου να είναι παράλλθλοσ με τον άξονα του δοκιμίου. Όταν 

από το πθνίο διζλκει θλεκτρικό ρεφμα δθμιουργείται, όπωσ ζχει προαναφερκεί, ζνα μαγνθτι-

κό πεδίο παράλλθλο με τον άξονά του. Θ ςτροφι τθσ αγϊγιμθσ πλάκασ του δοκιμίου ςθμειϊ-

νεται περί τον διαμικθ άξονά τθσ. Αυτι θ μαγνθτικά επιβαλλόμενθ ςτρεπτικι ροπι παρατθ-

ρικθκε αρχικά από τον Wiedemann to 1858 και για το λόγο αυτό το φαινόμενο φζρει το όνο-

μά του. 

     Κεωροφμε μια λεπτι ορκογωνικι πλάκα πάχουσ 2a και πλάτουσ 2b , Σχ.8.14.  Θ επιβολι 

ςτρεπτικισ ροπισ ςτα άκρα αυτοφ του δοκιμίου ζχει ωσ αποτζλεςμα να εμφανίηονται παρα-

μορφϊςεισ τόςο κατά τθν αξονικι όςο και κατά τθν εγκάρςια διεφκυνςθ. Το δοκίμιο κα 

ςτρζφεται περί τον διαμικθ άξονα του και θ γωνία ςτροφισ ανά μονάδα μικουσ    κα δίνε-

ται από τθν ςχζςθ 

 
x

   (8.35) 

όπου x είναι θ απόςταςθ κατά τθν εγκάρςια διεφκυνςθ και   το ςυνολικό μικοσ του δοκιμί-

ου. Εκτόσ τθσ εγκάρςια παραμόρφωςθσ ςτο δοκίμιο κα αναπτφςςεται και μια διαμικθσ πα-

ραμόρφωςθ zz θ οποία κα δίνεται από τθν ςχζςθ  

 
2 2

2 4

2 12
zz

b
y

  
  

 
 (8.36) 

 Αυτι θ διαμικθσ παραμόρφωςθ δεν μπορεί να αγνοθκεί όταν θ τιμι τθσ μαγνθτοδιαςτολισ 

είναι αρκετά μεγάλθ όπωσ ςτθν περίπτωςι μασ.  
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     Στο δοκίμιο επιδροφν δφο μαγνθτικά πεδία, ζνα ευκφγραμμο κατά τθν ζννοια του μικουσ 

zH , και ζνα εγκάρςιο yH . Θ υπζρκεςθ αυτϊν των δφο πεδίων ζχει ςαν αποτζλεςμα το τελικό 

πεδίο να είναι ελικοειδζσ. Θ τιμι του εγκάρςιου πεδίου κα δίνεται από τθν ςχζςθ  

  
4

y

I
H x x

ab
  (8.37) 

Θ ζνταςθ του ρεφματοσ που διζρχεται μζςα από το ορκογωνικό δοκίμιο οφείλει να είναι μι-

κρισ ζνταςθσ διότι όςο αυξάνει θ απαιτοφμενθ ζνταςθ του ρεφματοσ τόςο αυξάνει και θ κερ-

μοκραςία με αποτζλεςμα να επθρεάηεται ο ςυντελεςτισ μαγνθτοδιαςτολισ του υλικοφ. Συ-

νεπϊσ θ ςχζςθ (8.37)αναφζρεται ςε υλικά με κετικό ςυντελεςτι μαγνθτοδιαςτολισ και αρκε-

τά μεγάλθσ τιμισ (τθσ τάξθσ του 510 ) για  ρεφματα μικρισ ζνταςθσ (Nunez de Villavicencio 

et.al, 1986).   

Από τθν κεωρία τθσ ςτρζψθσ είναι επίςθσ γνωςτό το διάνυςμα τθσ μετατόπιςθσ τθσ διατομισ 

του οποίου οι ςυνιςτϊςεσ κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 xu yz   (8.38) 

 yu xz  (8.39) 

  ,zu x y  (8.40) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : είναι θ ςυνάρτθςθ ςτρζβλωςθσ τθσ διατομισ (wrapping function). Με τθν βοικεια των 

μετατοπίςεων προκφπτουν και οι ςχζςεισ των παραμορφϊςεων των οποίων οι ςυμμετρικζσ 

και αντιςυμμετρικζσ ςυνιςτϊςεσ κα δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 0xx yy zz xy        (8.41) 

Σχ. 8.15. Λεπτι ορκογωνικισ διατομισ πλάκα θ οποία διαρρζεται από ρεφμα ζνταςθσ . 
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1

2
yz x

y


 

 
  

 
 (8.42) 

 
1

2
zx y

x


 

 
  

 
 (8.43) 

 xy z    (8.44) 

 
1

2
yz x

y


 

 
   

 
 (8.45) 

 
1

2
zx y

x


 

 
  

 
 (8.46) 

Οι διατμθτικζσ τάςεισ zy  εφαρμόηονται ςτθν διατομι όπωσ φαίνεται ςτο Σχ.15, και κα μετα-

βάλλονται γραμμικά κατά το πάχοσ τθσ διατομισ ςφμφωνα με τθν ςχζςθ 

 2zy G x   (8.47) 

όπουG : το μζτρο διάτμθςθσ του υλικοφ τθσ ορκογωνικισ πλάκασ. Θ διεφκυνςθ τθσ μαγνιτι-

ςθσ του υλικοφ sM  αναμζνεται να είναι κατά τθν διεφκυνςθ  y , διότι θ μαγνιτιςθ ςχετίηεται 

με το εφαρμοηόμενο μαγνθτικό πεδίοH . Το μαγνθτικό πεδίο που δθμιουργείται λόγω του 

ρεφματοσ zI  που διαρρζει τθν πλάκα κατά τον άξονά τθσ κα είναι κυκλικισ μορφισ περί τον 

άξονα   και παρουςιάηει μια πολφπλοκθ κατανομι πάνω ςτθν διατομι. Αυτό ςθμαίνει ότι το 

πεδίο μπορεί να αναλυκεί ςε δφο ςυνιςτϊςεσ ,x yH H  κατά τουσ άξονεσ Ox καιOy , αντίςτοι-

χα. Επειδι όμωσ ο ςυντελεςτισ απομαγνιτιςθσ κατά τθν διεφκυνςθ   είναι πολφ μεγάλοσ και 

ταυτόχρονα ο εφκολοσ άξονασ μαγνιτιςθσ του υλικοφ είναι ο άξονασ y θ ςυνιςτϊςα xH  του 

πεδίου μπορεί να αγνοθκεί και ςτισ περιςςότερεσ περιπτϊςεισ να λαμβάνεται υπόψθ μόνο θ 

ςυνιςτϊςα yH . Μια γενικι εξίςωςθ που περιγράφει αυτι τθ ςυνιςτϊςα του πεδίου είναι15  

  
4
z

y

I
H x x

ab
  (8.48) 

Θ τιμι του πεδίου όπωσ δίνεται από τθν παραπάνω ςχζςθ δεν ιςχφει ςτθν περιοχι των γω-

νιϊν τθσ διατομισ μιασ και εκεί παρατθρείται μια μείωςθ περίπου 50%  τθσ τιμισ. Αυτι θ 

ςυνιςτϊςα του πεδίου λόγω του ότι προζρχεται από κυκλικό πεδίο εφεξισ κα αναφζρεται 

ςανH . Πζραν του κυκλικοφ μαγνθτικοφ πεδίου ςτθν λεπτι πλάκα εφαρμόηεται και ζνα πρό-

ςκετο μαγνθτικό πεδίο κατά τον άξονά του zH , το οποίο οφείλεται ςτο πθνίο το οποίο ζχει 

τυλιχκεί γφρω κάκετα ςτον διαμικθ άξονα του. Θ ζνταςθ αυτοφ του πεδίου κα δίνεται από 

τθν ςχζςθ 

 
2
C

z

NI
H

r
  (8.49) 

όπου cI : είναι θ ζνταςθ του ρεφματοσ που διαρρζει το πθνίο, N : είναι ο αρικμόσ των ςπει-

ρϊν του πθνίου, r : είναι θ ακτίνα τθσ διατομισ του πθνίου 

                                                           
15

 A new simple measurement of the magnetostriction constant in metallic glass ribbons, A. Hernando.  
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     Θ παρουςία του διαμικουσ μαγνθτικοφ πεδίου zH  και του κυκλικοφ μαγνθτικοφ πεδίου 

H  ζχει ςαν ςυνζπεια τθν δθμιουργία ενόσ ελικοειδοφσ μαγνθτικοφ πεδίου ςτθν διατομι με 

αποτζλεςμα θ διεφκυνςθ τθσ μαγνιτιςθσ SM  να μθν είναι πλζον επί του άξονα των y αλλά 

να δθμιουργεί μια γωνία με το επίπεδο τθσ διατομισ. Εν γζνει μπορεί να κεωρθκεί ότι το δια-

μικεσ μαγνθτικό πεδίο λόγω του πθνίου zH  είναι αρκετά μεγαλφτερο από το κυκλικό μαγνθ-

τικό πεδίο H . Μια γενικι ςχζςθ μεταξφ των πεδίων είναι 0.30y zH H . 

     Όταν το υλικό τθσ  λεπτισ ορκογωνικισ πλάκασ παρουςιάηει μαγνθτοδιαςτολικι ςυμπερι-

φορά παρουςιάηονται κάποιεσ αλλαγζσ ςτισ μθχανικζσ ιδιότθτζσ του. Αυτό ςθμαίνει ότι υ-

πάρχει μια ςφηευξθ (coupling) ανάμεςα ςτθν ελαςτικι και μαγνθτικι ςυμπεριφορά του υλι-

κοφ. Αυτοφ του είδουσ θ ςφηευξθ επθρεάηει τισ διατμθτικζσ τάςεισ που αναπτφςςονται ςτθν 

διατομι και οι ςχζςεισ που τισ ορίηουν είναι 

 H
zx zx 15 xG h H    (8.50) 

 H
zy zy 15 yG h H    (8.51) 

ενϊ για τισ ςυνιςτϊςεσ τθσ μαγνθτικισ επαγωγισ κα είναι 

 x x 5 za 1 xB H h    (8.52) 

 y y 5 za 1 yB H h    (8.53) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

όπου HG : είναι το μζτρο διάτμθςθσ για ςυγκεκριμζνθ τιμι μαγνθτικοφ πεδίου 

         15h : είναι μια μαγνθτοελαςτικι παράμετροσ εξαρτϊμενθ από το υλικό 

        
  : είναι θ ςχετικι διαπερατότθτα του υλικοφ υπό ςτακερι παραμόρφωςθ 

 

Σχ. 8.16. Τυπικι διάταξθ του αγϊγιμου πθνίου το οποίο περιελίςςεται γφρω από λεπτι ορκογωνικι πλάκα 
Metglas 2605SC. 
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8.8. Πειραματικι διαδικαςία 

 

     Θ πειραματικι διαδικαςία που πραγματοποιικθκε ςτο εργαςτιριο Μικρομθχανικισ του 

Δομοςτατικοφ τομζα του τμιματοσ Πολιτικϊν Μθχανικϊν του Πανεπιςτθμίου Κεςςαλίασ. 

Πραγματοποιικθκε ςε ςυνκικεσ δωματίου, δθλ. 20T C . Χρθςιμοποιικθκε υλικό από με-

ταλλικό γυαλί τφπου Metglas®2605SC (Fe81%/B13.5%/Si3.5%/C2%) με φυςικζσ και μαγνθτικζσ 

ιδιότθτεσ που δίνονται ςτον Πίνακα 1. Θ προμικεια του υλικοφ ζγινε ςε μορφι ρολοφ μικουσ 

2m , πλάτουσ 50mmκαι πάχουσ 0.025mmκατόπιν παραγγελίασ από τθν Goodfellow 

Cambridge Limited, England, Εικ. 1.. Για τισ ανάγκεσ του πειράματοσ από το αρχικό ρολό απο-

κόπθκαν οι λεπτζσ λωρίδεσ του μεταλλικοφ γυαλιοφ με μθχανικό τρόπο (με ψαλίδι) ςε δια-

ςτάςεισ 0.5 6.5 0.0025cm cm cm  , Εικ. 1.  

 

  a                                                                           b  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  a                                                          b                                                c  

  

Εικόνα 1. Θ λεπτι ορκογωνικι λωρίδα μεταλλικοφ γυαλιοφ Metglas®2605SC . 

Εικόνα 2. Θ πθγι τροφοδοςίασ θλεκτρικοφ ρεφματοσ μζςω μπαταριϊν 4.5V τα καλϊδια μικροφ 

πάχουσ που χρθςιμοποιικθκαν για τθν ςυνδεςμολογία τα ειδικά κλιπςάκια μζςω των οποίων ζγινε θ 

ςφνδεςθ τθσ μπαταρίασ και των αγϊγιμων καλωδίων. 
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Θ όλθ κατεργαςία του υλικοφ ζγινε με χριςθ πλαςτικϊν γαντιϊν προκειμζνου να αποφευ-

χκοφν ίχνθ υγραςίασ (π.χ. ιδρϊτασ) που κα επθρζαηαν τθν αγωγιμότθτα του υλικοφ. Στθ ςυνζ-

χεια τα άκρα τθσ μεταλλικισ λωρίδασ ςυνδζκθκαν με πθγι θλεκτρικισ ενζργειασ, μπαταρίεσ 

των (Philips LongLife Zinc carbon 3R12), μζςω ειδικά μονωμζνων αγϊγιμων καλωδίων 

από χαλκό με τθν χριςθ ειδικϊν χάλκινων ακροφυςίων, Εικ. και Εικ. . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το ευκφγραμμο μαγνθτικό πεδίο κατά μικοσ του άξονα του δοκιμίου δθμιουργικθκε από 

πθνίο κυκλικισ διατομισ, Εικ.5. Το πθνίο αποτελείται από τετρακόςιουσ κυκλικοφσ βρόγχουσ 

με διάμετρο 1cm. Οι κυκλικοί βρόγχοι οι οποίοι αποτελοφνται από χάλκινο αγϊγιμο ςφρμα 

0.5mmυλοποιικθκαν με τθν περιτφλιξι τουσ γφρω από κυλινδρικι μιτρα εςωτερικισ διαμζ-

τρου 1cmκαι μικουσ 5.5mm. Το υλικό τθσ κυλινδρικισ μιτρασ επελζγει να είναι πλαςτικό 

προκειμζνου να αποφευχκοφν φαινόμενα βραχυκυκλϊματοσ. Κατά τθν υλοποίθςθ του πθνί-

ου δθμιουργικθκαν ςτα δφο άκρα του δφο προεκτάςεισ χάλκινου ςφρματοσ προκειμζνου να 

διευκολυνκεί θ ςφνδεςι του με τθν πθγι τροφοδοςίασ.     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.5V

3 , ,a b c 4 ,a b

Εικόνα 3. Τα μονωμζνα αγϊγιμα καλϊδια από χαλκό τα οποία χρθςιμοποιικθκαν για τθν ςφν-

δεςθ με τθν πθγι τροφοδοςίασ. 

Εικόνα 4. Το πθνίο που χρθςιμοποιικθκε για τθν δθμιουργία του μαγνθτικοφ πεδίου κατά μικοσ του 
άξονα του δοκιμίου. 
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Θ τροφοδοςία του πθνίου με θλεκτρικό ρεφμα ζγινε μζςω μπαταρίασ τάςεωσ 4.5V , Eveready 

Heavy Duty. Τα ακροφφςια του πθνίου ςυνδζκθκαν με τουσ πόλουσ τθσ μπαταρίασ με απλι 

περιτφλιξθ και ςτθ ςυνζχεια περιτυλίχκθκαν με μονωτικι ταινία ζτςι ϊςτε να διαςφαλίηεται θ 

λειτουργία του κυκλϊματοσ, Εικ.6.  

     Ακολοφκωσ, το δοκίμιο του μεταλλικοφ γυαλιοφ τοποκετικθκε ςτο εςωτερικό του πθνίου 

ζτςι ϊςτε οι διαμικεισ άξονεσ του πθνίου και του δοκιμίου να είναι παράλλθλοι, Εικ.7. Το πθ-

νίο είναι ςυνδεδεμζνο με τθν πθγι τροφοδοςίασ γεγονόσ που ςθμαίνει ότι το δοκίμιο ζχει 

αρχίςει να μαγνθτίηεται. Θ φπαρξθ του μαγνθτικοφ πεδίου ςε αυτό το ςτάδιο πιςτοποιείται 

από τθν ελκτικι δφναμθ που παρατθρείται ςτο δοκίμιο κατά τθν είςοδό του ςτο εςωτερικό 

του πθνίου. 

 

 

  a                                                                                b  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 5. Θ ςφνδεςθ του θλεκτρομαγνθτικοφ πθνίου με τθν πθγι τροφοδοςίασ και θ ςφνδεςθ του 

πθνίου με τουσ πόλουσ τθσ μπαταρίασ με απλι περιτφλιξθ και εν ςυνεχεία θ περιτφλιξθ με μονωτικι ταινία. 

Εικόνα 6.  Θ τοποκζτθςθ του δοκιμίου του μεταλλικοφ γυαλιοφ ςτο εςωτερικό του πθνίου ζτςι 

ϊςτε οι διαμικεισ άξονεσ του πθνίου και του δοκιμίου να είναι παράλλθλοι και το πθνίο είναι 

ςυνδεδεμζνο με τθν πθγι τροφοδοςίασ γεγονόσ που ςυνεπάγεται τθν μαγνιτιςθ  του δοκιμίου κατά 
τον διαμικθ άξονά του.  
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Στο ζνα άκρο του δοκιμίου του μεταλλικοφ γυαλιοφ προςκολλικθκε ζνα χάλκινο αγϊγιμο 

ςφρμα διαμζτρου 0.5mm με τθν χριςθ μονωτικι ταινίασ, Εικ. 8. Το άλλο άκρο του δοκιμίου 

είναι ελεφκερο και το κφκλωμα κλείνει κάκε φορά με απλι επαγωγι με το χάλκινο ςφρμα που 

ζχει ςυνδεκεί ςτον άλλο πόλο τθσ μπαταρίασ. ϊςτε να αποφευχκεί θ πτϊςθ τάςθσ ςτθν μπα-

ταρία, Εικ. 9.  

 

  a                                                                                        b  

 

 

 

 

 

 

  a                                                                                    b  

 

 

Εικόνα 7. Θ ςφνδεςθ χάλκινου ςφρματοσ ςτο άκρο του δοκιμίου του μεταλλικοφ γυαλιοφ με χριςθ μονωτικισ 
ταινίασ (β) θ ςφνδεςθ του δοκιμίου με τθν πθγι τροφοδοςίασ. 

Εικόνα 8. Το ζνα άκρο του δοκιμίου είναι ελεφκερο και κάκε φορά το κφκλωμα κα κλείνει με τθν απλι επα-

γωγι ενόσ χάλκινου μονωμζνου καλωδίου (μαφρο καλϊδιο) του οποίου το ζνα άκρο είναι ιδθ ςυνδεδεμζνο 

ςτθν πθγι τροφοδοςίασ θ όλθ διάταξθ τθσ ςυνδεςμολογίασ. 
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Για να πιςτοποιθκεί θ διζλευςθ θλεκτρικοφ ρεφματοσ μζςα από το δοκίμιο χρθςιμοποιικθκε 

ζνασ μικρόσ λαμπτιρασ. Στο άκρο του λαμπτιρα προςαρτικθκε ζνα μονωμζνο χάλκινο ςφρμα 

με τθν χριςθ μονωτικισ ταινίασ, Εικ.10(a). Θ απλι επαγωγι τθσ βάςθσ του λαμπτιρα ςτο δο-

κίμιο του μεταλλικοφ γυαλιοφ επιβεβαίωςε τθν φπαρξθ θλεκτρικοφ ρεφματοσ αφοφ ο λα-

μπτιρασ φϊτιςε, Εικ.10(b). 

 

  a                                                                            b  

 

Από όλα τα παραπάνω είναι ξεκάκαρθ θ φπαρξθ δφο κυκλωμάτων θλεκτρικοφ ρεφματοσ. Το 

ζνα προζρχεται από τθν ςυνδεςμολογία του μεταλλικοφ δοκιμίου και το δεφτερο από τθν 

ςυνδεςμολογία του θλεκτρομαγνθτικοφ πθνίου. Το πρϊτο κφκλωμα παρζχει το ακτινικό μα-

γνθτικό πεδίο ςτο κάκετο επίπεδο του διαμικθ άξονα του δοκιμίου ενϊ το δεφτερο κφκλωμα 

παρζχει το ευκφγραμμο μαγνθτικό πεδίο παράλλθλο με τον διαμικθ άξονα του δοκιμίου. Για 

τθν ολοκλιρωςθ τθσ πειραματικισ διαδικαςίασ και τα δφο κυκλϊματα κλείνουν ταυτόχρονα. 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ παρατθρικθκε μια μικρι ςυςτροφι του μεταλλικοφ δοκιμίου περί τον 

διαμικθ άξονά του όπωσ ακριβϊσ προζβλεπε και θ κεωρθτικι προςζγγιςθ. 

 

   

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 9. Θ ςφνδεςθ του λαμπτιρα με τθν πθγι τροφοδοςίασ και θ επιβεβαίωςθ τθσ διζλευςθσ θλε-

κτρικοφ ρεφματοσ μζςω του μεταλλικοφ δοκιμίου. 

Εικόνα 10. Τα δφο μαγνθτικά πεδία, το ευκφγραμμο από τθν ςυνδεςμολογία του πθνίου και το ακτινικό από 
τθν ςυνδεςμολογία του μεταλλικοφ δοκιμίου, προκαλοφν τθν ςυςτροφι του μεταλλικοφ δοκιμίου περί τον 
διαμικθ άξονά του όπωσ προζβλεπε και θ κεωρθτικι προςζγγιςθ.  

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



204 
 

Παράρτθμα A. Επίπεδθ ζνταςθ 

 
A1. Εξιςϊςεισ ιςορροπίασ για τθν κεωρία Cosserat 

 
 
 

                                                                                                                                  
    

  
   

 

                                                                                                                                      
    

  
   

                                                                                                                                         
    

  
   

                                                                                      
                                                                                              
    

  
        

  
                                                                                

     
                                                                                                                                 
                                                                                                               

                                                                                                                      
    

  
   

  
                                                                                               
 
                                    a                                                                              b  

 
Σχ. 8.17. Συνιςτϊςεσ των τάςεων κατά Cauchy και των διπολικϊν τάςεων  a ςε ςτακερό ομογενζσ ε-

ντατικό πεδίο  b  ςε μεταβαλλόμενο εντατικό πεδίο. Οι μαηικζσ δυνάμεισ και οι μαηικζσ ροπζσ είναι 

μθδενικζσ. 

 
Στο Σχ.1, οι ςυνιςτϊςεσ τθσ δφναμθσ ανά μονάδα επιφάνειασ , , ,xx yy xy yx     (τάςεισ κατά 

Cauchy) και το ηεφγοσ ανά μονάδα επιφάνειασ ,xz yz   (τάςεισ διπόλου) απεικονίηονται με 

τθν κετικι τουσ ζννοια και δρουν πάνω ςε μια τετραγωνικι επιφάνεια μοναδιαίου πάχουσ. 

Στθν περίπτωςθ όπου οι τάςεισ δεν μεταβάλλονται από τθν μια πλευρά του ςϊματοσ ςτθν 

άλλθ θ ιςορροπία των ροπϊν επιβάλλει ότι: 

                 
   

0 0
2 2 2 2

yy xy xy xx yy xx xy yx

dx dy dx dy
M dx dxdy dxdy dy dx dy  (A.1) 

Στο Σχ.  1 b , οι τάςεισ και τα ηεφγθ τουσ μεταβάλλονται από τθν μια πλευρά του ςϊματοσ ζωσ 

τθν άλλθ, απουςία μαηικϊν δυνάμεων. Στθν περίπτωςθ αυτι θ ιςορροπία των δυνάμεων κα-

τά τισ δφο διευκφνςεισ ,x y δίνει 

 


   
  

              


 

0 0
yxxx

x xx xx yx yxF dy dx dy dy dx dx
x y
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  

   
  

         
   

   

0 0
yx yxxx xx

xx xx yx yxdy dy dxdy dx dxdy dx
x y x y

 (A.2) 

 
 

   
    

          
    

 
 

0 0
xy yy

xyy xy y yydy dx dy dx dyF dx
x y

 

 
   

   
   

        
   

 

0 0
xy yy xy yy

xy xy yy yydy dy dxdy dx dx dydx
x y x y

 (A.3) 

Από τθν ιςορροπία των ροπϊν προκφπτει (το ςθμείο Α βρίςκεται ςτθν κάτω αριςτερι γωνία 

του ςτοιχειϊδουσ τμιματοσ και θ κετικι φορά των ροπϊν λαμβάνεται θ αντιωρολογιακι): 

 


     
 

        
 


 

0
2 2

xy

A xx xz yy yz xy xz

dy dx
M dy dy dx dx dx dydx dy

x
 

 
  

  
      

                  2 2

yx yyxz xx
xx yx yy

dy dx
dxdy dx dy dy dxdy dy dx

x x y y
 

 
 

     
  

         
  

2 2 
20

2 2

yz xy

yz xx xz yy yz xy

dy dx
dy dx dy dx dydx dx dy

y x
 

 
 

   
 

      
  

2 2 2
2

2 2 2

yxxx xz
xx xz yx yy

dy dy dx
dx dy dxdy dxdy dxdy

x x y
 

 
   

  
   

        
   

2  

0 0
2

yy yz yz xz
yz xy yx

dx
dy dx dxdy dxdy dxdy dxdy dxdy

y y y x
 

 


 


    
 

 

0
yzxz

xy yx
x y

 (A.4) 

Σθμείωςθ: 

Στα παραπάνω υιοκετικθκε ο εξισ ςυμβολιςμόσ: 

   
2 2dxdx dx dx  (A.5) 

   
2 2dydy dy dy  (A.6) 

A2. Εξίςωςθ ςυμβιβαςτοφ 

 
Ειςαγωγικά οφείλουμε να τονίςουμε ότι οι ςυναρτιςεισ των μετατοπίςεων είναι ομαλζσ και 

ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ, γεγονόσ που μασ επιτρζπει να τισ παραγωγίηουμε όςεσ φορζσ είναι 

επικυμθτό.  Οι διατμθτικζσ παραμορφϊςεισ δίνονται από τθν ςχζςθ 

 xy yx

u v

y x
 

 
  
 

 (A.7) 

Παραγωγίηοντασ τθν παραπάνω ςχζςθ δφο φορζσ, τθν μια ωσ προσ x και τθν άλλθ ωσ προσ y , 

κα είναι 

 
 


      

       
          

22 2 3 3   

2 2 2

xy xy

xy

u v u v u v

y x x x y x yx x y y x
 (A.8) 
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Οι ορκζσ παραμορφϊςεισ κατά τισ διευκφνςεισ ,x y είναι αντίςτοιχα 

  
 

 
 

      ,   xx yy

u v

x y
 (A.9) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ πρϊτθσ ςχζςθσ δφο φορζσ ωσ προσ y  και θ παραγϊγιςθ τθσ δεφτερθσ 

ςχζςθσ δφο φορζσ ωσ προσ x δίνει αντίςτοιχα 

 
 


   

    
      

22 3   

2 2

xx xx
xx

u u u

x y x y y x y
 (A.10) 

 
 


   

    
      

22 3   

2 2

yy yy

yy

v v v

y x y x x y x
 (A.11) 

Από τισ τρεισ εςϊκλειςτεσ ςχζςεισ προκφπτει θ εξίςωςθ ςυμβιβαςτοφ 

 
  

 
   

2 22

2 2

xy yyxx

x y y x
 (A.12) 

Θ μζκοδοσ που ακολουκικθκε παραπάνω είναι κακόλα ςωςτι αλλά θ ςυνκικθ ςυμβιβαςτοφ 

με αυτό τον τρόπο μπορεί να προκφπτει με διαδοχικζσ παραγωγίςεισ οποιαςδιποτε τάξθσ. Κα 

ιταν δυνατόν να διατυπωκεί μια ςυνκικθ ςυμβιβαςτοφ ν-οςτισ τάξθσ χωρίσ να ζχει και κά-

ποιο πρακτικό αποτζλεςμα. Θ πιο ορκι μζκοδοσ είναι θ μζκοδοσ ολοκλθρϊςεωσ των μετατο-

πίςεων. Συνεπϊσ κα είναι: 

   


   
 

 

xx xx

u
u dx f y

x
 (A.13) 

   


   
 

 

yy yy

v
v dy g x

y
 (A.14) 

       
   

         
       

 

xy xy xx yy

u v
dx f y dy g x

y x y x
 

 

           


        
           

          
  

2 2 22 2   

2 2 2 2

yy xy yy xy yyxx xx xx
xy

f y g x g x
dx dy dy

y y x x x y x yx x y x

 (A.15) 

Με τθν μζκοδο τθσ ολοκλιρωςθσ οι παραγωγίςεισ των διατμθτικϊν παραμορφϊςεων xy , 

είναι ςτοχευμζνα δφο προκειμζνου να απαλλαγοφμε από τουσ ανεπικφμθτουσ όρουσ

   
    

 
, , ,

f y g x
f y g x

y x
. 

 
A3. Οι ςυνιςτϊςεσ τθσ καμπυλότθτασ ωσ προσ τισ διευκφνςεισ ,x y  

 
Παραγωγίηοντασ τθν εξίςωςθ του spin  ωσ προσ x κα είναι: 
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2 2 

2

1 1

2 2
z

z

v u v u

x y x x yx




     
      

       
 (A.16) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ ορκισ παραμόρφωςθσ xx  ωσ προσ τθν διεφκυνςθ   δίνει: 

 
2 

xx
xx

u u

x y x y




 
  
   

 (A.17) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ xy  ωσ προσ τθν διεφκυνςθ x δίνει 

 
2 2 2 2 2     

2 2 2

xy xy xy xx
xy

u v u v v u v

y x x x y x x y x yx x x

   


         
          
           

 (A.18) 

O ςυνδυαςμόσ των παραπάνω εςϊκλειςτων ςχζςεων δίνει τθν καμπυλότθτα κατά x  

 
 1 1

2 2

xy xyz xx xx z xx
xz

x x y y x x y

     


      
       

       
 (A.19) 

Παραγωγίηοντασ τθν εξίςωςθ του spin  ωσ προσ y κα είναι 

 
2 2 

2

1 1

2 2
z

z

v u v u

x y y x y y




     
      

        
 (A.20) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ ορκισ παραμόρφωςθσ  yy ωσ προσ τθν διεφκυνςθ x δίνει 

 
2 

yy

yy

v v

y x x y




 
  
   

 (A.21) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ  xy  ωσ προσ τθν διεφκυνςθ   δίνει 

 
2 2 2 2 2     

2 2 2

xy xy xy yy

xy

u v u v u v u

y x y x y y x y y xy y y

   


         
          
           

 (A.22) 

Ο ςυνδυαςμόσ των τριϊν τελευταίων ςχζςεων,(A.20),(A.21),(A.22) δίνει 

 
 1 1

2 2

yy xy yy yy xyz z
yz

y x y x y x y

     


      
       

       
 (A.23) 

A4. Εξιςϊςεισ ςυμβιβαςτοφ ςε ςυνάρτθςθ με τισ τάςεισ και τισ διπολικζσ ροπζσ 

 
Αν θ ςχζςθ τθσ καμπυλότθτασ και τθσ ροπισ του διπόλου είναι γραμμικι και ιςότροπθ, κα 

δίνεται από τθν εξίςωςθ 

     


1 1
       ,       

4 4
xz xz yz yz

B
 (A.24) 

Θ παραγϊγιςθ των παραπάνω ςχζςεων ωσ προσ x και y αντίςτοιχα κα δϊςει (ςε ομογενζσ 

ςϊμα): 
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     

 
   

1 1
      και         

4 4

yz yzxz xz

y B y x B x
 (A.25) 

και από τισ ςχζςεισ (A.19),(A.23),(A.12) προκφπτει 

 
 


 

yzxz

y x
 (A.26) 

άρα 
yzxz

y x

 


 
. Θ ορκι παραμόρφωςθ xx , ςτθν περίπτωςθ τθσ επίπεδθσ ζνταςθσ (plane 

stress) κα είναι 

  
22 2   

2 2 2

1 1 1yy yyxx xx xx xx
xx xx yy

E y E y y Ey y y

    
    

      
                   

 (A.27) 

Θ ορκι παραμόρφωςθ yy κα είναι 

  
2 2 2   

2 2 2

1 1 1yy yy yy yyxx xx
yy yy xx

E x E x x Ex x x

    
    

      
                   

 (A.28) 

Θ διατμθτικι παραμόρφωςθ xy , μετά από δφο παραγωγίςεισ, μια ωσ προσ x και μια ωσ προσ 

y κα δϊςει (plane stress) 

 

 
           

  
               
                                  

2 2 2 2 2 2
     1 1 1 1xy xy yx xy xy xy xy xy xy

xy xy yx
E x E x x x y E x y x y x y E x y x y

 (A.29) 

Θ αντικατάςταςθ των τριϊν τελευταίων ςχζςεων, (A.26),(A.27),(A.28) ςτθν εξίςωςθ ςυμβιβα-

ςτοφ όπωσ αυτι εκφράηεται από τθν ςχζςθ (A.12) δίνει τθν τφπου Beltrami-Mitchell εξίςωςθ 

ςυμβιβαςτοφ: 

 
     

 
          

         
                

2 2 2 22 2

2 2 2 2

1 1 1yy yy xy xyxx xx

E E E x y x yy y x x
 

 
             

      
         

2 2 2 22 2 

2 2 2 2

1 1 1yy yy xy xyxx xx

E E E E E x y x yy y x x
 

  
    

  
     

       
         

2 2 2 22 2 

2 2 2 2
1

yy yy xy xyxx xx

x y x yy y x x
 

  
    

 
       

        
           

2 2 2 22 2 

2 2 2 2
1

yy yy xy xyxx xx

x y x yy x y x
 

  
  

   
   

                 

2 2 22
2

2 2
1

yy xy xyxx
yy xx

x y x yy x
 (A.30) 
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Στθν παράγραφο A3 απεδείχκθ ότι θ ςυνιςτϊςα τθσ καμπυλότθτασ κατά x , z
x

x








είναι 

 
 


 

 
 

1

2

xy xx
x

x y
 (A.31) 

Θ παράγωγοσ τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ   xy , ωσ προσ  x κα είναι 

  
 1 1xy xy yx

xy xy yx
E x E x x

   
  

    
     

   
 (A.32) 

Θ ςυνιςτϊςα τθσ ορκισ παραμόρφωςθσ κατά x , εάν παραγωγιςκεί ωσ προσ y κα είναι 

  
 

   
  

     
   

 1 1 yyxx xx
xx xx yy

E y E y y
 (A.33) 

H αντικατάςταςθ των δφο τελευταίων εςϊκλειςτων ςχζςεων ςτθν εξίςωςθ τθσ καμπυλότθτασ 

(A.19) δίνει 

 
 11 1

2

xy yx yyxx
xz

E x x E y y

   
 

      
      

      
 (A.34) 

Λςχφει όμωσ ότι: 4xz xzB  ςυνεπϊσ κα είναι 

          
   

              
                

              

   4 1 2 14 4

2

xy yx yy xy yx yyxx xx
x x

B BB B

E x x E y y E x x E y y

 

 
 

  
 



     
      

     


 

2
2 2

1

xy yx yyxx
x

l
l

x x y y
 (A.35) 

Με τθν ίδια λογικι προκφπτει και θ άλλθ ςυνιςτϊςα τθσ διπολικισ ροπισ, κατά y . Λςχφει από 

(A.23), ότι 

 
1

2

yy xy

yz
x y

 


 
 

 
 (A.36) 

 Θ παράγωγοσ τθσ ορκισ ςυνιςτϊςασ yy , ωσ προσ  x κα είναι 

  
 1 1yy yy xx

yy yy xx
E x E x x

  
   

  
     

   
 (A.37) 

Θ παράγωγοσ τθσ διατμθτικισ παραμόρφωςθσ ωσ προσ  y , κα είναι 

  
 1 1xy xy yx

xy xy yx
E y E y y

   
  

    
     

   
 (A.38) 

Θ αντικατάςταςθ των δφο τελευταίων ςτθν ςχζςθ τθσ καμπυλότθτασ yz  δίνει 
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 11 1

2

yy xy yxxx
yz

E x x E y y

  
 

     
      

      
 (A.39) 

Λςχφει όμωσ ότι 4yz yzB  , ςυνεπϊσ θ ςυνιςτϊςα των διπολικϊν ροπϊν γίνεται 

 
 

 
2

2
2 14 2

1

yy xy yx yy xy yxxx xx
yz yz

BB

E x x E y y x x y y

      
   



             
               

               
(A.40) 

Στισ παραπάνω ςχζςεισ ζχουν γίνει οι παρακάτω αντικαταςτάςεισ 

 
 2 2

2 2

2 2

2 1
   ,   

B B

Gx y

 
    

 
 (A.41) 

A5. Οι ορκζσ, διατμθτικζσ τάςεισ και οι διπολικζσ τάςεισ ςε ςχζςθ με τισ ταςικζσ ςυναρτιςεισ

,  . 

 
Οι ςυνιςτϊςεσ τθσ ορκισ και διατμθτικισ τάςθσ κατά x  δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 
 

 
 

  
 

1 1   ,   xx yx
y x

 (A.42) 

Λςχφει όμωσ θ ςχζςθ 

 
 


 

 
 

1
x y

 (A.43) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ τελευταίασ μια ωσ προσ y και μια ωσ προσ x κα δϊςει 

 
       

  
         

           
           

2 2 2 2 2     
1

1 1 2 2 2xx
x y y x x y y x yy y y

 (A.44) 

 
       

  
         

           
            

2 2 2 2 2     
1

1 1 2 2yx
x y x x x y x x y x yx x

 (A.45) 

Οι ςυνιςτϊςεσ τθσ ορκισ και διατμθτικισ τάςθσ κατά y δίνονται από τισ ςχζςεισ 

 2 2 ,  yy xy
x y

 
 

 
  
 

 (A.46) 

Λςχφει όμωσ θ ςχζςθ 

 2
y x

 


 
  

 
 (A.47) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ τελευταίασ μια ωσ προσ y και μια ωσ προσ x κα δϊςει 

 
     

 
     

         
       

2 2 2 2   
2

2 2 2yy
y x x y x x yx x

 (A.48) 
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2 2 2 2   

2
2 2 2xy

y x y x y x yy y

     
 

     
          

       
 (A.49) 

A6. Θ ςυνκικθ που οφείλουν να πλθροφν οι ταςικζσ ςυναρτιςεισ   ,x y ,   ,x y . 

 
Από τα προθγοφμενα ζχουμε ότι 

  

 


  
   

 





    
 

   
       

   

 

  
  

2 2

2

2 2 2   

2 2

2 2

2

  2

 

xy

xy yx xy yx

yx

x yy

x y xx y

x yx

 

  
     

 
      

       
         

3 3 3 3 3 3 

3 2 2 3 2 2
2 2xy yx

xx x y x y x x y x y
 (A.50) 

 

 

 


   
   

 





   
 

   
      

    

 

  
   

2 2

2

2 2 2 2   

2 2

2 2

2

 

 

xx

xx yy

yy

x yy

x y x yy x

x y x

 

  
   

   
    

     
       

3 3 3 3 

3 2 2 2xx yy
y y x y x y x y

 (A.51) 

Λςχφει όμωσ θ ςχζςθ 

 
 

2
2 2

1

xy yx yyxx
xz

x x x y y

  
 



     
       
        

 (A.52) 

Θ οποία από τισ δφο τελευταίεσ γίνεται 

 
 

 

       
 



          
         

               

3 3 3 2 3 3 3 3
2

3 2 2 3 2 2 2

2
2

1

A

l
l

x x x y x y y x y x y x y
 

 
 

       
 



          
          

                 

2 4 4 4 2 4 4 4 4 
2

3 3 2 2 4 3 2 2 3

2
2

1x y x y x y x y y x y x y x y
 

 
   

 

       

 

       
       

              

2 4 4 4 2 4 2 4 4
2 2

3 3 2 2 4 2 2 3

2 2
2 2

1 1

B

l

x y x y x y x y y x y x y
 

Επιπλζον, 
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  
       

       
        

          
            

2 2 2 2 3 3 3 3 

2 2 3 2 2 2yy xx yy xx
x y x y xx y x x y x y x y

 

  
   

   
    

     
       

3 3 3 3 

3 2 2 2
 yy xx

x x x y x y x y
 (A.53) 

  
     

   
      

        
        

2 2 2 3 3 3 

2 2 2 3 2
2 2xy yx xy yx
x y yx y x y y x y

 (A.54) 

Λςχφει όμωσ θ ςχζςθ 

 
2

22

1

yy xy yxxx
yz

y x x y y

  
 



     
       
        

 (A.55) 

θ οποία με τθν αντικατάςταςθ των δφο τελευταίων γίνεται 

 

 

       
 



          
         

                

2 3 3 3 3 3 3 3
2

3 2 2 2 2 3 2

2
2

1

C

l
l

y x x y x y x y x y y x y
 

 

 

      

 

     
    

          




2 2 4 4 2 4 4 4
2 2 2

4 3 2 2 3 2 2

2 2
2

1 1

D

l l
l l l

y x x x y x y x y x y
 

Από τθν αφαίρεςθ των ςχζςεων    B D προκφπτει ότι 

 
   

          
      

           

4 4 4 2 4 2 4 4
2 2 2 2

3 3 2 2 4 2 2 3

2 2
0 2 2
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v

v vx y x y x y y x y x y
 

 
      

  

     
      

           

2 4 4 2 4 4 4 2 4 
2 2 2

4 3 2 2 3 2 2 4

2 2 2
2

1 1 1x x y x y x y x y x
 

 
   

     

   

      
            

          

2 4 4 2 2 2 4 4 
2 2

4 2 2 4 4

2 2 2 2
2 2 0

1 1 1 1y x y x y
 

 
 

 
 

   
   

 

    
            

       

2 4 2 4 4 4   

2 2 4 4 2 2

2 2 2
1 1 0 0

1 1x y x y x y
 

 
 

 





    




0

1

2
4 42

0 0
1 v

 (A.56) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ ςχζςθσ  A ωσ προσ x κα δϊςει: 

 
 

 

       
 



          
         

                

2 4 4 4 2 4 4 4 4
2

2 4 2 2 3 3 2 2 3 2 2

2
2

1

E

x x x y x y x y x y x y x y
 

Θ παραγϊγιςθ τθσ  ςχζςθσ   C ωσ προσ y κα δϊςει 
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 

      

 

     
    

          

2 2 4 4 2 4 4 4
2 2 2

2 3 2 2 3 4 3

2 2
2

1 1

F

y x y x y x y y x y
 

Θ πρόςκεςθ των ςχζςεων    ,A C δίνει 

 
   

      

 
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

  

       
           

              

4 4 4 4 2 2 4 2 
2 2 2 2
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2
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  

       
          

           
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  

  
   

          
    


4 4 4  

2 2 2 2 4

4 4 2 2
2 0 0

x y x y
 (A.57) 

A7. Οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ ςε ςυνάρτθςθ με τισ μετατοπίςεισ  

 
Οι εξιςϊςεισ ιςορροπίασ (απουςία μαηικϊν δυνάμεων) ςε ςχζςθ με τισ τάςεισ κα δίνονται 
από τισ ςχζςεισ 

 
 

 
 

0 
yxxx

x y
 (A.58) 

 
  

 
 

0
yy xy

y x
 (A.59) 

 


 


   
 

0
yzxz

xy yx
x y

 (A.60) 

Για το αντιςυμμετρικό κομμάτι των διατμθτικϊν τάςεων ςτο οποίο οφείλεται θ διατμθτικι 

παραμόρφωςθ  2xy xy  , είναι 

  


  
   

   1
xy yx

E u v

y x
 (A.61) 

Από τθν πρόςκεςθ κατά μζλθ των (A.60),(A.61) προκφπτει 

 
 

  
 

 

         
            

              

  1
2   

1 2 1 2

yz yzxz xz
xy xy

E u v E u v

x y y x y x x y
 (A.62) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ διατμθτικισ τάςθσ xy , όπωσ αυτι δίνεται από τθν ςχζςθ (A.62), ωσ προσ x

, κα δϊςει 
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 

 



     
     

          

222 2

2 2

1

2 1 2

xy yzxzE u v

x x y x yx x
 (A.63) 

Από τθν αφαίρεςθ κατά μζλθ των (A.60),(A.61) προκφπτει 

 
 
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 

 

          
             

              

  1
2

1 2 1 2

yz yzxz xz
yx yx

E u v E u v

x y y x y x x y
 (A.64) 

Θ παραγϊγιςθ τθσ διατμθτικισ τάςθσ yx , όπωσ αυτι δίνεται από τθν ςχζςθ (A.64), ωσ προσ y

, κα δϊςει 

 
 

 



     
     

          

222 2

2 2

1

2 1 2

yx yzxzE u v

y x y x yy y
 (A.65) 

Από τθν κλαςικι κεωρία για τθν ειδικι περίπτωςθ τθσ επίπεδθσ ζνταςθσ  0zz  για τισ ορ-

κζσ παραμορφϊςεισ , ,xx yy zz   , κα είναι 

     
1

xx xx yy
E

 (A.66) 

      
1

yy yy xx
E

 (A.67) 

 


      zz xx yy
E

 (A.68) 

Από τθν πρόςκεςθ των (A.66),(A.67),(A.68) προκφπτει 

 
   

                
1 1

xx yy zz xx yy yy xx xx yye
E E E E E E

 

  
  

   
       

          
       

   1 2 1 2 1 2
xx yy xx yye e  (A.69) 

Από τθν πρόςκεςθ των (A.67),(A.68) προκφπτει επίςθσ ότι 

                           
 

1 1xx yy xx yy yy xx xx yy xx yyE E E  

       
 

         


        


   

1
1

xx yy xx yy xx yy xx yy

E
E  (A.70) 

Από τισ (A.69),(A.70) προκφπτει ότι 

  
 

   
 1 2 1 2 1 2

1 1
xx yy xx yy xx yy

E
e e

E E

  
     

 

     
         

    
 (A.71) 

Για 0.5v κα είναι 0e (αςυμπίεςτθ κατάςταςθ). Εάν οριςτεί θ ποςότθτα *e , όπου ουςια-

ςτικά αναπαριςτά τθν αλλαγι τθσ επιφάνειασ του επιπζδου και είναι θ ποςότθτα που ενδε-
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χομζνωσ μπορεί να χρθςιμοποιθκεί και ςε πειραματικζσ μετριςεισ εφόςον είναι παρατθρι-

ςιμθ, κα είναι 

   *
xx yye  (A.72) 

τότε θ τελευταία ςχζςθ γίνεται 

  
  

 
  

  
     

  

   
* *1 2 1 2 1

1 1 1 2
xx yye e e e e  (A.73) 

Από τισ ςχζςεισ (A.66),(A.69) κα είναι 
1

, 1
2


 

  
 
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

 
           

 

  
 

   

1
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E

 
     

 
        

 
 

 
    

   

2
1 1 1 2

xx
xx xx xx

E Ee
G e

 
   

  
     

  
 (A.74) 

όπου 

 
    

   ,   
2 1 1 1 2

E E
G




  
 

  
 

Εάν 0.5v , τότε  , αλλά 0e   ι ιςοδφναμα * *
0e  . Θ ςχζςθ (A.74) μζςω τθσ 

(A.73) μπορεί να γραφεί και ωσ εξισ 

 
 

 

     
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   
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όπου 
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Από (A.1),(A.7),(A.12) κα είναι 
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 (A.76) 

Όμωσ ιςχφει 
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Άρα θ (A.76) γίνεται 
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 (A.77) 

Όμωσ ιςχφει ότι 
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και 
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 (A.79) 

Θ ςχζςθ (A.77) μζςω των (A.78),(A.79) γίνεται 

  
2 2 4 4 4 4

2 *

2 2 2 3 4 3
   0

u v u v u v
G u G B

x yx x y x y y x y


        
           

           
 

  
2 2 4 4 4 4 

2 * 2

2 2 2 3 4 3
  0

u v u v u v
G u G Gl

x yx x y x y y x y


        
            

           
 (A.80) 

Θ τελευταία ςχζςθ μπορεί να γραφεί και ωσ εξισ 
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Από τισ ςχζςεισ (A.67),(A.69) κα είναι 
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όπου 
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Θ ςχζςθ (A.78)μζςω τθσ (A.73) μπορεί να γραφεί και ωσ εξισ 
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όπου 
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Από τισ ςχζςεισ (A.2),(A.4),(A.18) κα είναι 

 



      

       
          

222 2 2
*

2 2 2

1
2 0

2

yzxzv e u v
G G

y x y x yy x x
 (A.86) 

Λςχφει όμωσ ότι 
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Με βάςθ τθν τελευταία θ ςχζςθ (A.86) γίνεται 
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Λςχφει όμωσ ότι 
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και 

 


    
         

             
         

 
2 2   

2

1
4 4 4 2

2
xz

yz yz yz yz yz

u v u v
B B B B

y y y x x yy
 

 
        

         
           

 
23 3 4 4

3 2 3 2 2
2 2

yz yzu v u v
B B

y x yy x y x y x y
 (A.90) 

Άρα θ ςχζςθ (A.88) μζςω των (A.89),(A.90) γίνεται 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
17/10/2023 01:04:55 EEST - 167.114.118.212



218 
 

  



    

        
        

222 2
2 *

2 2

1
0

2

yzxzu v
G v G

x y x yy x
 

  
        

             
            

2 2 4 4 4 4 
2 *

2 3 4 3 2 2
0

u v u v u v
G v G B

x y y x y x x y x y
 

  
2 2 4 4 4 4

2 * 2

2 3 4 3 2 2
0

u v u v u v
G v G Gl

x y y x y x x y x y


        
            

            
 (A.91) 

Θ τελευταία μπορεί να γραφεί και ωσ εξισ 
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