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Πεπίλητη 

΢ε απηή ηε δηπισκαηηθή εξγαζία παξνπζηάδεηαη ε θαηαζθεπή θαη ε κειέηε ησλ  ηεξαξρηθώλ 

πηλάθσλ ή Ηmatrices. Αξρηθά πξαγκαηνπνηείηαη ε δηαδηθαζία ηεο ηεξαξρηθήο αλαπαξάζηαζεο  ελόο 

πίλαθα, ελώ ζηε ζπλέρεηα πινπνηνύληαη αιγόξηζκνη γηα ηελ αξηζκεηηθή ησλ ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ. 

Σέινο παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα από ηελ εθαξκνγή ησλ πινπνηήζεσλ ζε έλα δίθηπν 

ηξνθνδνζίαο.  

 Η θεληξηθή ηδέα πνπ ππάξρεη πίζσ από ηελ ηερληθή ησλ Ηmatrices είλαη ε δηάζπαζε ελόο 

δνζκέλνπ πίλαθα ζε κηα ηεξαξρία από κπινθ θαη ε πξνζπάζεηα γηα ηελ πξνζέγγηζε όζσλ 

πεξηζζόηεξσλ γίλεηαη από απηά κε  πίλαθεο  ρακειήο ηάμεο (low rank approximations). Οη πίλαθεο 

πνπ επηδέρνληαη low rank approximation νλνκάδνληαη Rkmatrices, θαη θαζώο αλαπαξίζηαληαη ζε 

παξαγνληνπνηεκέλε κνξθή είλαη απηνί νπζηαζηηθά πνπ θάλνπλ απνδνηηθή ηελ  όιε δηαδηθαζία.  

΢ηελ παξαθάησ εηθόλα θαίλεηαη ε ηειηθή κνξθή πνπ απνθηά έλαο πίλαθαο ζηελ ηεξαξρηθή 

αλαπαξάζηαζε. Σα ζθνύξα ρξσκαηηζκέλα κπινθ αληηζηνηρνύλ ζε πίλαθεο πνπ δελ επηδέρνληαη low 

rank αλαπαξάζηαζε, ελώ ηα ππόινηπα αληηζηνηρνύλ ζε Rkmatrices. 

 
           Εικόνα 1.1: Γενική μοπθή ενόρ Hmatrix 

 
Λέξειρ Κλειδιά: << Ιεξαξρηθή ζπζηαδνπνίεζε, Ηmatrices, admissibility condition, low rank 

approximation, rSVD αλάιπζε >> 
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1   

Δίκηςα ηποθοδοζίαρ 

1.1 Πποζομοίωζη 

Έλα αμηόπηζην δίθηπν ηξνθνδνζίαο απνηειεί ίζσο ην πην ζεκαληηθό θνκκάηη ελόο 

VLSI ζρεδίνπ πςειήο απόδνζεο. Ο πξνζεθηηθόο ζρεδηαζκόο θαη αθξηβήο αλάιπζε ηνπ 

δηθηύνπ θαηαλνκήο ελέξγεηαο ζε έλα ηζηπ είλαη απηά πνπ εμαζθαιίδνπλ ηε ζσζηή 

ιεηηνπξγηθόηεηα ζηελ επηζπκεηή απόδνζε. Η αιγνξηζκηθή πξνζέγγηζε γηα ηελ εύξεζε ηεο 

βέιηηζηεο ιύζεο ζην ζρεδηαζκό ελόο δηθηύνπ ηξνθνδνζίαο, βαζίδεηαη ζηελ επίιπζε ελόο 

ζπζηήκαηνο ηεο κνξθήο A v = b θαη ζπλεπώο ζηνλ ππνινγηζκό ηνπ αληίζηξνθνπ ηνπ πίλαθα 

A. Ωζηόζν, ν νινέλα απμαλόκελνο αξηζκόο ησλ ηξαλδίζηνξ ζηα ηζηπ απμάλεη ζεκαληηθά ην 

κέγεζνο ηνπ δηθηύνπ ηξνθνδνζίαο, θαζηζηώληαο ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία ηδηαίηεξα 

δύζθνιε. Οη ήδε ππάξρνπζεο ηερληθέο γηα ηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ κεγάισλ αξαηώλ 

πηλάθσλ  όπσο ε παξαγνληνπνίεζε Cholesky(direct method) ή ε κέζνδνο ησλ ζπδπγώλ 

θιίζεσλ (conjugate gradient) κε ρξήζε preconditioners (iterative method)  ιεηηνπξγνύλ 

απνδνηηθά κόλν όηαλ εθαξκόδνληαη ζε επίπεδν (κε ηεξαξρηθό) κνληέιν δηθηύνπ ελέξγεηαο. 

Έηζη ηίζεηαη ζεκαληηθόο πεξηνξηζκόο αλαθνξηθά κε ην κέγεζνο ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ 

κπνξνύλ λα ιύζνπλ, ν νπνίνο εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά από ηελ άκεζα δηαζέζηκε γηα ηνλ 

ππνινγηζκό κλήκε. Πνιιά από ηα δίθηπα  ηξνθνδνζίαο ησλ ζεκεξηλώλ κηθξνεπεμεξγαζηώλ 

είλαη ηόζν κεγάια, πνπ δύζθνια ιύλνληαη κε ην ηξέρνλ ηερλνινγηθό επίπεδν, θαζώο νη 

δηαζέζηκνη ππνινγηζηηθνί πόξνη είλαη αλεπαξθείο γηα λα ηα πξνζνκνηώζνπλ. Αο πάξνπκε γηα 

παξάδεηγκα έλαλ ηππηθό κηθξνεπεμεξγαζηή πςειήο απόδνζεο ζε 0,18 micron design θαη κε 
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έμη ζηξώκαηα κεηάιινπ. Σν δίθηπν ηξνθνδνζίαο ηνπ είλαη ηεο ηάμεο ησλ δέθα έσο εθαηό 

εθαηνκκπξίσλ θόκβσλ θαη ε πξνζνκνίσζε ηνπ απαηηεί ηελ ιύζε ελόο γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο 

πνπ αθόκα θαη ε ρξήζε ησλ πην επθπώλ κεζόδσλ νδεγεί ζε  απαγνξεπηηθή πνιππινθόηεηα 

(Ο(n
2
) ή O(n

3
)).  

 

1.2  Ανάλςζη ενόρ ηςπικού μονηέλος 

΢ηελ παξαθάησ εηθόλα παξνπζηάδεηαη έλα ηξηζδηάζηαην κνληέιν δηθηύνπ ηξνθνδνζίαο, όπνπ 

ν αξηζκόο ησλ ζηξσκάησλ κεηάιινπ πνπ αθνξά ην δίθηπν θαηαλνκήο ελέξγεηαο κπνξεί λα 

ζεσξεζεί απζαίξεηα. Αλ θαη αξθεηά απινπνηεκέλν, απηό ην δίθηπν ηξνθνδνζίαο απνηειεί 

αληηπξνζσπεπηηθό δείγκα  ησλ κνληέισλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηα εκπνξηθά πξντόληα. 

 

 

Εικόνα 1.1: Σςπικό μονηέλο power grid ζε 3D αναπαπάζηαζη 

 

Τπνζέηνληαο όηη έρνπκε n θόκβνπο, νη εμηζώζεηο ηνπ θπθιώκαηνο κπνξνύλ λα γξαθηνύλ 

ζηελ παξαθάησ γεληθή κνξθή: C dv(t) / dt + G v(t) = i(t), όπνπ C, G ∈  R
n×n 

είλαη νη πίλαθεο 

πνπ κνληεινπνηνύλ αληίζηνηρα ηα δπλακηθά θαη ζηαηηθά ζπζηαηηθά ζηνηρεία ηνπ δηθηύνπ, ελώ 

v ∈  R
n
 είλαη ην δηάλπζκα ησλ ηάζεσλ ζηνπο θόκβνπο ηνπ πιέγκαηνο θαη i ∈  R

n
  ην  δηάλπζκα 

ησλ ξεπκάησλ αληίζηνηρα. Οη πίλαθεο G, C είλαη ππεξβνιηθά αξαηνί, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη 

ζηελ πιεηνςεθία ησλ ζηνηρείσλ ηνπο απαξηίδνληαη από κεδεληθά. Σώξα πξνθεηκέλνπ λα γίλεη 

αλάιπζε ηνπ δηθηύνπ ζην πεδίν ηνπ ρξόλνπ, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζαλ παξάδεηγκα ε 

κέζνδνο ηνπ Euler θαη λα γίλεη ε δηαθξηηνπνίεζε ησλ θξίζηκσλ ρξνληθώλ δηαζηεκάησλ ζε 

βήκαηα ζηαζεξνύ κεγέζνπο h. Αθνινύζσο πξνθύπηεη: (C/h+ G)v(t) = i(t) +C/hv(t − h)), όπνπ 

C/h+ G = Α, ν πίλαθαο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη b(t) = i(t) +C/hv(t − h)), είλαη ην δεμηόζηξνθν 
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δηάλπζκα ζε θάζε ρξνληθό βήκα. Η αλάιπζε ηνπ δηθηύνπ ηξνθνδνζίαο, επηβάιιεη επνκέλσο 

ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο Αv(t) = b(t) ζε  θάζε δηάζηεκα. Η ηεηξηκκέλε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

είλαη ε v = A
-1

b. Όκσο, παξόιν πνπ ν Α είλαη αξαηόο, δελ ζπκβαίλεη ην ίδην θαη κε ηνλ 

αληίζηξνθν ηνπ. Ο A
-1 

κπνξεί λα πξνθύπηεη ππθλόο θαη ηόηε ν ππνινγηζκόο ηνπ δελ είλαη 

εθηθηόο, ηόζν από άπνςε θόζηνπο, όζν θαη από άπνςε ρξόλνπ. 
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1.3 Το Ππόβλημα ηηρ ανηιζηποθήρ  

 

1.3.1 Απαιηήζειρ μνήμηρ 

Οη πίλαθεο πνπ πξνθύπηνπλ από πξνβιήκαηα ηεο ηάμεο  κεγέζνπο πνπ πεξηγξάθεηαη 

πην πάλσ, όηαλ απνζεθεύνληαη ζε πιήξε κνξθή, είλαη πνιύ κεγάινη γηα λα ρσξέζνπλ ζηελ 

θεληξηθή κλήκε ηνπ ππνινγηζηή. Αλ ν πίλαθαο είλαη αξθεηά κεγάινο ώζηε λα κελ ρσξάεη ζηε 

RAM, ηόηε ην ιεηηνπξγηθό ζύζηεκα ηνπ ππνινγηζηή αλαγθάδεηαη λα δηαηεξεί θάπνηα 

ηκήκαηα ηνπ πίλαθα ζε θνκκάηηα ηεο εηθνληθήο κλήκεο, πνπ βξίζθνληαη ζην δίζθν. Απηό  

έρεη ζαλ απνηέιεζκα ε αλάθηεζε ησλ ηκεκάησλ πνπ βξίζθνληαη ζην δίζθν λα είλαη πνιιέο 

θνξέο πην αξγή, ζε ζρέζε κε ρξόλν πνπ απαηηείηαη γηα ηελ πξόζβαζε ζε ηκήκαηα πνπ 

βξίζθνληαη ζηελ θύξηα κλήκε.  

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ αληηζηξόθνπ  ελόο πίλαθα απαηηείηαη επαλεηιεκκέλε 

πξόζβαζε ζε δηάθνξα ηκήκαηα ηνπ πίλαθα, ηα νπνία κπνξεί λα έρνπλ απνζεθεπηεί ζε 

απνκαθξπζκέλα κεηαμύ ηνπο θνκκάηηα ηεο εηθνληθήο κλήκεο ζην δίζθν. Απηό έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα ν ππνινγηζκόο ηνπ αληηζηξόθνπ ελόο κεγάινπ πίλαθα, πνπ δελ ρσξάεη ζηε 

δηαζέζηκε θπζηθή κλήκε, λα θαζπζηεξεί.  

Σα ζύγρξνλα ιεηηνπξγηθά ζπζηήκαηα γηα λα βειηηώζνπλ ηηο επηδόζεηο ηνπο θαηά ηελ 

πξόζβαζε  δεδνκέλσλ ηεο εηθνληθήο κλήκεο πνπ βξίζθεηαη ζην δίζθν, βαζίδνληαη ζηελ αξρή 

ηεο ηνπηθόηεηαο ησλ αλαθνξώλ. ΢ύκθσλα κε απηή ηελ αξρή, όηαλ έλα πξόγξακκα δεηά 

πξόζβαζε ζε κηα πεξηνρή κλήκεο, είλαη ζρεδόλ βέβαην όηη ζύληνκα ζα ρξεηαζηεί δεδνκέλα 

πνπ βξίζθνληαη ζε γεηηνληθή πεξηνρή κλήκεο. Έηζη, ηα ιεηηνπξγηθά ζπζηήκαηα κεηαθέξνπλ 

κεγάια κπινθ δεδνκέλσλ από ηνλ δίζθν ζηελ θύξηα κλήκε, πξνθεηκέλνπ ηα γεηηνληθά 

δεδνκέλα λα είλαη άκεζα δηαζέζηκα ζε κηα πηζαλή αίηεζε πξόζβαζεο ζε απηά. Σν κέγεζνο 

ηνπ κπινθ δεδνκέλσλ πξνο κεηαθνξά, είλαη δηαθνξεηηθό ζε θάζε ιεηηνπξγηθό ζύζηεκα θαη 

ελώ ζπλήζσο επηηαρύλεη ηε ιεηηνπξγία ησλ πξνγξακκάησλ, θάπνηεο θνξέο κεηαθέξεη θαη 

δεδνκέλα πνπ δελ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ. Παξάιιεια αθνινπζείηαη κηα πνιηηηθή εθδίσμεο ησλ 

ιηγόηεξν ρξεζηκνπνηνύκελσλ  δεδνκέλσλ ηεο θύξηαο κλήκεο, ώζηε λα δεκηνπξγεζεί ρώξνο 

γηα ηα δεδνκέλα πνπ έξρνληαη από ην δίζθν. Γηα λα είλαη όκσο ε πνιηηηθή εθδίσμεο 

απνηειεζκαηηθή, πξέπεη ηα δεδνκέλα πνπ απνκαθξύλεη από ηελ θπζηθή κλήκε λα κελ 

δεηεζνύλ μαλά ζύληνκα. Η απνηειεζκαηηθόηεηα ησλ δπν απηώλ κεραληζκώλ είλαη θξίζηκε 

γηα ηελ ηαρύηεηα εθηέιεζεο πξνγξακκάησλ κε απαηηήζεηο κλήκεο κεγαιύηεξεο από ηε 

δηαζέζηκε θπζηθή κλήκε. ΢ε απηή ηελ θαηεγνξία πξνγξακκάησλ εκπίπηεη θαη ν ππνινγηζκόο 

ηνπ αληηζηξόθνπ ελόο πίλαθα, πνπ όκσο ιόγν ηεο θύζεο ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο αληηζηξνθήο, 
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πνπ απαηηεί επαλεηιεκκέλε πξόζβαζε ζε δηάθνξα ηκήκαηα ηνπ πίλαθα, ε αξρή ηεο 

ηνπηθόηεηαο ησλ δεδνκέλσλ δελ έρεη ηόζν θαιά απνηειέζκαηα. 

 

1.3.2 Απαιοί πίνακερ 

Μηαο θαη νη πίλαθεο πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ αλάιπζε δηθηύσλ ηξνθνδνζίαο, έρνπλ 

κεγάιν πνζνζηό κεδεληθώλ, γίλεηαη εύθνια αληηιεπηό όηη εκπίπηνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ 

αξαηώλ πηλάθσλ. Γη’ απηό ε ρξήζε θάπνηαο από ηηο δνκέο απνζήθεπζεο αξαηώλ πηλάθσλ, ζα 

έθαλε απνδνηηθόηεξε  ηελ απνζήθεπζε θαη πξνζπέιαζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπο. Απηέο νη δνκέο 

δεδνκέλσλ, εθκεηαιιεύνληαη ηελ ηδηαίηεξε κνξθή ησλ αξαηώλ πηλάθσλ θαη απνζεθεύνπλ 

κόλν ηα κε κεδεληθά ζηνηρεία θαη ηνλ αληίζηνηρν δείθηε ηνπο, έηζη ώζηε λα κελ γίλεηαη 

θαηαζπαηάιεζε ηεο κλήκεο. Έηζη, νη απαηηήζεηο ζε κλήκε γηα ην πξόβιεκα ηνπ δηθηύνπ 

ηξνθνδνζίαο κεηώλνληαη ζε κεγάιν βαζκό. Παξόια απηά πξνζηίζεηαη έλα επηπιένλ 

επεμεξγαζηηθό θόζηνο γηα ηε δεκηνπξγία ηεο δνκήο θαη θαηά ηελ αλάθηεζε δεδνκέλσλ από 

απηή. Σν θόζηνο απηό είλαη βέβαηα πνιύ πην κηθξό από απηό πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 

πξόζβαζε δεδνκέλσλ ζην δίζθν, νπόηε ζπλνιηθά επηηαρύλεηαη ε ιεηηνπξγία ησλ 

πξνγξακκάησλ πνπ ρξεζηκνπνηνύλ ηέηνηνπο πίλαθεο.  

Η αλάθηεζε ζπλερόκελσλ πεξηνρώλ ελόο αξαηνύ πίλαθα έρεη θαιό ρξόλν εθηέιεζεο. 

Όηαλ όκσο απαηηνύληαη θνκκάηηα δηάζπαξηα, όπσο ζπκβαίλεη θαηά ηελ αληηζηξνθή ελόο 

πίλαθα, ε ηαρύηεηα αλάθηεζεο από ηε δνκή δεδνκέλσλ είλαη ρακειή. Δλώ ε απεπζείαο 

θαηαζθεπή ελόο αξαηνύ πίλαθα από έλα ππθλό είλαη γξήγνξε, ε δπλακηθή θαηαζθεπή θαηά 

ηνλ ππνινγηζκό ηνπ αληηζηξόθνπ έρεη εμαηξεηηθά κεγάιν θόζηνο ιόγσ ηεο αλάγθεο 

κεηαθίλεζεο δεδνκέλσλ ηεο δνκήο. Δπηπιένλ, ν αληίζηξνθνο πίλαθαο κπνξεί λα πξνθύςεη 

ππθλόο. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε επαλεκθαλίδνληαη ηα πξνβιήκαηα κλήκεο πνπ αλαθέξζεθαλ 

πην πάλσ, ελώ ε ρξήζε δνκώλ αξαηώλ πηλάθσλ δελ απνηειεί πιένλ ζπκθέξνπζα ιύζε. Έηζη 

γίλεηαη αληηιεπηό, όηη γηα ηελ αληηζηξνθή ην πξόβιεκα κε ηε ρξήζε ππθλώλ πηλάθσλ 

παξακέλεη.  

1.3.3 Ιεπαπσικοί πίνακερ  

Μηα δειεαζηηθή ιύζε ζα ήηαλ ε ρξήζε κηαο θνηλήο κνξθήο απνζήθεπζεο ηόζν γηα 

ηνλ αξρηθό πίλαθα, όζν θαη ηνλ αληίζηξνθν, ε πνία δελ ζα έρεη απαγνξεπηηθό θόζηνο θαηά ηε 

δπλακηθή θαηαζθεπή ηνπ αληηζηξόθνπ. Δπηπιένλ ζα ήηαλ απνδνηηθό αλ κπνξνύζε λα 

ζπλδπαζηεί ε γξήγνξε ηαρύηεηα αλάθηεζεο ππθλώλ πεξηνρώλ ηνπ πίλαθα θαη ε 

εμνηθνλόκεζε κλήκεο κε ηελ ζπκπηεζκέλε απνζήθεπζε ησλ αξαηώλ πεξηνρώλ. Η ηερληθή ησλ 

ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ, πνπ παξνπζηάδεηαη ζε απηή ηελ εξγαζία, βαζίδεηαη αθξηβώο ζηελ 

παξαπάλσ ηδέα: Πίλαθεο πνπ είλαη ππθλνί κπνξνύλ λα αλαπαξαζηαζνύλ κε επθπή ηξόπν 
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ζηελ αξαηή κνξθή. Απηό επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο ηεξαξρηθήο αλάιπζεο κε ηελ αλαδξνκηθή 

πνιπεπίπεδε δηάζπαζε ησλ κπινθ ηνπ πίλαθα κέρξη λα βξεζνύλ κπινθ πνπ κπνξνύλ λα 

αλαπαξαζηαζνύλ ζε παξαγνληνπνηεκέλε κνξθή (Rkmatrices) ή λα απνθαζηζηεί όηη πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ Fullmatrices γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ κπινθ πνπ δελ επηδέρνληαη 

πεξαηηέξσ δηάζπαζε. Ο ζθνπόο είλαη ε επίηεπμε ηνπ κεγαιύηεξνπ δπλαηνύ αξηζκνύ από 

Rkmatrices, έηζη ώζηε λα επηηεπρηεί θαη ην κεγαιύηεξν θέξδνο ζε κλήκε. 

 

 

Εικόνα 1.2: Ιεπαπσική ανάλςζη Δικηύυν Σποθοδοζίαρ 
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2  

Ιεπαπσικοί Πίνακερ 

2.1 Ιζηοπικά 

Οη ηεξαξρηθνί πίλαθεο πξνηάζεθαλ αξρηθά από ηνλ Wolfgang Hackbush ην 1999 ζηε 

δεκνζίεπζε ηνπ κε ηίηιν ‘A sparse matrix arithmetic based on Hmatrices. Part I: Introduction 

to Hmatrices’. H εξγαζία ηνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ζην Max- Planck- Institut Mathematik in 

den Naturwissenschaften, ζην Leipzig.  

Οη ηεξαξρηθνί πίλαθεο αλαπηύρζεθαλ κε ζθνπό λα κπνξνύλ λα εθηεινύληαη νη  δηάθνξεο 

ιεηηνπξγίεο κεηαμύ πηλάθσλ κε πνιππινθόηεηα όζν ην δπλαηόλ πην θνληά ζηε γξακκηθή 

πνιππινθόηεηα, πξνζεγγίδνληαο ηελ ηάμε ηνπ O(nlog
a
(n)), γηα κηθξή ζηαζεξά α, 

μεπεξλώληαο έηζη ην πξόβιεκα πνπ παξνπζηάδεηαη κε άιιεο direct ή iterative κεζόδνπο 

(πνιππινθόηεηεο ηάμεο O(n
2
), O(n

3
)). Έθηνηε αθνινύζεζε έξεπλα ηόζν ζε ζεσξεηηθό, όζν 

θαη ζε πξαθηηθό θνκκάηη, έηζη ώζηε ζήκεξα ε ηερληθή ησλ Hmatrices λα ρξεζηκνπνηείηαη 

επξέσο ζε κεγάιν πιήζνο εθαξκνγώλ.  Η ρξήζε ηνπο κπνξεί λα είλαη είηε άκεζε ζηηο 

εθαξκνγέο, είηε λα ρξεζηκνπνηνύληαη σο preconditioners γηα άιιεο κεζόδνπο. Σα θπξία πεδία 

εθαξκνγώλ ηνπο είλαη: Direct Domain Decomposition, Elliptic Partial Differential Equations, 

FEM/ΒΔΜ applications, Integral Operators, Integrated Circuits Power Grids applications.  
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2.2 Ιεπαπσική Αναπαπάζηαζη: Η Διαδικαζία  

Οριζμός Ιεραρτικού πίνακα: Έζηω ΤIxI ηο block cluster tree ηοσ index set I. Το ζύνολο ηων 

Hmatrices ορίζεηαι ως: 

H(ΤIxI, k) := { M ∈  R
I×I  

|  rank( M|t×s ) ≤  k  για όλα admissible θύλλα t × s of TI×I }. 

 

Οριζμός Ιεραρτικής Αναπαράζηαζης: Έζηω ΤIxI ηο block cluster tree ηοσ index set I. Ένας 

πίνακας M ∈  H(TI×I, k) λέμε όηι αποθηκεύεηαι ζηην ιεραρτική αναπαράζηαζη αν οι σποπίνακες 

ποσ ανηιζηοιτούν ζε inadmissible θύλλα αποθηκεύονηαι ζε αναπαράζηαζη Fullmatrix και 

ασηοί ποσ ανηιζηοιτούν ζε admissible θύλλα  αποθηκεύονηαι ζε αναπαράζηαζη Rkmatrix.  

2.2.1 Ιεπαπσική Σςζηαδοποίηζη 

Γεληθά έλαο ηεξαξρηθόο πίλαθαο ρξεζηκνπνηεί κηα αξαηή αλαπαξάζηαζε (data sparse 

representation)  γηα λα πξνζεγγίζεη έλαλ πίλαθα πνπ δελ είλαη αξαηόο (dense/fully populated 

matrix), ζηνλ νπνίν ηα κπινθ πνπ επηδέρνληαη low rank approximation αλαπαξίζηαληαη ζηε 

κνξθή Rkmatrix. Η δηαδηθαζία απηή επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο ηεξαξρηθήο ζπζηαδνπνίεζεο. 

Η data sparse αλαπαξάζηαζε ησλ ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ ρξεζηκνπνηεί κηα δελδξηθή δνκή, πνπ 

νλνκάδεηαη block cluster tree ΣIxI. Σν ΣIxI πεξηγξάθεη κηα ηεξαξρηθή κπινθ αλαπαξάζηαζε 

ελόο πίλαθα ΜIxI, κέζσ ηνπ θαξηεζηαλνύ γηλνκέλνπ ελόο index set I θαη απνζεθεύεη ηα 

δεδνκέλα. Η ξίδα ηνπ δέληξνπ είλαη IxI  θαη αλαπαξηζηά νιόθιεξν ηνλ πίλαθα. Έλαο 

εζσηεξηθόο θόκβνο sxt ∈  IxI αλαπαξηζηά έλα ππό-κπινθ ηνπ πίλαθα, ην νπνίν ζα δηαζπαζηεί 

πεξαηηέξσ ζην επόκελν επίπεδν. Σα θύιια ηνπ ΣIxI αλαπαξηζηνύλ ηα κηθξόηεξα κπινθ ηνπ 

πίλαθα, απηά πνπ δελ επηδέρνληαη άιιε δηάζπαζε. Σα θύιια- κπινθ απνζεθεύνληαη είηε σο 

low rank πίλαθεο (Rkmatrices), είηε σο Fullmatrices. ΢ηελ ηειηθή κνξθή ηνπ block cluster 

tree όια ηα δεδνκέλα βξίζθνληαη απνζεθεπκέλα ζηα θύιια ηνπ δέληξνπ, ελώ νη εζσηεξηθνί 

θόκβνη δηαηεξνύλ ηε δνκή ηνπ δέληξνπ θαη θξαηνύλ ζηνηρεία γηα ην θάζε ππν- δέληξν, όπσο 

ν βαζκόο, νη δηαζηάζεηο θαη ν ηύπνο.  
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Εικόνα 2.1: Παπάδειγμα ενόρ block cluster tree με ηπία επίπεδα διάζπαζηρ 

 

2.2.2 Admissibility condition 

Σα admissibility conditions απνηεινύλ θξηηήξηα παξαδνρήο, ηα νπνία απνθαζίδνπλ θαηά 

πόζν έλα ππό-κπινθ ηνπ πίλαθα, s x t ζα αλαπαξαζηαζεί ζηελ Rkmatrix κνξθή θαηά ηε 

δηάξθεηα θαηαζθεπήο ελόο ηεξαξρηθνύ πίλαθα. Αλ δειαδή έλα ππό-κπινθ πιεξεί ην θξηηήξην, 

ηόηε ραξαθηεξίδεηαη σο admissible θαη αλαπαξίζηαηαη ζε Rkmatrix κνξθή. Γηαθνξεηηθά 

ραξαθηεξίδεηαη σο inadmissible θαη παξακέλεη ζηε Fullmatrix κνξθή κε πηζαλή δηάζπαζε 

ζην επόκελν βήκα.  

Σα admissibility conditions πνηθίινπλ, αλάινγα κε ηηο δηαθνξεηηθέο ηερληθέο θαηαζθεπήο ησλ 

Ηmatrices θαη αλάινγα κε ηε δνκή ηνπ πίλαθα. ΢ηηο θιαζηθέο πξνζεγγίζεηο θαηαζθεπήο, ηα 

admissibility conditions θαζνξίδνληαη από ηηο γεσκεηξηθέο πιεξνθνξίεο ηνπ πξνβιήκαηνο, 

όπσο π.ρ. ην domain ή ε ππνζηήξημε (support) ηνπ index cluster. Γηα παξάδεηγκα, κε δνζκέλα 

ηα ΣI, ΣJ θαη s x t ∈  ΣIxJ, ε γεληθή κνξθή ελόο admissibility condition κπνξεί λα νξηζηεί σο:  

s x t admissible  min {diam(Ωs), diam(Ωt)} ≤  κ dist(Ωs, Ωt ), όπνπ κ ∈  R είλαη κηα 

παξάκεηξνο γηα ηνλ έιεγρν ηνπ αξηζκνύ ησλ κπινθ από Rkmatrices. Με Ωs θαη Ωt 

ζπκβνιίδεηαη ε ππνζηήξημε γηα ηηο ζπζηάδεο s, t αληίζηνηρα. Η δηάκεηξνο κηαο ζπζηάδαο, 

diam(s) θαη ε απόζηαζε κεηαμύ δύν ζπζηάδσλ dist(s, t) νξίδνληαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

Δπθιείδεηα λόξκα όπσο αθνινπζεί: 

diam(s) = max { ||xi-xj|| : xi, xj ∈  Ωs } 

dist(s, t) = min { ||xi-xj|| : xi ∈  Ωs, xj ∈  Ωt } 

Αληίζεηα, ην admissibility condition πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα αιγεβξηθέο πξνζεγγίζεηο 

θαηαζθεπήο Hmatrices, δελ ρξεζηκνπνηεί γεσκεηξηθέο πιεξνθνξίεο, άιια πιεξνθνξίεο πνπ 
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πξνέξρνληαη από ην γξάθεκα ηνπ πίλαθα θαη κπνξεί λα δηαηππσζεί ζηελ παξαθάησ γεληθή 

κνξθή: 

s x t inadmissible  s, t δελ ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο ζην γξάθεκα ηνπ πίλαθα. 

Δδώ, γηα ηηο αλάγθεο ηνπ πξνβιήκαηνο έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ην γλσζηό θαη σο strong 

admissibility condition: 

s x t admissible  max {diam(Ωs), diam(Ωt)} ≤ dist(Ωs, Ωt ), όπνπ ην min έρεη 

αληηθαηαζηαζεί κε max θαη κ=1. 

 

 

Εικόνα 2.2: (α) index cluster tree ΣI, (β) block cluster tree ΣIxI, (γ) ο ανηίζηοισορ Hmatrix. 

΢ηο (β) ηο RK ςποδηλώνει ηα μπλοκ πος ικανοποιούν ηο admissibility condition, ενώ ζηο (γ) με 

μπλε σπώμα ζημειώνονηαι οι Rkmatrices και με άζππο οι Fullmatrices. 

 

2.2.3 Σηάδια καηαζκεςήρ 

Παξαθάησ θαίλεηαη βήκα πξνο βήκα ε δηαδηθαζία θαηαζθεπήο ελόο ηεξαξρηθνύ πίλαθα, 

μεθηλώληαο από έλα δνζκέλν πίλαθα. 

 

 

Η δηαδηθαζία μεθηλάεη κε ηνλ αξρηθό πίλαθα, ηνλ 

νπνίν απνζεθεύνπκε ζε κνξθή supermatrix πνπ 

δηαηεξεί όια ηα δεδνκέλα ηνπ ζε έλα Fullmatrix 

θόκβν . To domain είλαη Ω x Ω θαη ζα ρσξηζηεί ζε 

subdomains ζύκθσλα κε ην admissibility 

condition max{diam(Ωs), diam(Ωt)} ≤ dist(Ωs, Ωt ). 

 Δδώ ηζρύεη t = s θαη ηίπνηε δελ είλαη admissible 
 

Εικόνα 2.3: Απσικό domain
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Αθνύ ηίπνηε δελ είλαη admissible, ην αξρηθό 

domain ζα δηαζπαζηεί ζε ηέζζεξα subdomains. 

΢ην cluster tree πνπ ζρεκαηίδεηαη, ν αξρηθόο 

Supermatrix ζα δείρλεη ζε ηέζζεξηο απνγόλνπο 

Supermatrices, γηα θάζε έλαλ από ηνπο νπνίνπο ζα 

ειεγρζεί θαη πάιη ην admissibility condition. Καη 

πάιη θαλέλα από ηα κπινθ δελ πιεξεί ην θξηηήξην, 

νπόηε θαη πξνρσξάκε ζηε δηάζπαζε ηνπ θαζελόο 

ζε ηέζζεξα Supermatrices. 

 

 

 

Εικόνα 2.4: Domain μεηά από μία 

διάζπαζη

 

Διέγρνπκε θαη πάιη ην admissibility condition θαη 

ζπλαληάκε ην πξώην κπινθ πνπ είλαη admissible. 

Σν κπινθ απηό (ζεκεηώλεηαη κε πξάζηλν ρξώκα) 

δελ κπνξεί λα δηαζπαζηεί πεξαηηέξσ θαη 

απνζεθεύεηαη ζε Rkmatrix κνξθή. Σν domain 

απηνύ ηνπ κπινθ είλαη  (0.5, 0,75),(0, 0,25), αλ νη 

δηαζηάζεηο ηνπ πίλαθα είλαη δπλάκεηο ηνπ 2. 

 

Εικόνα 2.5: admissibility condition 

ενόρ μπλοκ 

 

 

΢πλερίδνληαο βξίζθνπκε ζπλνιηθά ζε απηό ην 

επίπεδν έμη κπινθ, ηα νπνία είλαη admissible. 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξηλ, απηά ηα κπινθ 

απνζεθεύνληαη ζηελ εηδηθή παξαγνληνπνηεκέλε 

κνξθή ηνπ Rkmatrix θαη ραξαθηεξίδνληαη σο 

θύιια ζην block cluster tree. 

 

Εικόνα 2.6: Admissible μπλοκ μεηά 

από δςο διαζπάζειρ
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Η δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη γηα ηα block πνπ δελ 

είλαη admissible, κε θάζε δηάζπαζε λα πξνζζέηεη 

έλα αθόκα επίπεδν ζην block cluster tree. (Σα 

admissible blocks ζεκεηώλνληαη κε πξάζηλν 

ρξώκα). 

 

Εικόνα 2.7: Admissible μπλοκ μεηά 

από ηπειρ διαζπάζειρ

 

Η δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη κέρξηο όηνπ 

θηάζνπκε ζην επηζπκεηό κέγεζνο subdomain ή ην 

κέγηζην επηζπκεηό βάζνο ηνπ δέληξνπ.  

 

Εικόνα 2.8: Σελική διαζπαζμένη 

μοπθή

 

2.2.4 Αποηελέζμαηα διάζπαζηρ 

Σν αξρηθό domain Ω x Ω δηαζπάηαη ζε blocks/ζπζηάδεο t x s, νη νπνίεο νξγαλώλνληαη ζε 

cluster tree. Σν κέγηζην κέγεζνο ησλ κπινθ πνπ πξνθύπηνπλ είλαη πξνθαζνξηζκέλν, κηαο θαη 

ην κέγηζην απνδεθηό κέγεζνο domain είλαη κία από ηηο παξακέηξνπο ηεξκαηηζκνύ ηεο 

δηαδηθαζίαο. Έηζη θαηαθέξλνπκε λα δηαζπάζνπκε ηνλ πίλαθα ζε έλα ζύλνιν από κπινθ, ην 

κέγεζνο ησλ νπνίσλ δελ ππεξβαίλεη ην κέγηζην κέγεζνο κλήκεο πνπ κπνξνύκε λα 

δηαρεηξηζζνύκε. 

΢ην θεθάιαην 3 παξνπζηάδεηαη θαη ε εθαξκνγή ηνπ low rank approximation ζε θάζε έλα από 

ηα admissible block, ώζηε λα έρνπκε ην κέγηζην θέξδνο ζε απαηηήζεηο κλήκεο. 
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2.3 Δομικά ζηοισεία 

2.3.1 Αναπαπάζηαζη Rkmatrix 

Σα βαζηθά δνκηθά ζηνηρεία ησλ Hmatrices  είλαη νη πίλαθεο ρακειήο ηάμεο (low rank), νη 

νπνίνη νλνκάδνληαη Rkmatrices. Έλαο m x n πίλαθαο Μ νλνκάδεηαη Rkmatrix αλ γηα ηελ ηάμε 

ηνπ ηζρύεη: rank(M)  ≤  k θαη αλαπαξίζηαηαη ζε κνξθή γηλνκέλνπ πηλάθσλ σο εμήο: Μ = 

ΑmxkΒnxk
Σ
, όπνπ ν Μ είλαη m x n, ν Α είλαη m x θ θαη ν Β είλαη n x k

1
. Ιζρύεη δειαδή όηη θάζε 

πίλαθαο ηάμεο ην πνιύ k κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί  ζαλ Rkmatrix θαη θάζε Rkmatrix έρεη 

ηάμε ην πνιύ k. Μπνξνύκε λα νξίζνπκε έλα κέγηζην επηζπκεηό k γηα έλαλ Rkmatrix, ην 

νπνίν ζα εηζάγεη έλα ζρεηηθό ζθάικα ζηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ πίλαθα, αλ o βαζκόο ηνπ 

πίλαθα είλαη κεγαιύηεξνο από ην k. Αλ όκσο ην k είλαη πνιύ κηθξόηεξν από ην m θαη ην n, 

ηόηε ε αλαπαξάζηαζε ηνπ Μ ζηελ κνξθή Rkmatrix κπνξεί λα εμνηθνλνκήζεη πνιύ 

απνζεθεπηηθό ρώξν θαη λα κεηώζεη ηελ ππνινγηζηηθή πνιππινθόηεηα ζε πξάμεηο, όπσο 

πνι/κνο Rkmatrix κε δηάλπζκα θαη πνι/κνο Rkmatrix κε Rkmatrix. Η κείσζε ηεο 

πνιππινθόηεηαο ζε πξάμεηο θαηά ηνλ πνι/κν πξνέξρεηαη από ηελ κείσζε ησλ ζηνηρείσλ πνπ 

ιακβάλνπλ κέξνο ζηελ πξάμε θαη ηελ εθαξκνγή ηερληθώλ δπλακηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ γηα 

ηε ζεηξά ηνπ πνι/κνπ.  

Οη Rkmatrices παξνπζηάδνπλ θάπνηεο ελδηαθέξνπζεο ηδηόηεηεο, όπσο γηα παξάδεηγκα όηη ε 

απνζήθεπζε ελόο Rkmatrix απαηηεί κόλν k (m + n) ζέζεηο κλήκεο, ζε ζρέζε κε ηελ 

απνζήθεπζε ζε πιήξε κνξθή πνπ απαηηεί m x n. 

Η αλαπαξάζηαζε ελόο πίλαθα ζηελ Rkmatrix κνξθή απνηειείηαη από ηα παξαθάησ δνκηθά 

ζηνηρεία:  

 k: απνηειεί ηελ ηάμε ηνπ πίλαθα θαη πξνθύπηεη νπζηαζηηθά από ην πιήζνο ησλ κε 

κεδεληθώλ ηδηνηηκώλ ηνπ πίλαθα. 

 kt: ππνδειώλεη ηελ πξνζσξηλή (ηξέρνπζα) ηάμε ηνπ πίλαθα. Δίλαη ίζν κε ηνλ 

αξηζκό ησλ ηδηνηηκώλ πνπ θξαηάκε γηα ηελ αλαπαξάζηαζε (όπνπ kt <= k) θαη 

ιεηηνπξγεί ζαλ άλσ όξην γηα ηελ απαίηεζε κλήκεο ηεο αλαπαξάζηαζεο. 

 rows: αλαπαξηζηά ηνλ αξηζκό ησλ γξακκώλ ηνπ πίλαθα. 

 cols: αλαπαξηζηά ηνλ αξηζκό ησλ ζηειώλ ηνπ πίλαθα. 

 a: δηαηεξεί ηα δεδνκέλα ηνπ πξώηνπ παξάγνληα ηεο παξαγνληνπνηεκέλεο κνξθήο 

ηνπ πίλαθα. 

 b: δηαηεξεί ηα δεδνκέλα ηνπ δεύηεξνπ παξάγνληα ηεο παξαγνληνπνηεκέλεο κνξθήο 

ηνπ πίλαθα. 

 

                                                      

1
 Ο πίλαθαο Β απνζεθεύεηαη θαηά ζηήιεο. 
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2.3.2 Αναπαπάζηαζη Fullmatrix 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη πην πάλσ, ηα ππό κπινθ ηνπ πίλαθα πνπ δελ πιεξνύλ ην admissibility 

condition απνζεθεύνληαη ζε κνξθή Fullmatrix. Απηό ζεκαίλεη όηη θαηαιακβάλνπλ πνιύ 

πεξηζζόηεξν ρώξν από ηνπο Rkmatrices, θαζώο απνζεθεύνληαη ζηελ πιήξε, αζπκπίεζηε 

κνξθή ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Η αλαπαξάζηαζε ελόο πίλαθα ζηελ Fullmatrix κνξθή απνηειείηαη από ηα παξαθάησ δνκηθά 

ζηνηρεία:  

 rows: αλαπαξηζηά ηνλ αξηζκό ησλ γξακκώλ ηνπ πίλαθα. 

 cols: αλαπαξηζηά ηνλ αξηζκό ησλ ζηειώλ ηνπ πίλαθα. 

 e: δηαηεξεί ηα δεδνκέλα ηνπ πξνο αλαπαξάζηαζε πίλαθα. 

 

2.3.3 Αναπαπάζηαζη Supermatrix 

Έλαο πίλαθαο supermatrix απνηειείηαη από block_rows × block_cols ππνπίλαθεο θαη θάζε 

έλαο από απηνύο αλήθεη ζε κηα από ηηο ηξεηο θαηεγνξίεο, αλάινγα κε ηελ πιεξόηεηα ηνπ 

admissibility condition. 

Η αλαπαξάζηαζε ελόο πίλαθα ζηελ Supermatrix κνξθή απνηειείηαη από ηα παξαθάησ δνκηθά 

ζηνηρεία:  

 rows: αλαπαξηζηά ηνλ αξηζκό ησλ γξακκώλ ηνπ πίλαθα. 

 cols: αλαπαξηζηά ηνλ αξηζκό ησλ ζηειώλ ηνπ πίλαθα. 

 block_rows: αλαπαξηζηά ην πιήζνο ησλ (Supermatrix) παηδηώλ ηνπ ηξέρνληνο 

θόκβνπ αλά γξακκέο. 

 block_cols: αλαπαξηζηά ην πιήζνο ησλ (Supermatrix) παηδηώλ ηνπ ηξέρνληνο 

θόκβνπ αλά ζηήιεο. 

 r: δηαηεξεί ηελ αλαθνξά ζην Rkmatrix παηδί ηνπ ηξέρνληνο θόκβνπ. 

 f: δηαηεξεί ηελ αλαθνξά ζην Fullmatrix παηδί ηνπ ηξέρνληνο θόκβνπ. 

 s: δηαηεξεί ηηο αλαθνξέο ζηα Supermatrix παηδηά ηνπ ηξέρνληνο θόκβνπ. 

    

Όπσο αλαθέξζεθε ακέζσο πην πάλσ θάζε θόκβνο/παηδί κπνξεί λα είλαη: 

α) Rkmatrix, νπόηε θαη ηζρύεη όηη r != 0 x 0 θαη f = 0 x 0, s = 0 x 0. Οπόηε ζην πεδίν r 

απνζεθεύεηαη ε Rkmatrix αλαπαξάζηαζε ηνπ πίλαθα. 

β) Fullmatrix, νπόηε ηζρύεη f != 0 x 0 θαη r = 0 x 0, s = 0 x 0. Οπόηε ζην πεδίν f απνζεθεύεηαη 

ε Fullmatrix αλαπαξάζηαζε ηνπ πίλαθα. 

γ) Supermatrix, νπόηε  s != 0 x 0 θαη r = 0 x 0, f = 0 x 0. Οπόηε ην s πεξηιακβάλεη ηνπο 

δείθηεο ζηνπο κπινθ ππνπίλαθεο, θαζέλαο από ηνπο νπνίνπο κπνξεί λα είλαη Rkmatrix, 

Fullmatrix, ή Supermatrix. 
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3  

Απιθμηηική Ιεπαπσικών Πινάκων 

H αξηζκεηηθή ησλ ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ πνπ παξνπζηάδεηαη ζε απηό ην θεθάιαην 

πεξηιακβάλεη πξόζζεζε, πνιιαπιαζηαζκό θαη αληηζηξνθή. Απηέο νη πξάμεηο, θαζώο επίζεο 

θαη ε SVD αλάιπζε είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο δηθηύσλ 

ηξνθνδνζίαο πνπ εμεηάδεηαη. 

3.1 rSVD Ανάλςζη 

Η SVD αλάιπζε απνηειεί ηε βάζε γηα ηελ απνδνηηθή πινπνίεζε όισλ ησλ ππνινίπσλ 

αξηζκεηηθώλ πξάμεσλ. Καζώο δελ είλαη απνδνηηθή ε κεηαηξνπή ελόο Rkmatrix  ζε πιήξε 

κνξθή, ώζηε λα γίλεη SVD αλάιπζε, είλαη αλαγθαία κηα κέζνδνο πνπ λα κπνξεί λα 

εθαξκνζζεί ζε παξαγνληνπνηεκέλνπο πίλαθεο. Έηζη γηα ηελ αλάιπζε ελόο Rkmatrix 

ρξεζηκνπνηείηαη ε rSVD αλάιπζε.  

Αξρηθά δίλεηαη ν νξηζκόο ηεο SVD αλάιπζεο θαη ζηε ζπλέρεηα ν νξηζκόο ηεο rSVD 

πξνθεηκέλνπ λα γίλεη πην θαηαλνεηή ε δηαθνξνπνίεζε ηνπο.  

 

SVD: Έζησ πίλαθαο Μ ∈  R(k, n, m). 

Μηα SVD αλάιπζε (singular value decomposition) ηνπ 

πίλαθα Μ, είλαη κηα παξαγνληνπνίεζε ηεο κνξθήο:  

M = U΢V 
T
, κε ηξηγσληθνύο πίλαθεο U ∈  R

n×n
, V ∈  R

m×m 

θαη έλαλ δηαγώλην πίλαθα ΢ ∈  R
n×m

, όπνπ ηα δηαγώληα 
Εικόνα 3.1: SVD ανάλςζη 
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ζηνηρεία ηνπ πίλαθα είλαη: 

΢11 ≥ ΢22 ≥ . . . ≥ ΢kk ≥ ΢k+1,k+1 = . . . = ΢min{n,m},min{n,m} = 0 θαη απνηεινύλ ηηο ηδηνηηκέο ηνπ 

πίλαθα Μ. 

O ΢ επηπιένλ, ιόγσ ηεο ηδηαίηεξεο κνξθήο ηνπ, κπνξεί λα απνζεθεπηεί απνδνηηθά, 

θξαηώληαο κόλν έλα δηάλπζκα κε ηηο κε κεδεληθέο ηδηνηηκέο ηνπ. Αλ ν βαζκόο ηνπ Μ είλαη k, 

απηό ζεκαίλεη όηη απαηηείηαη ρώξνο γηα k <= min(m, n) < m x n ζηνηρεία. 

 

rSVD: Μηα rSVD αλάιπζε (reduced singular value decomposition)  ηνπ πίλαθα Μ, είλαη κηα 

παξαγνληνπνίεζε ηεο κνξθήο: M = U΢V 
T 

 κε νξζνθαλνληθνύο πίλαθεο U ∈  R
n×θ

, V ∈  R
m×θ

  

θαη έλαλ δηαγώλην πίλαθα ΢ ∈  R
k×k

, όπνπ ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ είλαη :   ΢11 ≥ ΢22 ≥ . . . ≥ 

΢kk > 0.                                                                                                             

 

Εικόνα 3.2: rSVD ανάλςζη                            

 

Γηα λα γίλεη απνδνηηθά ε rSVD αλάιπζε ζε έλαλ πίλαθα Rkmatrix ρξεζηκνπνηήζεθε ν 

Αιγόξηζκνο 1. Με απηό ηνλ ηξόπν κπνξεί λα γίλεη SVD αλάιπζε ζε έλαλ Rkmatrix, ρσξίο λα 

ρξεηάδεηαη λα ππνινγηζηεί πξώηα ν αξρηθόο πίλαθαο ηεο RK αλαπαξάζηαζεο (εθηειώληαο ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκό Α*Β
Σ
). Γηα λα θάλνπκε πξνζέγγηζε ρακειήο ηάμεο k, αξθεί από ηνπο 

πίλαθεο v_a θαη v_b λα θξαηήζνπκε κόλν ηηο k πξώηεο ζηήιεο. 

 

  

 

Μηαο θαη νη ηδηνηηκέο ηεο SVD αλάιπζεο θζίλνπλ πνιύ γξήγνξα, ε ζπκβνιή ησλ κηθξόηεξσλ 

ηδηνηηκώλ ζην ζρεκαηηζκό ηνπ απνηειέζκαηνο ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ U΢V 
T 

 είλαη ακειεηέα. 

Όηαλ ππάξρνπλ ηδηνηηκέο πνπ είλαη θαηά πνιύ κηθξόηεξεο από ηε πξώηε ηδηνηηκή (π.ρ. ρίιηεο 

function [u s v] = rsvd(RK) 
[u_a, v_a] = qr(RK.a); 
[u_b, v_b] = qr(RK.b); 
usv = v_a * v_b'; 

 

[u_s, s, v_s] =  svd(usv); 
u = u_a * u_s; 
v = u_b * v_s; 

end 

 

Αλγόπιθμορ 1: rSVD ανάλςζη ζε RKmatrix 
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θνξέο κηθξόηεξεο), ηόηε ε αληηθαηάζηαζε ηνπο κε κεδεληθά πξνθαιεί κηθξό ζρεηηθό ζθάικα 

ζηελ αθξίβεηα ηνπ πίλαθα. Γηα θάζε ηδηνηηκή πνπ κπνξεί λα ζεσξεζεί κεδεληθή, δελ 

ρξεηάδεηαη πιένλ ε απνζήθεπζε  ησλ αληίζηνηρσλ γξακκώλ θαη ζηειώλ, από ηνπο πίλαθεο U 

θαη V, πνπ πνιιαπιαζηάδνληαη κε απηή. Οπόηε, γηα θάζε απζαίξεηα κηθξή, ώζηε λα ζεσξείηαη 

κεδεληθή, ηδηνηηκή κπνξνύκε λα απνζεθεύζνπκε (m + n + 1) ιηγόηεξα ζηνηρεία από ηελ SVD 

αλάιπζε ηνπ M. 

Η παξαπάλσ παξαηήξεζε έρεη εθαξκνγή ζε κεζόδνπο ζπκπίεζεο εηθόλαο θαη πξννδεπηηθήο  

απνζηνιήο ησλ δεδνκέλσλ ηνπο. 

 

3.2 Ππόζθεζη  Ιεπαπσικών πινάκων  

Η πξόζζεζε ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ πξαγκαηνπνηείηαη πξνζζέηνληαο ηα αληίζηνηρα ππό-κπινθ 

δύν ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ, πνπ έρνπλ ηελ ίδηα block cluster tree δνκή. Ο πίλαθαο ηνπ 

απνηειέζκαηνο είλαη επίζεο ηεξαξρηθόο κε ηελ ίδηα δελδξηθή δνκή. Αλ ηα ππό-κπινθ πνπ 

πξνζηίζεληαη είλαη ηύπνπ Fullmatrix, ηόηε ρξεζηκνπνηείηαη ε αθξηβήο πξόζζεζε πηλάθσλ, 

όπσο ηε γλσξίδνπκε, θαη ην απνηέιεζκα είλαη έλα κπινθ ηύπνπ Fullmatrix. Γηα ηελ 

πεξίπησζε πνπ ηα κπινθ είλαη ηύπνπ Rkmatrix αθνινπζείηαη ιίγν δηαθνξεηηθή δηαδηθαζία. 

Σν άζξνηζκα δπν Rkmatrices ζα δώζεη έλαλ πίλαθα Rkmatrix, ηνπ νπνίνπ ε (κέγηζηε) ηάμε 

ζα ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ ηάμεσλ ησλ πηλάθσλ πνπ πξνζηίζεληαη. Έζησ όηη 

πξνζηίζεληαη νη Μ1 = AB
T
, Μ2 = CD

T
 ,ηάμεο k. Σν άζξνηζκα ζα είλαη ηεο κνξθήο  M = Μ1 + 

Μ2 = AB
T
 + CD

T
 = [A, C] [B, D]

T
. Από ηνλ πξνεγνύκελν ηύπν γίλεηαη θαηαλνεηό, όηη ην 

άζξνηζκα κπνξεί λα ππνινγηζζεί απιά ζαλ ηε δεκηνπξγία δύν κπινθ-πηλάθσλ Α’ = [A, C] 

θαη Β’ = [B, D] θαη ρσξίο θακία αξηζκεηηθή πξάμε. Με απηό ηνλ ηξόπν, παξόηη ην 

απνηέιεζκα ζα έρεη βαζκό ην πνιύ 2k, ε απαηηνύκελε κλήκε ζα είλαη πάληα επαξθήο γηα ηελ 

απνζήθεπζε πηλάθσλ βαζκνύ 2k. Πξνθεηκέλνπ λα κεηώζνπκε ηηο απαηηήζεηο ζε κλήκε γηα 

ηελ απνζήθεπζε ησλ πηλάθσλ A θαη B θαη λα θάλνπκε ηελ παξαγνληνπνηεκέλε 

αλαπαξάζηαζε πην απνδνηηθή ρσξίο λα κεησζεί ε αθξίβεηα ηεο, ρξεζηκνπνηείηαη ε rSVD 

αλάιπζε. 

΢ηελ πινπνίεζε πνπ δίλεηαη ππάξρεη δπλαηόηεηα είηε λα πξαγκαηνπνηεζεί ε πξόζζεζε γηα 

ηάμε πξνζαξκνδόκελε αλάινγα κε ην απνηέιεζκα ηνπ αζξνίζκαηνο, είηε γηα ζπγθεθξηκέλε 

εθ ησλ πξνηέξσλ ηάμε πίλαθα (fixed rank).  

 ΢ηελ πξώηε πεξίπησζε, αθνύ ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα ησλ δπν Rkmatrices, ηόηε 

δεζκεύεηαη θαηάιιεινο ρώξνο γηα ηελ αθξηβή απνζήθεπζε ηνπ απνηειέζκαηνο.  

 ΢ηε δεύηεξε πεξίπησζε, νξίδεηαη από πξηλ ε επηζπκεηή ηάμε ηνπ απνηειέζκαηνο θαη 

απηό καο δίλεη ηε δπλαηόηεηα λα γλσξίδνπκε από πξηλ ην κέγεζνο κλήκεο πνπ 
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απαηηείηαη. Έηζη ην απνηέιεζκα κπνξεί λα απνζεθεπηεί ή ζε έλα από ηα δπν 

νξίζκαηα ηεο πξόζζεζεο, πξάγκα πνπ δελ απαηηεί επαλαδεζκεύζεηο κλήκεο, ή ζε κηα 

ηξίηε πξνδεζκεπκέλε κεηαβιεηή. 

Η δεύηεξε πεξίπησζε απνηειεί θαιύηεξε επηινγή γηα ηελ επίιπζε ηεο θαηεγνξίαο 

πξνβιεκάησλ πνπ εμεηάδεηαη, αθνύ κηαο θαη δελ απαηηεί επαλαδεζκεύζεηο κλήκεο είλαη 

γξήγνξε θαη παξάιιεια δηαηεξεί ην από πξηλ νξηζκέλν επίπεδν αθξίβεηαο. 

Ο αιγόξηζκνο ν νπνίνο ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ πξόζζεζε πηλάθσλ Rkmatrix ηεο κνξθήο       

Μ1 = Α1 Β1
T
, Μ2 = Α2 Β2

T
  κε επηζπκεηό βαζκό απνηειέζκαηνο k, ζπλνςίδεηαη ζηα παξαθάησ 

βήκαηα: 

1. Γεκηνπξγία RK πίλαθα κε Α ην ζύλζεην πίλαθα [Α1, Α2] θαη B ην ζύλζεην πίλαθα 

[Β1, Β2]. 

2. Τπνινγηζκόο ηεο rSVD (= U΢V
T
) αλάιπζεο ηνπ παξαπάλσ πίλαθα. 

3. Δπηινγή ησλ πξώησλ k ζηειώλ ηνπ πίλαθα U σο ηνλ πίλαθα Α ηνπ απνηειέζκαηνο 

4. Δπηινγή ησλ πξώησλ k γξακκώλ θαη ζηειώλ ηνπ πίλαθα ΢ θαη k ζηειώλ ηνπ πίλαθα 

V θαη απνζήθεπζε ηνπ γηλνκέλνπ ηνπο σο ηνλ πίλαθα B ηνπ απνηειέζκαηνο. 

 

3.3  Πoπολλαπλαζιαζμόρ Hmatrix με Hmatrix 

Ο πνιιαπιαζηαζκόο δπν ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ ζα δώζεη ζαλ απνηέιεζκα έλαλ ηεξαξρηθό 

πίλαθα. Ιδηαίηεξν ελδηαθέξνλ, από άπνςε απόδνζεο, παξνπζηάδεη ε πεξίπησζε πνπ θαη νη 

δπν πίλαθεο έρνπλ ηελ ίδηα δελδξηθή δνκή. 

 

Εικόνα 3.3: Πολλαπλαζιαζμόρ Hmatrix με Hmatrix 

΢ε αύηε ηελ πεξίπησζε πξαγκαηνπνηείηαη πνιιαπιαζηαζκόο ησλ αληίζηνηρσλ κπινθ ζε 

γξακκέο θαη ζηήιεο, κε ηξόπν όκνην κε ηνλ πνιιαπιαζηαζκό αληίζηνηρσλ ζηνηρείσλ ζηνλ 

πνιιαπιαζηαζκό πηλάθσλ. Λόγσ ζπκκεηξίαο, πνπ πξνθύπηεη από ην admissibility condition 

πνπ ρξεζηκνπνηείηαη, ην απνηέιεζκα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ ζα έρεη ηελ ίδηα δνκή κε ηνπο 

ηειεζηέο. Η παξαπάλσ παξαηήξεζε γίλεηαη επθνιόηεξα αληηιεπηή παξαηεξώληαο ην ζρήκα 

ηεο Δηθόλα 3.3: Πνιιαπιαζηαζκόο Hmatrix. 

Ο αιγόξηζκνο κπνξεί λα πεξηγξαθεί σο εμήο: 
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Για κάθε γραμμή ηοσ A, για κάθε ζηήλη ηοσ B, σπολόγιζε ηο εζωηερικό 

γινόμενο ηων ανηίζηοιτων μπλοκ και αποθήκεσζε ηο αποηέλεζμα ζηο 

μπλοκ γραμμή, ζηήλη ηοσ C. 

 

Γηαθξίλνπκε νπζηαζηηθά ηέζζεξεηο πεξηπηώζεηο γηα ην είδνο ησλ πνιιαπιαζηαδόκελσλ 

κπινθ: 

 Αλ ηα κπινθ είλαη ηύπνπ Supermatrix, ηόηε ν αιγόξηζκνο εθηειείηαη αλαδξνκηθά. 

 Αλ ηα κπινθ είλαη ηύπνπ Fullmatrix, ηόηε εθηειείηαη ν απιόο αιγόξηζκνο 

πνιιαπιαζηαζκνύ πηλάθσλ. 

 Αλ ηα κπινθ είλαη ηύπνπ Rkmatrix, ηόηε ην απνηέιεζκα βξίζθεηαη από ην γηλόκελν 

A.A * A.B
T
 * B.A * B.B

T
. Σν γηλόκελν απηό κπνξεί λα ππνινγηζζεί κε ην 

γξεγνξόηεξν ηξόπν, αμηνπνηώληαο θάπνην αιγόξηζκν δπλακηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ, 

ώζηε λα επηιεγεί ε ηαρύηεξε ζεηξά εθηέιεζεο ησλ γηλνκέλσλ. 

 Αλ ηα κπινθ είλαη δηαθνξεηηθνύ ηύπνπ, ηόηε δελ κπνξνύκε λα ηα πνιιαπιαζηάζνπκε 

άκεζα, ρσξίο λα έρεη πξνεγεζεί ε από θνηλνύ κεηαηξνπή ηνπο είηε ζε Fullmatrix είηε 

ζε Rkmatrix. 

Σέινο γίλεηαη αληηιεπηό, όηη θαηά ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ρξεζηκνπνηνύληαη θαηά θόξνλ ηόζν ε 

πξόζζεζε, όζν θαη ε ιεηηνπξγία Truncation, θαζώο ζην γηλόκελν πηλάθσλ εκθαλίδνληαη 

πνιινί όξνη αζξνηζκάησλ. 

 

3.4  Ανηιζηποθή Hmatrix 

Καηά ηελ αληηζηξνθή ελόο ηεξαξρηθνύ πίλαθα, ην θύξην πξόβιεκα πνπ πξέπεη λα 

αληηκεησπηζηεί είλαη ε αληηζηξνθή ησλ Supermatrices, θαζώο ηα δεδνκέλα είλαη 

απνζεθεπκέλα ζε ηέζζεξα ηκήκαηα.  

Σν απνηέιεζκα κπνξεί λα ππνινγηζηεί αιγεβξηθά όπσο θαίλεηαη ζηελ Δηθόλα 3.4, όπνπ S = 

M22 – M21M11
-1

M12, αιιά νη θύξηνη παξάγνληεο γηα λα είλαη απνδνηηθή ε αληηζηξνθή, είλαη ε 

επηπιένλ ελδηάκεζε κλήκε πνπ απαηηείηαη θαη ην πιήζνο ησλ πξνζβάζεσλ κλήκεο. 

 

Εικόνα 3.4: Ανηιζηποθή Supermatrix 

Ο Αιγόξηζκνο 2 πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηελ αληηζηξνθή Hmatrix, απνηειεί κηα βειηησκέλε 

εθδνρή  ηνπ αιγνξίζκνπ πνπ παξνπζηάδεηαη ζην paper Hierarchical Matrices
1
. Η βειηησκέλε 

εθδνρή δελ απαηηεί ηελ ρξήζε θακίαο ελδηάκεζεο/πξνζσξηλήο κεηαβιεηήο γηα ηνλ 
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ππνινγηζκό ηνπ αληηζηξόθνπ πίλαθα, πξάγκα πνπ ηνλ θάλεη γξεγνξόηεξν, κηαο θαη απαηηεί 

ιηγόηεξε κλήκε θαη εθηειεί ιηγόηεξεο πξνζβάζεηο ζε δηαθνξεηηθέο ζέζεηο κλήκεο. 

 

 

 

Γηα ηελ αληηζηξνθή ησλ Rkmatrices θαη ησλ Fullmatrices, ρξεζηκνπνηήζεθε ε θιαζζηθή 

κέζνδνο αληηζηξνθήο πηλάθσλ. 

Αλγόπιθμορ 2: Ανηιζηποθή Hmatrix 

Function HInvert(var M) 

 If m has Supermatrix children 

  M11 = HInvert(M11) 

  M12 = - M11 * M12 

  M22 = M22 + M21 * M12 

  M21 = - M21 * M11 

M22 = HInvert(M22) 

M12 = M12 * M22 

M11 = M11 + M12 * M21 

M21 = M22 * M21 

 Else 

  Invert(M) 

 End 

End Function 
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4  

Πεπιβάλλον Ανάπηςξηρ και  

Απσιηεκηονική Υλοποίηζηρ 

 

4.1 Πεπιβάλλον ανάπηςξηρ 

Σν πεξηβάιινλ εξγαζίαο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα όιεο ηηο δνθηκέο είλαη ην MATLAB 

(έθδνζε 32-bit 7.10.0(P2010a).)  

4.1.1 MATLAB 

Σν όλνκα MATLAB  πξνέξρεηαη από ηα αξρηθά ησλ ιέμεσλ matrix laboratory θαη γξάθηεθε 

κε αξρηθό ζθνπό ηελ εύθνιε πξόζβαζε ζε ινγηζκηθό πηλάθσλ. Μέζα ζε δηάζεκα ιίγσλ εηώλ 

ην MATLAB εμειίρζεθε, ράξε ζηε ζπκβνιή πνιιώλ ρξεζηώλ θαη ζήκεξα ρξεζηκνπνηείηαη 

επξέσο ζε επηζηεκνληθέο παλεπηζηεκηαθέο εθαξκνγέο, αιιά θαη σο βηνκεραληθό εξγαιείν 

ζηα πεδία ηεο έξεπλαο, ηεο εθαξκνγήο θαη ηεο αλάιπζεο. 

΢ήκεξα απνηειεί νπζηαζηηθά έλα δηαδξαζηηθό ζύζηεκα, ηδαληθό γηα ππνινγηζκνύο πνπ 

πεξηέρνπλ δεδνκέλα βαζηζκέλα ζε κνξθή πίλαθα, θαζώο απηό είλαη ην βαζηθό ηνπ ζηνηρείν 

δεδνκέλσλ. Πνιιά ηερληθά ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα, ηδίσο απηά πνπ εκπεξηέρνπλ 

εθαξκνγέο πηλάθσλ θαη δηαλπζκάησλ, κπνξνύλ λα ιπζνύλ ζε πνιύ ιίγν ρξόλν ζπγθξηηηθά κε 
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απηόλ πνπ ζα ρξεηαδόηαλ γηα έλα πξόγξακκα ζε θάπνηα κε δηαδξαζηηθή γιώζζα όπσο ε C ή 

ε Fortran.  

 

4.1.2 Κίνηηπα επιλογήρ 

Η ρξήζε ηνπ MATLAB θαίλεηαη ηδαληθή γηα ηηο αλάγθεο ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ εμεηάδεηαη. Η 

γιώζζα πνπ ρξεζηκνπνηεί, απνηειεί  κηα πςεινύ επηπέδνπ matrix/array γιώζζα, πην 

θαηαλνεηή θαη θηιηθή πξνο ην ρξήζηε ζε ζρέζε κε γιώζζεο ρακειόηεξνπ επηπέδνπ (π.ρ. C). 

Σν MATLAB παξέρεη κεγάιν πιήζνο ιεηηνπξγηώλ, όπσο ζπλαξηήζεηο, απιέο αιιά θαη πην 

ζύλζεηεο (π.ρ. matrix inverse, matrix eigenvalues), δειώζεηο ειέγρνπ ξνήο, βηβιηνζήθεο, 

δνκέο δεδνκέλσλ, γξαθηθό πεξηβάιινλ, αιιά θαη ραξαθηεξηζηηθά αληηθεηκελνζηξαθνύο 

πξνγξακκαηηζκνύ. Όιεο νη παξαπάλσ απηνκαηνπνηεκέλεο ιεηηνπξγηέο επηηξέπνπλ ζην 

ρξήζηε ηελ επαλαρξεζηκνπνίεζε ηεηξηκκέλσλ δηαδηθαζηώλ, όπσο ε πξόζζεζε θαη ν 

πνιιαπιαζηαζκόο πηλάθσλ, όκσο παξέρνπλ θαη ηελ δπλαηόηεηα γηα πινπνίεζε αιγνξίζκσλ 

θαη δεκηνπξγία ζύλζεησλ κεγάισλ πξνγξακκάησλ. ΢ηελ εξγαζία απηή, ε δηαρείξηζε κεγάισλ 

αξαηώλ πηλάθσλ θαη νη αιγόξηζκνη πνπ πινπνηνύλ ηηο κεηαμύ ηνπο πξάμεηο εθκεηαιιεύνληαη 

όια ηα παξαπάλσ πιενλεθηήκαηα.  
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4.2 Απσιηεκηονική ςλοποίηζηρ 

Ο θώδηθαο ηεο εξγαζίαο δνκήζεθε κε ηε  κνξθή επαλαρξεζηκνπνηήζηκεο βηβιηνζήθεο, 

αθνινπζώληαο ην πλεύκα θαη ηηο ζπκβάζεηο ησλ ήδε ελζσκαησκέλσλ ζην Matlab 

βηβιηνζεθώλ.  

Σν πξώην πξάγκα πνπ έπξεπε λα αμηνινγεζεί γηα ηελ δεκηνπξγία ηεο βηβιηνζήθεο, ήηαλ ε 

επηινγή ησλ δνκώλ δεδνκέλσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηνύληαλ. Σν paper Hierarchical Matrices
1
, 

ην νπνίν ήηαλ θαη ε βαζηθή πεγή αιγνξίζκσλ, ζε αξθεηά παξαδείγκαηα θώδηθα ρξεζηκνπνηεί 

ηε δνκή ησλ structs, ζηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ C. Έηζη ε ρξήζε κηαο αληίζηνηρεο δνκήο 

δεδνκέλσλ ζην Matlab ζα δηεπθόιπλε ηε δηαδηθαζία αλάπηπμεο, ιόγσ ηεο πην άκεζεο 

αληηζηνίρεζεο. Σν γεγνλόο όκσο όηη ζην Matlab θάζε ζπλάξηεζε είζηζηαη λα πινπνηείηαη ζε 

δηαθνξεηηθό αξρείν, ζα είρε ζαλ απνηέιεζκα ν θώδηθαο ηεο βηβιηνζήθεο λα είλαη ραώδεο. 

Κύξηεο ππνςήθηεο επηινγέο απνηεινύζαλ ε δνκή struct θαη ε δνκή ησλ θιάζεσλ (class). 

 Η δνκή struct ζην Matlab νπζηαζηηθά απνηειεί κηα δπλακηθή αλώλπκε ζπιινγή από 

κεηαβιεηέο. Έηζη δελ ρξεηάδεηαη ε δήισζε ελόο ηύπνπ struct κε ζπγθεθξηκέλα πεδία 

θαη έπεηηα ν νξηζκόο κεηαβιεηώλ απηνύ ηνπ ηύπνπ. Αξθεί λα αλαηεζεί ζε κηα 

κεηαβιεηή κηα ζπιινγή από δεύγε θιεηδηώλ-ηηκώλ γηα λα αξρηθνπνηεζεί έλα struct. 

Σαπηόρξνλα δίλεηαη ε δπλαηόηεηα λα πξνζηεζνύλ δπλακηθά θαηλνύξγηα πεδία ζηε 

ζπιινγή, αθόκα θαη κεηά ηελ αξρηθνπνίεζε ηεο. Σν παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθό ζα 

κπνξνύζε λα κεηώζεη ηελ θαηαλάισζε κλήκεο γηα ηελ απνζήθεπζε θόκβσλ 

Supermatrix κηαο θαη ζα ρξεηαδόηαλ λα δεζκεπζεί ρώξνο ζην struct κόλν γηα ηνλ ηύπν 

απνγόλνπ πνπ είλαη απαξαίηεηνο ζε θάζε πεξίπησζε (Fullmatrix, Rkmatrix ή πίλαθα 

από Supermatrix). 

 Η δνκή ησλ θιάζεσλ από ηελ άιιε, είλαη πνιύ θνληά ζηνλ ηξόπν 

αληηθεηκελνζηξαθνύο πξνγξακκαηηζκνύ όπσο ζπλαληάηαη ζηηο ζύγρξνλεο γιώζζεο 

πξνγξακκαηηζκνύ. Γειώλνληαο κηα θιάζε, νπζηαζηηθά δεκηνπξγείηαη έλαο επώλπκνο 

ηύπνο δεδνκέλσλ πνπ κπνξεί λα πεξηιακβάλεη ηδηόηεηεο, θαηαζθεπαζηέο θαη όιεο ηηο 

κεζόδνπο πνπ ζρεηίδνληαη κε ρξήζε ηνπ. 

Αξρηθά ινηπόλ έγηλαλ δνθηκέο γηα ηελ επηινγή ηεο θαηάιιειεο δνκήο γηα ηελ πινπνίεζε. 

Μηαο θαη ε ρξεζηκόηεηα ησλ ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ, είλαη γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ κε 

κεγάιεο απαηηήζεηο κλήκεο, θύξην θξηηήξην γηα ηελ επηινγή ήηαλ ην πνηα από ηηο δπν δνκέο 

έρεη ην ρακειόηεξν overhead ζε κλήκε. Η αλάπηπμε κε ηε ρξήζε ηεο δπλακηθήο θαη 

ρακειόηεξνπ επηπέδνπ δνκήο ησλ struct θαηλόηαλ αξρηθά πην ηαηξηαζηή, αθόκα θαη αλ 

δπζρέξαλε ηελ αλάπηπμε. Έηζη αλαπηύρζεθαλ νη απαξαίηεηεο δνκέο Fullmatrix, Rkmatrix θαη 
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Supermatrix ηόζν κε ρξήζε struct όζν θαη κε ρξήζε θιάζεσλ. Σα απνηειέζκαηα ζε 

απαηηήζεηο κλήκεο δελ ήηαλ ηα αλακελόκελα θαη όπσο θαίλεηαη ζηελ Δηθόλα 4.1 ε ρξήζε 

θιάζεσλ απαηηεί ιηγόηεξε κλήκε
2
, νπόηε θαη επηιέρζεθε ζαλ θαηαιιειόηεξε γηα ηελ 

πινπνίεζε. Πηζαλόλ ιόγσ ηεο δπλακηθήο θύζεο ησλ struct ζην Matlab λα ππάξρεη κηα 

ηερληθή πξνδέζκεπζεο κλήκεο, ώζηε λα είλαη άκεζα δηαζέζηκε όηαλ έλα επηπιένλ θιεηδί 

πξέπεη λα πξνζηεζεί ζε έλα struct. 

Μηα επηπιένλ παξαηήξεζε πνπ έγηλε, αθνξνύζε ζε κηα πιενλάδνπζα θαηαλάισζε κλήκεο 

θαη από ηηο δνκέο ησλ θιάζεσλ. ΢πγθεθξηκέλα θάζε αληηθείκελν θιάζεο θαίλεηαη λα δηαηεξεί 

48 επηπιένλ bytes (6 πεδία ηύπνπ double) πηζαλόλ γηα θάπνηεο εζσηεξηθέο ιεηηνπξγίεο ηνπ 

Matlab. 

 

Εικόνα 4.1: ΢ύγκπιζη struct και κλάζευν 

΢ηελ Δηθόλα 4.1: ΢ύγθξηζε struct θαη θιάζεσλ επηπιένλ θαίλεηαη ε ελζσκαησκέλε 

ιεηηνπξγία ηνπ Matlab γηα ηελ απνζήθεπζε αξαηώλ πηλάθσλ. Ο πίλαθαο A πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηηο παξαπάλσ δνθηκέο, θξίζεθε απηόκαηα από ην Matlab ζαλ αξαηόο 

θαη απνζεθεύζεθε ζηελ ελζσκαησκέλε δνκή απνζήθεπζεο αξαηώλ πηλάθσλ. Έηζη 

ζπγθξίλνληαο ηνλ πίλαθα A, κε ηελ πιήξε αλαπαξάζηαζή ηνπ (πνπ πεξηέρεηαη ζηε κεηαβιεηή 

Afull), παξαηεξείηαη ε κείσζε ησλ απαηηήζεσλ ζε κλήκε πεξηζζόηεξν από νθηώ θνξέο. 

Η παξαπάλσ ζπκπιεξσκαηηθή ιεηηνπξγία, αλακέλεηαη λα πξνζζέζεη έλα κηθξό ππνινγηζηηθό 

θόζηνο ζηελ αλάθηεζε θαη απνζήθεπζε ζηνηρείσλ ησλ πηλάθσλ πνπ απνζεθεύνληαη ζε απηή 

ηε κνξθή. Ωζηόζν ε επίδξαζή ηεο αλακέλεηαη λα είλαη ζεηηθή, ηδίσο ζε πξνβιήκαηα όπνπ ε 

δηαζέζηκε θπζηθή κλήκε δελ είλαη επαξθήο. Η πινπνίεζε πνπ έγηλε δελ ζηεξίρηεθε ζηελ 

παξαπάλσ ιεηηνπξγία θαη είλαη αλεμάξηεηε από απηή. ΢ηηο πεξηπηώζεηο κεηξήζεσλ όπνπ ηα 

απνηειέζκαηα κπνξεί λα επεξεάδνληαλ (θπξίσο κεηξήζεηο ηαρύηεηαο), ε ιεηηνπξγία 

απελεξγνπνηείηαη πάληα ξεηά.  

                                                      

2
 Γηα ηελ Rkmatrix αλαπαξάζηαζε ρξεζηκνπνηήζεθε ε svd αλάιπζε. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζηνλ 

πίλαθα a εθρσξείηαη ν πίλαθαο u ηεο svd, ελώ ζηνλ πίλαθα b εθρσξείηαη ην γηλόκελν v * s’. 
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5  

Αποηελέζμαηα 

5.1 Αποηελέζμαηα πινάκων delsq 

΢ηελ Δηθόλα 5.1 θαίλεηαη ν ξπζκόο πνπ θζίλνπλ νη ηδηνηηκέο ησλ πηλάθσλ πνπ παξάγνληαη 

από ηελ εληνιή delsq(numgrid(‘S’, i)) ζην Matlab, ε νπνία παξάγεη πίλαθεο αληίζηνηρνπο κε 

απηνύο ησλ δηθηύσλ ηξνθνδνζίαο. Οη πίλαθεο απηνί είλαη πιήξνπο ηάμεο, νπόηε ε απεπζείαο 

απνζήθεπζή ηνπο ζηε κνξθή RKmatrix δελ θξίλεηαη ηδαληθή.  

 

Εικόνα 5.1: Φθίνοςζερ ιδιοηιμέρ δικηύυν ηποθοδοζίαρ. 
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Απηό ζπκβαίλεη γηα δύν ιόγνπο: 

 Αλ θάλνπκε αθξηβή απνζήθεπζε ελόο πίλαθα πιήξνπο ηάμεο ζε κνξθή Rkmatrix, 

ηόηε ζα ρξεηαδόηαλ δηπιάζηνο απνζεθεπηηθόο ρώξνο, από όηη γηα ηνλ αξρηθό πίλαθα. 

 Αλ από ηελ άιιε ρξεζηκνπνηεζεί πξνζέγγηζε ρακειήο ηάμεο, κεηώλνληαο ηνλ αξηζκό 

από ηηο απνζεθεπόκελεο ηδηνηηκέο, ηόηε ιόγν ηνπ ρακεινύ ξπζκνύ πηώζεο ησλ 

ηδηνηηκώλ (Δηθόλα 5.1), ην απνηέιεζκα ζα εκπεξηείρε κεγάιν ζρεηηθό ζθάικα. 

 

Από ηελ άιιε, αλ νη παξαπάλσ πίλαθεο δηθηύσλ ηξνθνδνζίαο αλαπαξαζηαζνύλ ζε Hmatrix 

κνξθή, ηόηε όπσο θαίλεηαη θαη από ηελ Δηθόλα 5.2 νη ππνπίλαθεο πνπ αλαπαξηζηώληαη ζε 

Rkmatrix κνξθή έρνπλ κηθξό πνζνζηό κε κεδεληθώλ ηδηνηηκώλ. Έηζη νη κεδεληθνί Rkmatrix 

θόκβνη ζα θαηαιακβάλνπλ, ιόγσ ηεο rSVD αλάιπζεο ειάρηζην ρώξν. 

 

 

Εικόνα 5.2: Ποζοζηό Rkmatrix κόμβυν και ποζοζηό μη μηδενικών ιδιοηιμών. 

 

Όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθόλα 5.3 νη ηδηνηηκέο ησλ κε κεδεληθώλ Rkmatrix θόκβσλ 

(αξηζηεξά ζηελ εηθόλα) θζίλνπλ πνιύ πην γξήγνξα από ηηο ηδηνηηκέο ηνπ αξρηθνύ πίλαθα. 

Έηζη ε απνζήθεπζε κέζσ ηεο rSVD ηνπ 90% ησλ ηδηνηηκώλ, ζα επέθεξε όθεινο όζνλ αθνξά 

ηηο απαηηήζεηο κλήκεο γηα ηελ απνζήθεπζε ηνπ Rkmatrix θόκβνπ, κε κηθξή επίπησζε ζηελ 

αθξίβεηα ηεο αλαπαξάζηαζεο. ΢ηνλ ηίηιν ηεο ίδηαο εηθόλαο θαίλεηαη θαη ην πνζνζηό ησλ 

κεδεληθώλ Rkmatrix θόκβσλ, ην νπνίν θηάλεη ην 82%. Γηα απηνύο ηνπο πίλαθεο ε SVD 

αλάιπζε ζα παξάγεη κεδεληθνύο πίλαθεο, νη νπνίνη δελ ζα επηβαξύλνπλ ηελ θαηαλάισζε 

κλήκεο ηεο Hmatrix αλαπαξάζηαζεο. 
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Εικόνα 5.3: Φθίνοςζερ ιδιοηιμέρ μη μηδενικών Rkmatrix κόμβυν. 

 

Οη παξαπάλσ παξαηεξήζεηο εληζρύνληαη από ην γεγνλόο όηη, ην πνζνζηό ησλ θύισλ ηνπ 

Hmatrix δέληξνπ πνπ αλαπαξίζηαηαη ζε Rkmatrix κνξθή θηάλεη ην 65%.  

 

Όπσο έρεη γίλεη ιόγνο ζε πνιιά ζεκεία παξαπάλσ, θαηά ηελ δηαδηθαζία ηεο θαηαζθεπήο ελόο 

Hmatrix, πξαγκαηνπνηνύληαη αλαδξνκηθέο δηαζπάζεηο ηνπ θάζε Fullmatrix κπινθ ζε 

κηθξόηεξα ππό-κπινθ. ΢αλ θξηηήξην νινθιήξσζεο ηνπ αιγνξίζκνπ αλαδξνκηθήο δηάζπαζεο, 

νξίζηεθε ην ειάρηζην απνδεθηό κέγεζνο ελόο Fullmatrix block. Έηζη νη θόκβνη Fullmatrix 

πνπ έρνπλ κηθξόηεξν κέγεζνο από ην νξηζκέλν, δελ δηαζπόληαη πεξεηαίξσ θαζώο ζεσξείηαη 

όηη ην κέγεζόο ηνπο είλαη αξθεηά κηθξό ώζηε λα είλαη εύθνια δηαρεηξήζηκνη από ην ηνλ 

ππνινγηζηή. 

 



 

 33 

 

Εικόνα 5.4: Αποηελέζμαηα ανηιζηποθήρ delsq numgrid για πλήπη μοπθή. 

 

Καηά ηελ εθηέιεζε ησλ δνθηκώλ, σο ειάρηζην κέγεζνο κπινθ (min block size) επηιέρηεθαλ 

ηα κεγέζε 8
2
 θαη 256

2
. Ο ιόγνο ηεο κεγάιεο δηαθύκαλζεο ησλ δπν επηιεγκέλσλ ηηκώλ, είλαη 

γηα λα εληνπηζηεί ν βαζκόο πνπ ηα απνηειέζκαηα ζα επεξεάδνληαλ από ειάρηζην κέγεζνο 

κπινθ. 

Καζώο ην Matlab εμ νξηζκνύ απνζεθεύεη αξαηνύο πίλαθεο κε ηελ ρξήζε δνκώλ απνζήθεπζεο 

αξαηώλ πηλάθσλ, θάηη πνπ πηζαλώο ζα επεξέαδε ηελ ηαρύηεηα αληηζηξνθήο, 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ δύν ζεη δνθηκώλ έρνληαο ην παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθό 

απελεξγνπνηεκέλν ή ελεξγνπνηεκέλν. 

΢πλνιηθά παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα από ηέζζεξα ζελάξηα δνθηκώλ, γηα ειάρηζην 

κέγεζνο κπινθ ίζν κε 8
2
 θαη 256

2
 θαη έρνληαο ηελ ιεηηνπξγία αξαηήο αλαπαξάζηαζεο 

ελεξγνπνηεκέλε θαη απελεξγνπνηεκέλε. Οη κεηξήζεηο έγηλαλ γηα ηε δηαδηθαζία κεηαηξνπήο ζε 

κνξθή ηεξαξρηθνύ πίλαθα θαη ηελ αληηζηξνθή, ησλ πηλάθσλ πνπ παξάγεη ε εληνιή ηνπ 

Matlab delsq(numgrid(‘S’, i)) γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ i.  
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Εικόνα 5.5: Αποηελέζμαηα ανηιζηποθήρ delsq numgrid για απαιή μοπθή. 

 

΢ηηο Δηθόλα 5.4 θαη Δηθόλα 5.5 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ δνθηκώλ γηα ηελ 

αλαπαξάζηαζε ζε πιήξε θαη αξαηή κνξθή αληίζηνηρα. Οη εηθόλεο ηεο αξηζηεξήο ζηήιεο 

αληηζηνηρνύλ ζε ειάρηζην κέγεζνο κπινθ 8
2
, ελώ ηεο δεμηάο ζηήιεο ζε 256

2 
. 

 ΢ηηο εηθόλεο ηεο πξώηεο γξακκήο θαη ησλ δπν πεξηπηώζεσλ, ην buildtime αλαθέξεηαη 

ζην ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα νινθιεξσζεί ε εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ 

αλαδξνκηθήο δηάζπαζεο. Ο ρξόλνο απηόο επεξεάδεηαη θαηά θύξην ιόγν από ην min 

blocksize, ην νπνίν αλάινγα κε ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα θαζνξίδεη ην πιήζνο ησλ 

αλαδξνκηθώλ θιήζεσλ ηεο ηεξαξρηθήο δηάζπαζεο πνπ πξαγκαηνπνηνύληαη. ΢αλ 

απνηέιεζκα ζηηο εθηειέζεηο κε κεγαιύηεξν min block size ην buildtime είλαη 

κηθξόηεξν. 

 Όζνλ αθνξά ηνπο ρξόλνπο αληηζηξνθήο παξαηεξνύκε όηη ζηελ πξώηε πεξίπησζε ν 

ρξόλνο αληηζηξνθήο κε ρξήζε Hmatrix δελ απνθιίλεη πνιύ από ηνλ ρξόλν πνπ 

απαηηεί ε ζπκβαηηθή αληηζηξνθή ηνπ Matlab. ΢ηελ πεξίπησζε όκσο ηεο αξαηήο 
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αλαπαξάζηαζεο, ε Hmatrix αληηζηξνθή θαίλεηαη λα έρεη θαιύηεξεο επηδόζεηο έσο θαη 

10% (γηα ηελ πεξίπησζε όπνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ειάρηζην κέγεζνο κπινθ 256
2
). Σν 

γεγνλόο απηό είλαη πεξηζζόηεξν εκθαλέο ζηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο δεύηεξεο 

γξακκήο, όπνπ παξνπζηάδεηαη ε πνζνζηηαία δηαθνξά ησλ ρξόλσλ αληηζηξνθήο. 

΢πγθεθξηκέλα, νη κεηξήζεηο πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ νξηδόληην άμνλα 

ππνδειώλνπλ πην γξήγνξε αληηζηξνθή γηα ην Matlab, ελώ νη κεηξήζεηο πνπ 

βξίζθνληαη ζην θάησ κέξνο γηα ηνπο Hmatrices. ΢ηελ Δηθόλα 5.5 βιέπνπκε πώο ην 

κεγαιύηεξν κέξνο ησλ δηαθπκάλζεσλ βξίζθεηαη θάησ από ηνλ νξηδόληην άμνλα. 

 ΢ηηο εηθόλεο ηεο ηξίηεο γξακκήο γίλεηαη ε ζύγθξηζε ηεο κλήκεο πνπ απαηηείηαη κε 

ρξήζε Matlab θαη κε ρξήζε ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ. ΢ηελ πιήξε αλαπαξάζηαζε, ην 

Matlab θαίλεηαη λα έρεη πνιύ πεξηζζόηεξεο απαηηήζεηο κλήκεο ζε ζρέζε κε ηελ 

πινπνίεζε κε Hmatrices, θαζώο απνζεθεύεη θαη όια ηα κεδεληθά  ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα. Από ηελ άιιε, ζηελ πεξίπησζε πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ε (εμ’ νξηζκνύ 

ελεξγνπνηεκέλε ζην Matlab) ιεηηνπξγία αξαηώλ δνκώλ απνζήθεπζεο, ηόηε ην Matlab 

επηηπγράλεη θαιύηεξε θαηαλάισζε κλήκεο γηα ηελ απνζήθεπζε ησλ πηλάθσλ. 

Παξαηεξείηαη βέβαηα, όηη ελώ γηα ειάρηζην κέγεζνο κπινθ ίζν κε 8
2
 ε δηαθνξά είλαη 

πνιύ κεγάιε, γηα ειάρηζην κέγεζνο κπινθ ίζν κε 256
2
 ε δηαθνξά είλαη πνιύ 

κηθξόηεξε. Καζώο ην πιήζνο ησλ θόκβσλ πνπ ρξεηάδνληαη γηα ηελ αλαπαξάζηαζε 

ζηε δελδξηθή δνκή ηνπ Hmatrix είλαη πνιύ κεγαιύηεξν ζηελ πξώηε πεξίπησζε, γηα 

ηηο κεγαιύηεξεο απαηηήζεηο κλήκεο ηνπ Hmatrix ζα κπνξνύζε λα επζύλεηαη ελ κέξε ε 

«πιενλάδνπζα θαηαλάισζε κλήκεο ησλ θιάζεσλ ζην Matlab» πνπ αλαθέξζεθε ζηελ 

αξρή ηεο παξαγξάθνπ 4.2.  

 

 

5.2 Αποηελέζμαηα πινάκων UFget 

Πξνθεηκέλνπ λα ζρεκαηηζηεί κηα πην νινθιεξσκέλε εηθόλα, δνθηκάζηεθαλ θαη θάπνηνη από 

ηνπο πίλαθεο ηεο βηβιηνζήθεο UFget. Η UFget απνηειεί κηα δηεπαθή ηνπ Matlab θαη παξέρεη 

κηα κεγάιε ζπιινγή αξαηώλ πηλάθσλ (1877 πίλαθεο), από ην επξύηεξν θάζκα ησλ ζεηηθώλ 

επηζηεκώλ. Γηα ηηο αλάγθεο ησλ δνθηκώλ, ν αιγόξηζκνο αληηζηξνθήο ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ 

εθαξκόζηεθε ζε όινπο ηνπο πίλαθεο ηεο UFget πνπ αθνξνύλ πξνζνκνίσζε δηθηύσλ 

ηξνθνδνζίαο.  

Η ζύγθξηζε έγηλε γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ζε πιήξε κνξθή θαη γηα κέγηζην κέγεζνο κπινθ 

256
2
.  
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Εικόνα 5.6: Ανηιζηποθή πινάκυν UFget για απαιή μοπθή και μέγιζηο μέγεθορ μπλοκ 256
2 

΢ύκθσλα κε ηε δεύηεξε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο Δηθόλα 5.6, πνπ απνηειεί ηε ζύγθξηζε ηεο 

πνζνζηηαίαο δηαθνξάο ρξόλσλ, θαίλεηαη όηη ε αληηζηξνθή κε ηεξαξρηθνύο πίλαθεο, είλαη 

ζαθώο γξεγνξόηεξε από όηη απηή ηνπ Matlab. Σν πνην ζεηηθό απνηέιεζκα ζύκθσλα κε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε, αθνξά ζηελ αληηζηξνθή ηνπ έλαηνπ πίλαθα  από ην ζεη δνθηκώλ καο, 

όπνπ ν ρξόλνο αληηζηξνθήο κε ρξήζε ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ ήηαλ 50% ζε ζύγθξηζε κε ηελ 

ελζσκαησκέλε κέζνδν αληηζηξνθήο ηνπ Matlab. Ο πίλαθαο απηόο έρεη αξηζκό εγγξαθήο ζηε 

βηβιηνζήθε UFget 1627, νλνκάδεηαη Bai/qh768 θαη νη δηαζηάζεηο ηνπ είλαη 768 x 768. Να 

ζεκεησζεί όηη γηα ηηο ηηκέο ηεο γξαθηθήο, παξάζηαζεο πνπ απνπζηάδνπλ δελ έγηλαλ 

ππνινγηζκνί θαζώο δελ επαξθνύζε ε κλήκε θάλνληαο ρξήζε ηεο αληηζηξνθήο ηνπ Matlab. Η 

παξαπάλσ παξαηήξεζε είλαη εκθαλήο θαη από ηελ πξώηε γξαθηθή παξάζηαζε, όπνπ κόλν ε 

κπιε γξακκή δηαθόπηεηαη. 
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5.3 Γενικέρ παπαηηπήζειρ & ζςμπεπάζμαηα 

Οη ηεξαξρηθνί πίλαθεο, θαίλεηαη λα απνηεινύλ κηα πνιιά ππνζρόκελε ηερληθή γηα ηελ 

αλάιπζε θαη πξνζνκνίσζε κεγάισλ δηθηύσλ ηξνθνδνζίαο. Από ηα πεηξακαηηθά 

απνηειέζκαηα θαίλεηαη πσο επηηπγράλνπλ ηθαλνπνηεηηθνύο ρξόλνπο θαη κε πνιύ ρακειόηεξεο 

απαηηήζεηο ζε κλήκε, εηδηθά ζηελ πιήξε αλαπαξάζηαζε. Δλεξγνπνηώληαο ηελ αξαηή 

απνζήθεπζε ηνπ Matlab, νη απαηηήζεηο κλήκεο ησλ ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ είλαη νξηαθά 

κεγαιύηεξεο, επηηπγράλνληαο όκσο αθόκα θαιύηεξνπο ρξόλνπο αληηζηξνθήο.  

 Η  δνκεκέλε απνζήθεπζε  ησλ ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ βειηηώλεη ηηο επηδόζεηο, ιόγσ θαιύηεξεο 

ηνπηθόηεηαο ησλ δεδνκέλσλ, νπόηε θαη πξνθύπηνπλ ιηγόηεξα ζθάικαηα ζειίδαο. Οη δνθηκέο 

εθηειέζηεθαλ κέρξηο όηνπ λα κελ επαξθεί ε κλήκε γηα θάπνηα από ηηο δπν κεζόδνπο 

αληηζηξνθήο. Από ηα απνηειέζκαηα παξαηεξήζεθε όηη πάληνηε ε αληηζηξνθή ηνπ Matlab 

απνηύγραλε πξώηε, θαζώο ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα ζε απηή ηελ πεξίπησζε πεξηνξίδεηαη από ηε 

κέγηζηε ζπλερόκελε δηαζέζηκε κλήκε. Έηζη κηαο θαη ε αληηζηξνθή ησλ ηεξαξρηθώλ πηλάθσλ 

επηηπγράλεη ζε πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο, έλα επηπιένλ απνηέιεζκα ηεο ηεξαξρηθήο δόκεζεο 

θαίλεηαη λα είλαη ε θαιύηεξε εθκεηάιιεπζε ηεο κλήκεο. 

Γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ ζα πξέπεη λα ιεθζεί ππόςε ην γεγνλόο όηη ε παξαπάλσ 

πινπνίεζε έγηλε κε ηε δηεξκελεπόκελε (interpreted) γιώζζα ηνπ Matlab. Έηζη θξίλεηαη 

ζεκαληηθό ην γεγνλόο όηη πξνθύπηνπλ ζπγθξίζηκνη ή θαη θαιύηεξνη ρξόλνη αληηζηξνθήο από 

όηη κε ηελ ελζσκαησκέλε κέζνδν αληηζηξνθήο ηνπ Matlab, ε νπνία είλαη κεηαγισηηηζκέλε 

(compiled) θαη ζαθώο βειηηζηνπνηεκέλε γηα ηηο αλάγθεο ηνπ πξντόληνο. Αλ ρξεζηκνπνηεζεί 

θάπνηα γιώζζα ρακειόηεξνπ επηπέδνπ γηα ηελ πινπνίεζε ηεο αληηζηξνθήο  κε ηεξαξρηθνύο 

πίλαθεο, πηζαλώο λα βειηησζνύλ νη ρξόλνη αληηζηξνθήο θαη νη δηαθνξέο ζηελ θαηαλάισζε 

κλήκεο λα εμαιεηθζνύλ. 

Δπηπιένλ πξέπεη λα ζεκεησζεί, όηη όια ηα απνηειέζκαηα ησλ δνθηκώλ πνπ έγηλαλ είλαη 

αθξηβή. Γνθηκάζηεθε low rank approximation κε όξην ζρεηηθνύ ζθάικαηνο 10
-3

, αιιά 

δπζηπρώο ιόγσ ηεο θύζεο ησλ δνθηκαζηηθώλ πηλάθσλ ε πξνζέγγηζε  ρακειήο ηάμεο δελ 

ήηαλ ηειηθά εθηθηή. Καζώο ε πξνζέγγηζε ρακειήο ηάμεο είλαη από ηα θύξηα ραξαθηεξηζηηθά 

πνπ εθκεηαιιεύνληαη νη ηεξαξρηθνί πίλαθεο γηα λα επηηαρύλνπλ ηε δηαδηθαζία, ε εηθόλα πνπ 

ζρεκαηίζηεθε δελ ήηαλ νινθιεξσκέλε θαη αλακέλεηαη όηη κε πην ξεαιηζηηθνύο πίλαθεο ηα 

απνηειέζκαηα ζα είλαη αθόκα θαιύηεξα ζε ζρέζε κε ηηο παξαδνζηαθέο κεζόδνπο 

αληηζηξνθήο. 

Σα αξρεία θώδηθα ηεο πινπνίεζεο αιιά θαη ηα αξρεία δνθηκώλ, βξίζθνληαη άκεζα δηαζέζηκα 

ζηε ζειίδα ηνπ project ζην GitHub.  
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