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Εισαγωγικά

Στα CDMA συστήματα, σε κάθε χρήστη γίνεται η ανάθεση μιας κυματομορφής υπογραφής 
την οποία και χρησιμοποιεί για τη μετάδοση του σήματος του. Οι υπογραφές αυτές, όντας 
μεταξύ τους ορθογώνιες επιτρέπουν τα σήματα διαφορετικών χρηστών να επικαλύπτονται 
στο χρόνο και τη συχνότητα. Ο δέκτης (κινητό) του χρήστη ενδιαφέροντος, λαμβάνει το 
σήμα που εκπέμπεται από τον σταθμό βάσης και πρέπει να είναι σε θέση να ανιχνεύσει την 
πληροοορία που αφορά αυτόν και να την απομονώσει από το υπόλοιπο σήμα που αποτελεί 
για αυτόν παρεμβολή. Για να γίνει κάτι τέτοιο, είναι απαραίτητη η γνώση της κυματομορφής 
υπογραφής.

Εξαιτίας όμως του πολυοδικού φαινομένου (multipath) που εισάγει το κανάλι, η διάρκεια 
της υπογραφής αυξάνεται λόγω της συνέλιξής της με την κρουστική απόκριση του κανα­
λιού. Το αποτέλεσμα της συνέλιξής αυτής στη συνέχεια θα χαρακτηρίζεται ως σύνθυτη 
υπογραφή (composite signature). Προκειμένου λοιπόν να είναι δυνατή η ανίχνευση, θα πρέ­
πει να προηγηθεί η εκτίμηση του άγνωστου καναλιού.

Εκτός από το κανάλι μία δεύτερη παράμετρος που λαμβάνουμε υπ’ούη είναι το σφάλμα φέρου­
σας (carrier offset). Γενικά στους δέκτες ενός ασύρματου τηλεπικονωνιακού συστήματος 
παράγεται ένα ημιτονοειδές σήμα από έναν τοπικό ταλαντωτή, το οποίο θα πολλαπλασιαστεί 
με το λαμβανόμενο σήμα έτσι ώστε αυτό να μεταβεί από την ζώνη μετάδοσης (RF) στην 
ενδιάμεση ζώνη (IF) ή βασική ζώνη συχνοτήτων (baseband) για περαιτέρω επεξεργασία. 
Όταν πομπός είναι ο σταθμός βάσης και οι δέκτες τα κινητά των χρηστών, λόγω του δια­
φορετικού ταλαντωτή σε κάθε κινητό θα υπάρχει ένα μικρό υπόλοιπο φέρουσας (residual 
carrier) μετά από τον παραπάνω πολλαπλασιασμό, το οποίο και καλούμε σφάλμα φέρουσας.

Οι πιο πρόσφατες τυφλές (blind) τεχνικές από κοινού εκτίμησης καναλιού και σφάλμα­
τος φέρουσας (joint channel and carrier offset estimation) σε συγχρονισμένα συστήματα 
CDMA, βασίζονται στη μορφοποίηση του προβλήματος από τους Hui Lui και Guanghan 
Xu [1], Λαμβάνοντας υπ' όψη μόνο το πολυοδικό φαινόμενο προχωρούν σε μία εκτίμηση 
του καναλιού, μέσω μιας τεχνικής που βασίζεται στην ανάλυση των υπόχωρων σήματος και 
θορύβου από τα δεδομένα που λαμβάνει ο δέκτης. Οι Kemin Li και Hui Lui [2] προχωρούν 
στην από κοινού εκτίμηση του καναλιού και του σφάλματος φέρουσας μέσω της επίλυσης 
ενός πολυωνυμικού προβλήματος ιδιοτιμών, ενώ οι Samir Attallah και Hongyi Fu [3] μετα­
τρέπουν το παραπάνω σε γενικεύμενο πρόβλημα ιδιοτιμών.

Κύριο χαρακτηριστικό των τεχνικών αυτών είναι ότι βασίζονται στα δείγματα της υπογραφής 
του χρήστη ενδιαφέροντος τα οποία μένουν ανεπηρέαστα από τη διασυμβολική παραμβολή 
καθώς και ότι απαιτούν τη γνώση της διαστάσης του υπόχωρου του θορύβου. Έχοντας την 
πληροφορία αυτή πραγματοποιούν μια Ανάλυση συ Ιδιάζουσυς τιμές (Singular Value Decom­
position - SVD) ανάλυση σε έναν πίνακα μεγάλης διάστασης προκειμένου να πάρουν μία 
βάση για τον υπόχωρο του σήματος και του θορύβου και στη συνέχεια εκμεταλευόμενοι την 
καθετότητα των δύο υπόχωρων εκτελούν μία δεύτερη SVD ανάλυση για να πάρουν μία από 
κοινού εκτίμηση του καναλιού και του σφάλματος φέρουσας.

Αντίθετα, ot Doukopoulos και Moustakides [4], εξετάζουν το πρόβλημα της εκτίμησης του
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καναλιού απουσίας του σφάλματος φέρουσας, αντικαταστώντας την αρχική SVD ανάλυση 
για τον προσδιορισμό των βάσεων των δύο υπόχωρων με τον υπολογισμό της δύναμης ενός 
πίνακα. Με τον τρόπο αυτό δεν είναι απαραίτητη η γνώση της διάστασης του χώρου του 
θορύβου, ενώ λαμβάνονται υπ' όψη όλα τα δείγματα της σύνθετης υπογραφής του χρήστη, 
κάνοντας έτσι ρεαλιστική τη λύση του προβλήματος.

Στα πλαίσια της διπλωματικής αυτής δα εξεταστούν οι παραπάνω τεχνικές, παρουσιάζον­
τας οιναλυτικά τη μοντελοποίηση του προβλήματος και την τεχνική ανάλυσης υποχώρων. 
Έπειτα δα εφαρμοστεί η μεδοδολογία του [4] στο πρόβλημα της από κοινού εκτίμησης κα­
ναλιού και σφάλματος φέρουσας, παράγοντας μία διαφορετική λύση και μάλιστα μικρότερης 
πολυπλοκότητας από αυτή που υπάρχει στη βιβλιογραφία μέχρι τώρα. Συγκεκριμένα, η δομή 
που ακολουδείται είναι η εξής:

Στο Κεφάλαιο 1 γίνεται η μοντελοποίηση του προβήματος, με βάση το [1], καδορίζοντας 
το CDMA σήμα βασικής ζώνης που προορίζεται για έναν χρήστη. Εξετάζεται η διασυμβολι- 
κή παρεμβολή λόγω του πολυοδικού φαινομένου που εισάγει το κανάλι, ενώ απομονώνονται 
τα δείγματα της σύνδετης υπογραφής του χρήστη που παραμένουν ανεπηρέαστα. Στη συ­
νέχεια, καδορίζεται το σήμα που λαμβάνεται από το κινητό του χρήστη ενδιαφέροντος, το 
οποίο αποτελεί την υπέρδεση Ρ σημάτων που εκπέπονται από το σταδμό βάσης, κάδε ένα 
από τα οποία προορίζεται για έναν από τους Ρ χρήστες του συστήματος.

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζεται ο τρόπος με τον οποίο από τα δεδομένα που λαμβάνονται 
γίνεται ανάλυση των υποχώρων σήματος και δορύβου καδώς και το πώς εκτιμάται το κανάλι.

Στο Κεφάλαιο 3 εισάγεται η παράμετρος του σφάλματος φέρουσας στο πρόβλημα, γί­
νεται ανάλυση υποχώρων και πραγματοποιείται η από κοινού εκτίμηση του, με το κανάλι με 
βάση τις τεχνικές που προτείνονται στα [2] και [3], τα οποία και συγκρίνονται μεταξύ τους.

Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζεται η φιλοσοφία της τεχνικής του [4] και προσαρμόζεται 
στο πρόβλημά μας. Μετά από σύγκριση με τα παραπάνω καταλήγουμε στην καλύτερη από­
δοσή της και μικρότερη πολυπλοκότητά της.

Τέλος στο Παράρτημα έχει προστεδεί ο κώδικας των προσομοιώσεων, οι οποίες πραγ- 
ματοποιήδηκαν σε Matlab.
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Κεφάλαιο 1

Μοντελοποίηση Δεδομένων

Σήμα Βασικής Ζώνης για έναν χρήστη

θεωρούμε τις παρακάτω παραμέτρους:

{.$„} : η ακολουθία των συμβόλων πληροφορίας 

Ts : η διάρκεια του κάδε συμβόλου

Lc : το πλήδος των chip - κέρδος αναπτύγματος (spreading gain)

{c\... CLc\ck = ±1} : ο κωδικός του χρήστη 

Tc : η διάρκεια του κάδε chip

p(t) : η κυματομορφή chip με p(t) = 1 όταν 0 < t < Tc 

Η κυματομορφή υπογραφής του χρήστη (διάρκειας Τβ) είναι:

Lc
w(t) = ]Γ ckp(t - kTc) ,

fc=l

ενώ το CDMA σήμα βασικής ζώνης του έχει ως εξής :

y(t)= Σ snw(t * riTg) (1.1)
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Σχήμα 1.1: CDMA σήμα βασικής ζώνης για διαμόρφωση BPSK

Δειγματοληπτούμε το y(t) με ρυθμό δειγματοληψίας Rc = jr (chip rate), λαμβάνοντας 
από κάθε σύμβολο Lc δείγματα. Τα δείγματα που προκύτουν από τη δειγματοληψία του 
n-οστού συμβόλου είναι :

y(nTs + Tc), y(nTs + 2Tc), , y(nTs + LcTc) , Ts = LCTC

τα οποία προκύπτουν από την (1.1) ως εξής:

Lc

y{nTs + iTc) = ]Γ snckp(nTs + iTc - kTc - nTs)
fc=1

Lc

= ^ 1 ^nCfcp((i k)Tc)
Jfc=i '------- v------- -

' y(nTs + Tc) = sncx ( Cl ^y(nTs + 2Tc) = snc2
=>■ ■ . =*■ yn =

„ y{nTs -T LCTC) = sncLc l CLc /

Εξαιτίας της πολυοδικής διάδοσης, το σήμα που λαμβάνεται από το δέκτη αποτελείται από 
το αρχικό σήμα (σύμβολο) που ακολούθησε την απευθείας διαδρομή από τον πομπό προς 
αυτόν, καθώς και από ανακλάσεις του (λόγω φυσικών και τεχνιτών εμποδίων), που φθά­
νουν καθυστερημένα ακολουθώντας διαφορετικές διαδρομές. Το φαινόμενο αυτό οδηγεί σε 
διασυμβολική παρεμβολή, η οποία αυξάνεται με την αύξηση του ρυθμού μετάδοσης. Για να 
μελετήσουμε την απόδοση των συστημάτων κινητών επικοινωνιών είναι βολικό να εισάγου­
με ένα μέγεθος μέτρησης της διασποράς του καναλιού στο πεδίο του χρόνου, γνωστό ως 
διασπορά καθυστέρησης πολλαπλών διαδρομών (myltipath delay spread). Η καθυστέρηση 
αυτή αφορά τη μέτρηση του του χρονικού διαστήματος που μεσολαβεί ανάμεσα στην άφιξη 
του αρχικού συμβόλου και της τελευταίας καθυστερημένης έκδσης του.

Για το κανάλι, θεωρούμε ότι η κρουστική του απόκριση έχει διάρκεια LTC, πολλαπλάσιο της 
περιόδου του chip. Από τη στιγμή που η μέγιστη καθυστέρηση που εισάγει το κανάλι είναι 
ασήμαντη σε σχέση με τη διάρκεια του συμβόλου Ts υποθέτουμε ότι L <C Lc. Θα είναι:

Ld

h(t) = Σ aiP(t ~ Ti) ,
i=1
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Σχήμα 1.2: Το πολυοδικό φαινόμενο

όπου α, το μιγαδικό κέρδος του καναλιού, -η η κα6υστέρηση του μονοπατιού ι και Lj, το 
πλήθος των μονοπατιών. Δειγματοληπτώντας το h{t) με ρυΌμό δειγματοληψίας Rc — jr 
(chip rate), παίρονουμε L δείγματα και μπορούμε πλέον να μοντελοποιήσουμε το κανάλι ως 
ένα FIR φίλτρο με συντελεστές τα L δείγματα:

*»=(&! · · · hL )Τ

τα οποία συνιστούν το διάνυσμα του καναλιού (channel vector). Στη πορεία για τις διάφο­
ρες προσομοιώσεις "θα χρησιμοποη'θούν δύο κανάλια. Ένα δύσκολο με κρουστική απόκριση:

h = (0.407 0.815 0.407]Τ 

και ένα εύκολο με κρουστική απόκριση:

h = [0.04 - 0.05 0.07 - 0.21 - 0.5 0.72 0.36 0.21 0.03 0.07]Τ

Η διάρκεια της υπογραφής w{t) του χρήστη τώρα, λόγω του πολυοδικού φαινομένου που 
εισάγει το κανάλι, 6α αυξηθεί από LCTC σε (Lc + L)TC.

Lc
w(t) = Σ ckh(t - kTc),

k=1

με τη διακριτή της μορφή να έχει ως εξής:

Lc L

ckh(i -k + 1) = ]Γ hkc(i -k + 1)
fc=l k= 1

Επομένως, η ακολουθία {«γ} την οποία και στη συνέχεια 6α αποκαλούμε σύν6ετη υπογραφή 
αποτελεί τη συνέλιξη της ακολουθίας {/ι*} μήκους L με την ακολου6ία {c<} μήκους Lc και 
6α έχει μήκος Lc + L — 1. Σε μορφή πινάκων η συνέλιξη αυτή γράφεται ως εξής:
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Hard Channel Easy Channel

(α) Δύσκολο κανάλι. (β') Εύκολο κανάλι.

Σχήμα 1.3: Τα κανάλια των προσομοιώσεων

/ «7ι \
W2

\ WL.+L-1 J

( Οχ 0 

C2 Cl

: c2

CLC
0 CLc

\ 0 ...

=> w = Ch

0 \

Cl

C2

( hi \ 
h,2

\hLJ

0 cLcJ

όπου ο πίνακας C αποτελεί μία μήτρα Toeplitz διαστάσεων (Lc + L — 1) x L. Εξαιτίας της 
αύξησης αυτής στην διάρκεια της υπογραφής κατά τη δειγματοληψία του n-οστού συμβόλου 
ΰα έχουμε παρεμβολή με το (η — 1)-οστό σύμβολο. Από το παρακάτω σχήμα, κατά τη 
δειγματοληψία του δεύτερου συμβόλου προκύπτει:

( y(Ts + Tc) \ ' S2Wx + SxWLc+1 N
y(Ts + 2TC) S2W2 + SliCxc+2
y(Ts + 3TC) S2w3 + S\Wic+3

y(Ts + (L — 1 )TC)
—

s2w;l_i + siiCLc+i-i
y(Ts + LTC) s2wL + 0

^ y{Ta + LCTC) j ^ s2wLc + 0 /
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Σχήμα 1.4: Τα δύο πρώτα σύμβολα

Συνεπώς μετά από τη δειγματοληψία του n-οστού συμβόλου τα δείγματα που λαμβάνουμε 
είναι τα εξής:

/ wl WLC+1 \
W2 WLc+2 I

yn = Wl-1 WLc+L- 1 
wL 0

V wLc 0 /
To τμήμα του yn το οποίο παραμένει ανεπηρέαστο από τη διασυμβολική παραμβολή είναι:

χη =
wL

\ Wl< 7
Χη = W Sr

Για τα δείγματα Wi ,i = L,... ,LC της σύνθετης υπογραφής του χρήστη που μένουν ανεπη­
ρέαστα από την διασυμβολική παρεμβολή είναι:

L
νθι = Σ hkc(i — k + 1) ,i = L,... ,LC

k=1

t WL ^

V

( cL
CL+1

\ CLc

Cl

C2

CLc-L+1

\ ( hi \
h2

7 \ hL )

=> W = Ch ,
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με την C να αποτελεί μία μήτρα Toeplitz μεγέθους (Lc — L + 1) χ L.

Σήμα Βασικής Ζώνης για Ρ χρήστες

Έστω τώρα ότι έχουμε Ρ χρήστες. Για κάθε χρήστη ί, το όιάνυσμα με τα δείγματα του 
n-οστού συμβόλου που είναι απαλλαγμένα από τη διασυμβολική παραμβολή είναι το εξής:

/ Wi(L) \
Xi(n) = Si{n)

\ Wi(Lc) )

=φ· xi(n) = wiSi(n) , Wi — Cjhi

To διάνυσμα δεδομένων που λαμβάνει ο δέκτης θα αποτελεί το άθροισμα των διανύμάτων 
Xi(η), i—1 ...Ρ.

ρ ρ
Χη = ΣΧ«(η) = ^W*5*(n)

i=l ί=1
Το χ„ λοιπόν θα αποτελείται από τα Lc — L+1 δείγματα του n-οστού συμβόλου, το οποίο και 
σχηματίζεται από την υπέρθεση των n-οστών συμβόλων των Ρ χρηστών του συστήματος. 
Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι έχουμε Ν διανύσματα Χη , η = 1... Ν τα οποία προέρχονται 
από τη δειγματοληψία Ν συμβόλων που λαμβάνονται στο δέκτη.

' Χχ = WiSi(l) + W2S2(1) + · · · + WpSp(l)
x2 = WiSi(2) + w2s2(2) + ... + wPsp(2)

L ΧΛΓ = WiSi(iV) + W2S2(iV) + . . . + WpSp(N)

O X2 ΧΛ, ) = ( Wx W2

( -x(l)
«2(1)

si(2)
«2(2)

V sp(1) sP{2)

«1 (N) \
s2(N)

sP(N) )

=* XiLc-L+l)xN = W (Lc-L+1)xP SpXiV

10



Κεφάλαιο 2

Ανάλυση Ύποχώρων & Εκτίμηση 
Καναλιού

Στη συνέχεια χάνουμε τις εξής παραδοχές:

1. Θεωρούμε ότι οι Ρ στήλες του πίνακα W(lc-l+i)*p , δηλαδή τα διανύσματα υπογρα­
φών Wi, i — 1,..., Ρ των χρηστών, είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Επομένως οι στήλες 
του W θα αποτελούν μία βάση του υποχώρου σήματος (signal subspace)

2. θεωρούμε ότι οι Ρ γραμμές του πίνακα SpX)jv, δηλαδή τα σύμβολα των χρηστών, είναι 
γραμμικά ανεξάρτητα. Επομένως rank{W) = rank(S) = Ρ.

Η στήλη i = 1, ..., Ρ του πίνακα X αποτελεί γραμμικό συνδιασμό των Ρ γραμμικά ανε­
ξάρτητων στηλών του W με συντελεστές τα στοιχεία της i στήλης του S. Επειδή Ρ < Ν 
Όα έχουμε μόνο Ρ γραμμικά ανεξάρτητες στήλες στον X, οπότε ranfc(X) = Ρ. Πραγματο­
ποιώντας SVD ανάλυση στον πίνακα X(lc-l+i)xN έχουμε:

Οι πίνακες U και V είναι ορθογώνιοι. Οι στήλες Ui του U αποτελούν τα δ(ξιά ιδιάζοντα δια- 
νύσματα του πίνακα X και προκύπτουν από τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα ΧΧΗ. Ανάλογα, οι 
στήλες Vi του V αποτελούν τα αριστερά ιδιάζοντα διανύσματα του πίνακα X και προκύπτουν 
από τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα ΧΗΧ. Μάλιστα, αφού ranfe(X) = Ρ, η παραπάνω σχέση 
γράφεται:

Απουσία -θορύβου

Στη προηγούμενη παράγραφο καταλήξαμε ότι:

X-(Lc-L+l)xN = W(lc-L+1)xP Spxjv

=► X = Ui. ( Σ V? )
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=» X-(Lc-L+l)xN = Ui (Lc-L+1)xP B PxN

Οι στήλες του Ui αντιστοιχούν στις μη μηδενικές και διαφορετικές ιδιάζουσες τιμές του 
X, οπότε είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Από την τελευταία σχέση φαίνεται ότι η στήλη ι — 1, 
..., Ρ του πίνακα X αποτελεί γραμμικό συνδιασμό των Ρ γραμμικά ανεξάρτητων στηλών 
του Uj με συντελεστές τα στοιχεία της ι στήλης του Β. Για το λόγο αυτό οι στήλες του 
Ui αποτελούν μία βάση του υποχώρου σήματος.

Λόγω της ορΰογωνιότητας του U είναι Ui±U2. Δηλαδή το U2 είναι κάθετο στη βάση 
Ui του υποχώρου σήματος, άρα "θα είναι κάθετο και στο W που αποτελεί επίσης μία δια­
φορετική βάση του υποχώρου σήματος: U2XW. Συνεπώς, το ορθογώνιο συμπλήρωμα του 
υποχώρου σήματος αποτελεί τον υποχώρο θορύβου (noise sub space) και παράγεται από τις 
στήλες του U2. Μάλιστα, επειδή οι στήλες του U2 αντιστοιχούν στις μηδενικές ιδιάζοντες 
τιμές του X, δα' θα αποτελούν τη μοναδική του βάση.

Εκμεταλλευόμενοι λοιπόν την καθετότητα των δύο υποχώρων έχουμε:

U^w i = 0 , wi = Cjhi

=» U^Cihj = 0 ,i — 1,...,P

To παραπάνω σύστημα αποτελείται από (Lc — L + 1) — Ρ εξισώσεις και L αγνώστους 
Λί(1)... hi(L) οι οποίοι υπολογίζονται για κάθε έναν από τους i = 1,..., Ρ χρήστες. Εκτι­
μώντας το διάνυσμα του καναλιού hi του χρήστη ί μπορούμε στη συνέχεια να ανακτήσουμε 
την υπογρφή του Wj. Εδώ θα πρέπει να παρατηρήσουμε ότι ψοκαμενου το σύστημα να εχα 
λύση θα πρέπει:

(Lc — L+1) — Ρ > L =Φ> P<LC-2L+1

Τελειώνουμε την ανάλυση προσομοιώνοντας1 την διαδικασία για ένα CDMA σύστημα με 
διαμόρφωση BPSK, Ρ = 10 χρήστες, κέρδος αναπτύγματος Lc — 32. Ν — 80 τα λαμ- 
βανόμενα διανυσμάτα δεδομένων στο χρήστη ενδιαφέροντος, στο δύσκολο και στο εύκολο 
κανάλι, χωρίς την παρουσία θορύβου. Παρατηρούμε ότι η εκτίμηση είναι πάρα πολύ κοντά 
στην πραγματικότητα, αν εξαιρέσουμε το σφάλμα που γίνεται στο πρόσημο, το οποίο και δεν 
μπορούμε να αποφύγουμε.

‘ο κώδικας βρίσκεται στο Παράρτημα A (tl.m)
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]χήμα 2.1: Εκτίμηση καναλιού και σύνθετης υπογραφής με απουσία θορύβου

Παρουσία θορύβου

Σε ένα τηλεπικοινωνιακό κανάλι υπάρχουν διάφορες πηγές θορύβου που μπορούν να 
προκαλούν υποβάθμιση στο λαμβανόμενο σήμα. Θεωρήστε για παράδειγμα το θόρυβο που 
εισάγεται από την κεραία του δέκτη ή το θερμικό θόρυβο και το θόρυβο βολής που δημουρ- 
γούνται στο στάδιο προ-ενίσχυσης του δέκτη. Στην είσοδο του δέκτη, όλες αυτές οι πηγές 
θορύβου μοντελοποιούνται ως ένα σήμα προσθετικού λευκού Γκαουσιανού θορύβου, που εί­
ναι στατιστικά ανεξάρτητο από το επιθυμητό. Η φασματική πυκνότητα ισχύος του λευκού 
προσθετικού θορύβου μπορεί να ληφθεί από την ανάλυση διατάξεων, ή από πειραματικές με­
τρήσεις. Στην παράγραφο αυτή θα εισάγουμε την παράμετρο του θορύβου στα λαμβανόμενα 
δεδομένα και θα εξετάσουμε τη συμπεριφορά της μεθόδου ανάλυσης υποχώρων την οποία 
αναλύσαμε προηγουμένως.

Θα θεωρήσουμε τόσο το σήμα προς το χρήστη ενδιαφέροντος ί, όσο και τον θόρυβο που προ­
στίθεται σε αυτό ως στάσιμη υπό την ευρεία έννοια (wide sense stationary) στοχαστικές 
διαδικασίες, όπου μόνο οι δύο πρώτες ροπές τους, δηλαδή η μέση τιμή και η αυτοσυσχέτιση 
είναι ανεξάρτητες του χρόνου. Ο πίνακας αυτοσυσχέτιση<ζ e 'Rmxm μιας στάσιμης υπό 
την ευρεία έννοια στοχαστικής διαδικασίας x ορίζεται ως εξής:

Rxz = £{(χ-μ)(χ- μ)Τ)} ,

όπου μ το διάνυσμα μέσης τιμής της διαδικασίας. Για διαδικασίες μηδενικής μέσης τιμής, η 
παραπάνω σχέση γίνεται:

Rxx = Ε {χχγ}

=Φ- Rxx = Ε {

* ( Χι > \
χ2 ( \: ^ χ\ χ2 ■ · · xm J |

\ xm ) J
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Τ ( Χχ Χ\Χ2 · · · XlXm ^
\

ΧχΧ2 x\ #2#m
=φ· Rxx = Ε < 1 1 *. !

^ %mX 1 •^m^'2 · · · ) >

Το στοιχείο RXI(1, 1) είναι το Ε {xf} το οζοίο είναι ίσο με τη διασπορά σ2 του πρώτου 
στοιχείου όλων των πιθανών διανυσμάτων χ. Επειδή η διαδικασία είναι στάσιμη υπό την 
ευρεία έννοια είναι:

Rxx(l, 1) = Rxx(2,2) = ... = Rxx(m, τη) = σ2

οπότε η κύρια διαγώνιος του Rra είναι ίση με τη διασπορά της διαδικασίας. Το στοιχείο 
Η^(1,2) είναι το Ε {χιχ2} και αποτελεί την ετεροσυσχέτηση του πρώτου στοιχείου του 
διανύσματος x με το δεύτερο. Παρατηρούμε ότι τα στοιχεία:

Rxx(l, 2) = Rrx(2,3) = ... = Rra(m - 1, m)

αποτελούν την ετεροσυσχέτιση της διαδικασίας με μία καθυστερημένη κατά ένα δείγμα έκ­
δοσή της. Μάλιστα, επειδή είναι στάσιμη υπό την ευρεία έννοια θα είναι:

R**(l, 2) = Rra:(2,3) = ... = Rxx{m - 1, m) =

Rxx (2,1) = Rxx(3,2) = ... = R xx{m, m- 1) ,

πράγμα που σημαίνει ότι τα στοιχεία της πρώτης άνω και κάτω διαγώνιου είναι ίσα. Με το 
ίδιο σκεπτικό τα στοιχεία των j άνω και κάτω διαγώνιων είναι ίσα και εκφράζουν την ετε­
ροσυσχέτιση της διαδικασίας με μία καθυστερημένη έκδοση του εαυτού της κατά j δείγματα.

Σε μία διαδικασία όπου τα γειτονικά δείγματα συσχετίζονται, άρα αυτή μεταβάλλεται αρ­
γά με το χρόνο, οι διαγώνιες του Ria: ελαττώνονται σταδιακά όσο απομακρύνονται από την 
κύρια διαγώνιο.Σε μία διαδικασία όπου τα γειτονικά δείγματα δεν συσχετίζονται, άρα αυ­
τή μεταβάλλεται γρήγορα με το χρόνο, οι διαγώνιες του R^ ελαττώνονται πολ.ύ γρήγορα 
όσο απομακρύνονται από την κύρια διαγώνιο. Παράδειγμα τέτοιας διαδικασίας αποτελεί ο 
λευκός θόρυβος όπου κάθε δείγμα συσχετίζεται μόνο με τον εαυτό του. Όλα είναι τυχαία 
και ασυσχέτιστα και ο πίνακας αυτοσυσχέτισης μιας τέτοιας διαδικασίας θα έχει την εξής 
μορφή:

/σ2 \

Rxx = = σ2Ιrax 771

V )
Όσον αφορά τις ιδιότητες του πίνακα αυτοσυσχέτησης, είναι Hermitian, Toeplitz και θετικά 
ημι-ορισμενος. Κλείνοντας την αναφορά στον πίνακα αυτοσυσχέτησης εξετάζουμε τις ιδιοτι- 
μές του. Έστω det[RIX] η ορίζουσα του. Οι ιδιοτιμές θα αποτελούν τις λύσεις λ<, i = 1... Ν 
της χαρακτηριστικής εξίσωσης τάξης Ν:

det^R** — λΐ] = 0

και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα στήλης u, θα ικανοποιούν την εξίσωση:

R*TX^t -- Allj
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Για μια διαδικασία λευκού θορύβου συνεπάγεται ότι όλες οι ιδιοτιμές του λι = λ2 = ... \ν = 
σ2 είναι ίσες το u*, 1 < i < Ν μπορεί να είναι κάθε αυθαίρετο διάνυσμα. Αν ot ιδιοτιμές του 
είναι διακριτές, τότε τα ιδιοδιανύσματα είναι γραμμικά ανεξάρτητα και δημιουργούν μία βάση 
στον 1ΖΝ.

Επιστρέφουμε τώρα πίσω στο πρόβλημα μας. Το n-σοτό διάνυσμα δεδομένων που λαμ- 
βάνεται στον δέκτη, δείξαμε στην προηγούμενη παράγραφο ότι είναι:

ρ ρ
Σχί(η) =
ι=1

^WjSi(n) 
i=1

( Wi w2 ... w P )

f si(n) > 

S2(n)

K sp{n) )

^ — W(£c_£^-i)xp Sn

Έστω n(Lc-L+i)xi το διάνυσμα θορύβου, το οποίο και προστίθεται στα δεδομένα χ„. Ο 
πίνακας αυτοσυσχέτισης λοιπόν του λαμβανόμενου διανύσματος x„ + η στο δέκτη, ορίζεται 
ως εξής:

R-ii = £[(xn + ο)(Χη + η)Η] = £[(ws„ + n)(ws„ + n)H]

=Φ> Rix = w£[snsf ]wH + w£’[s„n//]w// + w£[ns^]wH + wi[nnH]wH

Αν θεωρήσουμε ότι τα δείγματα θορύβου με τα σύμβολα είναι ασνσχετιστα τότε £[s„nH] = 
S[ns^] = 0 και η παραπάνω σχέση γίνεται:

R.ra- ~~ wR^sW R„„

Τποθέτοντας ότι τα δείγματα της s„ είναι μεταξύ τους ανεξάρτητα, άρα και ασυσχέτιστα και 
ότι ακολουθούν την ίδια κατανομή, ο πίνακας Rss έχει ως εξής:

(< 

Κ 0

0 >

2
°*» ) ΡχΡ

Ανάλογα για τον πίνακα αυτοσυχέτισης του θορύβου, έχουμε:

Rrm =
0 >

2
σπ J (Lc-L+1)x(Lc-L+1)
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Τελικά ο πίνακας αυτοσυσχέτισης του n-στού διανύσματος που λαμβάνεται παρουσία ■θορύ­
βου θα είναι:

Rxx = w

/ σ1 + °ί 0
0

0 σί, + ση
ση 0

0 ··.

V 0 σ1

θΐχ — (νΧ ν2)

<>1+σΙ 0
0

0 σ1 + σ1
σ1 0

0
0 σ1

Vx
γ.

Η

Η

Επομένως μπορούμε να κάνουμε ανάλυση ιδιοτιμών του πίνακα προκειμένου να βρούμε 
τα ιδιοδιανύσματα VH που αντιστοιχούν στις μικρότφζς ώιοτψές σ\ και αποτελούν μία 
βάση του υποχώρου θορύβου. Στη συνέχεια υπολογίζουμε το διάνυσμα καναλιού hi για 
κάθε χρήστη i = 1,..., Ρ όπως πριν:

V2HWj = 0 , w j = Cihi

=► V2HCihi = 0 ,t = l ,.,.,Ρ (2.1)

Στην πράξη όμως αυτό που έχουμε είναι μία εκτίμηση του R^, με βάση έναν πεπερασμένο 
αριθμό λαμβανόμενων διανυσμάτων xn , η = 1,..., Ν:

1 Ν
ΝR ~ = ·^Σ^ = ^χχ·

ί=1

1
Ν'

Η

με X = ( Χι ... xjv ). Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να ανιχνεύσουμε μικρές αλλαγές 
στον κανονικό πίνακα αυτοσυσχέτισης με την πάροδο του χρόνου, με την προϋπόθεση ότι 
η αλλαγή στη διαδικασία έιναι μικρή πάνω στο διάστημα των Ν δειγμάτων. Επίσης, πλεόν η 
μικρότερη ιδιοτιμή δεν είναι ίση με μηδέν, αλλά με σ\. Συνεπώς η (2.1) γίνεται:

V2HCihi ~ 0 =*· (V2iiCi)iiV2HCihi ~ 0

=* (CiHVaVaeCi)h| ^ 0

και το hi θα αποτελεί το ιδιοδιάνυσμα το οποίο αντιστοιχεί στη μικρότερη ιδιοτιμή του πίνακα 
(CiHV2V2/iCi).
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Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της προσομοίωσης2 της παραπάνω διαδι­
κασίας στο ίδιο με πριν CDMA σύστημα 10 χρηστών, παρουσία θορύβου αυτή τη φορά με το 
σηματοθορυβικό λόγο (SNR) στο δέκτη να αυξάνει από 0 σε 30 db. Η ισχύς του σφάλματος 
εκτίμησης ορίζεται ως:

MSE = Ε min
h

IN

όπου το Ε1!·} εκφράζει το στοχαστικό μέσον όρο, ο οποίος προσεγγίζεται εφαρμόζοντας 
αριθμητικό μέσο όρο σε 100 (ανεξάρτητες προσομοιώσεις. Τέλος στα σχήματα που ακο­
λουθούν, το MSE παρουσιάζεται σε db, δηλαδή lOloglO(MSE). Και στις δύο περιπτώσεις 
καθώς αυξάνεται το SNR, το MSE ελαττώνεται.

Hard channel Easy channel

(a) Δύσκολο κανάλι. (3') Εύκολο κανάλι.

Σχήμα 2.2: MSE εκτίμησης καναλιού σε συνάρτηση με το SNR

2ο κώδικας βρίσκεται Παράρτημα A (t2.m)
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Κεφάλαιο 3

Από Κοινού Εκτίμηση Καναλιού και 
Σφάλματος Φέρουσας

Προσδιορισμός του σφάλματος φέρουσας

Οι αποδιαμορφωτές που χρησιμοποιούνται στους δέκτες κατηγοριοποιούνται είτε ως σύμ­
φωνοι είτε ως ασύμφωνοι. Εξαρτάται από το αν χρησιμοποιούν ή όχι ένα σήμα φορέα, το 
οποίο ιδανικά πρέπει να έχει την ίδια φάση και την ίδια συχνότητα με τον φορέα του πομπού, 
για να μπορέσει ο δέκτης να αποδιαμορφώσει το λαμβανόμενο σήμα. Συνήθως τόσο η φάση 
όσο και η συχνότητα ανακτώνται από το λαμβανόμενο σήμα χρησιμοποιώντας ένα κύκλωμα 
βρόχον κλαδωμένης φάσης (phase locked loop,PLL), το οποίο χρησιμοποιεί έναν τοπικό 
ταλαντωτή. 0 ανακτώμενος φορέας μπορεί να διαφέρει από τον φορέα του πομπού λόγω 
του θορύβου φάσης που μπορεί να οφείλεται π.χ. σε ολίσθηση συχνότητας του ταλαντωτή 
και λόγω των δυναμικών χαρακτηριστικών και της μεταβατικής συμπεριφοράς του βρόχου 
κλειδωμένης φάσης.

Ο ανακτώμενος φορέας εκφράζεται ως:

u(t) = V0[l + α(ί)] cos(ωσί + φά(ί) + —) ,

όπου το d (μακροπρόθεσμη ολίσθηση) αντιπροσωπεύει το αποτέλεσμα λόγω γήρανσης του 
ταλαντωτή, το α(ί) είναι ο θόρυβος πλάτους και το <f>j(t) προσδιορίζει το θόρυβο φάσης. 
Συχνά ο θόρυβος πλάτους καθώς και το αποτέλεσμα γήρανσης του ταλαντωτή, μπορούν να 
(αγνοηθούν. Ο θόρυβος φάσης συνήθως εισάγεται στο μοντέλο ενός συστήματος μετάδοσης 
ως εξής:
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Σχήμα 3.1: Ισοδύναμο μοντέλο καναλιού βασικής ζώνης μετάδοσης

Ο θόρυβος φάσης ή σφάλμα φέρουσας <j)j{t), όπως θα τον αποκαλούμε στη συνέχεια, 
αποτελείται από αιτιοκρατικές συνιστώσες και τυχαίο θόρυβο. Για παράδειγμα, μεταβολές 
της θερμοκρασίας, της τάσης τροφοδοσίας και της εμπέδησης εξόδου του ταλαντωτή είναι 
μερικές αιτιοκρατικές συνιστώσες.

Στο κεφάλαιο αυτό θα εισάγουμε το σφάλμα φέρουσας στο λαμβανόμενο CDMA σήμα 
και θα κάνουμε από κοινού εκτίμηση του με το κανάλι (joint channel and carrier offset 
estimation). Τώρα θα θεωρήσουμε ότι το σήμα που λαμβάνεται στον δέκτη από ένα χρήστη 
έχει ως εξής:

y{t) ~Y^aix{t-Ti)eiw{t~n) , (3.1)
1=1

όπου Ld ο αριθμός των μονοπατιών, αι και η η εξασθένιση και η καθυστέρηση αντίστοιχα 
που εισάγεται από το μονοπάτι I, x(t) το CDMA σήμα βασικής ζώνης του χρήστη και ω το 
υπόλοιπο φέρουσας λόγω του μη καλού συγχρονισμού μεταξύ πομπού (σταθμός βάσης) και 
δέκτη (κινητό του χρήστη).

Για την υπογραφή και το σήμα βασικής ζώνης του χρήστη, όπως δείξαμε στο Κεφάλαιο 
1, έχουμε αντίστοιχα:

Lc
w(t) = ]Γ ckp(t - kTc)

k= 1
(3.2)

OO
x{t) = Σ snw(n - Ts)

n=—oo
(3.3)

Με βάση τις (3.2) και (3.3) η (3.1) γίνεται:
oo Lc Ld

y{t) = Σ - Τ, - nTs - kTc)e**^
n=—oo k=1 1=1

(3.4)

Θέτωντας:
Ld

h(t) = Σ aiP(t ~ τι)ε~]ωΤι 
1=1
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η (3.4) γίνεται :
οο LC

V(t) = Σ ^ Σ C^h(t ~ nTa - kTc)
n=-oo fe=1

Δειγματοληπτούμε το y(t) με ρυθμό δειγματοληψίας Rc= jr (chip rate), λαμβάνοντας ατό 
κάθε σύμβολο Lc δείγματα. Τα δείγματα του προκύτουν ατό τη δειγματοληψία του η-οστού 
συμβόλου είναι:

Lc
y(nTs + iTc) = sne>^nTe+iT^ £ ckh(nTs + %TC - nT8 - kTc)

k=1

=> y(nLcTc + iTc) = sne>“nTs £ ckh((i - k)Tc)e-****
fc=1 

L
=> y{nLc + i) = sne>Lc<lm Σ ftfcCwk+ie**

k—l
L

=> y(«^c + *) = sne>Lc4m Σ hkCi-k+1*?*
k—l

με φ = και Te = LCTC. Για τα δείγματα Wi,i = L,..., Lc της σύνθετης υπογραφής του 
χρήστη του μένουν ανεπηρέαστα από την διασυμβολική παρεμβολή είναι:

tOi = 53 ^fcc(* ~ & + l)e** , i = L,..., Lc
fc=l

^ WL >

V /

/
e?(i+i)0 CL+1

Cl Ν ( hl \
C2 h<i

CLe-L+l / \ hi )

W = Z(ie_i+1)X(£c_i+i) hi,xi

Τον πίνακα Z μπορούμε να τον γράψουμε ως εξής:

/ gi[*+(L-lW]

ζ =

V

λ

gj[(Lc-i.+l)iH-(I.—1)0! j

=► Z -

/ ei[<H-0] λ

%II

/ e* \

ej[(Le—L+l)<t>+e] !
\

gj(Lc—L+l)<p

20



Τα Lc — L + 1 δείγματα λοιπόν από το η-οστό σύμβολο που παραμένουν ανεπηρέαστα από 
τη οιασυμβολική παρεμβολή είναι :

( y(nLc + L) > 
y{nLc + L + 1)

V y(nLc + Lc) /

f wl \

=
i^L+1 

\ /

sneiie*B w

Έστω τώρα ότι έχουμε Ρ χρήστες. Για κάθε χρήστη i, το διάνυσμα με τα δείγματα του 
n-οστού συμβόλου που είναι απαλλαγμένα από τη διασυμβολική παραμβολή είναι το εξής:

Xi(n)

( Wi{L) \
Si{nynL^'

\ Wi{Lc) )

=» Xi(n) = \visi(n)ejnLc<t>'

με τον πίνακα w, για τον χρήστη i να είναι:

( wi{L) λ 
Wi(L + l) I

\ Wi(Lc) /

(eάΦχ

οΡ'
ej24>, \ ( Ci(L)

q(L + 1)
Ci(L-l)

Ci(L)
q(1)
ci(2)

\ / Λί(Ι) \
hi( 2) 1

V ^(Lc-L+l)^ y ^ q(£c) q(Tc i) Ci(Lc-L + l) / V hi(L) )

=> Wj = ZjCjhj

To διάνυσμα δεδομένων που λαμβάνει ο δέκτης θα αποτελεί το άθροισμα των διανυσμάτων
Xi(ra), i — 1.. .F.

= ]£x*(n) = X]wlsi(n)e-?>lLi:*
i=l i=l

To x„ λοιπόν θα αποτελείται από τα Lc — L+1 δείγματα του n-οστού συμβόλου, το οποίο και 
σχηματίζεται από την υπέρθεση των n-οστών συμβόλων των Ρ χρηστών του συστήματος. 
Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι έχουμε Ν διανύσματα χ„ , η — 1... Ν τα οποία προέρχονται 
από τη δειγματοληψία Ν συμβόλων που λαμβάνονται στο δέκτη.
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Τα Lc — L + 1 δείγματα λοιπόν από το η-οστό σύμβολο που παραμένουν ανεπηρέαστα από 
τη διασυμβολική παρεμβολή είναι :

( y{nLc + L) > 
y(nLc + L + 1)

V yip-Lc + Zyc) )

( WL \

= snejLc<l>n
WL+1 

\ WLC )

snejLc^ w

Έστω τώρα ότι έχουμε Ρ χρήστες. Αν θεωρήσουμε Για κάθε χρήστη i, το διάνυσμα με 
τα δείγματα του n-οστού συμβόλου που είναι απαλλαγμένα από τη διασυμβολική παραμβολή 
είναι το εξής:

Xi(n)

1 Wi(L) y

\ Wi{Lc)
Si(n)e,jnLc<f>i

=Φ Xi(n) — WiSi(n)einL^‘

με τον πίνακα w, για τον χρήστη ί να είναι:

/ Wi(L) \ 
Wi(L + 1)

\ Wi(Lc) )

( e
JOi

άφί
ρί2Φί

\ ( ct(L)
Ci(L + 1)

Ci(L - 1)
(k(L)

Ci{ 1)
M2)

\ / A-(l) \ 
M2)

V gj(Lc—£-4-1)0» y \ Q(^c) Ci(Lc 1) Ci(Lc — L + 1) / V M^) /

=^· Wj — ZiCjhj

Επισημάνουμε ότι στην περίπτωση που θεωρούμε ως δέκτη το κινητό του χρήστη ενδιαφέ­
ροντος στο σφάλμα φέρουσας είναι κοινό παντού, οπότε αντί για ψι θα έχουμε φ.

Το διάνυσμα δεδομένων που λαμβάνει ο δέκτης θα αποτελεί το άθροισμα των διανυσμά- 
των x*(n), ί — \...Ρ.

Xn = £xi(n) = ]Γ WjSj(n)eJ'n£,c^
ί—1 ι=1

Το χ„ λοιπόν θα αποτελείται από τα Lc—L+l δείγματα του n-οστού συμβόλου, το οποίο και
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=» e-*eP(Pxz + P2z2 + ... + PKzK)h m 0

(EV)
fc=1 (Lc-L)xL iLxl ~ 0 Q(*)h~0 (3.6)

=* (QH(2)QW)h ~ 0 

=» Qix£ h ~ 0

Παρατηρούμε λοιπόν ότι καταλήξαμε σε ένα πολυωνυμικό πρόβλημα ιόιοτιμών. Όταν ζ = 
ζ0 = e^°, όπου φ0 είναι το πραγματικό σφάλμα φέρουσας, ο πίνακας <2(ζσ) da πρέπει να 
μην είναι αντιστρέψιμος, προκειμένου το διάνυσμα καναλιού h να ορίζεται μονοσήμαντα. 
Συνεπώς το πραγματικό σφάλμα φέρουσας da αντιστοιχεί στην μικρότερη ιδιοτιμή (η οποία 
da είναι πολύ κοντά στο μηδέν) του πίνακα Q(za) και το διάνυσμα καναλιού da αποτελεί το 
αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. Μάλιστα επειδή το είναι μοναδικό da είναι:

• για ζ = ζ0 η μικρότερη ιδιοτιμή προσεγγίζει το μηδέν

• για ζ φ ζ0 η μικρότερη ιδιοτιμή είναι διάφορη του μηδενός

Συνοψίζοντας, τα βήματα που aκoλoυdoύμε είναι τα εξής:

1. SVD ανάλυση στον πίνακα αυτοσυσχέτισης προκειμένου με πάρουμε τα ιδιοδιανύσματα
που αντιστοιχούν στις μικρότερη ιδιοτιμός και αποτελούν μία βάση του υποχώρου 

θορύβου.

2. δειτματοληψία του φ στο διάστημα [—0.1 0.1], όπου θεωρούμε ότι κυμαίνεται και για 
κάdε τιμή του κρατάμε την μικρότερη ιδιοτιμή του πίνακα Q. Η εκτίμηση του σφάλματος 
φέρουσας da είναι το φ εκείνο που δίνει τη μικρότερη ιδιοτιμή και η εκτίμηση του 
καναλιού da είναι το ιδιοδιάνυσμα που της αντιστοιχεί1.

φ: -0.0163 
φ : -0.0165

h = 0.4070 0.8150 0.4070 
^ = —0.4123 -0.8118 -0.4131

‘ο κώδικας βρίσκεται στο Παράρτημα A (methodl.m)
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Hard channel, SNR-IOdb

Σχήμα 3.2: Ot μικρότερες ιδιοτιμές σε συνάρτηση με τα δείγματα φ - Δύσκολο κανάλι

Easy channel, SNR»10db

yvχήμα 3.3: Οι μικρότερες ιδιοτιμές σε συνάρτηση με τα δείγματα φ - Εύκολο κανάλι

φ : 0.0877
φ : 0.0880

h = 0.0400 h = -0.0483
-0.0500 0.0306

0.0700 - 0.0735
-0.2100 0.2106
-0.5000 0.4615

0.7200 - 0.7049
0.3600 - 0.3628
0.2100 - 0.2087
0.0300 - 0.0215
0.0700 - 0.0816
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Hard Channel Herd Channel

(a) MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε συ­
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 3.4: Δύσκολο κανάλι

Easy Channel Easy Channel

(a') MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε συ­
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 3.5: Εύκολο κανάλι

Στις παρακάνω γραφικές παραστάσεις, παρουσιάζεται το MSE εκτίμησης σφάλματος 
φέρουσας και καναλιού σε συνάρτηση με το SNR για τα δύο κανάλια. Στο δύσκολο κανάλι 
το MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας παίρνει μικρότερες τιμές κα-θώς αυξάνει το SNR 
σε σχέση με το εύκολο κανάλι, ενώ το αντίθετο συμβαίνει με το MSE εκτίμησης καναλιού. 
Επομένως, στο εύκολο κανάλι έχουμε καλύτερη εκτίμηση του διανύσματος καναλιού, ενώ 
στο δύσκολο κανάλι έχουμε καλύτερη εκτίμηση του σφάλματος φέρουσας.
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Αναγωγή σε Γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών

Ένας διαφορετικός τρόπος αντιμετώπισης του προβλήματος είναι να ανάγουμε το πολυω- 
ννμικό πρόβλημα ιόιοτψών σε ένα γζνικχυμένο πρόβλημα ιόιοτψών. Από την (3.6) λοιπόν 
έχουμε:

(ΡκζΚ + Ρκ-ιΖΚ 1 + · · · + Ρ2Ζ2 + Piz)h ~ 0

=>PKzz^h + pK-i£l3 + Ρκ-2θ + · + ρ2 Ο +Pl O' -°
Xlixl Χΐχ,χΐ X2LX1 χΚ-2ζ,χΐ χΚ-ΐ£,χ1

=> ΡκΖΧΐ + Ρκ-lXl + Ρκ-2Χ2 + · · · + Ρ2ΧΚ-2 + ΡΐΧΚ-1 - 0

t /Ρκ 0 ... 0 \ ( Ρκ-l Pk-2 · · · Pi > λ < Χχ >
0 I 0 -I 0 ... 0 x2

z ·. : + : ;

V l 0 ··· 0 I j

• o

1

• o ) V χκ-ι /

0

(K-1)L>

=> (ζΧ + Υ)χ ~ 0 

Υχ ~ (—2)Χχ =φ· Αχ ~ ΛΒχ

(3.7)

Καταλήξαμε λοιπόν σε ένα γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών, με τον πίνακα ζΧ + Υ να έχει 
τις ίδιες ιδιοτιμές με τον Q(z). Ας εξετάσουμε τις διαστάσεις των πινάκων. Η παραπάνω 
εξίσωση πινάκων οδηγεί στο εξής σύστημα εξισώσεων:

' (Ρκ + Ρκ-ΐ)2Χΐ + Ρκ-22Χ2 + · · · + Ρΐ^ΧΚ-1 - 0(Lc-L)xl
—Ιχΐ + ζΙΧ2 — Ο/,χΐ 

, —ΪΧ2 + 2ΐχ3 — 0^x1

( -Ιχκ-2 + ζΐχκ-ι - Olxi

Συνεπώς προκειμένου να ορίζονται οι πράξεις, οι διαστάσεις των πινάκων μέσα στους πίνακες 
L και X 6α έχουν ως εξής:

Χ =

/ Ρκ(Lc-L)xL 

i 0 LxL

0 (Lc-L)xL 
I LxL

0(Lc-L)xL \ 

0 LxL I

V 0 LxL 0 LxL '-LxL [(LC-L)+(K-2)L] x(K-l)L
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f Ρκ—1 (Lc-L)xL Ρκ-2(Lc-L)xL 

—ILxL 0LxL

0 LxL -I

1 {Lc-L)xL \

LxL

0 LxL 

0 LxL ) [(Lc-L)+(K-2)L)x{K-l)L

Παρατηρούμε ότι μόνο όταν Lc = 2L οι πίνακες X και Υ είναι τετραγωνικοί και μπορούμε 
να λύσουμε το γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών, με την εκτίμηση του σφάλματος φέρουσας 
να αντιστοιχεί στην μικρότερη ιδιοτιμή και την εκτίμηση του καναλιού να προέρχεται από το 
αντίστοιχο το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα επιλέγοντας τα L πρώτα στοιχεία και διαιρώντας με 
—ζκ~1. Διαφορετικά,από την (3.7) συνεχίζουμε ως εξής:

(ζΧ + Υ)Η(ζΧ + Υ)χ ~ 0 =► (ζ"1Χη + Υη)(ζΧ + Υ)χ^0

=» (ζ-1ζΧηΧ + ζ_1ΧΗΥ + ζΥΗΧ + Υ*Υ)χ ~ 0 

=> (ζ2ΥΗΧ + ζ{ΧΗΧ + ΥΗΥ) + XHY)x ~ 0

=* Q(K-1)Lx(K-1)L χ =* 0

Η εκτίμηση γίνεται όπως και πριν, δειγματοληπτώντας το φ στο [—0.1 0.1] και επιλέγοντας 
το φ που αντιστοιχεί στην μικρότερη ιδιοτιμή του Q κάθε φορά. Όμως στην περίπτωση αυτή 
η διάσταση του Q είναι πολύ μεγάλη, πράγμα που καθιστά την SVD χρονοβόρα.
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Προσέγγιση του πίνακα Ζ με τη βοήΌεια του αναπτύγματος Taylor-

Κλείνοντας το κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε έναν τρόπο αντιμετώπισης του προβήμα- 
τος ο οποίος βασίζεται στην προσέγγιση του πίνακα Ζ, της (3.5) μέσω της σειράς Taylor, 
θέτωντας D = diag{ 1,2,..., Κ} είναι:

Ζ, — I + + 0'ώ)2τ>2 , , ϋΦίΤπη ,
2! η!

Χρησιμοποιώντας τους δύο πρώτους όρους της σειράς Taylor η (3.5) γίνεται:

V2H(I + j^jD)Cihj ~ 0

Συνεπώς τα ζητούμενα φί και hi είναι αυτά για τα οποία ισχύει:

Φί, hi = argmin || V2H(I + j>D)Cihj ||2
Φίι^Η

=ϊ φΐ,hi = argmin II V^Cihi+j^V^DCihi ||2 
Φί jhi ^ ^ ^ ^

Ai Bi

hi = arg min J(φί, h»)
0i, hi

Για τη συνάρτηση κόστους J(0i,/ii) έχουμε:

J^iM) = (Ajhj + j>iBihi)ii(Aihi + j^Bihj)

J(^, = hf Af Aihi + #ihf (AjBj - Bf Aj)hj + tfhfBfBih,

=*> = Af Aihi + jφi(AiBi - Bf Aj)hi + φ\ Bf Bihj

θέτωντας την παράγωγο ίση με 0 παίρνουμε το hi εκείνο το οποίο ελαχιστοποιεί τη συνάρ­
τηση κόστους:

ai(^ hz) « 0 =» (Af A* + jφi(A^Bi - Bf Ai) + φ*Bf Bi)hi « 0 (3.8)

Παρατηρούμε ότι η (3.8) οδηγεί σε ένα πολυωνυμικό πρόβλημα ιδιοτιμών, το οποίο και στη 
συνέχεια θα ανάγομε στο γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών Μχ = λχ. Από την (3.8) θέτον­
τας gi = φήΐ, έχουμε:

Af Aihi + j(A,Bi - Bf Ai)gi + <&Bf Bigi « 0
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=> — (Bf Bj)-1Af Aihj — j(Bf Bi)-1(A,Bj - Bf A,)» - Φ& « 0

0 I
~(BfBi)_1Af Aj -j(Bf B,)-1 - (AiBjBf A*)

2Ly.1L

h*

g i
~φί

2Lxl

hi 
g i

0

=Φ· Mx — <^x fa 0

Καταλήξαμε λοιπόν σε ένα γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών με την εκτίμηση του σφάλματος 
φέρουσας να αποτελεί την μικρότερη ιδιοτιμή του πίνακα Μ και την εκτίμηση του διανύ- 
σματος καναλιού, τα L πρώτα στοιχεία του αντίστοιχου ιδιοδιανίσματος. Από τις γραφικές 
παραστάσεις που ακολουθούν παρατηρούμε τη μέθοδο προσέγγισης με Taylor να δίνει κα­
λύτερες εκτιμήσεις σφάλματος φέρουσας και διανύσματος καναλιού στο δύσκολο κανάλι, 
από ότι στο εύκολο (σχήματα 3.6 και 3.7).

Τέλος, συγκρίνοντας τη με την πρώτη τεχνική που οδηγεί σε ένα πολυωνυμικό πρόβλη­
μα ιδιοτιμών, παρατηρούμε την πρώτη τεχνική να δίνει καλύτερες εκτιμήσεις στο εύκολο 
κανάλι, ενώ η Taylor καταφαίρνει μόνο να δώσει μία καλύτερη εκτίμηση σφάλματος φέ­
ρουσας στο δύσκολο κανάλι (σχήματα 3.8 και 3.9). Θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε 
περισσότερους συντελεστές στην Taylor τεχνική με αποτέλεσμα να είχαμε σαφώς καλύτερη 
εκτίμηση. Κάτι τέτοιο θα οδηγούσε πάλι σε ένα γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών του οποίου 
όμως το μέγεθος ϋα ήταν απαγορευτικό για SVD ανάλυση.
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Hard Channel Hard Channel

(a') MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε συ­
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 3.6: Προσέγγιση Taylor - Δύσκολο κανάλι

Easy Channel Easy Channel

(a') MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε συ­
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 3.7: Προσέγγιση Taylor - Εύκολο κανάλι
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(a) MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε συ 
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 3.8: Σύγκριση των δύο τεχνικών στο δύσκολο κανάλι

Easy Channel Easy Channel

(a) MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε συ 
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 3.9: Σύγκριση των δύο τεχνικών στο εύκολο κανάλι
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Κεφάλαιο 4

ΜέΌοδος 'Ύψωσης σε Δύναμη

Οι τεχνικές εκτίμησης του αναλύσαμε προηγουμένως βασίζονται σε δύο βήματα:

1. SVD ανάλυση πάνω σε ένα μεγάλο πίνακα προκειμένου να πάρουμε μία βάση του χώρου 
του θορύβου του λαμβανόμενου σήματος.

2. SVD ανάλυση πάνω σε ένα πίνακα μικρότερου μεγέθους για την εκτίμηση του καναλιού 
και του σφάλματος φέρουσας.

Βασικό μειωνέκτημα των τεχνικών αυτών είναι η γνώση της διάστασης του χώρου του θορύ­
βου. Λαμβάνοντας υπ’οψη μόνο τα δείγματα της σύνθετης υπογραφής που είναι απαλλαγμένα 
από τη διασυμβολική παραμβολή καταλήγουμε στο ότι ο υποχώρος σήματος έχει διάσταση 
Ρ, όσος και ο αριθμός των χρηστών, ενώ ο υποχώρος θορύβου Lc — L + l — Ρ. Αν θέλουμε 
όμως να συμπεριλάβουμε όλα τα δείγματα της σύνθετης υπογραφής, τότε οι διαστάσες των 
δύο υποχώρων δεν είναι τόσο προφανής.

Στην παράγραφο αυτή θα δουλέψουμε με όλα τα δείγματα της υπογραφής και στην πορεία 
θα δούμε ότι μπορούμε να αντικαταστήσουμε την πρώτη SVD ανάλυση με τον υπολογίσμο 
μίας δύναμης ενός πίνακα, ενώ δεν θα χρειαστούμε καθόλου τη γνώση της διάστασης του 
χώρου του θορύβου.

Τα Lc + L — 1 δείγματα από το n-στό σύμβολο που λαμβάνονται στο δέκτη δείξαμε ότι 
είναι:

L

y{nLc + i) = sne?Lc4m hkci-.k+iej<t>i , i = 1,..., Lc + L — 1
k= 1s--------- *----------'

Wi

( y{nLc +1) > ( Wi >
y{nLc + 2) w2

— :

< y{nLc + [Lc + L — 1]) ) K WLC+L-1 /

όπου τα δείγματα της σύνθετης υπογραφής έχουν ως εξής:
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/ Wi \
w2

( ε3φ
pJ2 Φ

\ «'Lc+L-l / V 0j(Lc+L—l)<t>

( a 0

c2 Cl 

: c2

CLc ■
0 cLc

0 \

Cl

C2

( Λι \ 
h2

\hL)

l o ... o CLc ;

=*► W(ic+£,_1)X1 = Z(IC+L_1)X(I,C+L-1) C{i,c+L_1)XL hixl

Επικεντρωνόμαστε στον χρήστη ενδιαφέροντος (Ζ* = Ζ, C, = C, h* = h). Θεωρούμε ότι 
λαμβάνει στο δέκτη του Ν διανύσματα δεδομένων, κάθε ένα από τα οποία αποτελεί την 
υπέρθεση των συμβόλων Ρ χρηστών. Λαμβάνοντας υπ' όψη και τα διανύσματα θορύβου που 
βρίσκονται στον πίνακα N(lc+l-i)xN, τα Ν διανύσματα δεδομένων που λαμβάνονται στο 
δέκτη θα έχουν ως εξής:

X(Lc+£-l)xiV = W(ic+i_i)xp S ΡχΝ +· Af(Lc+L-l)xN

Έστω ότι εκτελούμε SVD ανάλυση στον πίνακα αυτόσυσχέτισης του X. Σύμφωνα με την 
ανάλυση προηγούμενης παραγράφου θα καταλήγαμε στα εξής:

R, ( Us Un )

<% + <£ 0 \
0

0 σί + ση

ση 0
0 ■·.

0 ση /

USH

(4.1)
Εκμεταλευόμενοι στη συνέχεια την ορθογωνιότητα ανάμεσα στο χώρο του θορύβου και του 
σήματος θα είχαμε:

U^Wj = 0 =» UnH Ζ C h = 0

(unH ζ c)H(un* Ζ C) h = 0

=Φ· (CH ΖΗ UnUnH Ζ c) h = 0, (4.2)

με τον UnU„H να αποτελεί τον πίνακα ορθογώνιας προβολής στο χώρο του θορύβου. Από 
τη (4.2) έχουμε:
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0
0 1 )

Us"
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lim (a2nBTxl)k = UnU„"
AC—► OO V /

(4.3)

Παρατηρούμε λοιπόν ότι μπορούμε να προσεγγίσουμε τον πίνακα προβολής UnU„" υψώ­
νοντας τον αντίστροφο του πίνακα αυτοσυσχέτισης σε μία δύναμη, η οποία στην πράξη δεν 
χρειάζεται να είναι μεγαλύτερη από την τρίτη (k = 3). Από τις (4.2) και (4.3) έχουμε:

(c" Ζ" (a2nR^)k Ζ C) h = 0 , fc = 1,2,3

=4· Qlxl h = 0 (4.4)
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Τελικά καταλήξαμε πάλι στο γνωστό πρόβλημα ιόιοτιμών χωρίς όμως να κάνουμε SVD 
ανάλυση στον πίνακα αυτοσυσχέτισης προκειμένου να προσδιορίσουμε μία βάση του χώ­
ρου του θορύβου, χωρίς να περιοριζόμαστε στα απαλλαγμένα από διασυμβολική παρεβολή 
δείγματα της σύνθετης υπογραφής και χωρίς να μας απασχολεί η διάσταση του χώρου του 
θορύβου. Από τη στιγμή που έχουμε στη διάθεσή μας την εκτίμηση του πίνακα αυτοσυσχέ­
τισης η (4.4) γίνεται:

QlxL h ~ 0

Συνοψίζοντας, τα βήματα που περιλαμβάνει η μέθοδος ύψωσης σε δύναμη είναι τα εξής:

1. προσέγγιση της ορθογώνιας προβολής του UnU„H υποχώρου του θορύβου υψώνοντας 
τον αντίστροφο του πίνακα αυτοσυσχέτισης σε μία δύναμη k = 1,2,3 .

2. δειγματοληψία του φ στο διάστημα [—0.1 0.1], όπου θεωρούμε ότι κυμαίνεται και για 
κάθε τιμή του αποθήκευση της μικρότερης ιδιοτιμής του πίνακα Q. Η εκτίμηση του 
σφάλματος φέρουσας θα είναι το φ εκείνο που δίνει τη μικρότερη ιδιοτιμή και η εκτίμηση 
του καναλιού θα είναι το ιδιοδιάνυσμα που της αντιστοιχεί1.

Hard Channel, k=1

Σχήμα 4.1: Ot μικρότερες ιδιοτιμές σε συνάρτηση με τα δείγματα ψ-Δύσκολο κανάλι

φ : 0.0122 
φ : 0.0126

h = 0.4070 0.8150 0.4070 
h = -0.4081 - 0.8181 - 0.4050

Στη συνέχεια υπολογίζουμε2 το μέσο τετραγωνικό σφάλμα της εκτίμησης του σφάλμα­
τος φέρουσας και του καναλιού για διάφορες τιμές του SNR χρησιμοποιώντας Ν — 100, 
Ν = 1000 και Ν — 10000 σύμβολα για τη δημιουργία του πίνακα αυτοσυσχέτισης. Παρατη­
ρούμε ότι μόνο όταν ο αριθμητικός μέσος όρος είναι αρκετά μεγάλος (Ν 3>) ισχύει ο νόμος 
των μεγάλων αριθμών και έχουμε καλύτερα αποτελέσματα για k > 1.

'ο κώδικας της προσομοίωσης βρίσκεται Παράρτημα A (power.m)
2ο κώδικας βρίσκεται στο Παράρτημα (powerMSEvsSNR.m)
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Hard Channel, N=100 Hard Channel, N=100

(a) MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης οιανύσματος καναλιού σε συ­
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 4.2: Σχηματισμός του πίνακα αυτοσυσχέτισης με Ν = 100 σύμβολα

Hard Charnel, N=1000 Hard Channel, N= 1000

(a') MSE εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε συ­
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 4.3: Σχηματισμός του πίνακα αυτοσυσχέτισης με JV = 1000 σύμβολα
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Hard Channel, N=10000 Hard Channel, N=10000

(a') MSE εκτίμησης σφάλματος ψέρουσας σε συ- (β') MSE εκτίμησης Οιανύσματος καναλιού σε συ­
νάρτηση με το SNR. νάρτηση με το SNR.

Σχήμα 4.4: Σχηματισμός του πίνακα αυτοσυσχέτισης με Ν = 10000 σύμβολα

Κλείνοντας, προσομοιώνουμε την μέθοδο ύψωσης σε δύναμη με τη μέθοδο της ανάλυσης 
υποχώρων και στη συνέχεια επίλυσης ενός πολυωνιμικού προβλήματος ιδιοτιμών, σε περι­
βάλλοντα με SNR = 10db και SNR — 20db, σε συνάρτηση με τον αριθμό των συμβόλων 
που λαμβάνει ο δέκτης του χρήστη ενδιαφέροντος.

Ο πίνακας αυτοσυσχέτισης υπολογίζεται αναδρομικά ως εξής:

Rix(n) = ARi5(n - 1) + χ(η)χΗ (η)

με λ = 0.997 να αντιστοιχεί σε ένα παράθυρο = 333.33 συμβόλων, ενώ για τον αντί­
στροφο του πίνακα αυτοσυσχέτισης που χρησιμοποιείται στην μέθοδο ύψωσης σε δύναμη 
είναι:

. 1 Γ _ι, - l)x(n)xH(n)R~(ra - 1)
A + x*(n)Rs|(n- l)x(n)

με αρχική τιμή;

R«(0)=5I ,δ
100

Εξετάζουμε ένα παράθυρο 4000 συμβόλων στο δέκτη, αλλάζοντας στο σύμβολο 2000 μία 
από τις δύο παραμετρούς. Αρχικά το σφάλμα είναι το ίδιο και με την πάροδο των συμβόλων 
η τεχνική ύψωσης σε δύναμη να συγκλίνει πρώτη, κατεβάζοντας το σφάλμα εκτίμησης σε 
χαμηλότερα επίπεδα. Και οι δύο μέθοδοι παρακολουθούν την αλλαγή στο κανάλι ή τη φέ- 
ρουσα, που συντελείται στο σύμβολο 2000, με την μέθοδο ύψωσης σε δύναμη να συγκλίνει 
γρηγορότερα για k = 1 και τις δυνάμεις k = 2,3 να παρουσιάζουν μία καλύτερη απόδοση 
μετά από έναν αριθμό λαμβανόμενων συμβόλων στο δέκτη. Για k — 1, η μέθοδος ρίχνει 
το σφάλμα εκτίμησης γρηγορότερα, απαιτώντας περίπου 400 σύμβολα, για fc = 2 περίπου 
500 σύμβολα, ενώ για k — 3 απαιτούνται πάνω από 700 σύμβολα. Ακολουθεί η μέθοδος 
ανάλυσης υποχώρων, η οποία αρχικά παρουσιάζει καλύτερη συμπεριφορά όταν παρουσιαστεί 
η αλλαγή σε κάποια από τις παραμέτρους. Στη συνέχεια όμως ξεπερνιέται από τη μέθοδο 
ύψωσης σε δύναμη, όταν ληφθεί ο κατάλληλος αριθμός συμβόλων.
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Αξίζει να σημειώσουμε ότι όταν αλλάζει η μία παράμετρος επηρεάζεται η εκτίμηση της άλλης 
παραμέτρου, παρόλλο που αυτή μπορεί να μην μεταβάλλεται. Παρατηρούμε ότι η μέθοδος 
ύψωσης σε δύναμη παρουσιάζει καλύτερη συμπεριφορά στο γεγονός αυτό σε σχέση με τη 
μέθοδο ανάλυσης υποχώρων. Τέλος, όπως είναι αναμενόμενο για SNR = 20db παίρνουμε 
μικρότερα σφάλματα εκτίμησης από ότι για SNR — 10db.

(α) Σφάλμα εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε (β') Σφάλμα εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε 
συνάρτηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνον- συνάρτηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνον- 
ται στο δέκτη. ται στο δέκτη.

Σχήμα 4.5: Αλλαγή καναλιού - SNR = 10 db

(α') Σφάλμα εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε (β') Σφάλμα εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε 
συνάρτηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνον- συνάρτηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνον- 
ται στο δέκτη. ται στο δέκτη.

Σχήμα 4.6: Αλλαγή καναλιού - SNR = 20 db
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(α') Σφάλμα εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') Σφάλμα εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε 
νάρτηση με τον αριιίμό συμβόλων που λοιμβάνονται συνάρτηση με τον αριΰμό συμβόλων που λαμβάνον- 
στο δέκτη. ται στο δέκτη.

Σχήμα 4.7: Αλλαγή σφάλματος φέρουσας - SNR = 10 db

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Transmitted symbols

(«')
νάρ:
στο

Σφάλμα εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε συ- (β') Σφάλμα εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε 
ηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνονται συνάρτηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνον- 
δέκτη. ται στο δέκτη.

Σχήμα 4.8: Αλλαγή σφάλματος φέρουσας - SNR = 20 db
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500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Transmitted symbols

(α) Σφάλμα εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε (β') Σφάλμα εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε 
συνάρτηση με τον αρπ9μό συμβόλων που λαμβάνον- συνάρτηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνον- 
ται στο δέκτη. ται στο δέκτη.

Σχήμα 4.9: Αλλαγή σφάλματος φέρουσας και καναλιού - SNR = 10 db

(α') Σφάλμα εκτίμησης σφάλματος φέρουσας σε (β') Σφάλμα εκτίμησης διανύσματος καναλιού σε 
συνάρτηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνον- συνάρτηση με τον αριθμό συμβόλων που λαμβάνον- 
ται στο δέκτη. ται στο δέκτη.

Σχήμα 4.10: Αλλαγή σφάλματος φέρουσας και καναλιού - SNR = 20 db
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Παράρτημα A' 

Κώδικας Matlab

%*****************************************************
7. tl.m
'/, Subspace Method for signature Estimation in CDMA 
% systems
’/, (algorithm implementation with Noise-free data) 
%*****************************************************

clc;clear;clf;

'/, number of chips (spreading gain)
Lc = 32;

y, number of users 
P = 10;

7. number of symbols transmitted by each user 
N - 80;

7. hard channel
hi - [0.407 0.815 0.407];

7, easy channel
h2 - [0.04 -0.05 0.07 -0.21 -0.5 0.72 0.36 0.21 0.03 0.07];

7. choose the channel vector hi or h2 
h * hi;

7. the length of the channel vector 
L * length(h);

for i = 1:P
7. the ith row of c is the Spreading Code Sequence of user i
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c(i,:) => randsrc(l.Lc);

'/, convolution matrix of user i 
H = toeplitz([c(i,:) zeros(l.L-l)],Ezeros(l.L)]);

7, (Lc-L+l)xL Kernel matrix of user i 
C * H(L:Lc,:);

7, the ith column of W(Lc-L+l)xP is the ISI free 
7. signature of user i 
W(:,i) = Oh’;

end

7. the i row of S(PxN) has the symbols trasnmitted 
7 by user i ( BPSK modulation : [-1 1] )
S = randsrc(P.N);

7.The N data vectors that are received 
X = W*S; 7. (Lc-L+l)xN

7* Singular Value Decomposition on X 
[U,SS,V] = svd(X);

% Ul(Lc-L+l)xP : conatains the singular vectors that 
7. correspond to the non-zero singlular values 
U1 « U(:,1:P);

7* U2(Lc-L+l)x(Lc-L+l-P): conatains the singular vectors that 
7. correspond to the zero singlular values 
U2 = U(:,(P+1):(Lc-L+1));

user * 1; 7. the user of interest

7. convolution matrix of user user 
H » toeplitz([c(user,:) zerosCl,L-1)]> [zeros(l,L)3);

Ί, Kernel matrix of user 1 
C = H(L:Lc,:);

7. a basis for the solution space to U2’C=0 
h_hat * null(U2’*C);

W_hat = C*h_hat; 7. estimation of the signature of user 1 

nn * [1:1:L]; '/^Figures 

errl = abs(h-h_hat’).~2;
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err2 » abs(h+h_hat’).~2; 
err=min(errl,err2);

subplot(2,1,1) stem(nn,err); title(’min ( ib-h,,|-'2 , |h+h’ ’ I "2) ’) 
ylabel(’estimation error’); xlabel(’Channel Length’)

errl * abs(tf(:,user)-W_hat).“2; 
err2 = abs(W(:,user)+W_hat).“2; 
err * min(errl,err2);

n= [1:(Lc-L+1)]; subplot(2,1,2) stem(n,err);
title(’min( IW-W” I ~2, |W+W”|~2 )’) ylabel(’estimation error’)
xlabel(’ISI-free complex signatureLength’)
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%***************************************************
7. t2.m
7, Subspace Method for signature Estimation in 
'/, CDMA systems
*/, ( algorithm implementation with noisy data )
7.
%***********#************************************** 

clc;clear;clf;

% number of chips (spreading gain)
Lc = 32;
7. number of users 
P = 10;
% number of symbols transmitted by each user 
N = 80;
7. hard channel
hi = [0.407 0.815 0.407];
7. easy channel
h2 = [0.04 -0.05 0.07 -0.21 -0.5 0.72 0.36 0.21 0.03 0.07]; 
% choose the channel vector hi or h2 
h = hi;
7, the length of the channel vector 
L * length(h);

for i = 1:P
V, the ith row of c is the Spreading Code 
V, Sequence of user i 
c(i,:) = randsrc(l,Lc);
7, convolution matrix of user i 
H = toeplitz([c(i,:) zeros(l.L-l)],[zeros(l,L)]);
7. (Lc-L+l)xL Kernel matrix of user i 
C = H(L:Lc,:);
7· the ith column of W(Lc-L+l)xP is the ISI free 
7. signature of user i 
W(:,i) * C*h’;

end

y, the i row of S(PxN) has the symbols trasnmitted 
7. by user i ( BPSK modulation : [-11] )
S = randsrc(P.N);

7The N data vectors that are received 
X * W*S; 7. (Lc-L+l)xN

% Noise variance for different SNRs
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SNRdb = [0:1:30];
SNR = 10.“(SNRdb/10); % SNR = l/noise_var 
var = 1./SNR;

TRIALS = 100; 

norm_h = b/norm(b); 

for i = l:length(var) 

error = 0;

for trials = 1:TRIALS

S = randsrc(P,N);
X_clear = W*S;
% data + noise
X = X_clear + sqrt(var(i))*randn(size(X_clear));

7, estimation of the correlation matrix 
Rxx = (1/N)*(X*X’);

[U,SS,V] = svd(Rxx);
U1 = U(:,1:P); 7. signal subspace
U2 = U(:, (P+1) : (Lc-L+1)); 7. noise subspace
[VI, A,V2] = svd(C_user’*U2*U25 *C_user);

[minimum_eigenvalue,index] = min(diag(A));

'/, channel estimation of trial i 
h_hat = VI(:,index)5;

% normalize its norm to one 
norm_h_hat = h_hat/norm(h_hat);

error = error + min( norm( norm_h_hat - norm_h ) ,
norm( norm_h_hat + norm_h ) ) ;

end

MSE(i) = (1/TRIALS)terror ;

end

plot(SNRdb,20*logl0(MSE)) ylabel(’Channel Estimation MSE’) 
xlabel(’SNR in dbJ) title(’Easy channel’)
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·£**********************************>ι<*************
7, methodl.m
7, Join Channel and Carrier offset Estimation 
i, for Downlink CDMA systems
7.
%************************************************ 

clc;clear;clf;

’/, number of chips (spreading gain)
Lc * 32;
% number of users 
P - 10;
f, number of symbols transmitted by each user 
N « 80;

i. Carrier phase Offset phi is uniformaly distributed 
% over the interval [a b] 
a = -0.1; b = 0.1;

% noise variance 
SNRdb = 10; % SNR in db 
var » make.noise(SNRdb);

7. haurd channel
hi * [0.407 0.815 0.407];
’/, easy channel
h2 - [0.04 -0.05 0.07 -0.21 -0.5 0.72 0.36 0.21 0.03 0.07];

’/, Carrier phase Offset for each one of the users 
phi = make_phase_offset(a,b,P);

’/, Generation of the user’s ISI free complex signature 
h = hi; L - length(h); 
c = spreading_code(Lc,P);
W=complex_signature(c,phi,h,Lc,L,P);

% Isolate the Kernel matrix of the user of interest
user = 1; */, assume that the first user is the one of interest
C.user = user.of.interest(user,c,L,Lc) ; 7, Kernel matrix

7, The N data vectors that are received 
S = make_symbols(N,phi,P,Lc); 7PxN 
X.clear = W*S; 7. (Lc-L+l)xN
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I, data + noise
X = X_clear + sqrt(var)*randn(size(X_clear));

*/, Estimation of the correlation matrix of X 
Rxx = (1/N)*X*X5;

% Singular Value Decomposition on Rxx 
[U,SS,V] = svd(Rxx);
U1 ■ 0(:,1:P); ’/· signal subspace
U2 = U(:,(P+1):(Lc-L+1)); %noise subspace

l Simulation parameters 
d_phi = 0.0001; 
phi_samples = [a:d_phi:b];

7.-----------------------------------------------------------------------------------------
7, Joint carrier offset and channel estimation 
7. for the user of interest
7. for all the possible values of phi, the smallest 
7. eigenvalue of Q and the corresponding eigenvector 
7» is saved
7.
7.----------------------------------------------------------------------------------------

K = Lc-L+l; k=[l:K];

i=l; for phi.hat = [a:d_phi:b]

z = exp(j*phi_hat);
Z ■ diag(z.“k);

Qz = UZ’+Z^C.user;
Q = QzJ*Qz;

[A,D,B] = svd(Q);

[J(i) m] « min(diag(D));

p(l,i,l:L) = A(:,m);

i=i+l;
end

% Figures and Results 

fprintf(’\n’)
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plot(phi„samples,J); xlabel(’phi’) title(’Easy channel, SNR=»10db’) 
ylabel(’smallest eigenvalue’)

[smalleset_eigenvalue index] - mind);

fprintf (’Smallest eigenvalue : */,2.4f \n’,a) 
fprintfC’\n’)

for n=l:L
h_hat(n) = real(p(l,index,n));

end

fprintf (’True carrier offset : */,2.4f \n’, phi (user)) 
fprintf(’Estimated carrier offset: %2.4f\n’,phi_samples(index)) 
fprintf(’\n’) fprintf(’True channel vector:\n’); h 
fprintf(’Estimated channel vector:\n’); h_hat

Eh_estimation phi_estimation] -
subspace_decomposition(Rxx,C_user,P,L,Lc,a,b,d_phi,K)
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function W * complex_signature(c,phi,h,Lc,L,P)

K = Lc-L+1; k = [1:K]; 

for i * 1:P

7, convolution matrix of user i 
H = toeplitzC[c(i,:) zeros(1,L-1)],[zeros(l,L)]);

% (Lc-L+1)xL Kernel matrix of user i 
C = H(L:Lc,:);

z = exp(j*phi(i));
Z = diag(z.~k);

7. the ith column of W(Lc-L+l)xP is the ISI free 
7. signature of user i 
tf(:,i) = Z*C*h’;

end

y,*******************^*******^***********************

function var = make_noise(SNRdb)

SNR = 10.‘(SNRdb/10); 7. SNR = l/noise_var 

var => l./SNR;

function phi = make_phase_offset(a,b,P);

% Carrier phase Offset phi is uniformaly distributed over 
/, the interval [a b]

phi = a + (b-a) * rand(l,P);

%************♦****************************************
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function c = spreading_code(Lc,P)

for i = 1:P

% the ith row of c is the Spreading Code Sequence of user i 
c(i,:) = randsrc(l,Lc);

end

%*****************************************************

function C_user = user_of_interest(user,c,L,Lc)

% obtain the convolution matrix of the user 
7, of interest

H_user = toeplitz([c(user,:) zeros(1,L-1)],[zeros(l,L)]); 

C_user = H_user(L:Lc,:);

%***************************************************** 

function S = make_sjunbols(N,phi,P,Lc)

'/, the i row of s(PxN) has the symbols trasnmitted by user i 
s = randsrc(P.N); n = [1:N];

for i=l:P

e = exp(j*Lc*phi(i) .’t'n) ;

7» introducing the carrier offsets to the symbols of user i 
S(i,:) = s(i,:).*e;

end

^*****************************************************
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function [h_estimation phi_estimation] =■ 
subspace_decomposition(Rxx,C_user,P,L,Lc,a,b,d_phi,K)

[U,SS,V3 * svd(Rxx);

U1 = U(:,1:P); ’/. signal subspace

U2 = U(:, (P+1) : (Lc-L+1)) ; ’/.noise subspace

k=[l:K]; phi.samples = [a:d_phi:b]; i=l;

for phi_hat = [a:d_phi:b]

z = exp(j*phi_hat);
Z - diag(z.~k);

Qz = U2’*Z*C_user;
Q = Qz’*Qz;

[A,D,B] = svd(Q);

(J(i) m] * min(diag(D));

p(l,i,l:L) = A(:,m);

i=i+l;
end

[smalleset_eigenvalue index] = min(J); 

for n=l:L
b_estimation(n) = real(p(l,index,n));

end
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%*****************************************************
%
% Join Channel and Carrier offset Estimation 
'/, for Downlink CDMA systems
% Methodl ----- carrier offset estimation MSE vs SNR
7, channel estimation MSE vs SNR
7.
^***************************************************** 

clc;clear;clf;

7, number of chips (spreading gain)
Lc a 32;
7, number of users 
P - 10;
7, number of symbols transmitted by each user 
N - 80;
7, Carrier phase Offset phi is uniformaly distributed 
7. over the interval [a b] 
a = -0.1; b = 0.1;

SNRdb = £1:30]; 7. SNR in db 
var = make.noise(SNRdb);

7. hard channel
hi = [0.407 0.815 0.407];
7. easy channel
h2 = [0.04 -0.05 0.07 -0.21 -0.50.720.36 0.21 0.03 0.07];

7. Carrier phase Offset for each one of the users 
phi = make_phase_offset(a,b,P);

7. Generation of the user’s ISI free complex signature 
h=h2 ;
L*length(h); 
c^spreading.codeiLc.P);
W=complex_signature(c,phi,h,Lc,L,P) ;

7, assume that the first user is the one of interest 
user = 1;
7. Kernel matrix
C_user = user_of.interest(user,c,L,Lc);

7. Simulation parameters
d_phi = 0.0001; phi_samples = [a:d_phi:b]; TRIALS = 100; 
K=Lc-L+l;
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norm.h = h/norm(h);

for i * l:length(var)

error.phi * 0; 
error_channel = 0;

for trial = 1:TRIALS

S = make_symbols(N,phi,P,Lc); '/.PxN

X.clear = W*S; */. (Lc-L+l)xN

X = X_clear + sqrt(var(i))=»irandn(size(X_clear)) ;

Rxx = (1/N)*(X*X5);

[h.estimation phi_estimation] = subspace.decomposition
(Rxx,C_user,P,L 
,Lc,a,b,d_phi,K);

error.phi = error.phi + (abs(phi(user) - phi_estimation))~2;

norm_h_hat = h_estimation/norm(h_estimation);

error.channel = error.channel +
min( norm( norm_h_hat - norm_h ) , 

norm( norm_h_hat + norm_h ) );

end

easyoffset_MSE(i) ■* (1/TRIALS)*error_phi;
easychannel_MSE(i) = (1/TRIALS)*error_channel;

end

save easyoffset.MSE; save easychannel_MSE;

figure(l) plot(SNRdb,10*loglO(easyoffset_MSE)); title(5Easy 
Channel’) ylabel(5 Carrier offset estimation MSE5) xlabel(5SNR in 
db5)

figure(2) plot(SNRdb,20*logl0( easychannel.MSE)); title(’Easy 
Channel5) ylabel(’Channel estimation MSE5) xlabel(’SNR in db5)
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5J*************************************************************** 
*/, Taylor.m
'/, Join Channel and Carrier offset Estimation for Downlink 
’/, CDMA systems
% Approximation of the Z matrix with the first 2 Taylors terms 
%***************************************************************

clc;clear;clf;

*/, number of chips (spreading gain)
Lc * 32;
'/, number of users 
P = 10;
'/, number of symbols transmitted by each user 
N * 80;
'/, Carrier phase Offset phi is uniformaly 
Z, distributed over the interval [a b] 
a = -0.1; b = 0.1;
Z, different values of SNR in db
SNRdb = [1:30]; var = make_noise(SNRdb);

*/, hard channel
hi = [0.407 0.815 0.407];
% easy channel
h2 - [0.04 -0.05 0.07 -0.21 -0.5 0.72 0.36 0.21 0.03 0.07];

'/, Carrier phase Offset for each one of the users 
phi = make_phase_offset(a,b,P);

*/, Generation of the user’s ISI free complex signature 
h * h2; L - length(h); c * spreading_code(Lc,P); 
W«complex_signature(c,phi,h,Lc,L,P);

% Isolate the Kernel matrix of the user of interest
user = 1; % assume that the first user is the one of interest
C_user = user_of.interest(user,c,L,Lc) ; */, Kernel matrix

K =* Lc-L+1; 
k = [1 :K] ;

TRIALS - 500;

D « diag(k); 0 = zeros(L,L); I * diag(ones(l,L));
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Q1 = cat(2,0,I);

norm_h = h/norm(h);

for i = 1:length(var)

error_phi = 0; 
error., channel = 0;

for trials = 1:TRIALS

S = make_symbols(N,phi,P,Lc);
X_clear = W*S; */. (Lc-L+l)xN
X = X_clear + sqrt(var(i))*randn(size(X_clear));

Rxx = (1/N)*(X*X>);
[U,SS,V] = svd(Rxx);
U1 = U(:,1:P); ’/, signal subspace
U2 = U(:, (P+1): (Lc-L+1)); °/« noise subspace

A = U2’*C_user;
B = U2,*D*C_user;

Q2 = cat(2, -inv(B,*B)*A,*A, -j*inv(B’*B)*((A’*B)-(B’*A))); 
Q = vertcat(Ql,Q2);
[V,SS] = eig(Q,’nobalance’);

[smalleset.eigenvalue index] = min(diag(SS));

error_phi = error_phi + abs( phi(user)
- real(smalleset_eigenvalue) )"2; 

h_hat = real(V(1:L,index))’;

norm_h_hat = h_hat/norm(h_hat); 
error_channel = error_channel +

min(norm( norm_h-norm_h_hat),
norm( norm_h + norm_h_hat ));

end

Taylor_easy_offset_MSE(i) = (1/TRIALS)*error_phi;
Taylor_easy_channel_MSE(i) = (1/TRIALS)*error_channel;

end

save Taylor_easy_offset_MSE; save Taylor_easy_channel_MSE;
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figured) plot(SNRdb,lQ*loglO(Taylor_easy_offset_MSE)); 
title(’Easy Channel’)ylabel(’Carrier offset estimation MSE’) 
xlabel(’SNR in db’)

figure(2) plot(SNRdb,20*logl0(Taylor_easy_channel_MSE)); 
title(’Easy Channel’)ylabel(’Channel estimation MSE’) 
xlabel(’SNR in db’)

%*************************************************************

function [h_estimation phi_estimation] = 
power_method(R,d_phi,a,b,K,L,C_user)

i=l;

k = [1:K]; for phi_hat = [a:d_phi:b]

z * exp(j*phi_hat);
Z = diagiz.^k);

Q = C_user’*Z’*R*Z*C_user;

CA.D.B] = svd(Q);

[J(i) m] « min(diag(D));

p(l,i,l:L) = A(:,m);

i*i+l;
end

[smalleset_eigenvalue index] = min(J); 

for n=l:L
h_estimation(n) = real(p(l,index,n)); 

end

phi_samples = [a:d_phi:b]; 

phi_estimation * phi_samples(index);

%***********>**************************************************
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function W * power_complex_signature(c,phi,h,L,Lc,P)

K = Lc+L-1; 
k = [1:K];

for i = 1:P

% convolution matrix of user i 
C = toeplitz( [c(i,:) zeros(l,L-1)3 , [zerosd,L)]);

z * exp(j*phi(i));
Z = diag(z.“k);

% the ith column of W(Lc-L+l)xP is the ISI free 
7, signature of user i 
W(:,i) = Z*C*h’;

end

%*************************************************************

function C_user = power_user_of_interest(user,c,L)
7. convolution matrix

C_user = toeplitz([c(user,:) zeros(l,L-l)],[zeros(l,L)]); 

%*************************************************************
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%******************************************************* 
·/. power, in
'/, Join Channel and Carrier offset Estimation for
'/, Downlink CDMA systems - power method
yt*******************************************************

clc;clear;clf;

Lc « 32;
N = 80;
P * 10;

a = -0.1;
b = 0.1;

SNRdb = 10; % SNR in db 
var = make.noise(SNRdb);

hi = [0.407 0.815 0.407];
h2 - [0.04 -0.05 0.07 -0.21 -0.5 0.72 0.36 0.21 0.03 0.07]; 

phi = make_phase_offset(a,b,P); 

h * h2;
L = length(h); 
c * spreading_code(Lc,P);
W * power_complex_signature(c,phi,h,L,Lc,P)

user = 1;

C_user = power_user_of.interest(user,c,L);

S * make.symbols(N,phi,P,Lc);

X.clear = W*S;
X - X.clear + sqrt(var)*randn(size(X_clear));

Rxx = (1/N)*X*X’;

% Estimation of the projection matrix UnUn’ on the noise subspace 
R = var*inv(Rxx) ;

user = 1;
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i=i;
d_phi = 0.0001; K = Lc+L-1; k = [1:K]; for phijhat = [a:d_phi:b]

z * exp(j*phi_hat);
Z «* diag(z.~k);

Q = C_user’*Z’*R*Z*C_user;

[A,D,B] = svd(Q);

[J(i) π] = min(diag(D)); 

p(l,i,l:L) = A(:,m); 

i=i+l;
end

f print f(’\n’) 1 = [a:d_phi:b];

figure(l) plot(l,J); xlabel(’phi’) ylabel(’smallest eigenvalue’) 
title(’Hard Channel, k=l’)

[smalleset_eigenvalue index] = min(J);

fprintf(’Smallest eigenvalue : %2.4f\n’,a) 
fprintf(’\n’)

for n=l:L
h_hat(n) = real(p(l,index,n));

end

fprintf(’True carrier offset : %2.4f\n’,phi(user)) 
fprintf (’Estimated carrier offset: ’/,2,4f\n’ ,1 (index)) 
fprintf(’\n’) fprintf(’True channel vector:\n’); h 
fprintf(’Estimated channel vector:\n’); h_hat

[h_estimation phi.estimation] = power_method(R,d_phi,a,b,
K,L,C_user)

60



* * * ** * * ** * * * * ** ***** 3*C3*C3(C * ** * * *** ******* *********** * * * * * * ** *

'/, power _MSEvsSNR.m
% Join Channel and Carrier offset Estimation for 
7, Downlink CDMA systems
% power method - carrier offset estimation MSE vs SNR 
% channel estimation MSE vs SNR
%**********************************************************

clc;clear;clf;

Lc = 32;
N = 100;
P = 10;

a = -0.1; 
b = 0.1;

SNRdb = [1:30]; 7. SNR in db
var = make_noise(SNRdb); %Noise variance

hi = [0.407 0.815 0.407];
h2 = [0.04 -0.05 0.07 -0.21 -0.5 0.72 0.36 0.21 0.03 0.07]; 

phi = make.phase.offset(a,b,P);

% Generation of the user’s ISI free complex signature 
h = h2; '/, choose the channel vector hi or h2 
L = length (h); 7. the length of the channel vector 
K = Lc+L-1;
c = spreading_code(Lc,P); 
W=power_complex_signature(c,phi,h,L,Lc,P);

7. Isolate the Kernel matrix of the user of interest 
user = 1;
C_user = power.user.of.interest(user,c,L);

d_phi = 0.0001;
phi.samples = [a:d_phi:b];

TRIALS = 100;

norm.h = h/norm(h);

for i = 1rlength(var)

error.phil = 0;
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error_phi2 = 0; 
error_phi3 = 0;

error.channell = 0; 
error,channe!2 = 0; 
error_channel3 = 0;

for trial = 1:TRIALS

S - make_symbols(N,phi,P,Lc);
X_clear = tf*S; '/, (Lc-L+l)xN
X = X_clear + sqrt(var(i))*randn(size(X_clear));

Rxx = (1/N)*(X*X’);

invRxx = inv(Rxx);

R1 = var(i) * invRxx;
R2 = ( var(i) * invRxx )~2;
R3 = ( var(i) * invRxx )~3;

%·

7.
7.
7.
7.·

for all the possible values of phi, the smallest 
eigenvalue of Q and the corresponding eigenvector 
is saved

[h_hatl phi_hatl] = power_method(Rl,d_phi,a,b,K,L,C_user); 
norm_h_hatl = h_hatl/norm(h_hatl);
error_phil = error_phil + abs( phi(user) - phi_hatl )~2; 
error.channell = error_channell +

min( norm( norm_h - norm_h_hatl ) , 
norm( norm_h + norm,h_hatl ) );

[h_hat2 phi_hat2] = power_method(R2,d_phi,a,b,K,L,C_user); 
norm_h_hat2 = h_hat2/norm(h_hat2);
error_phi2 = error_phi2 + abs( phi (user) - phi_hat2 )~2; 
error_channe!2 = error,channe!2 +

min( norm( norm_h - norm_h_hat2 ) , 
norm( norm_h + norm_h_hat2 ) );

[h_hat3 phi_hat3] = power.method(R3,d_phi,a,b,K,L,C_user); 
norm_h_hat3 = h_hat3/norm(h_hat3);
error_phi3 = error_phi3 + abs( phi(user) - phi_hat3 )“2; 
error_channel3 = error_channel3 +

min( norm( norm.h - norm_h_hat3 ) ,
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norm( norm_h + norm_h_hat3 ) );

end

offset_MSEl(i) = (1/TRIALS)*error_phi1; 
offset_MSE2(i) = (1/TRIALS)*error_phi2; 
offset_MSE3(i) = (l/TRIALS)*error_phi3;

channel_MSEl(i) = 
channel_MSE2(i) = 
channel_MSE3(i) =

(1/TRIALS)*error_channell; 
(l/TRIALS)*error_channel2; 
(1/TRIALS) *error_channel3;

end

figure(l) plot(SNRdb,10*logl0(offset_MSE1),5b5);hold; 
plot(SNRdb,10*logl0(offset_MSE2),5g5)
plot(SNRdb,10*logl0(offset_MSE3),5r5) title(5Hard Channel5) 
ylabel(5Carrier offset estimation MSE5) xlabel(5SNR in db5)

legend(5k=l5,5k=2\5k=35)

figure(2) plot(SNRdb,20*logl0(channel_MSEl), 5b5);hold; 
plot(SNRdb,20*logl0(channel_MSE2),5g5)
plot(SNRdb,20*logl0(channel_MSE3),5r5) title(5Hard Channel5) 
ylabel(5Channel estimation MSE5) xlabel(5SNR in db5)

legend(5k=l5,5k*25,5ke35)
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