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Πρόλογος

Η παρούσα Διπλωματική εργασία αποτελεί συμβολή στον έλεγχο πτήσης 

ελικοπτέρων. Σχεδιάζονται νέοι νόμοι ελέγχου, οι οποίοι συνεισφέρουν στην επιτυχή 

τοποθέτηση και προσανατολισμό του ελικοπτέρου, στη διάρκεια της πτήσης.

Η διπλωματική εργασία διαμορφώνεται σε επτά κεφάλαια, ως ακολούθως:

Στο πρώτο Κεφάλαιο δίδονται εισαγωγικά στοιχεία για τον επιστημονικό κλάδο του 

ελέγχου πτήσης, και παρουσιάζεται συνοπτικά η συμβολή της αποσύζευξης.

Στο δεύτερο Κεφάλαιο παρουσιάζονται τα βασικά τεχνικά στοιχεία που επικρατούν 

στην πτήση του ελικοπτέρου, και ειδικότερα τα θεμελιώδη δυναμικά προβλήματα του έλικα, 

η ασυμμετρία ροής και ο τρόπος με τον οποίο αντιμετωπίζεται, η κίνηση πτερυγισμού και 
πτέρωσης της λεπίδας, κ.α

Στο τρίτο Κεφάλαιο παρουσιάζονται οι δυναμικές εξισώσεις κίνησης του ελικοπτέρου 

για την πλήρη ανάλυση σε διαμήκη και εγκάρσια συνιστώσα.

Στο τέταρτο Κεφάλαιο παρουσιάζεται ο έλεγχος της διαμήκους κίνησης του 

ελικοπτέρου που εκτελεί ευθεία οριζόντια πτήση.

Στο πέιιπτο Κεφάλαιο παρουσιάζεται ο έλεγχος της διαμήκους κίνησης του 

ελικοπτέρου που εκτελεί εμπρόσθια πτήση.

Στο έκτο Κεφάλαιο παρουσιάζεται ο έλεγχος της συζευγμένης διαμήκους και 
εγκάρσιας κίνησης του ελικοπτέρου.

Στο έβδοιιο Κεφάλαιο παρουσιάζονται συνολικά τα εξαγόμενα συμπεράσματα.

Τέλος παρουσιάζεται η σχετική βιβλιογραφία και αρθρογραφία που χρησιμοποιήθηκε.

Θα ήθελα να εκφράσω τις ευχαριστίες μου στους καθηγητές του τμήματος 
Μηχανολόγων Μηχανικών Βιομηχανίας του Πανεπιστημίου Θεσσαλίας για τις γνώσεις που 

μου προσέφεραν, και κυρίως στα μέλη της Τριμελούς επιτροπής της Διπλωματικής μου 

εργασίας Φ. Κουμπουλή, Ν. Βλάχο και Β. Μποντόζογλου. Θα ήθελα να εκφράσω την 

ευγνωμοσύνη μου στην οικογένειά μου για την κατανόηση και την συμπαράσταση που μου 

έδειξε.



Ειδικότερα, θα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή Ν. Σπ. Βλάχο για τη συμβολή 

του στην αεροδυναμική ανάλυση των συνθηκών επίλυσιμότητας του ανεξάρτητου ελέγχου 
ελικοπτέρων, καθώς και τον επιβλέποντά μου Φ. Ν. Κουμπουλή ο οποίος με την 

εμπνευσμένη και ακούραστη επίβλεψή του σε όλα τα στάδια της ερευνητικής προσπάθειας, 

κατέστησε εφικτή την ολοκλήρωση της Διπλωματικής εργασίας.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

Εισαγωγή

Σύνοψη: Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται εισαγωγικά στοιχεία για τον έλεγχο πτήσης 
αεροσκαφών και ελικοπτέρων. Επίσης παρουσιάζεται συνοπτικά η συμβολή της παρούσας 

διπλωματικής εργασίας.

Τα συστήματα ελέγχου αεροσκαφών (αεροπλάνων, ελικοπτέρων, πυραύλων) 

αποτελούν ένα ταχέως εξελισσόμενο κλάδο στην επιστήμη του Μηχανικού. Τα ερευνητικά 

αποτελέσματα διαρκώς αυξάνονται προσελκύοντας το άμεσο ενδιαφέρον των αεροπορικών 

βιομηχανιών. Τα υπάρχοντα επιτεύγματα είναι ήδη γνωστά σε όλο τον κόσμο, έχουν όμως 

πολλά να γίνουν μέχρι την μετατροπή των αεροσκαφών σε οχήματα πλήρως ελεγχόμενης 

διαδρομής. Οι προσπάθειες ξεκινούν από δύο ερευνητικές περιοχές, τον αυτόματο έλεγχο 

και την αεροδυναμική, και συναντιόνται στις τεχνικές ελέγχου πτήσης αεροσκαφών.

Ειδικότερα, για την περίπτωση των ελικοπτέρων το ενδιαφέρον είναι ιδιαίτερα 

αυξημένο τα τελευταία χρόνια. Το χαρακτηριστικό πλεονέκτημα των ελικοπτέρων σε σχέση 

με τα αεροπλάνα είναι ότι παρουσιάζουν στοιχεία αεροδυναμικής ευστάθειας επιτρέποντας 
την καλύτερη τοποθέτηση και προσανατολισμό του σκάφους ανεξάρτητα από το μέγεθος 
της οριζόντιας ταχύτητάς του. Αναμένεται στο μέλλον τα ελικόπτερα να αποκτήσουν 

περίοπτη θέση, όσον αφορά στις υπεραστικές συγκοινωνίες. Το μειονέκτημα των 

ελικοπτέρων είναι ότι για μακρυνές διαδρομές καταναλώνουν σημαντική ενέργεια σε σχέση 

με τα αεροπλάνα. Από την πλευρά του ελέγχου, ο στόχος στα ελικόπτερα είναι να 

επιτευχθεί ικανοποιητική (ακριβής) τοποθέτηση και προσανατολισμός του σκάφους μέσα 

από ελεγκτές που υλοποιούνται με ταχεία υπολογιστικά συστήματα. Η παρούσα εργασία 

συνεισφέρει σε αυτό τον σκοπό.

Η σύζευξη μεταξύ των εντολών του χειριστή και των προς έλεγχο μεταβλητών πτήσης 

επηρρεάζει άμεσα την ποιότητα της πτήσης. Η αποσύζευξη των τρόπων των μεταβλητών
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πτήσης με ταυτόχρονα ικανοποιητικό χρόνο απόσβεσης και ρύθμισης, είναι ένα από τα 

κεντρικά προβλήματα του ελέγχου πτήσης τόσο για τα αεροπλάνα όσο και για τα 

ελικόπτερα ([1]-[10]). Η τοποθέτηση ιόιοτιμών [8]-[ 10] είναι ίσως η πιο συνήθης τεχνική 

σχεδιασμού η οποία ικανοποιεί σε σημαντικό βαθμό τις παραπάνω απαιτήσεις για το 

ελικόπτερο. Σύμφωνα με την τοποθέτηση ιδιοτιμών ([1], [2], [8], [10]), μετά την εκλογή ενός 

ιδανικού συνόλου ιδιοτιμών του κλειστού συστήματος καθώς και των αντίστοιχων 

ιδιοδιανυσμάτων, παρατηρείται ικανοποιητική αποσύζευξη των τρόπων και ικανοποιητικές 

ποιότητες πτήσης. Σύμφωνα με την τεχνική της αποσύζευξης, [4]-[6], [11], το πολλαπλών 

εισόδων-εξόδων σύστημα πτήσης μετατρέπεται σε πολλά συστήματα μίας εισόδου - μίας 

εξόδου.

Στην παρούσα εργασία η τεχνική της αποσύζευξης εισόδων-εξόδων προτείνεται ως ο 

κατάλληλος σχεδιαστικός στόχος για τον ανεξάρτητο έλεγχο των μεταβλητών απόδοσης 

του ελικοπτέρου. Ειδικότερα, τρεις κατηγορίες πτήσης μελετώνται όπου και επιτυγχάνεται 

ανεξάρτητος έλεγχος των μεταβλητών του αεροσκάφους με κατάλληλο έλεγχο στατικής 

ανατροφοδότησης κατάστασης. Οι τρεις κατηγορίες είναι: α) η ευθεία και οριζόντια πτήση, 

β) η διαμήκης κίνηση και γ) η συζευγμένη διαμήκης και εγκάρσια κίνηση. Οι τρεις 

κατηγορίες παρουσιάζουν κλιμάκωση όσον αφορά στην δυσκολία και πολυπλοκότητα.

Για την περίπτωση της ευθείατ και οριζόντιας πτήσητ, είναι σημαντικό να σημειωθεί 

ότι παρά το γεγονός ότι αποτελεί την πιό ασφαλή πτήση, η ακρίβεια των ελιγμών δεν είναι 

πάντα επιτυχής. Για την συγκεκριμένη πτήση επιτυγχάνεται αποσύζευξη μεταξύ της γωνίας 

προένευσης του σκάφους και της κατακόρυφης ταχύτητας. Οι ικανές και αναγκαίες 

συνθήκες για την επιλυσιμότητα του προβλήματος προσδιορίζονται αναλυτικά σε σχέση με 

τις παραγώγους ευστάθειας του ελικοπτέρου. Επιπλέον, προσδιορίζονται οι γενικές 

αναλυτικές εκφράσεις των νόμων ανατροφοδότησης που συναντούν τις σχεδιαστικές 

απαιτήσεις και το αντίστοιχο αποσυζευγμένο κλειστό σύστημα. Οι ελιγμοί τοποθέτησης της 

γωνίας προένευσης και κατακόρυφης μετατόπισης παρουσιάζονται αναλυτικά με μη 

γραμμικές προσομοιώσεις.
Για την περίπτωση της διαυήκουτ κίνησηο, το πρόβλημα του ελέγχου της 

τοποθέτησης και προσανατολισμού αντιμετωπίζεται για οποιαδήποτε αρχική τοποθέτηση 
και αρχικό προσανατολισμό του σκάφους. Το αντικείμενο είναι ο ανεξάρτητος έλεγχος της 

κατακόρυφης ταχύτητας και της γωνίας προένευσης του ελικοπτέρου, κατά την διαμήκη 

πτήση. Μετά την εφαρμογή ενός κατάλληλου στατικού νόμου ανατροφοδότησης, το 

κυκλικό βήμα και το συλλογικό βήμα χειρίζονται με τέτοιο τρόπο, έτσι ώστε να 

συνεργάζονται. Αυτό οδηγεί σε ανεξάρτητο έλεγχο της γωνίας προένευσης και της 

κατακόρυφης ταχύτητας. Ειδικά, το κλειστό σύστημα έχει το χαρακτηριστικό του ελέγχου 

της γωνίας προένευσης με μια εξωτερική εντολή, και χωρίς να επηρρεάζει την κατακόρυφη 

ταχύτητα του ελικοπτέρου. Ομοίως, η δεύτερη εξωτερική είσοδος ελέγχει την κατακόρυφη
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ταχύτητα χωρίς να επηρρεάζει την γωνία προένευσης. Τα δυναμικά συστήματα που 

σχετίζουν τις εξωτερικές εντολές με τις αντίστοιχες εξόδους απόδοσης (γωνία προένευσης, 

κατακόρυφη μετάφραση) αποδεικνύεται ότι είναι συστήματα μίας εισόδου - μίας εξόδου όλο 

πόλους (αυθαίρετους). Ετσι, οι απαιτήσεις για καλές ποιότητες πτήσης ικανοποιούνται. 

Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι όλα τα αποτελέσματα είναι αναλυτικές εκφράσεις των 

παραγώγων ευστάθειας του ελικόπτερου. Ειδικότερα, οι συνθήκες επιλυσιμότητας εξάγονται 

ώς ανισότητες ενώ οι ελεγκτές σαν ρητές συναρτήσεις των παραγώγων ευστάθειας του 

ελικοπτέρου. Οι ελεγκτές εξαρτώνται επίσης από αυθαίρετες παραμέτρους οι οποίες είναι οι 

συντελεστές του πολυωνύμου του παρονομαστή του αποσυζευγμένου κλειστού συστήματος. 

Ανάλογες συνθήκες παράγονται για την επιλυσιμότητα του προβλήματος της αποσύζευξης 

με ταυτόχρονη ευστάθεια. Τέλος, όλα τα παραπάνω αποτελέσματα, παρουσιάζονται σε 

προσομοίωση επί μοντέλου ελικοπτέρου το οποίο περιέχει μη γραμμικά στοιχεία.

Για την περίπτωση της συύευγιιένη; διαιιήκουο και εγκάρσιας κίνηση;: μελετάται η 

δυνατότητα αποσύζευξης των δύο κινήσεων του ελικοπτέρου, με ταυτόχρονη αποσύζευξη 

των επιμέρους μεταβλητών. Ειδικότερα, για τις μεταβλητές u, w, q, β, ν, ρ, φ, r 

επιτυγχάνεται ο έλεγχος με κατάλληλο χειρισμό των εσωτερικών εισόδων. Ο νόμος 

ανατροφοδότησης είναι στατικός, και ανατροφοδοτεί τις μεταβλητές: οριζόντια ταχύτητα u, 

κατακόρυφη ταχύτηταιν, ρυθμός μεταβολής της γωνίας προένευσης q, γωνία προένευσης θ, 

ταχύτητα κατά τον ν άξονα ν, ρυθμός μεταβολής της γωνίας κύλισης ρ, γωνία κύλισης φ, 

και ρυθμός μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας r. Οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να 

επιλύεται το πρόβλημα αποδεικνύεται να είναι σχεδόν πάντα αληθείς εξαρτόμενες 

αποκλειστικά από την αεροδυναμική επίδραση των μεταβλητών του δίσκου του έλικα. Η 

γενική μορφή του νόμου ελέγχου προσδιορίζεται σε αναλυτική μορφή. Είναι σημαντικό να 

σημειωθεί ότι ο γενικός νόμος ελέγχου είναι εξαιρετικά πολυπλοκότερος και ο 

προσδιορισμός του αποτελεί ιδιαίτερη συμβολή στην ανάπτυξη αυτόματων φακέλων 

πτήσης. Η απόδοση του αποσυζευγμένου κλειστού συστήματος είναι ικανοποιητική, ακόμα 

και με την εφαρμογή του νόμου ελέγχου στο μη γραμμικό μοντέλο. Οι αποκρίσεις 
ακολουθούν πιστά και γρήγορα τις εντολές, με αργές μεταβολές μόνο στην οριζόντια 

ταχύτητα και στις εσωτερικές εισόδους, δηλαδή στο διαμήκες κυκλικό βήμα, στο συλλογικό 

βήμα, στο εγκάρσιο κυκλικό βήμα και στο συλλογικό βήμα του οπίσθιου έλικα. Οι καλές 

ποιότητες πτήσεις αναδεικνύονται στις αποκρίσεις των εσωτερικών εισόδων.

Τέλος, είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι σε όλες τις περιπτώσεις πτήσεων, οι 

σχεδιαστικές απαιτήσεις του ανεξάρτητου ελέγχου των μεταβλητών πτήσης με καλές 

ποιότητες πτήσεις ικανοποιούνται με απόλυτη ακρίβεια.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

Στοιχεία
Δομής και Λειτουργίας Αεροσκαφών 
Περιστρεφόμενων Πτερύγων

Σύνοψη: Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται στοιχεία δομής και λειτουργίας
αεροσκαφών περιστρεφόμενων πτερύγων. Ειδικότερα, παρουσιάζονται θεμελιώδη 
δυναμικά ζητήματα του έλικα όπως η ασυμμετρία της εισερχόμενης ροής του αέρα στο 
επίπεδο του έλικα, η ημιτονοειδής μεταβολή των φορτίων που δέχονται οι λεπίδες κατά 
την περιστροφή τους, καθώς και οι τρόποι αντιμετώπισης αυτής της ασυμμετρίας. 
Παρουσιάζονται επίσης οι κινήσεις πτερυγισμού και υστέρησης της λεπίδας, ως 
επακόλουθα της ασυμμετρίας ροής, καθώς και οι αρθρώσεις που δίνουν στις λεπίδες τους 
απαραίτητους βαθμούς ελευθερίας κίνησης για να αποφευχθούν τα προβλήματα της 
ασυμμετρίας. Παρουσιάζεται επίσης η κίνηση πτέρωσης και η ισοδυναμία μεταξύ της 
κίνησης πτέρωσης και πτερυγισμού. Τέλος παρουσιάζονται οι τρόποι ελέγχου του 
διανύσματος της άνωσης του έλικα (μέσω της κίνησης πτέρωσης), δηλαδή το διαμήκες 
και εγκάρσιο κυκλικό βήμα και το συλλογικό βήμα, καθώς και οι κατάλληλες για την 
εφαρμογή τους μηχανικές διατάξεις.

2.1 Ορισμός αεροσκαφών περιστρεφόμενων πτερύγων

Σύμφωνα με την αεροδυναμική θεώρηση, τα αεροσκάφη περιστρεφόμενων 
πτερύγων τα αεροσκάφη τα οποία, τουλάχιστον κατά τους ελιγμούς απογείωσης 

και προσγείωσης, λαμβάνουν την ανυψωτική τους δύναμη κατ' ευθείαν απο έναν 

ανοικτό κοχλία ή κοχλίες κίνησης αέρος (airscrews). Αυτοί οι ελιγμοί δύνανται να 

πραγματοποιηθούν είτε κατακόρυφα, είτε με πορεία παράλληλη στο έδαφος 

(ground run).
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Ο ανυψωτικός κοχλίας κίνησης αέρος του αεροσκάφους κατακόρυφης 

απογείωσης και προσγείωσης (vertical take off and landing ή VTOL), 

ενεργοποιείται άμεσα. Κάποια ελικοφόρα αεροσκάφη απογειώνονται και 

προσγειώνονται χρησιμοποιώντας πορεία παράλληλη στο έδαφος. Τέτοια 

ελικοφόρα αεροσκάφη, είναι τα ελικόπτερα και τα αεροσκάφη κεκλιμένου έλικα 

(tilt rotors), τα οποία χρησιμοποιούνται σε μεταφορές μεγάλων φορτίων 

υπερβαίνοντας την δυνατότητα αιώρησης (hovering ability) που διαθέτουν. Και 

αυτά τα αεροσκάφη ανήκουν στο σύνολο των αεροσκαφών με ευθέως 

ενεργοποιούμενους αεροκοχλίες. Υπάρχουν όμως πολλοί άλλοι σχηματισμοί 

περιστρεφόμενων πτερύγων, για παράδειγμα το αυτοστρεφόμενο (autogiro), όπου 

η ενέργεια που λαμβάνει ο ανυψωτικός κοχλίας κίνησης αέρος δημιουργείται 

έμμεσα, δηλαδή προέρχεται από την κίνηση του οχήματος συνολικά, σε σχέση 

με την μάζα του αέρα.

Ολοι οι σχηματισμοί VTOL, οι οποίοι αποτελούν ένα ευρύ σύνολο 

αεροσκαφών (από ελικόπτερα μέχρι ρουκέτες), έχουν την δυνατότητα αιώρησης. 

Από αυτήν την κατηγορία, τα αεροσκάφη VTOL που χρησιμοποιούνται 

εκτενέστερα σε πραγματική λειτουργία είναι τα ελικόπτερα. Οι σημαντικότεροι 

λόγοι της ευρείας χρησιμοποίησης των ελικοπτέρων είναι:

α) η χαμηλή κατανάλωση ενέργειας ανά μονάδα δημιουργούμενης στατικής 

άνωσης, και

β) η σχετικά χαμηλή απόπλυση (downwash) που δημιουργείται εςαιτίας του 

αναπτυσσόμενου ρεύματος ανατροχασμού (slipstream) του έλικα κατά την 

αιώρηση.

Ο πρώτος λόγος, αναδεικνύει την δυνατότητα του αεροσκάφους να αιωρείται για 

μεγάλο χρονικό διάστημα. Ο δεύτερος αναδεικνύει την σχετικά μειωμένη 
διάβρωση του εδάφους (ground erosion) και την δυνατότητα του προσωπικού 

εδάφους του αεροσκάφους να εκτελεί εργασίες σε περιοχές που καλύπτονται από 
την απόπλυση.

Η χαμηλή κατανάλωση ενέργειας, καθώς και η σχετικά μειωμένη απόπλυση, 
είναι αποτέλεσμα της χαμηλής φόρτισης των γεννητριών άνωσης.Είναι σκόπιμο 

να σημειωθεί ότι ο όρος "έλικας" (rotor), χρησιμοποιείται για τους κοχλίες 

κίνησης αέρος που υπόκεινται σε σχετικά χαμηλή φόρτιση, σε αντίθεση με τον 

όρο “προωθητήρας”, ο οποίος χρησιμοποιείται για ανυψωτικούς και
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προωθητικούς κοχλίες κίνησης αέρος, οι οποίοι υπόκεινται σε υψηλή φόρτιση, 

και χρησιμοποιούνται συνήθως σε σχηματισμούς κεκλιμένου έλικα.

2.2 Φόρτιση δίσκου

Στην παρούσα υποενότητα παρουσιάζεται ο προσδιορισμός των ορίων 

φόρτισης των ελικοφόρων αεροσκαφών. Ο ακριβής ορισμός της φόρτισης w, 

δίνεται από-την ακόλουθη σχέση:

" = j (2-2.1)

όπου 7 η άνωση που δημιουργείται από τον έλικα και Α η επιφάνεια του δίσκου 

του έλικα. Με τον όρο δίσκος του έλικα, ορίζεται το γεωμετρικό σχήμα (δίσκος) 

που ο έλικας διαγράφει στο χώρο κατά την περιστροφική του κίνηση. Υπό 

συνθήκες σταθερής πτήσης του ελικοπτέρου, όλη η άνωση προέρχεται 

αποκλειστικά από τους έλικες. Στα ελικοφόρα αεροσκάφη, η άνωση Τ 

προσεγγίζει το συνολικό βάρος W του αεροσκάφους. Αρα ισχύει ότι:

Τ= W

και, εκτός από την περίπτωση της μεταβαλλόμενης πτήσης, η φόρτιση του δίσκου 

ορίζεται από την σχέση

(2.2.2)

όπου στην συγκεκριμένη περίπτωση το σύμβολο Α αντιστοιχεί στην ολική 

επιφάνεια δίσκου, από όλους τους έλικες του αεροσκάφους.

2.3 Κατανάλωση ενέργειας αεροσκαφών 
περιστρεφόμενων πτερύγων

2.3.1 Αιώρηση (Hovering)

Απ' όλες τις γεννήτριες στατικής άνωσης, οι έλικες των ελικοφόρων 

αεροσκαφών κατά την διάρκεια της αιώρησης (hovering) λειτουργούν στο 

χαμηλότερο σημείο φόρτισης της περιοχής δημιουργίας στατικής άνωσης. 

Συνεπώς, από την οικογένεια των ενεργών και δυναμικών Κ.Α.Π αεροσκαφών, τα
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ελικοφόρα λειτουργούν στο χαμηλότερο επίπεδο κατανάλωσης ενέργειας που 

απαιτείται για την δημιουργία στατικής άνωσης.

Με σκοπό την κατασκευή μιας εύκολα κατανοητής κλίμακας για την 

κατανάλωση ενέργειας κατά την δημιουργία άνωσης, ορίζεται ένα νέο μέγεθος 

που καλείται ειδική άνωση(Γ) και ορίζεται από την ακόλουθη σχέση :

(2.3.1)

Οπου 7 η άνωση και wf ό ρυθμός κατανάλωσης καυσίμου σε kg/sec ή lb/sec. Ετσι 

στην περίπτωση της θεώρησης Τ = W, η ειδική άνωση μπορεί να ερμηνευθεί ως ο 

υποθετικός χρόνος σε sec, στον οποίο μια γεννήτρια ώθησης μπορεί να 

κατανάλωνει ποσότητα καυσίμου ίση με το συνολικό βάρος του αεροσκάφους. 

Ορίζοντας την άνωση ειδικής κατανάλωσης καυσίμου ανά μονάδα χρόνου^εο) 

tsfcs, λαμβάνεται η ακόλουθη σχέση:

(2.3.2)

2.3.2 Διαδρομή

Για την διευκόλυνση της ποσοτικής αντίληψης της καταναλισκόμενης 

ενέργειας κατά την οριζόντια κίνηση του αεροσκάφους, εισάγουμε μία νέα 

ποσότητα παρόμοια με αυτή της ειδικής άνωσης. Αυτή η ποσότητα καλείται 

ειδική απόσταση και συμβολίζεται με (Ds). Η ειδική απόσταση εκφράζει την 

υποθετική απόσταση σε (km) που διανύει ένα όχημα σε μία συγκεκριμένη στιγμή, 

έχοντας καταναλώσει έως εκείνη την στιγμή βάρος καυσίμου ίσο με το βάρος του 

W. Οταν είναι γνωστή η ειδική εμβέλεια Rs, δηλαδή η απόσταση που διανύει το 

όχημα έχοντας καταναλώσει μία μονάδα βάρους του καυσίμου, (km/kg), τότε η Ds 

υπολογίζεται από τη σχέση :

DS=R,W (2.3.3)
Είναι προφανές ότι η ειδική εμβέλεια, και συνεπώς η ειδική απόσταση 

εξαρτώνται από την ταχύτητα της κίνησης. Για υποβρύχια οχήματα, για 
τροχοφόρα οχήματα εδάφους και για αερόπλοια, η Rs και η Ds αυξάνουν όταν η 

ταχύτητα της κίνησης μειώνεται, ενώ για αεροσκάφη (είτε περιστρεφόμενων είτε 

σταθερών πτερύγων) υπάρχουν συνδιασμοί ταχυτήτων πτήσης και ύψους, οι 

οποίοι μεγιστοποιούν την Rs και την Ds.
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Εχει εξακριβωθεί από διάφορες μελέτες ότι, σε αντίθεση με την αιώρηση, 

το ελικόπτερο κατά τη διαδρομή λειτουργεί σε πολύ υψηλότερα επίπεδα 

κατανάλωσης ενέργειας ανά μονάδα βάρους και διανυόμενης απόστασης από 

οποιοδήποτε άλλο μέσο εναέριας μεταφοράς και μεταφοράς εδάφους. Ομως αυτό 

δεν αποκλείει την πιθανότητα να γίνουν τα ελικόπτερα ανταγωνιστικότερα ως 

προς τα άλλα οχήματα όσον αφορά στην καταναλισκόμενη ενέργεια ανά 

επιβατικό χιλιόμετρο, υπό συνθήκες πάντα ενεργού λειτουργίας.

2.4 Θεμελιώδη δυναμικά ζητήματα του έλικα

2.4.1 Ασυμμετρία ροής

Αποτελεί βασική αρχή της αεροδυναμικής ότι οι αεροδυναμικές δυνάμεις 

που ασκούνται σε σκάφος κινούμενο με ταχύτητα V, εντός ακίνητου αέρα, είναι 

ίσες με τις αεροδυναμικές δυνάμεις που ασκούνται σε σκάφος ακίνητο εντός αέρα 

που κινείται με ταχύτητα - V. Τα περισσότερα από τα δυναμικά, αλλά και πολλά 

από τα αεροδυναμικά προβλήματα των ελικοφόρων αεροσκαφών, προκύπτουν από 

το γεγονός ότι μία συνιστώσα της ταχύτητας - V, έστω VIIt η οποία κείται στο 

επίπεδο του έλικα, εμφανίζεται σε όλες τις μεταφορικές κινήσεις του έλικα 

(εκτός των κατακόρυφων). Εστω ~aD η γωνία που σχηματίζει το όιάνυσμα της 

ταχύτητας της ροής του αέρα με το επίπεδο του έλικα, όπως φαίνεται στο Σχήμα 

2.1. (θετική, όταν η ταχύτητα έχει συνιστώσα στην κατεύθυνση της άνωσης). 

Τότε η συνιστώσα της ταχύτητας, η οποία κείται στο επίπεδο του έλικα, δίνεται 

από τηνσχέση :
Vn-Vcos,ad (2.4.1)
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Σχήμα 2.1: Συνιστώσα της ταχύτητας της ροής του αέρα στο επίπεδο του έλικα

Κατά την αιώρηση και την κατακόρυφη μετατόπιση, κάθε στοιχειώδες 

τμήμα της λεπίδας δέχεται την ταχύτητα της εισερχόμενης ροής του αέρα, η 

οποία είναι συνάρτηση μόνο της απόστασης r του στοιχειώδους τμήματος της 

λεπίδας από την πλήμνη. Ομως, η παρουσία της Vn στην περίπτωση της 

οριζόντιας μετατόπισης καταστρέφει την αξονική συμμετρία, και επομένως η 

ταχύτητα του αέρα που προσκρούει στο στοιχειώδες τμήμα της λεπίδας είναι 

συνάρτηση και της γωνίας ψ που διαγράφει η λεπίδα κατά την περιστροφή του 

έλικα (βλ. Σχήμα 2.2).
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Σχήμα 2.2: Ανάλυση της Vn ως προς την λεπίδα

Με σκοπό τον καθορισμό ενός μέτρου της ασυμμετρίας που προκαλείται από την
V,, . . .συνιστώσα Vu της ταχύτητας, εισαγεται η ποσότητα μ = -^-, η οποία καλείται

προηγμένη αναλογία (όπου V, = RQ. η γραμμική ταχύτητα στο άκρο της λεπίδας).

Οπως φαίνεται στο Σχήμα 2.2, η περιοχή ανεστραμμένων ταχυτήτων αποτελείται

από τον διαγραμμισμένο κύκλο διαμέτρου dr. Από την ανάλυση των ομοίων

τριγώνων που σχηματίζουν οι διακεκομμένες γραμμές του σχήματος με τα

διανύσματα των γραμμικών ταχυτήτων, λαμβάνουμε την ακόλουθη σχέση :
SIR-Vπ _ R-dr 
SIR + Va R + dr

ή ισοδύναμα

, _VjL_ Ώdr — — fi R

2.4.2 Ασυμμετρία στα φορτία των λεπίδων

Βασιζόμενοι στην αναλογία με τα αεροπλάνα , είναι φανερό ότι από την 

σκοπιά της δημιουργίας άνωσης σε ένα στοιχειώδες τμήμα της λεπίδας στο 

σημείο r, (ή σε ανοιγμένη μορφή στην θέση F- -^), η πιο σημαντική συνιστώσα 

της ταχύτητας Vn θα είναι αυτή η οποία είναι κάθετη στην λεπίδα, δηλαδή

(2.4.2)

(2.4.3)
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ή ισοδύναμα

V X (r) = ν,(μ sin ψ + r) (2.4.5)

Από την παραπάνω εξίσωση, είναι προφανές ότι κάθε στοιχειώδες τμήμα της 

λεπίδας δέχεται την κάθετη σ' αυτό συνιστώσα της ταχύτητας της ροής του αέρα, 

η οποία όμως υπόκειται σε μια ημιτονοειδή διαταραχή. Σαν αποτέλεσμα, οι τιμές 

της V±(r) για τιμές της γωνίας περιστροφής της λεπίδας από 0 -*· π είναι 

μεγαλύτερες από αυτές για τιμές της γωνίας περιστροφής από π-*·2π· Το πόσο 

μεγαλύτερες θα είναι οι τιμές της V±(r) εξαρτάται από την προηγμένη αναλογία 

μ. Αξιοσημείωτο είναι το γεγονός ότι, για γωνίες περιστροφής της λεπίδας από 

π ->■ 2π, υπάρχει ένας κύκλος διαμέτρου dr = μϋ όπου η λεπίδα συναντά ροή αέρα 

που προέρχεται από την οπίσθια ακμή της λεπίδας. Η περιοχή αυτή του κύκλου 

λέγεται περιοχή ανεστραμμένων ταχυτήτων.

Η προηγούμενη ανάλυση έχει σκοπό να δείξει ότι, με μ > 0, για γωνίες 

περιστροφής της λεπίδας από 0 -» π δημιουργείται μεγαλύτερη άνωση απ' ότι για 

τιμές της γωνίας περιστροφής από π -> 2π· Για μια λεπίδα στερεά προσαρμοσμένη 

στην πλήμνη, μπορεί να δημιουργηθεί μια καμπτική ροπή, η οποία μπορεί να 

εξουδετερωθεί σαν σύνολο συζευγνύοντας δύο ιδίων διαστάσεων έλικες, οι οποίοι 

περιστρέφονται κατ' αντίθετες κατευθύνσεις. Ενα τέτοιο ζεύγος μπορεί να 

υλοποιηθεί με την μορφή ομμοαξονικών, παραπλεύρων, συζυγών ελίκων, ή άλλων 

παρόμοιων σχηματισμών. Οσο υπάρχει μια μή εξισορροπούμενη καμπτική ροπή 

στον έλικα, θα υπάρχει και μία καμπτική ροπή στην βάση της λεπίδας, καθώς και 

μία αντίστοιχη στην άτρακτο του έλικα. Πρέπει να εφαρμοστούν κατάλληλες 

αεροδυναμικές μετρήσεις, με σκοπό την ελάττωση ή τον μηδενισμό των ροπών 

που είναι αποτέλεσμα της συνιστώσας της ταχύτητας της ροής του αέρα, η οποία 
κείται στο επίπεδο του έλικα. Για το σκοπό αυτό, υπάρχουν δύο λύσεις : Πρώτον, 

μεταβολή της γωνία προσβολής της λεπίδας κατα τρόπο τέτοιο ώστε να 

εκμηδενιστεί η επιρροή του όρου rising στην (2.4.5), ή δεύτερον, εφαρμογή 

άλλων αεροδυναμικών μέσων ελέγχου της άνωσης, όπως πτερύγια καμπυλότητας 
(flaps), ελάσματα εξουδετέρωσης της ροής (spoilers) κ.α. Ολα αυτά τα δυναμικά 

μέσα ελέγχου της άνωσης, μπορούν να ενεργοποιηθούν κατά τρόπο τέτοιον ώστε 

να επιτευχθεί το αποτέλεσμα που επιδιώκουμε στην πρώτη λύση. Ο όρος u sin 

είναι πρώτου αρμονικού χαρακτήρα ως προς την περιστροφή της λεπίδας στο 

αζιμούθιο. Ετσι, οι μετρήσεις που θα εφαρμοστούν με σκοπό τον εκμηδενισμό (ή

V±(r) = Vn sin ψ + V,r (2.4.4)

11



την μείωση) της επιρροής αυτού του όρου πρέπει επίσης να είναι πρώτου 

αρμονικού χαρακτήρα.

2.4.3 Στρόφιγγα πτερυγισμού

Μία πρακτική λύση για τα προβλήματα ασυμμετρίας ροής του αέρα που 

δημιουργούνται, επιτεύχθηκε με την εισαγωγή της στρόφιγγας πτερυγισμού. Η 

εισαγωγή της στρόφιγγας πτερυγισμού αποκλείει την μεταφοράς της καμπτικής 

ροπής της λεπίδας στην πλήμνη. Ταυτόχρονα, δίνει στην λεπίδα την δυνατότητα 

να κινείται γύρω από την άρθρωση. Οπως θα αποδειχθεί αργότερα, αυτή η κίνηση 

πτερυγισμού της λεπίδας έχει αεροδυναμική επίδραση ισοδύναμη με την μείωση 

της γωνίας προσβολής για τιμές της γωνίας περιστροφής της λεπίδας από 0 -* π, 

και αύξησή της αντίστοιχα για τιμές της γιονίας περιστροφής της λεπίδας από 

π -*· 2π. Ετσι, είναι φανερό ότι ο πρόσθετος βαθμός ελευθερίας που αποδίδεται 

στην λεπίδα οδηγεί σε μια ισχυρή αλληλεπίδραση μεταξύ δυναμικών και 

αεροδυναμικών αποτελεσμάτων.

Η αρθρωτή λεπίδα είναι το πιο διαδεδομένο σχήμα από εκείνα που 

χρησιμοποιούνται για την αντιμετώπιση των ημιτονοειδών διαταραχών της 

ανωστικής δύναμης εξαιτίας της ύπαρξης της συνιστώσας της ταχύτητας της ροής 

του αέρα η οποία κείται στο επίπεδο του έλικα. Για λόγους απλότητας, θεωρούμε 

ότι η στρόφιγγα πτερυγισμού διέρχεται από τον άξονα του έλικα, με κατεύθυνση 

κάθετη προς αυτόν, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.3.
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Θεωρώντας αμελητέα την επίδραση των δινών που δημιουργεί ο έλικας 

στην περιοχή κοντά στις λεπίδες, συμπεραίνεται ότι κατά την αιώρηση ή την 

κατακόρυφη μετατόπιση, η ταχύτητα της ροής του αέρα που δέχονται οι λεπίδες, 

και επομένως οι αεροδυναμικές φορτίσεις, παραμένουν ανεξάρτητες της 

αζιμουθιακής γωνίας. Μαζί με την αεροδυναμική άνωση ανά λεπίδα Lb, υπάρχουν 

δύο άλλες δυνάμεις που δρούν στο επίπεδο των λεπίδων: α) η φυγόκεντρος C, και 

β) το βάρος της λεπίδας Wb. Εξαιτίας της ελευθερίας κίνησης γύρω από την 

στρόφιγγα πτερυγισμού, η λεπίδα καθώς περιστρέφεται μπορεί να εκτραπεί από 

το επίπεδο του έλικα (επίπεδο κάθετο στην άτρακτο που διέρχεται από την 

πλήμνη) και να αρχίσει να διαγράφει κωνική επιφάνεια (κώνο, με άξονα 

συμμετρίας τον άξονα της ατράκτου). Η γωνία κωνικότητας μπορεί να 
υπολογιστεί από τις συνθήκες ισοδυναμίας ροπών γύρω από την στρόφιγγα (βλέπε 

Σχήμα 2.4)
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Η ισορροπία ροπών μπορεί να εκφραστεί ως ακολούθως :

Lbr, -CFsin/?0rCF- Wbrwcos/?0 = 0 (2.4.6)

Θεωρώντας μικρή γωνία βο έτσι ώστε sin/?0=/?o και cosβ0 = 1, λαμβάνεται η 

ακόλουθη προσεγγιστική σχέση για. την ισοδυναμία των ροπών :

UrL - CF/W - 0W - 0 (2.4.7)

Οπότε, όταν η ανυψωτική δύναμη και η κατανομή της μάζας κατά μήκος της 

λεπίδας καθώς και η ταχύτητα V, στο άκρο του έλικα είναι γνωστές, είναι εύκολο 

να βρούμε την γωνία κωνικότητας β0. Για τον προσδιορισμό της γωνίας 

κωνικότητας προτείνονται οι ακόλουθες παραδοχές : α)Η μάζα ανά μονάδα μήκους 

της λεπίδας mb(r) = mb είναι σταθερή, και έτσι rCF = -jR, β)Το βάρος της λεπίδας 

είνα αμελητέο σε σχέση με την άνωση ανά λεπίδα, δηλαδή Wb <<Lb, και γ) Η 

κατανομή της άνωσης κατά μήκος της λεπίδας είναι παραβολική, οπότε rL = ~^R-

Ετσι, σύμφωνα με τις παραπάνω παραδοχές, λαμβάνουμε την ακόλουθη λύση για 

την γωνία κωνικότητας σε σχέση με την αεροδυναμική άνωση :

ft =<!><■§=) S(f><^) (2-4.8)

όπου mb = Rmb είναι η μάζα της λεπίδας.
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Η φυσική και σχεδιαστική σημασία των παραπάνω εξισώσεων είναι 

προφανής, δηλαδή, ακόμα και αν ο λόγος ^ καθώς και η γραμμική ταχύτητα του 

άκρου της λεπίδας είναι ίσες για μικρές και μεγάλες λεπίδες, η γωνία 

κωνικότητας θα είναι μεγαλύτερη για την μεγαλύτερη λεπίδα. Οι μεγάλες γωνίες 

κωνικότητας είναι ανεπιθύμητες εξαιτίας της αεροδυναμικής αντίδρασης που 

αναπτύσσεται κατά την εμπρόσθια πτήση. Μπορεί επίσης να εισάγουν σφάλματα 

ελέγχου. Για αυτόν το λογο, απαιτείται σχετική μετατόπιση του κέντρου μάζας 

της λεπίδας προς το άκρο της, κυρίως για μεγάλους έλικες, για να αντισταθμίσουν 

την τάση προς αύξηση της γωνίας κωνικότητας.

2.5 Κίνηση πτερυγισμού της λεπίδας

Η εισαγωγή βαθμών ελευθερίας της λεπίδας ως προς την κίνηση 

πτερυγισμού, οδηγεί στο ερώτημα αν θα είναι ευσταθής η κίνηση της λεπίδας 

γύρω από την στρόφιγγα πτερυγισμού. Για την απάντηση του παραπάνω 

ερωτήματος εξετάζονται ακολούθως η στατική και η δυναμική ευστάθεια της 

κίνησης πτερυγισμού.

2.5.1 Στατική ευστάθεια

Για να μελετήσουμε την στατική ευστάθεια της λεπίδας, θεωρούμε ότι 

είναι μετατοπισμένη από την θέση ισορροπίας (σε γωνία β0) κατά μια γωνία άβ, 

όπως δείχνει το Σχήμα 2.5
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Σχήμα 2.5: Εκτροπή της λεπίδας από την θέση ισορροπίας της

Η μετατόπιση αυτή, θα επηρρεάσει μόνο το μέγεθος της συνιστώσας της 

φυγοκεντρικής δύναμης η οποία είναι κάθετη στην λεπίδα. Θεωρώντας αρκετά 

μικρή την γωνία άβ, η νέα τιμή της ροπής γύρω από την στρόφιγγα πτερυγισμού 

που δημιουργείται από την κάθετη στην λεπίδα συνιστώσα της φυγοκεντρικής 

δύναμης θα είναι

Mcf±. + dMCF ±= ~{CF)rCF{fio + άβ) (2.5.1)

αλλά εφόσον -(CF)rCF0o = MCf±. . τότε ισχύει ότι c1MCfl = -(CF)rCFή ισοδύναμα
dMcFi

άβ = ~(CF)rCF (2.5.2)

Από την τελευταία εξίσωση φαίνεται ότι η λεπίδα είναι στατικά ευσταθής απ'την
dMcFL 

~άβστιγμή που η παραγωγός είναι αρνητική. Αυτό σημαίνει πως όταν η

λεπίδα απομακρύνεται από τη θέση ισορροπίας (γωνία β0), τότε δημιουργείται μία 

ροπή επαναφοράς η οποία τείνει να επαναφέρει την λεπίδα στην αρχική της 
θέση.

2.5.2 Δυναμική ευστάθεια

Γνωρίζοντας ότι η λεπίδα κατά την κίνηση πτερυγισμού είναι στατικά 

ευσταθής, το ερώτημα που απομένει είναι αν η λεπίδα είναι δυναμικά ευσταθής,
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δηλαδή αν με το χρόνο θα τείνει στην θέση ισορροπίας της. Σ’ αυτό το σημείο, θα 

πρέπει να εισαχθούν κάποιες νέες γεωμετρικές και αεροδυναμικές έννοιες:

1. Η σχετική θέση του στοιχειώδους τμήματος της λεπίδας r=

2. Το σχήμα της τομής της λεπίδας, καθώς και η θέση της χορδής μηδενικής 

άνωσης

3. Ο προσανατολισμός της τομής της λεπίδας ως προς το επίπεδο του έλικα, όπως

αυτός καθορίζεται από την σχετική γωνία προένευσης θΓ- (η οποία παριστάνει 

την γωνία μεταξύ του επιπέδου του έλικα και της χορδής μηδενικής άνωσης). 

Οι έννοιες που περιγράψαμε παραπάνω παρουσιάζονται γραφικά στα σχήματα που 

ακολουθούν

(γ)

Σχήμα 2.6: (α) Σχετική θέση του στοιχειώδους τμήματος της λεπίδας 
(β) Τομή της λεπίδας, χορδή μηδενικής άνωσης 
(γ) Ισοδυναμία πτέρωσης και πτερυγισμού.

Η λεπίδα μπορεί να είναι σταθερής καμπυλότητας (όταν θ/· =σταθερή), ή 

συνεστραμμένη (όταν ^σταθερή). Πρέπει να σημειωθεί ότι η γωνία 

προένευσης όλων των θέσεων (από r = 0 -* 1) μπορεί να μεταβάλλεται, δηλαδή να
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ποικίλει για το ίδιο r, όταν περιστρέφεται η λεπίδα σαν σύνολο γύρω από τον 

άξονα προένευσής της. Αυτή η λειτουργία καλείται κίνηση πτέρωσης 

(feathering). Χάριν απλότητας, θεωρούμε ότι επικρατούν συνθήκες αιώρησης. 

Ετσι, η μόνη ροή αέρα που δέχεται το στοιχειώδες τμήμα της λεπίδας είναι αυτή 

που οφείλεται στην περιστροφή της λεπίδας γύρω από τον άξονα της, με γωνιακή 

ταχύτητα Ω. Το διάνυσμα της ταχύτητας της ροής αυτής, είναι είτε παράλληλο 

είτε πάνω στο επίπεδο του έλικα. Ετσι, για ένα στοιχειώδες τμήμα της λεπίδας 

που βρίσκεται σε απόσταση r από την πλήμνη, υπολογίζεται να είναι: 

Vf = -ζΏ = -rV,. Υπό συνθήκες μόνιμης κατάστασης, η γωνία πρόσπτωσης του 

αέρα στην λεπίδα (Α) που σχηματίζει το στοιχειώδες τμήμα της λεπίδας με την Vf 

είναι ίση με την γωνία προένευσής της λεπίδας στην θέση r, δηλαδή A = Θ-Γ, όπως 

φαίνεται στο Σχήμα 2.6.β.

Επιστρέφοντας στην μελέτη της δυναμικής ευστάθειας, υποθέτουμε ότι - 

όπως στην στατική περίπτωση- η λεπίδα έχει μετατοπιστεί από τη θέση 

ισορροπίας (γωνία κωνικότητας β0) σε μια θέση με γωνία κωνικότητας β (όπως 

δείχνει το Σχήμα2.6α. Οταν ελευθερωθεί από την εξαναγκασμένη της θέση, η 

στατικώς ευσταθής λεπίδα θα αρχίσει να κινείται προς τα κάτω, δηλαδή προς την
άβ

θέση ισορροπίας της και με γωνιακή ταχύτητα ~~^~~β· Επίσης, με την

εμφάνιση του -β, οι γωνίες πρόσπτωσης σε όλες τις θέσεις κατά μήκος της 

λεπίδας θα αυξηθούν, όπως δείχνει το Σχήμα 2.6.γ. Σε κάθε σχετική θέση F = -jj^, η

αύξηση Δζ> θα είναι:

sin Δ/ =
βτ_
V.F V,r

*1 ■ 
dt _ ~β 
Ω “ Ω (2.5.3)

και πάλι υπό την θεώρηση μικρής γωνίας Δ/, καταλήγουμε στο ότι Δζ = —q .

Αν η Δζ είναι ανεξάρτητη του r όπως δείχνει η προηγούμενη εξίσωση, 

όλες οι θέσεις r κατά μήκος της λεπίδας θα παρουσιάζουν την ίδια μεταβολή στην 

γωνία πρόσπτωσης, όπως αν εκτελούσαν κίνηση πτέρωσης κατά γωνία Δά. Με 

άλλα λόγια αποδείχθηκε ότι κατά την αεροδυναμική θεώρηση, η κίνηση 

πτερυγισμού είναι ισοδύναμη με την κίνηση πτέρωσης. (Δά0 κατά την 

περιστροφή της λεπίδας περί τον άξονα προένευσης= Δζ κατά την κίνηση 

πτερυγισμού). Αυτό σημαίνει ότι η Δζ, με την έννοια που της αποδόθηκε στην 

προηγούμενη εξίσωση, θα προκαλέσει ακριβώς την ίδια μεταβολή στις

18



αεροδυναμικές δυνάμεις και ροπές που δρούν πάνω στην λεπίδα, όπως ακριβώς αν 

η λεπίδα εκτελούσε αλλαγή της γωνίας προένευσής της ή ισοδύναμα κίνηση 

πτέρωσης κατά γωνία Δά0 · Οσο για την δυναμική ευστάθεια, είναι σημαντικό να 

παρατηρήσουμε ότι ο πτερυγισμός προς τα κάτω αυξάνει την γωνία πρόσπτωσης 

του αέρα πάνω στην επιφάνεια της λεπίδας, από την στιγμή που το Δ/' είναι θετικό

καθώς το είναι αρνητικό. Συνεπώς, όσο η λεπίδα λειτουργεί εντός των ορίων

αποκόλλησης του οριακού στρώματος, ο πτερυγισμός της προς τα κάτω θα 

οδηγήσει σε μία αύξηση της ανωστικής δύναμης (άνωση ανά λεπίδα). Αυτή όμως 

η αναπτυσσόμενη δύναμη και η ταχύτητα πτερυγισμού έχουν αντίθετα πρόσημα. 

Επομένως, αυτή η πρόσθετη αεροδυναμική ροπή γύρω από την στρόφιγγα 

πτερυγισμού θα αντιτίθεται στην κίνηση πτερυγισμού της λεπίδας, και έτσι θα
δΤ„προβάλλεται απόσβεση. Γνωρίζοντας την κλίση

θθ c
σε μια περιοχή της

θεωρούμενης γωνίας προένευσής της λεπίδας ($0c), υποθέτοντας ότι αυτή είναι 

σταθερή, και χρησιμοποιώντας την προηγούμενη σχέση, η ροπή απόσβεσης που 

συναντά η λεπίδα κατά την ταλαντωτική της κίνηση θα είναι:

dTb) (A
Mjamp ~ Η δθ0 J {9ο, Ω (2.5.4)

ή καλώντας το Ω
$0<- σαν κ, δηλαδή σαν το μέτρο απόσβεσης, η

προηγούμενη σχέση γίνεται

Μ damp — 'Κ β (2.5.5)

Ομοια με την περίπτωση της στατικής ευστάθειας, η ροπή επαναφοράς (η οποία 
τείνει να επαναφέρει την λεπίδα στην αρχική της Θέση) είναι

M~ = -(CF)rcrfi (2.5.6)

ή καλώντας το (CF)rCF σαν k, δηλαδή σαν τη σταθερά ελατηρίου, η προηγούμενη 

σχέση γίνεται

Mres = -Τβ (2.5.7)

Αρα, η ταλαντωτική κίνηση πτερυγισμού της λεπίδας περιγράφεται από την 

ακόλουθη σχέση:

Ijfi + κβ + kβ=0 (2.5.8)

όπου 1/ είναι η ροπή αδράνειας της λεπίδας ως προς την στρόφιγγα πτερυγισμού. 

Εφαρμώζοντας μετασχηματισμό Laplace, η παραπάνω σχέση γίνεται
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(2.5.9)

ή ισοδύναμα

B(s) - s β(0) -0(0) + sfB(s) - fM0) + fB(s) = 0

(,2 + SK + Jl)B{s) = β{()) + p{0)+sP(0) (2.5.10)

ή τελικά

*(*) =
0(O) + ffP(O) + s0(O)

('s2+sfr + i')
(s-Xi)(s-X2) Ψ (2.5.11)

K , £όπου λ ι και /U είναι οι ρίζες του διωνύμου s2 + ίγ + η~ , δηλαδή

^'■2 _ (χκ και2 L· I,·

Χ = β(0) + κβ(0)

Ψ = /?(0)
Εφαρμόζοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace, σύμφωνα με το 

ζεύγος μετασχηματισμού
£-ι (a - b)e~bl - (a - c)e~cts + a

(5 + b)(s + c) c-b

προκύπτει οτι

β = A ex° + Be Xit (2.5.12)

Ψ[(ψ)-Α,] -ν[φ~λ 2)
ίΐεΑ= λ,-λ2 ·β= ...λ;-λ: -
Η ταλαντωτική κίνηση χαρακτηρίζεται από το πρόσημο της υπορίζου ποσότητας 

στις σχέσεις που περιγράφουν τις ρίζες του διωνύμου. Αρα λοιπόν, η κίνηση 

χαρακτηρίζεται από το πρόσημο της ποσότητας K2-4kI,·. Αυτή η ποσότητα 

γράφεται αναλυτικά ως εξής:

(^)]2-4 (CF)rc,If
9ο

Στην πράξη, οι σχεδιασμοί γίνονται έτσι ώστε ο πρώτος όρος της παραπάνω 

ποσότητας να είναι αρκετά μικρότερος από τον δεύτερο (κ= 0.032 (4/t//)). Αυτό 

σημαίνει ότι και οι δύο ρίζες του δυωνύμου είναι φανταστικές

λU- (27,-)± z V (2ί/)2 1/ (2.5.13)

Οπότε το δυώνυμο έχει τη μορφή

2 +s τ. + f~~(s + ΤΓ + ί,/('ύΓ)~ ~ λ )(5 + oj. ./(9/.)" “ /' ) - (s + α)2 + ωο21, 21 21 f Vν 22/
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όπου a - -£r κα ιωο = ‘-(τ^-)2 +-f- Uf V Ilf If

Αρα λοιπόν

B(s) =
s + X_

Ψ
[(5· + α)2+ω;Π

Ψ (2.5.14)

Ομως

ή ισοδύναμα

m

JL-JL + M 
ψ-//+/?(0)

X ? , β(0) 
ψ ~Αα+ β{ϋ)

-ψ = a + Δ

όπου Δ = +α . Ετσι, η λύση στο πεδίο της συχνότητας είναι:

B(s) = Ψ s + α + Δ
[(ί + α)2 +ωδ]

Η παραπάνω σχέση γράφεται ισοδύναμα ως εξής

,.;ι+(^γ)ι
ω0

(2.5.15)

(2.5.16)[(s + ay+ωΐ] ' ν '[(s + ay+coi]

Κατόπιν, εφαρμόζοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace, σύμφωνα με τα 

ζεύγη μετασχηματισμού
5 + 17

(.s’ + α)2 + ό 2 e “'cos(bt)

και

s + b.. \ L·, e at ή
(s 4- ci)~ 4-

λαμβάνεται η ακόλουθη λύση στο πεδίο του χρόνου

β(ή = Ψβ °' cos(ojoO + sin(co0 0 (2.5.17)

ή ισοδύναμα

β(ί) = Ce~' 2// ''cost hb-iy-y Ί + D 21'"' sin[ M)-(^fc)2 *]

με C = Ψ = y?0 και D = Ψ Δ
ωο

« γΜ,Χι 
L /?(0) 27/J

,'Φ-Φ1

■ 21,-

Αρα η περίοδος της

αποσβενόμενης ταλάντωσης θα είναι

Τ - 2π· 1

φ-ί^)2
(2.5.18)
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ενώ η συχνότητα της θα είναι ν = γ.

Από την (2.5.18), φαίνεται ότι αν το μέτρο απόσβεσης κ πάρει την τιμή 

κ = 2 JiTk τότε η περίοδος της κίνησης τείνει στο άπειρο, και η συχνότητα τείνει 

στο μηδέν. Με άλλα λόγια, η κίνηση γίνεται μη ταλαντωτική. Η παραπάνω τιμή 

του κ ονομάζεται κρίσιμη απόσβεση (/cOTi). Για κ<καηΙ η γενική μορφή της 

κίνησης περιγράφεται στο παρακάτω σχήμα

Σχήμα 2.7\ Κίνηση πτερυγισμού, γιακ < Kcnt

Η ταχύτητα σύγκλισης μπορεί να μετρηθεί με τον λόγο δύο διαδοχικών 

ευρών (έστω A, και Α2) ■

Μ
Λ ι

Γ' 2Ι/η,+Τ) 
κ

7 /. >'Ρ Alt

Κ
= ρΗ 21,·)Τ (2.5.19)

Με σκοπό την μελέτη της σχέσης της περιόδου και της μείωσης του εύρους της 

ταλαντωτικής κίνησης της λεπίδας, θα εςετασθεί η υπόριζος ποσότητα της 

(2.5.18). Στην αρχή της παραγράφου συμβολίστηκε σαν σταθερά ελατηρίου k η 

ποσότητα (CF)/-Cf. όπου CF είναι η φυγόκεντρος δύναμη που δρα στη λεπίδα
, , , , 2 κατα την περιστροφική της κίνηση, σε απόσταση rCF-^R απο τον αςονα

περιστροφής της λεπίδας. Αν η φυγόκεντρος δύναμη είναι CF - -^ΜΚΩ.2, η ροπή

αδράνειας της λεπίδας ως προς την στρόφιγγα πτερυγισμού είναι If= -jMR2, όπου

Μ είναι η μάζα της λεπίδας, Ω είναι η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του έλικα,
kκαι R είναι το συνολικό μήκος της, τότε ο λόγος γ ισούται με
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k [^MR&][^R]
If yMR2

= Ω2 (2.5.20)

Η παραπάνω σχέση, σε συνδιασμό με την (2.5.18) δείχνουν ότι όταν δεν υπάρχει 

καθόλου απόσβεση, η περίοδος της κίνησης είναι ίση με τον χρόνο που
2παπαιτείται για μία πλήρη περιστροφή του έλικα (to = yy).

Ο λόγος της περιόδου της ταλαντωτικής κίνησης με απόσβεση προς την 

περίοδο της ταλαντωτικής κίνησης χωρίς απόσβεση είναι ίσος με
X
τ0 17 κι

(2.5.21)

\ ' 4 k Ιρ
t r K~ r r r r rΑλλά ο όρος yyy- σύμφωνα με τα προηγούμενα είναι περίπου ίσος με

~ 0.032 σύμφωνα με τιμές που χρησιμοποιούνται στους περισσότερους

σχεδιασμούς ελικοπτέρων. Αρα λοιπόν, είναι επιτρεπτό να θεωρηθεί αμελητέα η
2πόποια απόσβεση και να υποτεθεί ότι Τ * το = yy. Οσον αφορά στον λόγο δύο

διαδοχικών ευρών της ταλάντωσης της λεπίδας, είναι σκόπιμο να εξεταστεί ο 

όρος yγ που εμφανίζεται στο εκθετικό της (2.5.19). Παρατηρώντας ότι η άνωση

της λεπίδας είναι ίση με Tb = wbRc, (όπου c είναι το μήκος της χορδής της 

λεπίδας, όπως αυτό φαίνεται στο Σχήμα 2.6β και wb είναι η δύναμη που δέχεται η 

λεπίδα ανά μονάδα επιφάνειας), η μερική παράγωγος της ώθησης ως προς τις 

μεταβολές της γωνίας προένευσης της λεπίδας εκφράζεται ως
dTb
5θο

_ (
$0C

)Rc (2.5.22)
Sor “VO

Υποθέτοντας ότι η μάζα της λεπίδας είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη κατά μήκος 

του άξονα της λεπίδας, η ροπή αδράνειάς της ως προς την στρόφιγγα πτερυγισμού 
είναι

//= γ(ΐΓ)*2 (2-5.23)

όπου Wb είναι το βάρος της λεπίδας, και g είναι η επιτάχυνση βαρύτητας. Ετσι, ο 

όρος yj- εκφράζεται ως εξής:

I 1
)ωΚ

2 If
RrrRci

(2.5.24)
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όπου rT είναι η απόσταση του σημείου δράσης της ώθησης της λεπίδας, 

μετρούμενη από τον άξονα περιστροφής (rT - -ρ-).

Αδιαστατοποιώντας την φόρτιση της λεπίδας διαιρώντας την με την

ποσότητα ρ V\ έτσι ώστε wb = (όπου ρ είναι η πυκνότητα της λεπίδαςρ Vj και

dwV, = Q.R), ο όρος εκφράζεται ως έξης0\7 0
cnvb
δθ0

dwb
d90 (2.5.25)

Λαμβάνοντας υπ’ όψην ότι Wb = wsbRc (όπου wsb είναι το βάρος της λεπίδας ανά 

μονάδα επιφάνειας της, και υποθέτοντας ότι ?τ ~ y, ο όρος ρρ εκφράζεται ώς 

εξής:

κ SQ^t 
2If w sb

ifw)
V

δθ0
V Soc /

(2.5.26)

Η απεικόνηση του τητ- = F(90) φαίνεται στο Σχήμα 2.8. Οταν θ0 -» 0, τότε και0ν7θ

ρ|ρ-»·0. Αυτό προφανώς σημαίνει ότι για αφόρτιστους ή σχεδόν αφόρτιστους

έλικες (θ0»0), το μέτρο απόσβεσης μπορεί να γίνει πολύ μικρό, ή ακόμη και 

μηδέν. Ακόμη, για τυπική λειτουργία, όπως φαίνεται από το σχήμα, όταν > 10°

τότε -ρρ- » 0.65trad. Αυτή η τιμή, για πρακτικές τιμές των υπολοίπων μεγεθών,

δηλαδή

V, = 200-^· ~ 650fps, \νώ = 30^- « 6psf

και

, Kg n nfV,,„ slugsρ = On = 1-2j—r « O.UUii /----- π:,^ mJ cuxft

θα δώσει pp«5.3/sec και ένα λόγο διαδοχικών ευρών » e 113 = 0.323. Αυτό

σημαίνει ότι το εύρος της ταλάντωσης θα είναι περίπου ίσο με το ένα τρίτο του 

εύρους της ταλάντωσης της προηγούμενης περιόδου. Συνεπώς, μία λεπίδα η οποία 

έχει στρόφιγγα πτερυγισμού κάθετη στον άξονα του έλικα, θα επιστρέψει πολύ 

γρήγορα στην θέση ισορροπίας της, από την οποία αρχικά είχε εκτραπεί. Με 

άλλα λόγια, σε κανονικές συνθήκες λειτουργίας, η λεπίδα κατά την κίνηση 

πτερυγισμού της είναι όχι μόνο στατικά αλλά και δυναμικά ευσταθής.

Α-,
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Σχήμα 2.8: Μεταβολή της άεροδυναμικής δύναμης στη λεπίδα 
σε συνάρτηση με την γωνία προένευσης.

2.6 Ελεγχος έλικα

2.6.1 Κλίση του διανύσματος της άνωσης μέσω περιοδικής
αλλαγής της γωνίας προένευσης της λεπίδας κατά την αιώρηση.

Στην προηγούμενη ενότητα αποδείχθηκε ότι η κίνηση της λεπίδας γύρω 

από την στρόφιγγα πτερυγισμού είναι μία ταλαντωτική κίνηση με απόσβεση. Αν 

όμως εφαρμοσθεί μία εξωτερική περιοδικά μεταβαλλόμενη ροπή, τότε η κίνηση 

της λεπίδας θα μετατραπεί σε εξαναγκασμένη ταλάντωση. Στην περίπτωση του 

έλικα, είναι γεγονός ότι μία τέτοια εξωτερική ροπή μπορεί να δημιουργηθεί από 
εξαναγκασμένη αλλαγή του διανύσματος της άνωσης. Προς το παρόν, ο πιο 

συνηθισμένος τρόπος αλλαγής της ώθησης της λεπίδας στον αζιμουθιακό κύκλο 

είναι μέσω της κίνησης πτέρωσης, δηλαδή αλλαγή της γωνίας προένευσης της 

λεπίδας θ0 σαν σύνολο. Αυτή η μεταβολή της θ0 στον αζιμουθιακό κύκλο πρέπει 

να είναι περιοδική, και κατά συνέπεια αναπτύσσεται σε σειρά Fourier, η οποία 

περιλαμβάνει οποιοδήποτε αριθμό αρμονικών. Ομως στην πράξη οι είσοδοι 

ελέγχου σε όλες τις συνθήκες πτήσης και ειδικά κατά την αιώρηση είναι πρώτου 

αρμονικού χαρακτήρα, δηλαδή
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θοι* = θο-θι cos(^-y/i) (2.6.1)
όπου θι είναι η μέγιστη απόκλιση της γωνίας προένευσης της λεπίδας από την 

κανονική τιμή της (θ0). και ψχ είναι η αζιμουθιακή γωνία στην οποία εισάγεται 

αυτή η μέγιστη απόκλιση.

Σχήμα 2.9: Περιοδική αλλαγή της γωνίας προένευσης της λεπίδας

Στην πράξη, αυτή η μεταβολή της γωνίας προένευσης της λεπίδας 

πραγματοποιείται μέσω ενός απλού σχετικά μηχανικού εξαρτήματος, το οποίο 

καλείται περιστρεφόμενος δίσκος (swashplate). Αυτό το εξάρτημα αποτελείται 

από ένα κυκλικό δίσκο, ο οποίος μέσω των εισόδων, δηλαδή των εντολών τις 

οποίες δίνει ο χειριστής, αλλάζει την κλίση του ως προς το επίπεδο το οποίο είναι 

κάθετο στον άξονα του έλικα, όπως δείχνει το Σχήμα 2.10.
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Οπως φαίνεται από το Σχήμα 2.10, ο δίσκος ο οποίος δεν περιστρέφεται, 

δίνει μέσω των συνδέσμων και του περιστρεφόμενου δίσκου την περιοδική 

μεταβολή της γωνίας προένευσης των λεπίδων. Αυτή η πρώτου αρμονικού 

χαρακτήρα περιοδική μεταβολή της γωνίας προένευσης των λεπίδων θα 

δημιουργήσει αντίστοιχη μεταβολή στην άνωση ανά λεπίδα, γεγονός που 

σημαίνει ότι και η ροπή που δέχεται η λεπίδα γύρω από την στρόφιγγα 

πτερυγισμού θα μεταβάλλεται περιοδικά. Το γεγονός αυτό οδηγεί στην 

δημιουργία ροπής Mf, η οποία είναι συνάρτηση του Δθ0», = θ<ν - θ0> δηλαδή

Οψ ~ θο) ·
Υποθέτοντας ότι το Δθ0|ί, λαμβάνει την μέγιστη τιμή του όταν ψ = 90°, 

συνεπάγεται ότι sin Ω t, και έτσι προκύπτει το μηχανικό ανάλογο

υλικού σημείου που εκτελεί εξαναγκασμένη ταλάντωση με απόσβεση, αφού η 

εξίσωση που περιγράφει την κίνηση πτετυγισμού της λεπίδας γίνεται

IJfi + K/i + k = Mj„axsmQ.t (2.6.2)

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι
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p = Aex'' + Bex'‘+Mf„
(k - I/Ω2) sin Ω t - «Ώ cos Ω t 

(k-IjQ2)2 + κ2Ω2 (2.6.3)

Ον πρώτοι δύο όροι της παραπάνω εξίσωσης περιγράφουν τις ελεύθερες δυναμικά 

ευσταθείς ταλαντώσεις, οι οποίες αναλύθηκαν προηγουμένως, και στις οποίες το 

εύρος μειώνεται με ταχείς ρυθμούς. Ο τρίτος όρος περιγράφει απλή αρμονική 

κίνηση με σταθερό εύρος. Είναι προφανές ότι μετά από κάποιες περιόδους, η 

λεπίδα θα κινείται σύμφωνα με τον τρίτο όρο της παραπάνω εξίσωσης. Οπότε οι 

εκθετικοί όροι της εξίσωσης μπορούν να θεωρηθούν αμελητέοι, και η εξίσωση να 

γραφεί ως ακολούθως:

β =
Mu<

^'^-Ι,Ω2)2+κ2Ω2
sin(n/~ ψρ) (2.6.4)

οπού η τιμή της γωνίας φάσης δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

tan ψρ = (k-Ι/Ω2) (2.6.5)

Από την παραπάνω εξίσωση φαίνεται ότι όταν k-Ι,Ω2 , τότε ψρ = 90°.

Ετσι, για μία λεπίδα, η οποία έχει στρόφιγγα πτερυγισμού τοποθετημένη 

κάθετα στον άξονα του έλικα καθώς και σταθερή κατανομή μάζας m(r) =σταθερή

k = (CF) R rCF = \MR Ω2§ R = Ι,-Ω2 (2.6.6)

Συνεπώς, η γωνία φάσης για την λεπίδα θα είναι ψρ = 90°. Αυτό σημαίνει ότι όταν 

η πρώτης αρμονικής περιοδική μεταβολή της γωνίας προένευσης της λεπίδας 

εφαρμοστεί κατά τέτοιο τρόπο ώστε η μέγιστη τιμή της εμφανιστεί για ψ = 90°, 

όπως και το Mfnax, τότε το /?mm θα εμφανιστεί όταν ψ = 180°.

Οσο για το μέγεθος του /?max, αποδεικνύεται ότι

/Lax = (2.6.6)

Αλλά

Μ, dTb
όθο (Δθο ^Rr τ)

Αντικαθιστώντας το Mfnax από την παραπάνω εξίσωση, αλλά και το 

1 ( dTb ^κ = J σττΙν (2.6.6), προκύπτει η σχέση

/Lax ~ (2.6.7)

Από τις εξισώσεις (2.6.4) και (2.6.6) φαίνεται ότι εφαρμόζοντας μία πρώτης 

αρμονικής μεταβολή της γωνίας προένευσης των λεπίδων του έλικα ενός 

αιωρούμενου ελικοπτέρου, μπορεί να επιτευχθεί μία μόνιμη κλίση του επιπέδου 

της τροχιάς του άκρου της λεπίδας, όσο η είσοδος που ελέγχει ο χειριστής και
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αφορά την περιοδική μεταβολή της γωνίας προένευσης της λεπίδας παραμένει η 

ίδια. Ακόμη, η μέγιστη τιμή της γωνίας κλίσης είναι ίση με το εύρος της 

περιοδικής μεταβολής της γωνίας προένευσης της λεπίδας (Δθ0™*)·

Σύμφωνα με τα παραπάνω, φαίνεται και πάλι η ισοδυναμία μεταξύ κίνησης 
πτερυγισμού και πτέρωσης. Επίσης, αποδείχθηκε ότι η γωνία φάσης, η οποία 

είναι ανεξάρτητη της απόσβεσης, είναι ίση με 90°. Αυτό σημαίνει ότι η μέγιστη 

γωνία πτερυγισμού της λεπίδας, λαμβάνει χώρα 90° μετά την μέγιστη γωνία 

προένευσης της λεπίδας.

2.6.2 Πτερυγισμός κατά την πτήση

Σε προηγούμενη ενότητα είχε δειχθεί ότι η συνιστώσα της ταχύτητας η 

οποία είναι κάθετη στην λεπίδα V± μεταβάλλεται ημιτονοειδώς στον 

αζιμουθιακό κύκλο. Είχε σημειωθεί επίσης, ότι εξαιτίας της άνωσης της λεπίδας, 

η αεροδυναμική ροπή γύρω από την στρόφιγγα πτερυγισμού θα μεταβάλλεται 

επίσης ημιτονοειδώς κατά τον ίδιο τρόπο με την συνιστώσα της ταχύτητας. Ετσι, 

= . Σε μόνιμες συνθήκες, η Mf θα μεταβάλλεται περιοδικά. Οπως και

στην περίπτωση της αιώρησης, θα θεωρηθεί η Μ/ σαν την ροπή που εξαναγκάζει 

την λεπίδα να εκτελεί ταλάντωση γύρω από την στρόφιγγα πτερυγισμού. Η 

κίνηση αυτή της λεπίδας περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση

/;/? + κβ + k/] = Mj{ ψ) (2.6.8)

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης στην μόνιμη κατάσταση μπορεί να αναπτυχθεί 

σε σειρά Fourier, παριστάνοντας άθροισμα απλών αρμονικών κινήσεων. 

Σταματώντας στην δεύτερη αρμονική, η λύση θα είναι

β- α0-α] cos(^) -b \ $ίη(ψ)~ a2cos(2y/) - b2 sin(2^/) (2.6.9)

Παρακάτω αποδίδονται στους συντελεστές της σχέσης οι ακόλουθες ερμηνείες:
Ο αο παριστάνει το μέρος της κίνησης το οποίο είναι ανεξάρτητο από την 

αζιμουθιακή γωνία. Είναι ταυτόσημος με την γωνία κωνικότητας στην αιώρηση, 

όταν όλες οι περιοδικές είσοδοι είναι μηδενικές: β0 = α0 ■

Ο α, παριστάνει το πλάτος μίας απλής, πρώτης αρμονικής 

συνημιτονοειδούς κίνησης, και περιγράφει την εμπρός και πίσω κλίση του 

επιπέδου της τροχιάς που διαγράφει το άκρο της λεπίδας, το οποίο λαμβάνει 

μέγιστο ύψος (elevetion) για ψ=180°και ελάχιστο για ψ = 0°, όπως δείχνει το 

Σχήμα 2.11. Ο ό, παριστάνει το πλάτος μίας απλής αρμονικής, ημιτονοειδούς
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κίνησης, που λαμβάνει μέγιστο και ελάχιστο στις 90° και 270° αντίστοιχα, όπως 

δείχνει το Σχήμα 2.12

Είναι προφανές ότι όσο περισσότερους αρμονικούς όρους περιλαμβάνει η 

σχέση (2.6.9), τόσο ακριβέστερος θα είναι ο καθορισμός της τροχιάς του άκρου 

της λεπίδας. Συνήθως, ο α0 μαζί με δύο ακόμη αρμονικούς όρους είναι αρκετοί. 

Από παρατηρήση της κίνησης πτερυγισμού στην πράξη, προκύπτουν όσον αφορά 
στην τιμή των αρμονικών συντελεστών τα παρακάτω:

α0 = 8.7°, α\ =6.1°, b\ =3.9°, α2 = 0.5°, b2 = -0.1°

Κρατώντας μόνο τους πρώτους αρμονικούς όρους, και εκτελώντας τις 

αντικαταστάσεις -α0=βο, αχ = β\ cos ψ\ και b]=β] sin ι//ι , η σχέση (2.6.9) 

λαμβάνει την ακόλουθη μορφή

β = β0-βχοο5(ψ-ψχ) (2.6.10)
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Η σχέση (2.6.10) είναι ταυτόσημη με την σχέση (2.6.1) και δείχνει ότι το επίπεδο 

της τροχιάς που διαγράφει το άκρο της λεπίδας είναι κεκλιμένο ως προς το 

κάθετο στον άξονα του έλικα επίπεδο κατά μία γωνία βι. Πρέπει να σημειωθεί 

επίσης ότι το επίπεδο της τροχιάς του άκρου της λεπίδας είναι κάθετο στον “κατ’ 

ουσίαν” άξονα περιστροφής (virtual axis of rotation). Αυτός ο άξονας περνά από 

την πλήμνη και κείται σ’ένα επίπεδο το οποίο περνά από τον άξονα του έλικα και 

σχηματίζει γωνία ψχ με το επίπεδο ψ = 0.

Ο καθορισμός των συντελεστών της κίνησης πτερυγισμού απαιτεί 

εκτεταμένες γνώσεις της αεροδυναμικής των ελικοφόρων αεροσκαφών. Ετσι, 

στην περιγραφή που ακολουθεί θα δωθούν μόνο οι αναγκαίες λεπτομέρειες που 

απαιτούνται για την κατανόηση των φυσικών εννοιών.

Χάριν απλότητας υποτίθεται ότι η δύναμη που παριστάνει την άνωση της 

λεπίδας Tb, ενεργεί στην ίδια σχετική θέση ως προς την λεπίδα ?τ, και για την 

περίπτωση της αιώρησης αλλά και για την περίπτωση της εμπρόσθιας πτήσης. 

Τότε η ροπή που θα αναπτυχθεί γύρω από την στρόφιγγα πτερυγισμού είναι

Mf=TbRrT (2.6.11)

Αν οι λεπίδες είναι απολύτως στερεές, μπορεί να υποτεθεί ότι η Th όπως και

οποιαδήποτε ανυψωτική δύναμη μεταβάλλεται ανάλογα με το τετράγωνο του 

μέτρου της συνιστώσας Vi της ταχύτητας του αέρα που δέχεται η λεπίδα, στην 

σχετική θέση Γτ. Αυτό σημαίνει ότι η ώθηση ανά λεπίδα κατά την αιώρηση Tbh 

είναι ανάλογη με το V ι_\ , δηλαδή

Tbh~V±l =(V,FTY- (2.6.12)

και

Tbfd ~ V±jd = Vj(FT+,usmi//)2 (2.6.13)

Συγκρίνοντας τις σχέσεις (2.6.11), (2.6.12) και (2.6.13), έχοντας υπ’όψη ότι 

η στρόφιγγα πτερυγισμού είναι τοποθετημένη καθέτως στον άξονα του έλικα και 

θεωρώντας τις λεπίδες σαν στερεά σώματα, καταλήγουμε στο ότι ο λόγος της 

ροπής της λεπίδας ως προς την στρόφιγγα πτερυγισμού κατά την εμπρόσθια 

πτήση Mrfd, προς αυτήν κατά την αιώρηση Mrh θα ακολουθούν την αναλογία

Φ~Π+2(^) + ^]
Λ rT

(2.6.14)

Παραλείποντας τον τελευταίο όρο του δεξιού μέλους της παραπάνω σχέσης 

επειδή είναι μικρός σε σύγκριση με τους δύο πρώτους (μ <0.3), η σχέση (2.6.14) 

λαμβάνει την ακόλουθη μορφή
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(2.6.14α)

Από την παραπάνω σχέση και το Σχήμα 2.13 είναι δυνατόν να υποτεθεί σαν 

πρώτη προσέγγιση ότι κατά την μεταφορική πτήση με συνιστώσα της ταχύτητας 

στο επίπεδο του έλικα (μ > 0), θα δημιουργηθεί ροπή ανάλογη του sin ψ. Ακόμη, 

από την σχέση (2.6.14α) φαίνεται ότι το μέγεθος της είναι επίσης ανάλογο του μ. 

Η αναλογία αυτής της ροπής με το sin ψ καθιστά την θεωρούμενη κατάσταση 

ανάλογη με αυτήν του κεκλιμένου διανύσματος της ώθησης της λεπίδας, την 

οποία αναλύσαμε σε προηγούμενη παράγραφο.

Σχήμα 2.13: Μεταβολή της ροπής εξαναγκασμού που προέρχεται από την 
παράλληλη στο επίπεδο του έλικα συνιστώσα της ροής του αέρα

2.7 Κίνηση υστέρησης της λεπίδας

Παρατηρώντας τους σχηματισμούς ελίκων που περιλαμβάνουν στρόφιγγες 

πτερυγισμού, μπορεί να δει κανείς επιπρόσθετες στρόφιγγες τοποθετημένες 

περίπου κάθετα στο επίπεδο του έλικα. Αυτές οι στρόφιγγες ονομάζονται 

στρόφιγγες υστέρησης, και δίνουν έναν ακόμη βαθμό ελευθερίας κίνησης στην 

λεπίδα. Στην ανάλυση που ακολουθεί θα παρουσιαστεί το είδος της επιπλέον 

κίνησης που εκτελεί η λεπίδα, καθώς και η αναγκαιότητα αυτής της στρόφιγγας 

υστέρησης.

Εστω ότι η λεπίδα περιστρέφεται γύρω από τον άξονα του έλικα με 

γωνιακή ταχύτητα Ω, και ταυτόχρονα εκτελώντας κίνηση πτερυγισμού έχει στην

Mfh

Mffd

2π
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θέση β γωνιακή ταχύτητα β. Η επιτάχυνση Coriollis που αναπτύσσεται στη 

στοιχειώδη μάζα της λεπίδας στη θέση r από τον άξονα του έλικα, είναι

ac - ΙτζΙββ (2.7.1)

Υποθέτοντας απλή αρμονική κίνηση πτερυγισμού, η γωνία β εκφράζεται ως

β = βο-βιθθ5(ψ-ψι) (2.7.2)

όπου β0 είναι η γωνία κωνικότητας. Κατά την παρούσα θεώρηση, υποτίθεται ότι 

βο-0, /ή είναι η μέγιστη απόλυτη τιμή της γωνίας πτερυγισμού, και ψλ είναι η 

αζιμουθιακή γωνία στην οποία η γωνία πτερυγισμού λαμβάνει την τιμή /ή. 

Αναπτύσσοντας την αζιμουθιακή γωνία σε όρους της περιστροφικής ταχύτητας 

του έλικα και στον χρόνο (ψ = ζϊί), η σχέση (2.7.2) λαμβάνει την ακόλουθη 

μορφή:

β = β0-β\θο$(Ω.ί-ψλ) (2.7.3)

Συνεπώς, η γωνιακή ταχύτητα πτερυγισμού είναι

β - β\Ω.5ΐη(Ω.Ι - ψ\) (2.7.4)

και έτσι η σχέση (2.7.1) λαμβάνει την ακόλουθη μορφή:

ac = -2 r Ω2 β\ sin(Q t - μ/1) cos (Ωί- ψ\) (2.7.5)

Ομως,

sin(0/- (i/i)cos(Or- ψ\) = 4- sin(20/-2 ψ{) (2.7.6)

Ετσι η επιτάχυνση Coriollis που δέχεται η στοιχειώδης μάζα της λεπίδας ισούται 

με

ac = -r&^]sin2(Q.t-ψ\) (2.7.7)

Από την παραπάνω σχέση καθίσταται προφανές ότι η επιτάχυνση Coriollis του 

στοιχειώδους τμήματος της λεπίδας μεταβάλλεται σαν δεύτερη αρμονική, και έστι 

λαμβάνει την μέγιστη αρνητική και την μέγιστη θετική τιμή της δύο φορές σε 

κάθε περιστροφή της λεπίδας. Είναι φανερό λοιπόν ότι, απουσία στρόφιγγας 

υστέρησης, η βάση της λεπίδας θα υπόκειται σε μία καμπτική ροπή η οποία θα 

οδηγήσει σε κόπωση αφού εναλλάσεται η φορά της δύο φορές σε κάθε 

περιστροφή.

33



2.8 Ερμηνεία της ισοδυναμίας των κινήσεων πτερυγισμού 
και πτέρωσης

Εστω ότι ένας παρατηρητής βρίσκεται πάνω στον άξονα του έλικα και 

συμμετέχει στην περιστροφική του κίνηση. Ο παρατηρητής βλέπει τις λεπίδες 

του έλικα να εκτελούν κίνηση πτερυγισμού πάνω-κάτω , χωρίς όμως να 

μεταβάλλεται η γωνία προένευσης τους. Την ίδια στιγμή, αν υποτεθεί ότι ένας 

άλλος παρατηρητής βρίσκεται πάνω στο επίπεδο που διαγράφουν τα άκρα των 

λεπίδων, και συμμετέχει στην κίνηση που εκτελούν οι λεπίδες, τότε παρατηρεί 

ότι οι λεπίδες δεν εκτελούν κίνηση πτερυγισμού, αλλά μεταβάλλουν την γωνία 

προένευσής τους κατά την περιστροφή. Ακόμη ότι η γωνία προένευσης της κάθε 

λεπίδας είναι χαμηλότερη για 0 < ψ < π και υψηλότερη για π < ψ < 2π.

Με βάση αυτήν την ισοδυναμία, αλλά και τα προβλήματα ασυμμετρίας 

ροής που παρουσιάζονται κατά την μεταφορική οριζόντια πτήση του ελικοπτέρου 

(τα οποία έχουν αναλυθεί σε προηγούμενη παράγραφο), θα παρουσιαστούν οι 

μορφές των εισόδων που ελέγχουν και κατευθύνουν την κίνηση του ελικοπτέρου

2.9 Είσοδοι ελέγχου της κίνησης του ελικοπτέρου

2.9.1 Εγκάρσιο και διαμήκες κυκλικό βήμα

Στις προηγούμενες ενότητες είχε αποδειχθεί ότι η ταχύτητα της ροής του 

αέρα που δέχεται η λεπίδα κατά την περιστροφική της κίνηση, μεταβάλλεται 

ημιτονοειδώς με την αζιμουθιακή γωνία. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα την 

δημιουργία καμπτικής ροπής η οποία ενεργεί πάνω στην λεπίδα και την 
αναγκάζει να εκτελεί κίνηση πτερυγισμού. Αν ληφθεί υπ’ όψη ότι η μεταβολή της 

δημιουργούμενης ροπής είναι πρώτου αρμονικού χαρακτήρα, (δηλαδή 

= sin(^)), καθώς και το ότι η κίνηση πτερυγισμού είναι ισοδύναμη με την

κίνηση πτέρωσης, τότε είναι φανερό ότι για την εξουδετέρωση των συνεπειών 

της ασυμμετρίας ροής οι είσοδοι θα πρέπει να είναι της μορφής

= θο - θι cos(^- ψι)

Με την εφαρμογή εισόδων της παραπάνω μορφής, επιτυγχάνεται η εξουδετέρωση 

των προβλημάτων που επιφέρει η ασυμμετρία ροής, καθώς και ο καθορισμός της
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διεύθυνσης του διανύσματος της άνωσης του έλικα, καθώς επιτυγχάνεται κλίση 

του επιπέδου του έλικα κατά γωνία θ,. Ανάλογα με το αν κατά την τοποθέτηση 

του διανύσματος της άνωσης υπάρχει συνιστώσα της άνωσης κατά την διαμήκη ή 

την εγκάρσια κατεύθυνση, η είσοδος διακρίνεται σε διαμήκες ή εγκάρσιο 

κυκλικό βήμα.

2.9.2 Συλλογικό βήμα

Με το συλλογικό βήμα επιτυγχάνεται η μεταβολή του μέτρου του 

διανύσματος της άνωσης. Με τον όρο αυτό εννοείται η ταυτόχρονη αλλαγή της 

γωνίας προένευσης όλων των λεπίδων, δηλαδή στην ουσία η γωνία πρόσπτωσης 

του αέρα στις λεπίδες. Το συλλογικό βήμα αφορά τον όρο θ0 της παραπάνω 

σχέσης, και οποιαδήποτε αλλαγή του λαμβάνει χώρα ανεξάρτητα από το κυκλικό 

βήμα. Ουσιαστικά το κυκλικό βήμα εφαρμόζεται “πάνω” από το συλλογικό βήμα. 

Στα σχήματα που ακολουθούν, παρουσιάζεται ο τρόπος με τον οποίο υλοποιούνται 

οι είσοδοι που περιγράφηκαν παραπάνω, καθώς και οι απαραίτητες μηχανικές 

διατάξεις, για ένα συγκεκριμένο έλικα. Στην συνέχεια θα παρουσιαστεί ο τρόπος 

με τον οποίο εφαρμόζονται αυτές οι είσοδοι στον κύριο και στον οπίσθιο έλικα 

ενός ελικοπτέρου μονού έλικα, για την επίτευξη του ορθολογικότερου ελέγχου 

της κίνησής του.
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Σχήμα 2.15 : Μηχανική διάταξη ελέγχου του κυκλικού βήματος
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Ο έλεγχος της κατακόρυφης κίνησης του ελικοπτέρου γίνεται με την 

αλλαγή του μέτρου του διανύσματος της άνωσης, μέσω αλλαγής του συλλογικού 

βήματος του κύριου έλικα. Η μεταβολή της περιστροφικής ταχύτητας του κύριου 

έλικα θεωρητικά μπορεί να συνεισφέρει προς αυτήν την κατεύθυνση, αλλά
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πρακτικά δεν κρίνεται αποδοτική.Ο έλεγχος της διαμήκους και εγκάρσιας 

κίνησης του ελικοπτέρου γίνεται με κατάλληλη κλίση του διανύσματος της 

άνωσης, μέσω του διαμήκους και του εγκάρσιου κυκλικού βήματος του κύριου 

έλικα αντίστοιχα. Τέλος, ο έλεγχος της κατευθυντικής κίνησης του ελικοπτέρου, 

(δηλαδή της γωνίας πλαγιοπορείας (yaw)), γίνεται μέσω της αλλαγής του 

συλλογικού βήματος του οπίσθιου έλικα.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

Δυναμικές Εξισώσεις 
Κίνησης Ελικοπτέρου

Σύνοψη: Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται οι εξισώσεις κίνησης του ελικοπτέρου. 
Εξάγονται οι συνολικές (αεροδυναμικές και βαρυτικές) δυνάμεις και ροπές που δέχεται κατά 
την πτήση το ελικόπτερο, σύμφωνα με την ανάλυση της χωρικής κίνησης στερεού. 
Εξάγονται επίσης οι γωνιακές ταχύτητες που αναπτύσσονται κατά την στροφές που εκτελεί 
το ελικόπτερο. Ολη η ανάλυση βασίζεται σε ένα αδρανειακό σύστημα αναφοράς, και σε ένα 
σύστημα που ακολουθεί την κίνηση του ελικοπτέρου.

Κατά την διαδικασία εξαγωγής των εξισώσεων κίνησης, θεωρείται ολόκληρο 

το ελικόπτερο σαν στερεό σώμα, χωρίς να λαμβάνεται υπ’ όψη η δυναμική του έλικα. 

Ετσι, το ελικόπτερο κινείται ως προς το αδρανειακό σύστημα αναφοράς Οχγζ(τ\ £,το 

οποίο είναι στερεωμένο στη γη), υπό την επίδραση εξωτερικών δυνάμεων. Το 

κεντροβαρικό σύστημα αξόνων Gxsj/aza ή βπου είναι στερεωμένο στο ελικόπτερο 

θα χρησιμοποιηθεί επίσης στην ανάλυση που ακολουθεί (Σχήμα 3.1)
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Ο δεύτερος νόμος του Newton μπορεί να εκφραστεί με την ακόλουθη 

διανυσματική μορφή ως εξής :

(3.1)

ΣΜ^Ηα (3.2)

οπού VG είναι η ταχύτητα του κέντρου μάζας του ελικοπτέρου σε σχέση με το 

αδρανειακό σύστημα Oxyz, Ησ είναι η στροφορμή του ελικοπτέρου ως προς το 

κέντρο μάζας του, και F, Μ είναι οι αναπτυσσόμενες δυνάμεις και ροπές πάνω στο 

ελικόπτερο. Η στροφορμή στερεού σώματος υπολογίζεται πάντα ως προς κάποιο 

σημείο αναφοράς. Εκλέγοντας σαν σημείο αναφοράς το κέντρο μάζας του 

ελικοπτέρου, τότε η στροφορμή του ισούται με την σχετική του στροφορμή, δηλαδή

Hg=Hg

όπου Hg, Hg είναι η στροφορμή και η σχετική στροφορμή αντίστοιχα του 

ελικοπτέρου. Οι σχέσεις (3.1) και (3.2) μπορούν να εκφραστούν ως εξής:

Fx = ’ F> = dt(mν) - F* = df(m(3·3)
και

L = ft{Hx) , Μ= -£(.Hy) , Ν= ft{H:) (3.4)

όπου u, w, ν, Ηχ, Hy, Η: είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας και της στροφορμής 

αντίστοιχα στους άξονες του αδρανειακού συστήματος Οχγζ. Εστω στοιχειώδης 

μάζα του ελικοπτέρου 5m, η οποία έχει ταχύτητα ν και δέχεται δύναμη δΡ. Σύμφωνα 

με τον δεύτερο νόμο του Newton
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5F-dm^ (3.5)

και συνεπώς, η συνολική δύναμη που δέχεται το ελικόπτερο θα είναι

F=YdF (3.6)

Η απόλυτη ταχύτητα της στοιχειώδους μάζας δίνεται από την παρακάτω σχέση

v = vc + f (3.7)

όπου vc είναι η ταχύτητα του κέντρου μάζας του ελικοπτέρου, και r είναι η θέση της 

στοιχειώδους μάζας του ελικοπτέρου ώς προς το κέντρο μάζας του. Ετσι, η σχέση 

(3.6) λαμβάνει την ακόλουθη μορφή:

dvc d ν1 dr s„ ^ g)Σ>.

ή ισοδύναμα

F=^SF=m^ + ^'Lrdm (3.9)

Επειδή το r μετριέται από το κέντρο μάζας του ελικοπτέρου, ισχύει ότι Σ rSm = 0, 

και έτσι η σχέση (3.9) γίνεται:

(3.10)

Η παραπάνω σχέση, συνδέει την εξωτερική δύναμη που δέχεται το ελικόπτερο, με 

την ταχύτητα του κέντρου μάζας του.

Κατά παρόμοιο τρόπο αναπτύσσεται η σχέση για την ροπή του ελικοπτέρου.

Ετσι,

δΜ = ~^δΗ = Fj-(rx v)Sm

Αν τώρα εκφραστεί η ταχύτητα της στοιχειώδους μάζας του ελικοπτέρου σαν

(3.11)

drν = vc + — =vc + wxr (3.12)

όπου ω είναι η γωνιακή ταχύτητα του ελικοπτέρου, τότε η συνολική στροφορμή του 

μπορεί να γραφεί ως εξής:

Η - ΣδΗ= Σ(/'ΧνΙΓ)(5/?2 + Σ[/'Χ(ωχ/·)]<5/?7 (3.13)

ή ισοδύναμα

// = Σ δΗ = (Σ Γδηι) χν. + Σ[^ X (ω χ r)] διη (3.14)

Επειδή όμως το r μετριέται από το κέντρο μάζας, ισχύει ότι Σ ?δηι = 0. Αν αναλυθεί 

η γωνιακή ταχύτητα του ελικοπτέρου ως

ω= pi + qj + rk (3.15)

και το διάνυσμα θέσης της στοιχειώδους μάζας ως

r = xi+yj+zk (3.16)
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η συνολική στροφορμή λαμβάνει την ακόλουθη μορφή:

Η - (pi + qj + rk) Σ(*2 +y2 +ζ2)δηϊ-'Σ,(χί +yj+zk)(px + qy + rz)5m (3.17)

Οι συνιστώσες της στροφορμής στους άξονες του αδρανειακού συστήματος, είναι:

Ηχ=ρ ΣΟ·'2 + z2)5m- g Σ xydm -r Σ xzdm

Hy =-ρΣ xy5m - q^,{x2 + z2)5m-ry^yzdm J (3.18)

H: = -ρΣ xzdm - q^yzdm - r Σ(*2 + y2)dm J 

Οι αθροιστικοί όροι στις παραπάνω εξισώσεις αποτελούν τα στοιχεία του μητρώου 

αδρανείας του αεροσκάφους. Αναλυτικότερα,

Ιχχ = JJJ(y2 +z2Y>m, Iyy = jjj(.r2 +z2y>m, I,: = JjJ(x2 +y2)5m 

Ixy = ίίί xydm, Ix: = JjJ xzSm, Iy: = JJJ yzdm 

Εφόσον η ανάλυση της στροφορμής έγινε στο αδρανειακό σύστημα 

GxBryBrzBr > τα στοιχεία του μητρώου αδρανείας του ελικοπτέρου παραμένουν 

σταθερά. Ετσι, οι συνιστώσες της στροφορμής λαμβάνουν την ακόλουθη μορφή:

Ηχ — ρΐχχ q 7χζ

Hy = -pixy + qlyy ~ rfy; > 

Η; = -ρίχζ - qly. + rlzz

(3.19)

Είναι γνωστό ότι για ένα διάνυσμα q και δύο συστήματα αναφοράς Α και Β, όπου το 

ένα περιστρέφεται με γωνιακή ταχύτητα w ως προς το άλλο, ισχύει ότι
dq_
dt

dq
dt + mxq (3.20)

Οι υπολογισμοί διευκολύνονται αρκετά, αν οι παραγωγίσεις των διανυσμάτων που 
εμφανίζονται στις σχέσεις (3.1) και (3.2) γίνουν ως προς το σύστημα αναφοράς 

GxByBzB , δηλαδή

Vo = (Vg)e = (Eg)b +ω Vg (3-21)
και

Ha = {Ηο)ε = (Hg)b +ωΗα (3.22)

Σύμφωνα με τα παραπάνω, οι εξισώσεις κίνησης γίνονται

Fx = m(u + qw-rv), Fy = m(v + ru-pw), Fz = m(w +pv-qu)

L-Hx + qH: -rHy, M= Hy + rHx-pH. N = H:+ pHy -qHx
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Αν το σύστημα που είναι στερεωμένο στο ελικόπτερο τοποθετηθεί ως προς το 

σκάφος έτσι ώστε το επίπεδο GxB ζΒ να είναι επίπεδο συμμετρίας, τότε τα γινόμενα 

αδρανείας lyzκαι /^μηδενίζονται, και οι εξισώσεις των ροπών λαμβάνουν την 

ακόλουθη μορφή

L = Ι^ρ - Ix:r + q r{Iz - Iy) - I^p q 

M = Iyy.q + rpiln - /„) + I^ip2 - r2)

N = -I^p + LJ +pq{Iyy-Ixx)+ Ix:q r

Στις παραπάνω εξισώσεις, οι Fx , Fy , Fz είναι οι συνισταμένες των 

εξωτερικών δυνάμεων (αεροδυναμικών και βαρυτικών), οι οποίες δρουν στο κέντρο 

μάζας του ελικοπτέρου, αναλυμένες στους άξονες του συστήματος αναφοράς 

Gxb)>bZb ■ Στη συνέχεια, θα εξάγουμε τις βαρυτικές δυνάμεις που δρουν στο 

ελικόπτερο, καθώς και τις συνιστώσες της γωνιακής ταχύτητας του ελικοπτέρου, στο 

ίδιο σύστημα. Για την εξαγωγή των βαρυτικών δυνάμεων, θεωρείται ότι το σύστημα 

αναφοράς GxByBzB αρχικά έχει τον ίδιο προσανατολισμό με το αδρανειακό 

σύστημα Oxyz , και σε κάποια χρονική στιγμή εκτελεί στροφή (yaw) κατά γωνία ψ 

γύρω από τον άξονα GzB έτσι ώστε ο προσανατολισμός του ελικοπτέρου να δίνεται 

από το σύστημα αναφοράς GxBlyBl ζΒ , όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα

Σχήμα 3.2: Στροφή πλαγιοπορείας

Οπως φαίνεται από το Σχήμα 3.2, η βαρυτική δύναμη μετά την στροφή κείται στον 

κατακόρυφο άξονα του νέου συστήματος αναφοράς, χωρίς να έχει συνιστώσες στους 

άλλους άξονες. Κατόπιν, το σύστημα GxBlyBl ζΒ εκτελεί στροφή (pitch) κατά γωνία
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Θ γύρω από τον άξονα GyBl. Ο προσανατολισμός του ελικοπτέρου δίνεται από το 

σύστημα GxB2yBl zBi όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.3

Σχήμα 3.4 Ανάλυση της βαρυτικής δύναμης

και η βαρυτική δύναμη αναλύεται στο επίπεδο GxB2zBl όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.4. 

Στη συνέχεια, το σύστημα αναφοράς GxB,yBl ζΒι εκτελεί στροφή (roll) κατά γωνία Φ 

γύρω από τον άξονα GxBl και ο προσανατολισμός του ελικοπτέρου προσδιορίζεται 

από το νέο σύστημα αναφοράς GxB.yBzζΒι ,όπως φαίνεται από το Σχήμα 3.5. Στο 

Σχήμα 3.6 φαίνεται η ανάλυση της βαρυτικής δύναμης στο επίπεδο GyB,zBl .
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Σχήμα 3.6: Ανάλυση της βαρυτικής δύναμης στο επίπεδο GyB2zBl

Ετσι, η βαρυτική δύναμη στο σύστημα αναφοράς GxBlyBl ζΒι 

προσανατολισμό του ελικοπτέρου μετά τις στροφές, είναι

που καθορίζει τον

(Fx)x = -mg sin(O) (3.19)

(Fy)x = mgcos(O) sin(O) (3.20)

(F.)x = mg cos(0)cos(fl>) (3.21)

Παρόμοια διαδικασία θα ακολουθήσουμε και για την εξαγωγή των 

συνιστωσών της γωνιακής ταχύτητας του ελικοπτέρου. Αρχικά θεωρείται το 

σύστημα αναφοράς GxByBzB . Το σύστημα αυτό έχει τον ίδιο προσανατολισμό με το 

αδρανειακό ΟΧΥΖ, και σε κάποια χρονική στιγμή εκτελεί στροφή (yaw) κατά γωνία 

ψ γύρω από τον άξονα GzB. Οπως φαίνεται στο Σχήμα 3.7, αναπτύσσεται στον άξονα 

GzB γωνιακή ταχύτητα Ψ.
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Σχήμα 3.7: Στροφή πλαγιοπορείας

Κατόπιν, το ελικόπτερο εκτελεί στροφή γύρω από τον άξονα GyBx ■ Ετσι, 

αναπτύσσεται στον άξονα αυτό γωνιακή ταχύτητα Θ και ο προσανατολισμός του 

ελικοπτέρου προσδιορίζεται από το σύστημα GxB2yBizBl , ενώ η γωνιακή ταχύτητα Ψ 

αναλύεται στο επίπεδο GxBlzB, , όπως δείχνουν τα Σχήματα 3.8 και 3.9

Σχτ'/μα 3.8: Στροφή προένευσης

46



Σχήμα 3.9: Ανάλυση της γωνιακής ταχύτητας Ψ στο επίπεδο GxBzzBl

Στη συνέχεια, το ελικόπτερο εκτελεί στροφή γύρω από τον άξονα GxBl · Ετσι, 

αναπτύσσεται στον άξονα αυτό γωνιακή ταχύτητα Φ και ο προσανατολισμός του 

ελικοπτέρου προσδιορίζεται από το σύστημα GxB2yB2zB.i , ενώ η γωνιακές ταχύτητε 

Ψα^Θ) , ΨείιήΘ) και Θ αναλύονται στο επίπεδο GyBlzBl , όπως δείχνουν τα 

Σχήματα 3.10 και 3.11

Σχήμα 3.10: Στροφή κύλισης
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Σχήμα 3.11: Ανάλυση στο επίπεδο GyBlzBl

Αρα η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του ελικοπτέρου αναλύεται στο σύστημα που 

είναι στερεωμένο στο ελικόπτερο στις εξής συνιστώσες:

ρ = Φ + Ψ3ΐη(Θ) 

q - 0 cos(O) - Ψ cos(0) sin(O) 

r - Ψ cos(0) cos(O) + 0 sin(O)

Αν ακολουθηθεί η σύμβαση που ορίζει σαν θετική γωνία 0 την γωνία που προκαλεί 

ανύψωση της “μύτης“ του ελικοπτέρου, και σαν θετική γωνία Φ την γωνία που 

προκαλεί την κίνηση της δεξιάς πλευράς του ελικοπτέρου προς τα κάτω, τότε πρέπει 

να τεθεί στις παραπάνω εξισώσεις
0 = -0 και φ = -φ. Οπότε οι παραπάνω εξισώσεις λαμβάνουν την μορφή

ρ = Φ - ψ sin(0) (3.22)

q = 0 οο5(Φ) +Ψ cos(0) $ίη(Φ) (3.23)

λ- = Ψ cos(0) οο$(Φ) ~ 0 5ΐη(Φ) (3-24)

θέτοντας

Fx = (Fx)x+X 

Fy = (Fy)g + Y 

F: = (Fz)K+Z
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όπου X, Υ, Ζ είναι οι αεροδυναμικές δυνάμεις που δρουν στο κέντρο μάζας του 

ελικοπτέρου στους άξονες του συστήματος GxByBzB, τότε οι εξισώσεις που 

περιγράφουν την μεταφορική συνιστώσα της κίνησης του ελικοπτέρου ως προς το 

κέντρο μάζας του με την βοήθεια των σχέσεων (3.19), (3.20), και (3.21) λαμβάνουν 

την ακόλουθη μορφή

X-mg sin(0) = m(ii + qw - rv) (3.25)

Y+mg cos(0) sin(O) = m(y + ru -pw) (3.26)

Z + mg cos(0)cos(O) = m(w +pv-qu) (3.27)

Παρακάτω παρουσιάζονται συνοπτικά οι εξισώσεις κίνησης του ελικοπτέρου

X-mg sin(0) = m(ii + qw-rv)

Y+mg cos(0)sin(O) = m(v + ru-pw) Δυνάμεις

Z + mg cos(0)cos(O) = m(w +pv-qu)

L = I°p-Ig(r+pq) + (Ig-I°)qr 

M = I°q + (I°-K)pr-Ig(S--pi) > 

N = I?:r-Ig(p-qr) + (I°-lZ)qp

Ροπές

= Φ - Ψ sin(0)

q = 0 cos(O) - Ψ cos(0) sin(<J)) Γωνιακές Ταχύτιμες

r = Ψ cos(0) cos(O) + 0 sin(O)

49



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Ελεγχος Αποκοπής Αλληλεπιδράσεων 
για την Ευθεία και Οριζόντια 
Πτήση Ελικοπτέρου

Σύνοψη: Η γωνία προένευσης και η κατακόρυφη ταχύτητα του ελικοπτέρου κατά την ευθεία και οριζόντια 
πτήση αποσυζευγνύονται μέσω στατικού νόμου ανατροφοδότησης κατάστασης. Καθορίζεται αναλυτικά το 
σύνολο των παραγώγων ευστάθειας για τις οποίες ικανοποιείται η αποσύζευξη. Εξάγεται η γενική 
αναλυτική έκφραση του ελεγκτή ανατροφοδότησης, ο οποίος ικανοποιεί την απαίτηση της αποσύζευξης. 
Καθορίζονται αναλυτικά οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την υλοποίηση της αποσύζευξης, με 
ταυτόχρονη ευσταθιοποίηση, σε όρους των παραγώγων ευστάθειας του ελικοπτέρου. Τέλος, 
παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της προσομοίωσης για ελιγμούς του ελικοπτέρου κατά την τοποθέτηση 
της γωνίας προένευσης και την κατακόρυφη μετάφραση.

Συμβολισμοί

U, W,0,Q (u0,w0,q0,&o) =

m,Iy,g

X,Z,M(x0,z0,m0)

θ, q, u, w

μεταφορικές ταχύτητες στους άξονες χ , ζ, ροπή γύρω από τον γ, 
γωνία προένευσης, (ονομαστικές τιμές)
μάζα του ελικοπτέρου, ροπή αδράνειας του ελικόπτερου κατά τον 
y άξονα, επιτάχυνση βαρύτητας

Εξωτερικές αεροδυναμικές και προωθητικές δυνάμεις στους άξονες 
χ, ζ και εξωτερική προωθητική ροπή γύρω από τον άξονας . 
μεταβολή της γωνίας προένευσης του ελικοπτέρου, του ρυθμού 
μεταβολής της γωνίας προένευσης, της οριζόντιας ταχύτητας, και 
της κατακόρυφης ταχύτητας

δρ , δς - διαμήκες κυκλικό βήμα (περιοδική μεταβολή της γωνίας
προένευσης της κάθε λεπίδας), συλλογικό βήμα (ταυτόχρονη 
αλλαγή της γωνίας προένευσης όλων των λεπίδων) 

z„my,x, (/ = u,w,q,dP,ds)= διαστατικές παράγωγοι ευστάθειας
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4.1. Εισαγωγή

Τα συστήματα ελέγχου πτήσης, είναι ένα από τα πιο ενδιαφέροντα κεφάλαια στον 

σύγχρονο έλεγχο ([ 1 ]-[ 10]). Η ευθεία και οριζόντια πτήση είναι η συνηθέστερη μορφή πτήσης 

των ελικοπτέρων, με την έννοια ότι, στον περισσότερο χρόνο πτήσης, η τροχιά του ελικοπτέρου 

είναι ευθεία και οριζόντια. Παρόλο που αυτός ο τύπος της πτήσης είναι ο πλέον ασφαλής, οι 

ελιγμοί που επιχειρεί ο χειριστής δεν είναι πάντοτε εξασφαλισμένοι. Ειδικότερα, οποιαδήποτε 

απόκλιση της γωνίας προένευσης μπορεί να οδηγήσει σε διαδοχικές αλλαγές του ύψους στο 

οποίο βρίσκεται το ελικόπτερο, και αντίστροφα. Με σκοπό να αντισταθμιστεί μια τέτοια 

συμπεριφορά κατά την πτήση, η οποία είναι εγγενώς συνδεδεμέμη με την αεροδυναμική του 

στερεού σώματος, έχει εφαρμοσθεί στην πτήση των αεροσκαφών και των ελικοπτέρων η 

τεχνική τοποθέτησης ιδιοτιμών ([1], [2], [3], [8]). Για τον ίδιο λόγο, κυρίως στα αεροσκάφη, 

εφαρμόζεται η τεχνική της αποσύζευξης ([4], [5], [6], [11]).

Σε αυτό το κεφάλαιο, θεωρείται ως ευθεία και οριζόντια η πτήση του ελικοπτέρου, και 

έτσι εξετάζεται η δυναμική της διαμήκους κίνησής του. Ειδικότερα, η γωνία προένευσης και η 

κατακόρυφη ταχύτητα του ελικοπτέρου ελέγχονται ανεξάρτητα από τις εξωτερικές εισόδους 

του εφαρμοζόμενου στατικού ελεγκτή ανατροφοδότησης κατάστασης. Οι αναγκαίες και ικανές 

συνθήκες για την επιλυσιμότητα του προβλήματος διατυπώνονται υπό μορφή ανισότητας. Το 

αριστερό μέλος της ανισότητας είναι είναι το άθροισμα δύο γινομένων των παραγώγων 

ευστάθειας της δυναμικής του έλικα. Το δεξιό μέλος της ανισότητας είναι ίσο με το μηδέν. 

Καθορίζονται οι γενικοί τύποι των στατικών ελεγκτών ανατροφοδότησης, οι οποίοι οδηγούν σε 

αποσύζευξη μεταξύ της γωνίας προένευσης και της κατακόρυφης ταχύτητας, ως προς τις 

εξωτερικές εισόδους, σε όρους των παραγώγων ευστάθειας του ελικοπτέρου, και αυθαίρετων 

παραμέτρων. Εξάγεται επίσης ο γενικός τύπος του αποσυζευγμένου κλειστού συστήματος και 

αποδεικνύεται ότι το πολυώνυμο της συνάρτησης μεταφοράς έχει αυθαίρετους συντελεστές. 

Διατυπώνονται επίσης οι συνθήκες για την επιλυσιμότητα του προβλήματος της αποσύζευξης με 

ταυτόχρονη ευσταθιοποίηση. Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι όλα τα παραπάνω αποτελέσματα 

εξάγονται σε παραμετρική μορφή, δηλαδή εξαρτώνται από τις παραγώγους ευστάθειας χωρίς να 

χρησιμοποιούνται αριθμητικές τιμές. Ολα τα παραπάνω αποτελέσματα απεικονίζονται μέσω της 

προσομοίωσης ενός μοντέλου ελικοπτέρου το οποίο περιλαμβάνει μη γραμμικά στοιχεία.

4.2. Περιγραφή μοντέλου

Οι μη γραμμικές εξισώσεις που περιγράφουν την διαμήκη κίνηση του ελικοπτέρου έχουν 

την ακόλουθη μορφή [12], [13]

Ζ + wgcos(O) = m(W- OU) , O-q0 + q , M = IyQ , Θ = Ο (4.2.1)
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Με σκοπό την γραμμικοποίηση των παραπάνω εξισώσεων, θεωρείται η απόκλιση κάθε 

μεταβλητής γύρω από την ονομαστική τιμή της. Ειδικότερα, ισχύει ότι

U = w0 + u , Θ = θ0 + θ , X = x0+Xd , W= w0 + w , m0 + md , ζ0 +mg = mw0 , Ζ = z0 + zd

(4.2.2)

όπου md , xd, zd είναι οι αποκλίσεις από την ονομαστική τιμή, των αεροδυναμικών και 

προωθητικών δυνάμεων X, Ζκαι ροπής Μ. Για ευθεία και οριζόντια πτήση, οι ονομαστικές 

τιμές των μεταβλητών πτήσης είναι ίσες με το μηδέν, εκτός από την οριζόντια ταχύτητα u0, και 

τις ονομαστικές τιμές των δυνάμεων X και Ζ. Είναι φανερό ότι η μη γραμμική εξίσωση (4.2.1) 

ισχύει για τις ονομαστικές τιμές των ενεργών μεταβλητών, δηλαδή για U=u0 , Χ=Χο, Ζ = ζ0· Με 

άλλα λόγια, οι συνθήκες ισορροπίας εκφράζονται ως ακολούθως

x0 = mu0 ,z0 + mg = mw0 (4.2.3)

Αντικαθιστώντας τις (4.2.2) και (4.2.3) στην (4.2.1), η ακόλουθη εξίσωση περιγράφει την 

διαμήκη κίνηση του ελικοπτέρου σε όρους μεταβολών

Xd ~ mg sin(&) = m(q w + ii)

zd + mg cos(D) -mg- m(w -u0q-qu)
(4.2.4)

md = Iyq

0 = 9

Μετά την κανονικοποίηση με την μάζα του ελικοπτέρου και με την ροπή αδράνειας κατά τον y 

άξονα, δηλαδή
xd . _ Zd_ _ _ md

%d — rn ! Zd — n, , md — jJy
οι εξισώσεις στην (4.2.4) λαμβάνουν την μορφή

u=xd-g sin(S) -qw

w = zd + g cos(O) - g + q u0 + qu

q = rnd
(4.2.5)

& = q J
Οι μεταβολές στις αεροδυναμικές δυνάμεις και ροπές (ανά μονάδα μάζας και ροπής αδράνειας 

αντίστοιχα) θεωρούνται σαν συναρτήσεις των {0P,0s,u,w,q}. Προφανώς, αυτή η θεώρηση 

ισχύει για τους περισσότερους από τους φακέλους πτήσης.

Για την ολοκλήρωση της γραμμικοποίησης, οι μεταβολές xd , zd , md αναπτύσσονται σε 

πολυμεταβλητή σειρά Laurent ως προς τις μεταβολές των θέσεων των ενεργοποιητών δΡ , δ$ 

(διαμήκες κυκλικό βήμα της λεπίδας, συλλογικό βήμα της λεπίδας) και των μεταβολών w, w, q 

των ταχυτήτων. Μόνο οι πρώτοι όροι (σταθεροί όροι) και οι δεύτεροι όροι (γραμμικοί όροι) της
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σειράς λαμβάνονται στους υπολογισμούς. Οι πρώτοι όροι είναι ίσοι με το μηδέν [12], Ετσι, 

λαμβάνονται οι ακόλουθες προσεγγιστικές σχέσεις

xd = xuu +xww+xqq +xsrSP +χ,η<55 (4.2.6a)

zd = zuu +zw\v + zqq+zspSP +zssds (4.2.6b)

md = muu + m„w + mqq + ηΐί,,δρ + mssds (4.2.6c)

( ζ = u, w, q, δρ, <5j). Χρησιμοποιώντας τιςοπού Χζ= cxd dzd dmd
Βζ fro Ζζ~ δξ fro fro

παραπάνω προσεγγιστικές σχέσεις, το σύστημα εξισώσεων στην (4.2.5) λαμβάνει την ακόλουθη 

μορφή

ii=xuu+xww + xqq-g sin($) + χ&,δρ + xgsds -qw

w = zuit + zww + zqq + gcos(S) - g + zsr5p + zdsSs + qu0 + qu 

q = muu + mww + mqq + md,5p + mssds 

8 = q

(4.2.7)

To παραπάνω σύστημα εξισώσεων, είναι μη γραμμικό ως προς την θ. Με σκοπό την 

γραμμικοποίηση της (4.2.7) και για 0 αρκετά μικρό, χρησιμοποιούνται οι προσεγγιστικές 

σχέσεις sin(O) = θ . cos(8) = 1. Επιπλέον, οι προσεγγιστικές σχέσεις qw = 0 , qu = 0 μπορούν 

να χρησιμοποιηθούν. Χρησιμοποιώντας όλες τις παραπάνω προσεγγίσεις, λαμβάνεται η 

ακόλουθη προσέγγιση μικρής περιόδου

χ(ή =Αχ(ή + Βιι(ή , y(t) = Cx(t), x(O-) = χ0 (4.2.8a)

όπου

x(t) = [ u{t) w(t) q(t) &(t) ]T M0 = [ w{t) β(θ ]Γ

xu xw xq -g

1

s H cv, __
_1

4 = Ζχι Zw Ί Uq 0
mu mw mq 0 , B =

Zsp zds
m5p mSs

0 0 10 0 0

u(t) = £ δρ Ss J

0 10 0 
0 0 0 1

(4.2.8b)

(4.2.8c)

Το παραπάνω γραμμικό δυναμικό σύστημα θα χρησιμοποιηθεί ως το μοντέλο που 

περιγράφει την διαμήκη κίνηση του ελικοπτέρου.

4.3. Συνθήκες επιλυσιμότητας

Θεωρείται ο στατικός ελεγκτής ανατροφοδότησης κατάστασης 

u{t) = Fx(t) + Gcoit) ; ω{ί) = Qc| ^ (4.3.1)
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όπου wc(t) και 3C(/·) είναι οι εντολές γωνίας προένευσης και κατακόρυφης ταχύτητας, δηλαδή οι 

εξωτερικές είσοδοι του κλειστού συστήματος. Σε αυτό το σημείο διερευνάται για ποιές 

συνθήκες πτήσης (επί των αεροδυναμικών παραμέτρων του ελικοπτέρου), ο ελεγκτής (4.3.1) 

οδηγεί σε διαγώνιο αποσυζευγμένο κλειστό σύστημα, με μεταβλητές εξόδου την γωνία 

προένευσης και την κατακόρυφη ταχύτητα. Προφανώς, αν η αποσύζευξη ικανοποιείται, η 

εξωτερική είσοδος wc(t) ελέγχει την κατακόρυφη ταχύτητα w(t) χωρίς να επηρρεάζει την γωνία 

προένευσης θ(/). Ομοίως, η εξωτερική εντολή Qc(t) ελέγχει την γωνία προένευσης θ(/) χωρίς να 

επηρρεάζει την κατακόρυφη ταχύτητα w(t). Οι συνθήκες επιλυσιμότητας για το σχεδιαστικό 

πρόβλημα που περιγράφτηκε παραπάνω θεμελιώνονται στο ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 4.3.1. Ο ανεξάρτητος έλεγχος της γωνίας προένευσης και της κατακόρυφης 

ταχύτητας του ελικοπτέρου για την διαμήκη κίνησή του σε ευθεία οριζόντια πτήση, 

επιτυγχάνεται αν και μόνο αν η συνθήκη

miszir - mSfzss Φ 0 (4.3.2)

ικανοποιείται

Απόδειξη: Οπως αποδεικνύεται στο [4], η αποσύζευξη εισόδου-εξόδου είναι επιλύσιμη αν 

και μόνο αν det[C*5] φ 0, όπου

C* =
cxAd' 
c2Ad2 d,=

min{/ : c,AJB φ 0, j- 0,1, 1}
n- 1 if c,AJB = Q,Vj

c, : i-οστή γραμμή του C

(4.3.3)

Για να ικανοποιείται η συνθήκη det[C*.6] φ 0, παρατηρείται ότι <ηβ = [ zsP zss ],

c2B = [ 0 0 ] και c2A Β = [ ms? mss ]. Από τις παραπάνω σχέσεις, συμπεραίνεται, ότι dx =0

και d2= 1. Ετσι, ισχύει ότι C*B = cxB ρ Ζδ.γ
c2AB msP mss

και κατα συνέπεια οτι

det[C'5] - msszsf - msfzss . Ετσι, οι αναγκαίες και ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του 

προβλήματος της αποσύζευξης είναι η συνθήκη (4.3.2). ■

Οι αναγκαίες και ικανές συνθήκες για την αποσύζευξη εισόδου-εξόδου αντανακλά σε 

ειδικά τεχνικά χαρακτηριστικά του ελικοπτέρου. (Περιγραφή (4.2.8)). Ειδικότερα, η απαίτηση 

(4.3.2) περιγράφει την ικανότητα του χειριστή να τροποποιήσει την θέση και την ταχύτητα του 

ελικοπτέρου χρησιμοποιώντας το διαμήκες κυκλικό βήμα δΡ και το συλλογικό βήμα δΣ.Εκτος 

της αποκόλλησης του οριακού στρώματος και των δυσλειτουργιών του περιστρεφόμενου δίσκου,

είναι προφανές ότι[ zs, zss ] φ 0 , m,5? mss ] *0, και έτσι η συνθήκη (4.3.2) είναι η ικανή

και αναγκαία συνθήκη που πρέπει να ικανοποιείται για την υλοποίηση της αποσύζευξης.
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4.4 Αναλυτική έκφραση των ελεγκτών αποσύζευξης

Εστω ότι η συνθήκη επιλυσιμότητας ικανοποιείται, δηλαδή ότι msszsf-mgfzgs φ 0. Ετσι,

χρησιμοποιώντας την τεχνική σχεδιασμού που αναπτύχθηκε στο [14], η γενική λύση των 

πινάκων ανατροφοδότησης στον ελεγκτή (4.3.1), ο οποίος οδηγεί στην αποσύζευξη 

εισόδου-εξόδου, εξάγεται ως

G =
mssiP Οο1_______-zss(pi)oX

ΙΎΙβςΖζρ ΤΜβςΖβρ ΥΪΙ$ρΖ$ς
-mir(p\)Z' Ζδ,{Ρϊ)ολ

ms.

Υ^δχΖδρ YtlftpZftt. ΪΎΙξ)<.Ζ δ ρ ΪΎΪδρ'Ζδβ

~Ζδ$_____
F = Υ^δς^δρ WldpZSs ϊΜδ^Ζδρ WlSpZds 

Μδρ %δρ
ηΐδςΖδρ ^dp^Ss ^δς^δ p ^δ ρ^δς

Ζ u (>^1 )θ Ζ Μ/ Uo Zq 0
-mu -mw -(λ2)ι -mq -(λ2)ο

(4.4.1)

(4.4.2)

και (pi)ol, Qi)j είναι αυθαίρετες παράμετροι. Οι σχέσεις (4.4.1) και (4.4.2) είναι απλοί τύποι, 

εφαρμοζόμενοι με στοιχειώδεις πράξεις στις παραγώγους ευστάθειας του ελικοπτέρου, και στην 

ονομαστική τιμή «0.

Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι, σύμφωνα με τον αλγόρυθμο που αναπτύχθηκε στο [14], 

η εξαγωγή της γενικής λύσης ανάγεται στην επίλυση ενός γραμμικού συστήματος εξισώσεων. 

Σημειώνεται επίσης ότι δύο βαθμοί ελευθερίας του ελεγκτή F έχουν καθοριστεί λύνοντας δύο 

εξισώσεις της μορφής

*ΐ[ «11 «12 ] --- 0

4 α2ι «22 ] — 0

όπου χ,, χ2 θεωρούνται στοιχεία του ελεγκτή, και όπου

«π = (xq +mqA + (u0 + zq)B)(xu+muA +zuB)2 -A(xu +muA + zuB)3 -g

«21 =xw + m„A+zwB-B(zuB + muA+xu)

και

«22 = -B(zuB + muA +xu)2 +(xw + mwA +zwB)(zuB + muA +xu)

λ _ Χδ$Ζδρ Χ-όρ^δχ tv ΜΙδδ^δρ Μ^δρΧδΰ
Α = -m5szsp + mspZSs’ β = -m0sz0p + m5pz0s

Προφανώς, οι πίνακες του ελεγκτή F και G έχουν εξαχθεί υπό την υπόθεση ότι [ αη αη ] φ 0 

και[ α2ι α22]φθ. Οι παραπάνω υποθέσεις ισχύουν για όλες σχεδόν τις συνθήκες πτήσης 

[8]-[10], [12]-[ 13]. Ετσι, η γενικότητα του νόμου ελέγχου στην (4.4.2) δεν παραβιάζεται.
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4.5. Αποσυζευγμένο σύστημα κλειστού βρόχου

Εστω ότι η συνθήκη της αποσύζευξης ικανοποιείται. Αντικαθιστώντας τον ελεγκτή 

(4.3.1), με τους πίνακες των (4.4.1)-(4.4.2) στο σύστημα (4.2.8), η συνάρτηση μεταφοράς του

αποσυζευγμένου κλειστού συστήματος είναι

C(sI-A-BF)~lBG =

(Ρ ι)ό' 
s + (2.1 )0

0

0

(Ρ2)ϊ
S2 +ί(2·2)ι + (2.2)0

(4.5.1)

Οπως έχει σημειωθεί, τα (ρ,)ο1, (2,), είναι απολύτως αυθαίρετα. Ετσι, ο γενικός τύπος της 

συνάρτησης μεταφοράς Cisl-A - BF)~]BG έχει τρεις αυθαίρετους πόλους. Το πολυώνυμο της 

συνάρτησης μεταφοράς εκφράζεται σε όρους των παραγώγων ευστάθειας του ελικοπτέρου, ως 

ακολούθως

pu = mssXsrzu-msrxssZu+mssszsr+muxsszsr-misxuzsp-ms,szSs-muxsrzss+mSrXuZ5s (4.5.2)

Από την σχέση (4.5.2) είναι φανερό ότι ο απαλειφόμενος πόλος Sq (pu(sJ) = C) είναι στο

„ zu(mipxss-mssxir) + mu(xsrzss-X5sZdr) ,. ,
ϊ°=*· +--------------- <4·5-3)

Για να είναι ευσταθές το μοντέλο του ελικοπτέρου, το παραπάνω σημείο θα πρέπει να βρίσκεται 

στο αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο. Συνδυασμός του παραπάνω πορίσματος, με το θεώρημα 4.3.1 

και το γεγονός ότι το σύστημα (4.2.8) είναι τέταρτης τάξης, οδηγεί στο παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 4.5.1. Αν η συνθήκη του θεωρήματος 4.3.1 ικανοποιείται, τότε ο ανεξάρτητος 

έλεγχος της γωνίας προένευσης και της κατακόρυφης ταχύτητας του ελικοπτέρου με 

ταυτόχρονη ευσταθιοποίηση είναι πάντοτε εφικτός, αν και μόνο αν

zu(mSrXSs - mssXi,) + m„{xi,zSs -xSszs,)
Xu + ■ {msszs p ϊτίδρΖβς') <0

4.6. Αποτελέσματα προσομοίωσης

Θεωρείται ένα ελικόπτερο μονού έλικα, το οποίο πετάει με οριζόντια πτήση 80 κόμβων 

[8], Οι παράγωγοι ευστάθειάς του και οι ονομαστικές τιμές είναι: xu = -0.03220, xw = 0.04030, 

xq = -0.2261, zu = -0.00958,zw = -0.80178, m0 +zq = 41.091, mu- 0.02710, - 0.02884,

mq = -2.3408, xsp = -1.6521,x^s = 4.3447 , zs, - -30.891, Zss = -117.79, mi, = 28.54, mis = 14.078, 

g0 = 0, w0 — 0 and θ0 = 0. Οι συνθήκες του θεωρήματος 4.3.1 ικανοποιούνται. Θέτοντας τις 

επιλογές (2t)o = 10, (22)ι = 35, (22)ο = 300 στις (4.5.1 και 2) , οι πόλοι του κλειστού συστήματος 

είναι στα σημεία -10, -15, και -20. Εκλέγοντας τα (^ι)ό1 = 10 και (ρ2)ό1 = 300, οι αποκρίσεις των 

καταστάσεων και των εσωτερικών εισόδων του κλειστού συστήματος, για τοποθέτηση της
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γωνίας προένευσης (Ο0 = 'j^Q'i'a.d) φαίνονται στα Σχήματα 4.1-1.6. Ειδικότερα, για κάθε μία από

τις μεταβλητές: εμπρόσθια ταχύτητα, κυκλικό και συλλογικό βήμα, παρατίθενται δύο σχήματα, 

ονομαστικά τα σχήματα (4a,b), (5a,b) και (6a,b). Ο λόγος για την παράθεση των δύο σχημάτων 

είναι για να φανεί η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου. Ανάλογα αποτελέσματα παρουσιάζονται 

στα Σχήματα 4.7-4.12 για την συμπεριφορά του κλειστού συστήματος ως προς την κατακόρυφη 

μετατόπιση (wc = lm/s). Οπως φαίνεται από τα σχήματα, η απόκριση του διανύσματος 

κατάστασης είναι ικανοποιητική, ενώ ο χρόνος μετάβασης των μεταβλητών εξόδου προς την 

επιθυμητή τιμή τους είναι πολύ μικρός.

Για τον έλεγχο της λειτουργίας του παραπάνω ελεγκτή μέσω μη γραμμικής 

προσομοίωσης, θεωρείται το σύστημα εξισώσεων (4.2.7) με qw = 0 και qu~ 0. Στο μη γραμμικό 

σύστημα (4.2.7) εφαρμόζεται ο νόμος ανατροφοδότησης της (4.5.1 και 2). Το κλειστό σύστημα 

που προκύπτει είναι σχεδόν αποσυζευγμένο με πολύ ικανοποιητική απόδοση. Για τοποθέτηση 

γωνίας προένευσης και κατακόρυφη μετατόπιση, η απόκριση του κλειστού συστήματος φαίνεται 

να είναι ίδια με αυτήν στην γραμμική προσομοίωση. Στα Σχήματα 4.1-4.12, η απόκριση του 

γραμμικού μοντέλου σχεδιάζεται με διακεκομμένες ενώ η απόκριση του μή γραμμικού 

σχεδιάζεται με συνεχείς γραμμές. Εκτός από την κατακόρυφη ταχύτητα στην περίπτωση 

τοποθέτησης της γωνίας προένευσης, οι διακεκομμένες και οι συνεχείς γραμμές ταυτίζονται 

(οπτικά)

4.7. Συμπεράσματα

Για ένα ελικόπτερο το οποίο εκτελεί ευθεία οριζόντια πτήση, με μεταβλητές εξόδου την 

γωνία προένευσης και την κατακόρυφη ταχύτητα, εφαρμόζεται επιτυχώς η τεχνική αποσύζευξης 

εισόδου-εξόδου. Οι συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται για να είναι επιλύσιμο το πρόβλημα 

καθορίζονται πλήρως σε όρους των παραγώγων ευστάθειας του ελικοπτέρου, που 

ανταποκρίνονται στην αεροδυναμική του έλικα (Θεώρημα 4.3.1). Ο γενικός τύπος των πινάκων 

του ελεγκτή, που οδηγεί σε αποσύζευξη έχουν αναλυτικά εξαχθεί στην Ενότητα 4. Εχει επίσης 

εξαχθεί ο γενικός τύπος της συνάρτησης μεταφοράς του αποσυζευγμένου συστήματος κλειστού 

βρόχου. Η αποσύζευξη με ταυτόχρονη ευσταθιοποίηση αποδείχθηκε ότι υλοποιούνται υπό τις 

συνθήκες της επιλυσιμότητας, και μιας ανισότητας που περιέχει τις παραγώγους ευστάθειας του 

ελικοπτέρου. Η τοποθέτηση της γωνίας προένευσης και η κατακόρυφη μετατόπιση 

παρουσιάζονται μέσω προσομοίωσης.
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Τοποθέτηση γωνίας προένευσης

rad

Σχήμα 4.1:Απόκριση γωνίας προένευσης για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)

Σχήμα 4.2: Απόκριση κατακόρυφης ταχύτητας για τοποθέτηση γωνίας προένευσης
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή, ταυτιζόμενη με τον άξονα του χρόνου) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)



rad/sec

Σχήμα 4.3:Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας προένευσης για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)

m/sec



m/sec

(b)

Σχήμα 4.4: Απόκριση της εμπρόσθιας ταχύτητα για τοποθέτηση της γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [ 0, 300 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)

rad

(a)



rad

0.015

0.01

0.005

-0.005

-0.01

time (sec)

(b)
Σχήμα 4.5 : Απόκριση του κυκλικού βήματος για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 

γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)

rad

(a)



rad

time (sec)

(b)
Σχήμα 4.6 : Απόκριση του συλλογικού βήματος για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 

γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



Κατακόρυφη μετάφραση

rad

time (sec)

Σχήμα 4.7(Απόκριση γωνίας προένευσης για κατακόρυφη μετάφραση 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες με τον άξονα του χρόνου)

m/sec

Σχήμα 4.8: Απόκριση κατακόρυφης ταχύτητας για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)



rad/sec

0.4

0.2

—1---------------- 1-------------------- 1---------------- 1------------------- 1---------------- '— time (sec)
0.5 1 1.5 2 2.5 3

-0.2

-0.4

Σχήμα 4.9: Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας προένευσης για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες με τον άξονα του χρόνου)

m/sec

(a)



m/sec

Σχήμα 4.10: Απόκριση της εμπρόσθιας ταχύτητα για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [ 0, 300 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)

rad

(a)



rad

Σχήμα 4.11 : Απόκριση του κυκλικού βήματος για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)

rad

(a)



rad

Σχήμα 4.12 : Απόκριση του συλλογικού βήματος για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [ 0, 3 ] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [ 0, 300 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

Ανεξάρτητος Ελεγχος Πτήσης
για την Διαμήκη Κίνηση του Ελικοπτέρου

Σύνοψη: Στο παρόν κεφάλαιο, μελετάται το πρόβλημα του ανεξάρτητου ελέγχου της γωνίας προένευσης 
και της κατακόρυφης ταχύτητας του ελικοπτέρου, με την βοήθεια ενός στατικού νόμου ανατροφοδότησης 
κατάστασης. Ο νόμος ελέγχου ανατροφοδοτεί την γωνία προένευσης, τον ρυθμό μεταβολής της, καθώς 
και την οριζόντια και κατακόρυφη ταχύτητα του ελικοπτέρου. Για την λύση του προβλήματος, 
εφαρμόζεται η τεχνική της αποσύζευςης εισόδου-εξόδου. Διατυπώνονται οι ικανές και αναγκαίες 
συνθήκες για να έχει λύση το πρόβλημα της αποσύζευξης. Ο γενικός τύπος του νόμου ελέγχου που 
οδηγεί στην αποσύζευςη των εξόδων από τις εξωτερικές εισόδους, εξάγεται σε απλή μορφή, η οποία 
αποτελείται από τις παραγώγους ευστάθειας του ελικοπτέρου, καθώς και από αυθαίρετες παραμέτρους. 
Ολα τα παραπάνω αποτελέσματα, παρουσιάζονται σε προσομοίωση επί μοντέλου ελικοπτέρου το οποίο 
περιέχει μη γραμμικά στοιχεία.

Συμβολισμοί

U, W, Ο, Θ (ζ<ο, w0, <γ0,90) = μεταφορικές ταχύτητες στους άξονες x , ζ, ροπή γύρω από τον y,

γωνία προένευσης, (ονομαστικές τιμές)

m,Iy,g = μάζα του ελικοπτέρου, ροπή αδράνειας του ελικόπτερου κατά τον y

άξονα, επιτάχυνση βαρύτητας

X,Z,M(x0,zo,m0) - Εξωτερικές αεροδυναμικές και προωθητικές δυνάμεις στους άξονες

χ, z και εξωτερική προωθητική ροπή γύρω από τον άξονας .

9, q. u, w = μεταβολή της γωνίας προένευσης του ελικοπτέρου, του ρυθμού

μεταβολής της γωνίας προένευσης, της οριζόντιας ταχύτητας, και 

της κατακόρυφης ταχύτητας

δρ , δ$ - διαμήκες κυκλικό βήμα (περιοδική μεταβολή της γωνίας

προένευσης της κάθε λεπίδας, συλλογικό βήμα (ταυτόχρονη 

αλλαγή της γωνίας προένευσης όλων των λεπίδων)
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ζ,,/μ,,χ, (i = u,w,q,dP,ds) = διαστατικές παράγωγοι ευστάθειας

5.1 Εισαγωγή

Η σύζευξη μεταξύ των εντολών του χειριστή και των προς έλεγχο μεταβλητών πτήσης 

επηρρεάζει άμεσα την ποιότητα της πτήσης. Η αποσύζευξη των τρόπων των μεταβλητών 

πτήσης με ταυτόχρονα ικανοποιητικό χρόνο απόσβεσης και ρύθμισης, είναι ένα από τα κεντρικά 

προβλήματα του ελέγχου πτήσης τόσο για τα αεροπλάνα όσο και για τα ελικόπτερα ([1]-[10]). Η 

τοποθέτηση ιδιοτιμών [8]-[ 10] είναι ίσως η πιο συνήθης τεχνική σχεδιασμού η οποία ικανοποιεί 

τις παραπάνω απαιτήσεις για το ελικόπτερο. Σύμφωνα με την τοποθέτηση ιδιοταιών([1], [2], [8], 

[10]), μετά την εκλογή ενός ιδανικού συνόλου ιδιοτιμών του κλειστού συστήματος καθώς και των 

αντίστοιχων ιδιοδιανυσμάτων, παρατηρείται ικανοποιητική αποσύζευξη των τρόπων και 

ικανοποιητική ποιότητα πτήσης. Σύμφωνα με την τεχνική της αποσύζευξης, [4]-[6], [11], το 

πολλαπλών εισόδων-εξόδων σύστημα μετατρέπεται σε πολλά συστήματα μίας εισόδου - μίας 

εξόδου.

Σε αυτήν την ενότητα, η τεχνική αποσύζευξης εισόδων εξόδων προτείνεται ως ο 

κατάλληλος σχεδιαστικός στόχος για τον ανεξάρτητο έλεγχο των μεταβλητών απόδοσης του 

ελικοπτέρου. Το αντικείμενο αυτής της ενότητας είναι ο ανεξάρτητος έλεγχος της κατακόρυφης 

ταχύτητας και της γωνίας προένευσης του ελικοπτέρου, κατά την διαμήκη πτήση. Μετά την 

εφαρμογή ενός κατάλληλου στατικού νόμου ανατροφοδότησης, το κυκλικό βήμα και το 

συλλογικό βήμα χειρίζονται με τέτοιο τρόπο, έτσι ώστε να συνεργάζονται. Αυτό οδηγεί σε 

ανεξάρτητο έλεγχο της γωνίας προένευσης και της κατακόρυφης ταχύτητας. Ειδικά, το κλειστό 

σύστημα έχει το χαρακτηριστικό του ελέγχου της γωνίας προένευσης με μια εξωτερική εντολή, 

και χωρίς να επηρρεάζει την κατακόρυφη ταχύτητα του ελικοπτέρου. Ομοίως, η δεύτερη 

εξωτερική είσοδος ελέγχει την κατακόρυφη ταχύτυτα χωρίς να επηρρεάζει την γωνία 

προένευσης. Τα δυναμικά συστήματα που σχετίζουν τις εξωτερικές εντολές με τις αντίστοιχες 

εξόδους απόδοσης, (γωνία προένευσης, κατακόρυφη μετατόπιση) αποδεικνύεται ότι είναι 

συστήματα μίας εισόδου - μίας εξόδου όλο πόλους (αυθαίρετους πόλους). Ετσι, οι απαιτήσεις για 

καλές ποιότητες πτήσης ικανοποιούνται. Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι όλα τα 

αποτελέσματα είναι αναλυτικές εκφράσεις των παραγώγων ευστάθειας του ελικόπτερου. 

Ειδικότερα, οι συνθήκες επιλυσιμότητας εξάγονται ως ανισότητες ενώ οι ελεγκτές σαν ρητές 

συναρτήσεις των παραγώγων ευστάθειας του ελικοπτέρου. Οι ελεγκτές εξαρτώνται επίσης από 

αυθαίρετες παραμέτρους οι οποίες είναι οι συντελεστές του πολυωνύμου του παρονομαστή του 

αποσυζευγμένου κλειστού συστήματος. Ανάλογες συνθήκες παράγονται για την επιλυσιμότητα 

του προβλήματος της αποσύζευξης με ταυτόχρονη ευστάθεια. Τέλος, όλα τα παραπάνω
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αποτελέσματα, παρουσιάζονται σε προσομοίωση επί μοντέλου ελικοπτέρου το οποίο περιέχει 

μη γραμμικά στοιχεία.

5.2 Περιγραφή Μοντέλου

Οι μη γραμμικές εξισώσεις που περιγράφουν την διαμήκη κίνηση του ελικοπτέρου είναι 

στην ακόλουθη μορφή [12], [13]

X-mg sin(O) = m(U+ OW) , Z+mg cos(O) = m(W- QU) , M = IyQ ,0 = 0 (5.2.1)

Με σκοπό την γραμμικοποίηση των παραπάνω εξισώσεων, θεωρείται η απόκλιση της κάθε 

μεταβλητής γύρω από την ονομαστική τιμή της. Ειδικότερα, ισχύει ότι

U = Uq + U , Θ = θο + θ , U =■ UQ , IV = Wο -r W , Μ = I7Jq + 171 d , λ =X0+Xd , Ζ = Ζο Zj (5.2.2) 

όπου md, xd, zd είναι οι αποκλίσεις των αεροδυναμικών και προωθητικών ροπών Μ και 

δυνάμεων Χ,Ζ. Είναι σαφές ότι η μη γραμμική εξίσωση (5.2.1) ισχύει επίσης και για τις 

ονομαστικές τιμές των μεταβλητών, δηλαδή για τις τιμές U=u0 , Θ - $0 , Q = qo, W= w0, Μ- m0 

, Χ = χ0, Ζ = ζ0· Με άλλα λόγια οι συνθήκες ισορροπίας εκφράζονται ως ακολούθως

Xo-mgsin(S0) = m(u0+qoWo) , ζ0 + mgcos(00) = m(w0 + q0Uo) , M0=Iyq0, θο=<7ο (5.2.3) 

Αντικαθιστώντας την (5.2.2) και την (5.2.3) στην (5.2.1), λαμβάνεται η ακόλουθη εξίσωση η 

οποία περιγράφει την διαμήκη κίνηση ενός ελικόπτερου σε συνάρτηση των μεταβολών των 

μεταβλητών πτήσης

xd - wgsin($0 + θ) + mgsin($0) = m(q0w + w0q + qw + ύ)

zd + mg cos($0 + θ) - wgcos($0) = m(w - q0u - u0q - q u)

md = Iyq 

$ = q

(5.2.4)

Χρησιμοποιώντας τις τριγωνομετρικές εξισώσεις

sin($o + θ) = sin(S) cos($0) + sin($0) cos(S), cos(& + 30) = cos($o) cos($) - sin(S) sin($0)

και κανονικοποιώντας ως προς τη μάζα και την ροπή αδρανείας
~ ~ _ Zd_ _ _ md
xd — fn > zd — ffi , Md — rLy

οι εξισώσεις (2.4) λαμβάνουν τη μορφή
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ύ =Xrf-gsin($o)cos(9)-g sin(3) cos($o)+gsin($o)-<?ow-#wo -qw

w = zd+gcos(&0)cos(&)-g sin(T)sin(90)-gcos($o) + ?ow + quo + qu

q = md 

θ = 9

(5.2.5)

Οι μεταβολές των αεροδυναμικών δυνάμεων και ροπής (ανά μονάδα μάζας και ροπής αδράνειας) 

θεωρούνται συναρτήσεις των μεταβλητών {dp,5s,u, w, q). Προφανώς η παραδοχή αυτή ισχύει για 

την πλειοψηφία των συνθηκών πτήσης ελικοπτέρου.

Για την ολοκλήρωση της γραμμικοποίησης οι μεταβολές xd , zd , md αναπτύσσονται σε 

πολυμεταβλητή σειρά Laurent ως προς τις μεταβολές των τιμών των ενεργοποιητών δΡ , 8S 

(κυκλικός έλεγχος προένευσης της λεπίδας, συλλογικός έλεγχος προένευσης της λεπίδας) και 

τις μεταβολές των ταχυτήτων u. ιν, q. Απο την ανάπτυξη σε σειρά κρατάμε μόνο τους πρώτους 

και τους δεύτερους όρους. Σημειώνεται ότι, οι πρώτοι όροι είναι ίσοι με το μηδέν [12], Ετσι 

λαμβάνονται οι ακόλουθες προσεγγιστικές ισότητες

xd = xuu + xww +Xqq +ΧδρδΡ +XisSs (5.2.6a)

zd = zuu +zww + zqq + zSpdP + ζδ$δΣ (5.2.6b)

md = muu + mww + mqq + )ηδρδΡ + mss5s (5.2.6c)

οπού Χι =
cxd dzd dmd
9ξ ξ=0 ’Ζί~ 8ξ i=o

171 ?   ~ y
8ζ ί=ο

(ς = u, w, q, δΡ,δ3). Χρησιμοποιώντας τις

παραπάνω προσεγγιστικές ισότητες, το σύστημα εξισώσεων (5.2.5) λαμβάνει τη μορφή

ύ = xuii + x„w +xqq-g sin(T) cos(Oo) - g cos(&) sin($0) + g sin($0) +
+ΧδΡδρ + Xss0s -qow -qwQ-qw

w =zuu+ zww + zqq + g cos(T) cos($0) - g sin(O) sin($o) - g cos(00) + 
+ΖδΡδρ +zd^s + quo + qou + qu

q = muii +m»w + mqq + τηδρδρ + mssds

9=q

(5.2.7)

To παραπάνω σύστημα εξισώσεων είναι μη γραμμικό ως προς θ. Για την γραμμικοποίηση της 

(5.2.7), με θ αρκετά μικρό, ισχύει ότι

sin(To + θ) = θ cos(90) + sin(30) 

cos($ + θ0) - cos($0) - θ sin(&0)

Επιπλέον, οι προσεγγιστικές σχέσεις qw~ 0 , qu = 0 μπορούν να χρησιμοποιηθούν.

Χρησιμοποιώντας όλες τις παραπάνω προσεγγίσεις, λαμβάνεται η ακόλουθη προσέγγιση μικρής 

περιόδου

x{t)=Ax{t) + Bu{t) , y(t) = Cx(t) , χ(Ο-) =χ0 (5.2.8a)
όπου

x(0 = [ u(t) w{t) q(t) S(t) ] y{t) = [ w(t) Q(t) ] u{t) - [ δΡ δ5 ] (5.2.8b)
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Xu Xw-qo Xq-w0 -gcos(8o) XS p Χδs
Zu+qo z„ zq + uo -gsin(90)

, B =
Zgf zgs

mu mw mq 0 MsP m3s
0 0 1 0 0 0

0 10 0 
0 0 0 1

(5.2.8c)
To παραπάνω γραμμικό δυναμικό σύστημα θα χρησιμοποιηθεί ως το μοντέλο που

περιγράφει την διαμήκη πτήση του ελικοπτέρου.

5.3 Συνθήκες Επιλυσιμότητας

Θεωρείται ο στατικός νόμος ανατροφοδότησης

u{t) = Fx{t) + Ga>{t) ; ω(/) =
wc(t)
Ut)

(5.3.1)

όπου wc(t) και &c(t) είναι οι εντολές προένευσης και κατακόρυφης ταχύτητας, δηλαδή οι έξοδοι 

του κλειστού συστήματος. Εδώ διερευνάται υπό ποιες συνθήκες πτήσης (επί των αεροδυναμικών 

παραμέτρων του ελικοπτέρου), ο ελεγκτής (5.3.1) οδηγεί διαγώνια αποσυζευγμένο κλειστό 

σύστημα με μεταβλητές εξόδου την γωνία προένευσης και την κατακόρυφη ταχύτητα. 

Προφανώς, εάν η αποσύζευξη ικανοποιείται, η εξωτερική είσοδος wc(t) ελέγχει την 

κατακόρυφη ταχύτητα w(t) χωρίς να επηρρεάζει την γωνία προένευσης 9(/). Ομοίως, η 

εξωτερική εντολή $c(f) ελέγχει τη γωνία προένευσης θ(ί) χωρίς να επηρρεάζει την κατακόρυφη 

ταχύτητα w(t). Οι συνθήκες επιλυσιμότητας για το σχεδιάστικό πρόβλημα που περιγράφηκε 

παραπάνω θεμελιώνονται στο ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 5.3.1: Ο ανεξάρτητος έλεγχος της γωνίας προένευσης και της κατακόρυφης 

ταχύτητας του ελικοπτέρου (5.2.2) μέσω στατικού νόμου ανατροφοδότησης κατάστασης, 

επιτυγχάνεται αν και μόνο αν η συνθήκη

Χόρ Χδς
rank zs, zgs = 2 

mip m3s

ικανοποιείται μαζί με τις συνθήκες

if [ zsr zgs ] φ 0 and [ mis, mgs ] Φ 0 then msszgp - msrzss Φ 0

if [ zgr zgs ] = 0 and [ mge mgs ] Φ 0 then zu+q0* 0

if[ Zir zgs ]*0and[ mge mgs 1 = 0 then mu*0

Απόδειξη: Οπως αποδεικνύεται στο [4], η αποσύζευξη εισόδου-εξόδου είναι επιλύσιμη αν

και μόνο αν det[C*5] φ 0 , όπου

min(/': c,AJB φ 0, j = 0,1,1} . ,
„ ; c, ; ι-οστη γραμμή του Cη-1 if c,AJB = 0, Vy ’ ι γη w ι

(5.3.3)

(5.3.2a)

(5.3.2b) 

(5.3.2c) 

(5.3.2d)

C* =
c,Ad‘
c2A dz
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Από την συνθήκη det[C*£] φ Ο , παρατηρείται ότι η συνθήκη rank[£] = 2 πρέπει να ισχύει, 

δηλαδή ότι η συνθήκη (5.3.2.a) πρέπει να ικανοποιείται. Σε αυτό το σημείο θα βρεθούν οι 

ακέραιοι αριθμοί d, (;' = 1.2) για το σύστημα (5.2.8), δηλαδή το ελικόπτερο σε συνθήκες 

διαμήκους πτήσης. Για αυτόν τον σκοπό, παρατηρείται ότι cxB = [ zg, zgs ], c2B = [ 0 0 ] και 

c2A B - [ msP mgs ]. Από τις παραπάνω σχέσεις συμπεραίνουμε ότι d\ > 0 and d2> 1.

Για την περίπτωση που dx =0 και d2 = 1 ισχύει ότιC*B-
cxB %δρ Z$s

c2AB ηΐδρ rnss
και

συνεπώς ότι det[C*B]=mgszg,-mg,zgs. Για αυτήν την περίπτωση, οι ικανές και αναγκαίες 

συνθήκες για την επιλυσιμότητα του προβλήματος της αποσύζευξης είναι

det[C*5] = det
Ζδρ Z$s 
ms. mss

= mgszgP - mspZss Φ 0 (5.3.4)

Θεωρείται η περίπτωση στην οποία dx> 0 και d2= 1 δηλαδή η περίπτωση όπου 

zg, zgs ]= 0 και[ msp mg, ]=£ 0 . Σε αυτήν την περίπτωση, ισχύει ότι

cxB = 0 , cxAB = [ xg,(zu + q0) + msp(zq + u0) xgs(zu +q0) + mgs{zq + u0) ] (5.3.5)

Διακρίνονται δύο υποπεριπτώσεις. Πρώτον: οχΑΒφ 0 και δεύτερον: cxAB = 0 . Για την πρώτη 

υποπερίπτωση, και σύμφωνα με τον ορισμό (5.3.3) ισχύει ότι

C*B =
cxAB

r~

c2A Β
xsp(zu + qο) + rngp(zq + u0) xgs(zu + qo) + mgs(zq + u0)

mg, mgs
(5.3.6)

και έτσι η επιλυσιμότητα του προβλήματος της αποσύζευξης περιορίζεται στις ακόλουθες δύο 

συνθήκες

zu + <?ο Φ 0 , det
%S ρ %δς

η\δρ rnss
(5.3.7)

Για την δεύτερη υποπερίπτωση, παρατηρείται ότι

' (*« + ?<>)[ Χδρ Χδρ ] + (ζ9 + μ0)[ mgp mgs ] = 0 (5.3.8)

Η παραπάνω σχέση, μαζί με τις |zu+g0| + |z? + «o| *0 και την υπόθεση ότι [ zg, zgs ] = 0 

αντιτίθενται στην συνθήκη (5.3.2a). Ετσι, η δεύτερη υποπερίπτωση, για \ zu+qo\ + |z? + w0| *0 , 

αποκλείει την επιλυσιμότητα του προβλήματος της αποσύζευξης. Απομένει η διερεύνηση της 

υποπερίπτωσης zu+q0- 0 και zq + u0 = 0 με [ mgr mds 0 και [ zgr zgs ] =0. Για αυτήν

την υποπερίπτωση ισχύει ότι cxB = 0 , cxA Β = 0 και

cxA2B = [ -gmgp sin(90) -g/Wi., sin(O0) ] (5-3.9)

Διακρίνονται δύο υποπεριπτώσεις: Πρώτον θ0=£θκαι δεύτερον θ0 = 0. Για την πρώτη 

υποπερίπτωση,(Ο0 φ 0), είναι φανερό ότι

C*B =
cxA2B -g mSp sin($0) -g mgs sin(S0)
c2AB mgp mgs

det[C*5] = 0 (5.3.10)

Για την δεύτερη υποπερίπτωση(β0 = 0 ) ισχύει ότι dx =3 και έτσι

73



C*B = , det[C*5] = Ο (5.3.11)’ cxA2B 0 0
c2A Β mgp mgs

Ετσι, η υποπερίπτωση zu+qo-0 και zq + uo = 0 αντιτίθεται στην επιλυσιμότητα του 

προβλήματος της αποσύζευξης.

Συνοψίζοντας, για την περίπτωση όπου [ ms, mgs ] Φ 0 οι ικανές και αναγκαίες 

συνθήκες για την επιλυσιμότητα του προβλήματος της αποσύζευξης, αν η συνθήκη (5.3.2a)

ικανοποιείται, είναι
-

if [ zs, zss J =£ 0 then det zs. Zss
ms. m3s

if Ζδρ Zg, 

mg, mss
= 0 then det Xδ p Xgs 

msp mgs
φ 0 and zu + qo*0

(5.3.12)

Για την ολοκλήρωση της απόδειξης, απομένει η μελέτη της περίπτωσης [ Ζδ, zgs ] *0 

και [ mg, mgs ] = 0. Για αυτήν την περίπτωση, ισχύει ότι άχ- 0 και d2 > 1 και 

C\A2B-\_ muxgp +mwzsF muxgs+mwzgs ] . Διακρίνονται δύο υποπεριπτώσεις: Πρώτον

Ο\Α2Βφ0 και δεύτερον clA2B = 0. Για την πρώτη περίπτωση, ισχύει ότι

c{B Z3p z3s
c2A2B muxsp + mwzsp mux3s 4- mwzss

det[C*£] -mu det % δρ ^Ss 

Χδ ρ Χδς
.Ετσι, οι

ικανές και αναγκαίες συνθήκες είναι

mu φ 0 and det
ΖδΡ Zgs 

Xg ρ XSs
(5.3.13)

Αν c\A2B = Q, τότε διακρίνονται δύο ακόμη υποπεριπτώσεις. Πρώτον: \mu\ +\mv\ φ 0 και 

δεύτερον:\mu\ +\mw\ = 0. Για την πρώτη υποπερίπτωση, παρατηρείται ότι 

mu\_ xsp XSs ] + «!»[ zg, zss ] = 0 . Με βάση την υπόθεση ότι [ mgP mss ] = 0, η παραπάνω 

ισότητα αντιτίθεται στην συνθήκη (3.2a). Για την υποπερίπτωση mu=mw = 0 ισχύει ότι d2 = 3,

δηλαδή ότι C'B =
C\B Zs, ZSs

c2A3B 0 0
και det[C*fi] = 0 .

Συνοψίζοντας, για την περίπτωση όπου Γ zs, zgs ] φ 0 και [ ms, mgs ] = 0, η 

αποσύζευξη επιτυγχάνεται αν και μόνο αν οι συνθήκες στην (5.3.13) ικανοποιούνται. .

Συνολικά, το πρόβλημα της αποσύζευξης εισόδου-εξόδου για την διαμήκη κίνηση του 

ελικοπτέρου, είναι επιλύσιμο όταν και μόνο όταν η συνθήκη (5.3.2.c) ικανοποιείται μαζί με την 

συνθήκη (5.3.12) και την συνθήκη (5.3.13). Παρατηρείται ότι η δεύτερη συνθήκη στην (5.3.13) 

ικανοποιείται πάντα, αφού έχει υποτεθεί ότι ισχύει η (5.3.2a) και έχει τεθεί η υπόθεση ότι

ms, mss = 0. Παρόμοια, η συνθήκη det Χδ, XSs 

msP mss
φ 0 στην (5.3.12) ικανοποιείται πάντα.
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Τότε οι συνθήκες στην (5.3.12) και (5.3.13) περιορίζονται σε αυτές της (5.3.2.b), (5.3.2.c) και 

(5.3.2.d). ■

5.4. Ερμηνεία των συνθηκών αποσύζευξης

Οι συνθήκες της αποσύζευξης εισόδου-εξόδου αντανακλούν σε ειδικά τεχνικά 

χαρακτηριστικά του ελικοπτέρου (Περιγραφή (5.2.8)). Ειδικότερα, η απαίτηση (5.3.2a) 

περιγράφει την ικανότητα του χειριστή να τροποποιήσει την θέση και την ταχύτητα του 

ελικοπτέρου χρησιμοποιόντας το διαμήκες κυκλικό βήμα δρ και το συλλογικό βήμα δ$· Εκτός 

της αποκόλλησης του οριακού στρώματος και των δυσλειτουργιών του περιστρεφόμενου δίσκου, 

είναι φανερό ότι η συνθήκη (5.3.2b) ικανοποιείται.

Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι σε ειδικές περιπτώσεις, δηλαδή ατμοσφαιρικές 

διαταραχές (συννεκτική τύρβη, τύρβη, ασυνέχεια πυκνότητας), ακόμα και αν ο περιστρεφόμενος 

δίσκος εκτελεί ομαλή λειτουργία, δεν υπάρχει αισθητή επιρροή του έλικα στην δυναμική του 

ελικοπτέρου. Αυτές οι περιπτώσεις μπορούν να μοντελοποιηθούν στην περιγραφή (5.2.8) με 

msf mss ] = 0 και/ή [ zsr zss ] = 0 και/ή [ xir xis ] = 0.

Σύμφωνα με την απόδειξη του θεωρήματος 5.3.1, αν [ zsP z&s ] = 0 (και εφόσον η (5.3.2a) 

ισχύει), η συνθήκη αποσύζευξης είναι zu + qn*0. Για τα περισσότερα από τα μοντέλα των 

ελικοπτέρων, βλέπε [13]-[14], ισχύει ότι zu <0. Αυτό μπορεί να ερμηνευθεί από την ακόλουθη 

εικόνα όπου τα σημεία τα οποία δέχονται την υψηλότερη πίεση σημειώνονται με "+” ενώ τα 

σημεία που δέχονται την χαμηλότερη (σε σχέση με την υψηλότερη) πίεση σημειώνονται με

άνωση

Σχήμα 5.1: Κατανομή πιέσεων κατά την αύξηση της οριζόντιας ταχύτητας

Είναι φανερό ότι για τα περισσότερα σχήματα ελικοπτέρων, το κάτω μέρος του ελικοπτέρου 

είναι αεροδυναμικά πιο ενεργό από ότι το επάνω μέρος, ως προς την οριζόντια ταχύτητα του 

αέρα. Με άλλα λόγια, αν το u αυξάνει, τότε η άνωση Ζ μειώνεται, και έτσι ισχύει ότι
df

zu = < 0 . Είναι φανερό ότι για q0 < 0 , η συνθήκη αποσύζευξης z„ + q0 * 0 ικανοποιείται.
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Παρόμοια, στην περίπτωση όπου [ mg, mgs ] = 0, η συνθήκη eiva\.mu φ0 . Σύμφωνα με την 

αρθρογραφία [8],[10],[12],[13], ισχύει oximu>0. Αυτό μπορεί επίσης να απεικονιστεί στο 

παραπάνω σχήμα, όπου το εμπρόσθιο μέρος του ελικοπτέρου είναι περισσότερο ενεργό από την 

ουρά. Για τέτοια σχήματα ελικοπτέρων, ισχύει ότι η ροπή προένευσης Μ αυξάνει ως προς την

r. . - . , dmdοριζόντια ταχύτητα του αέρα, και έτσι ισχύει οτι mu = > 0.

Τελικά, είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι στις περισσότερες περιπτώσεις (βλέπε 

[8],[10],[12],[13]), ισχύει ότι [ zg, zgs ]*0και[ mg, mgs ]*0 και κατά συνέπεια ότι η 

συνθήκη mgszg,-mg,zg^ 0 ικανοποιείται. Επιπλέον, η προηγούμενη ανισότητα ικανοποιείται 

για όλες σχεδόν τις συνθήκες πτήσης. Στις περιπτώσεις που δεν υπάρχουν ατμοσφαιρικές 

διαταραχές, είναι φανερό ότι zgs Φ 0 και mg, φ 0. Ετσι, με σκοπό να εξασφαλιστεί η αποσύζευξη,

αρκεί να μεταβάλλεται το Ss κατά τρόπο τέτοιο ώστε zgs φ ή ισοδύναμα να

μεταβάλλεται το δΡ κατά τρόπο τέτοιο ώστε mgp φ Ζ^> ^·.

5. 5 Αναλυτική έκφραση των ελεγκτών ανεξάρτητου ελέγχου

5.5.1 Ενεργός περιστρεφόμενος δίσκος, ως προς την άνωση και την ροπή προένευσης.

Η παρούσα περίπτωση περιγράφεται από τις υποθέσεις: [ zg, zgs 1^0 και 

mg, mgs ]*0. Ετσι, η συνθήκη αποσύζευξης είναι mgs zg, - mg, zgs Φ 0 . Χρησιμοποιώντας την 

τεχνική σχεδιασμού που αναπτύχθηκε στο [14], η γενική λύση των πινάκων ανατροφοδότησης 

στον ελεγκτή (5.3.1), που αποδίδει αποσύζευξη εισόδου-εξόδου εξάγεται ως

mgs{p\) ό1_______-zgsipi)^
ffldpZSs ΜδχΖδρ pZfis / - - . ν

-mg,{p\)Zx ζό,(ρ2Υο ' ■ ^
Μδ$Ζδρ ΜΊδρΖδχ ^δχ^δρ rn6pzSs

mSs Ζδ$ Γ- η

Μ^δς^δ ρ δ ρΖδ s
Μδρ

ΜΙδς^δ ρ Υϊ\δ ρΖδ$
Ζδρ

-qo-Zu -(Αι)ο-zw Uq Zq gsin(O0) 
-mu -mw —(A2)i ~mq -(λ2)οΐΎΐδςΖδρ m δ ρΖ$ ς mgszg, - mg,zgs

(5.5.2)

και (Pi)o'>Wi)y ε*·ναι αυθαίρετες παράμετροι. Οι σχέσεις (5.5.1) και (5.5.2) είναι απλοί τύποι, 

εφαρμοζόμενοι με στοιχειώδεις πράξεις στις παραγώγους ευστάθειας του ελικοπτέρου, και στις 

ονομαστικές τιμές θ0, ιι0 και q0

Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι, σύμφωνα με τον αλγόρυθμο στο [14], η εξαγωγή της 

γενικής λύσης ανάγεται στην επίλυση ενός γραμμικού συστήματος εξισώσεων. Σημειώνεται

76



επίσης, ότι δύο βαθμοί ελευθερίας του ελεγκτή F έχουν καθοριστεί λύνοντας δύο εξισώσεις 

της μορφής

χ,[ °\\ α\2 ] = 0

Χ2[ α2\ ίΪ22 ] = 0

όπου τα χχ, χ2 θεωρούνται στοιχεία του ελεγκτή, και όπου

« n = (xq-w0+mqA + (u0 +zq)B)(xu + muA+(q0 + zu)B)~
+A(xu +muA + (q0 +zu)B)2· -g cos($o)~g sin(0o)5

«12 = (xq ~ Wo + rnqA + (w0 +zq)B){xu +muA + (q0 + zu)B)2 -
+A(xu+muA+ (qa + zu)B)3 -g cos($0) -g sin(S0)5

flu =Xw~ qo + rriwA +zwB - B((q0 +zu)B + muA +xu)

«22 = -B((q0+zu)B + muA +xu)2 + (xw - qo+m^A+z^B) ((q0 +zu)B + muA +xu) 

με
XfisZ$p ΧδρΖβς ΤΜδ.p%0s

A ~ -msszsp + mspZSs ’ ΰ ~ -ΜδέδΡ + ΜδρΖδ*

Προφανώς, οι πίνακες του ελεγκτή F και G έχουν εξαχθεί υπό την υπόθεση ότι 

σιι «η ] * 0 και [ «2ΐ «22] * 0 . Η παραπάνω υπόθεση ισχύει για όλες σχεδόν τις συνθήκες 

πτήσης [8]-[ 10], [12], [13], Ετσι, η γενικότητα του νόμου ελέγχου στην (5.5.2) δεν παραβιάζεται.

5.5.2 Μη ενεργός περιστρεφόμενος δίσκος, ως προς την άνωση.

Για την παρούσα περίπτωση, ισχύει ότι [ zs, zss ] = 0 και [ ms, m&s ]^0. Αρα, οι συνθήκες 

επιλυσιμότητας είναι η συνθήκη (5.3.2a) μαζί με την συνθήκη zu+q0*0. Ετσι, εφαρμόζοντας 

την μέθοδο που αναπτύχθηκε στο [14], η γενική λύση των πινάκων του ελεγκτή είναι

mSsip ι)ό’ {-mss{uo+zq)-xss(qo+zu))(p2)o'
G = 1

q ο +zu
ΜδςΧδ ρ ^δ ρ^δς

)ο>-mi,{p\)ax
mssxsP ~ niSpXSs

ΜΙδχΧδρ ΜδρΧδς
Κ?,(»ο +zq) +xsf(qo + zu)){p2)f 

ΐΐΐδς^δρ ΪΤΙδρ^δς

F = 1

1

C
3«ο
'Όδ

1__

fu fn fn /. 4
(qo +zu) (mSsxs, - mspXss) -m6p β -mu -mw —(2.2)1 -mq -(-^2)0

(5.5.3)

(5.5.4)

όπου

/π =-mu(u0+zq)-(qo+zu)[(Xi)\ +xu+zw] 

fn = —(Αι)ο - mw(u0 +zq) - (-q0 +x„) (q0 + zu) ~ (λ\)\Ζ„ - (zw)2 

fn = -mq(iio +zq) ~ (-Wo +Xq) (qo +Zu) - (λι)ι(κ0 +zq) - (u0 +zq)zw+g sin($0) 

/14 =g(<?0+zu)cos(e0)+g(/li)i sin('9o) + gzH,sin(do) 

a = ~mss(u0 + zq) - xss(q0 + zu) 

β = msp(u 0 +zq) + xs,(qo +zu)

5.5.5 Μη ενεργός περιστρεφόμενος δίσκος, ως προς τ?/ν ροπή
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Για την παρούσα περίπτωση, ισχύει ότι [ ζ^ zss ]*0και [ ms, mss j = 0. Τότε, οι συνθήκες

επιλυσιμότητας είναι η συνθήκη (5.3.2a) μαζί με την συνθήκη mu φ 0. Εφαρμογή της διαδικασίας

σχεδιασμού που αναπτύχθηκε στο [14] δίνει

(muxss + mvzss){p\)^ zss(p2)oX
q _ MuXdsZdp ~ muxdpz6s muxSszsF - muxSrzSs)

{-mux6p - mvzir){p\)l' ζδρ(ρ2)όι ( ■ ■ )
ΥΥΙχίΧ’δςΖ’δρ WluX$pZds ^u^6s^Sp ^

F =
muxss + mwzss _______ zss________

771 ιι^δς^δ p WluXfipZ^s ΥΥΙ·\χΧδ$2.δ p TfluXfipZfi^
177 UX δ p TTlyyZfip Ζδ p

777\χΧδ^δρ 771 Ιί^δ pZ δ s 77luX$sZS p TYl^X^pZ^^

-qo-zu -(Xi)o~zw -u0-zq g sin(So)
h\ fn hi fw

(5.5.6)

όπου

h\ = -{h)imu - mqmu - muxu - m„(q0 +zu) 

fzi = -(,Xihmw - mqmw - mu(-q0 +x„) - mwz„ 

hi =-(^2)1 -(^.)2ffl,-K)2 -mu(-w0+xq)-m„(u0+zq) 

fiA - —(A2)o +g»h cos(90) +gmw sin(So)

Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι και για τις δύο παραπάνω περιπτώσεις μη ενεργού 

δίσκου, δεν υπάρχουν ιδιόμορφα σημεία για τις παραγώγους ευστάθειας του ελικοπτέρου, τα 

οποία θα μπορούσαν να τροποποιήσουν τις γενικές λύσεις (5.5.3)-(5.5.6).

5.6. Ανεξάρτητος έλεγχος με ταυτόχρονη ευσταθειοποίηση

Για την περίπτωση στην οποία [ z&t zss ]*0και [ msP mss ] φ 0 , χρησιμοποιώντας 

τις (5.3.1), (5.3.2a), (5.3.2b) (5.2.8), (5.5.1) και (5.5.2), ο γενικός τύπος της συνάρτησης μεταφοράς 

του συστήματος κλειστού βρόχου υπολογίζεται ως

(Ρύο

C{sl-A -BF)~lBG ■■ s + Ui )0 

0 Μ (5.6.1)

s2 +^(^2)1 + (^2)0

Οπως έχει σημειωθεί, τα {ρ,)~0χ, (λ,); είναι απολύτως αυθαίρετα. Ετσι, ο γενικός τύπος της 

συνάρτησης μεταφοράς του κλειστού συστήματος C{sl - A - BF)~X BG έχει τρεις αυθαίρετους 

πόλους. Το πολυώνυμο του πόλου που απαλείφεται στην συνάρτηση μεταφοράς εκφράζεται σε 

όρους των παραγώγων ευστάθειας του ελικοπτέρου, ως ακολούθως:

pu = mSsszsP-msPszss +

ΦϊΥΙ SX ft p (q 0 ~f“Zu) JTlfi PXds {q 0 Z u) 4" ΪΪΙ uXSsZop WSsXuZS p WluXSpZfis "f" WSpXuZds (5.6.2) 

Από την σχέση (6.2) είναι φανερό ότι ο απαλειφόμενος πόλος Sq (pu(so) = 0) υπολογίζεται να 

είναι
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(5.6.3)* (qo+Zu)(.mifXis ^ u^SpZSs ^δς^δρ)
S0 ~ Xu +-------------------------------7-------------------------------λ------------------------------(msszSf - ms,z0s)

Για να είναι ευσταθές το μοντέλο του ελικοπτέρου, το παραπάνω σημείο θα πρέπει να βρίσκεται 

στο αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο. Συνδυασμός του παραπάνω πορίσματος με το θεώρημα (5.3.1) 

και το γεγονός ότι το μοντέλο (5.2.8) είναι τέταρτης τάξεως, οδηγεί στο παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 5.6.1: Αν οι συνθήκες του θεωρήματος 5.3.1 ικανοποιούνται και [ ΖδΡ zss ] *0 , 

Μδρ mss ] * 0, τότε ο ανεξάρτητος έλεγχος της γωνίας προένευσης και της κατακόρυφης

ταχύτητας του ελικοπτέρου με ταυτόχρονη ευσταθειοποίηση μπορεί πάντα να επιτευχθεί αν 

(go + zu)(mSfxss - mSsxSp) + mu(xipz5, - χδ,ζδρ)
Xu ~Γ / \ ^ li .

WdpZds)

Για τις άλλες δύο περιπτώσεις, τα κλειστά συστήματα που προκύπτουν δεν έχουν 

απαλειφόμενους πόλους. Για την περίπτωση στην οποία [ Ζδ, zss ] = 0 και [ ms, mss ]*0 η 

συνάρτηση μεταφοράς του κλειστού συστήματος

(Ρι)ό'

C(sl-A-BF)-'BG = S2 +ί(λι)ι + U-1 )ο 

0

0

(Ρ2)ό'
S2 +ί(2,2)ι + (2.2)0

Ετσι, εξάγεται το ακόλουθο θεώρημα

Θεώρημα 5.6.2: Αν οι συνθήκες του θεωρήματος 5.3.1 ικανοποιούνται, με [ ζδ, zss ] = 0

και[ msp mss ] Φ 0, τότε ο ανεξάρτητος έλεγχος της γωνίας προένευσης και της κατακόρυφης

ταχύτητας του ελικοπτέρου με ταυτόχρονη ευστάθεια μπορεί πάντα να επιτευχθεί. ■

Για την περίπτωση στην οποία [ zs, zss ]*0 και [ ms, mss ] = 0, ο γενικός τύπος της

συνάρτησης μεταφοράς του κλειστού συστήματος είναι

(Ρ\)ο
I ]

C(sl-A - BF)~XBG ■ s + Ul )o 

0

0

(Ρί)ο

S2 + ^^(^2)2 ^(^2)1 (^2)0

Θεώρημα 5.6.3. Αν οι συνθήκες του θεωρήματος 5.3.1 ικανοποιούνται, με [ zs, zss ] *0 

και[ ms, mss ] = 0, τότε ο ανεξάρτητος έλεγχος της γωνίας προένευσης και της κατακόρυφης 

ταχύτητας του ελικοπτέρου μπορεί πάντα να επιτευχθεί. ■

5.7. Προσομοίωση

Θεωρείται ένα ελικόπτερο μονού έλικα, το οποίο πετάει με οριζόντια πτήση 80 κόμβων 

[8], Οι παράγωγοι ευστάθειάς του και οι ονομαστικές τιμές είναι: χ„ = -0.03220, xw = 0.04030 

xq =-0.2261, zu =-0.00958,zw =-0.80178, u0 +zq = 41.091, mu =0.02710, mw = 0.02884 

mq- -2.3408, xs, = -7.6327,xSs = 4.3447 , zs, - -30.891, ζδ$--117.79, mif - 28.54, mss = 14.078
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q0 = 0, w0 = Ο και θ0 = 0.0215. Οι συνθήκες του θεωρήματος 5.3.1 ικανοποιούνται. Θέτοντας τις 

επιλογές (Αι)0 = 10, (λ2)ι = 35, (λ2)ο = 300 στις (5.5.1 και 2) , οι πόλοι του κλειστού συστήματος 

είναι στα σημεία -10, -15, και -20. Εκλέγοντας τα (ρι)ό' = 10 και (ρ2)ο1 = 300, οι αποκρίσεις των 

καταστάσεων και των εσωτερικών εισόδων του κλειστού συστήματος, για τοποθέτηση της 

γωνίας προένευσης (θ0 = -y^Q-rad) φαίνονται στα σχήματα 1-6. Ειδικότερα, για κάθε μία από τις

μεταβλητές: εμπρόσθια ταχύτητα, κυκλικό και συλλογικό βήμα, παρατίθενται δύο σχήματα, 

ονομαστικά τα σχήματα (4a,b), (5a,b) και (6a,b). Ο λόγος για την παράθεση των δύο σχημάτων 

είναι για να φανεί η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου. Ανάλογα αποτελέσματα παρουσιάζονται 

στα σχήματα 7-12 για την συμπεριφορά του κλειστού συστήματος ως προς την κατακόρυφη 

μετατόπιση (wc = lm/s). Οπως φαίνεται από τα σχήματα, η απόκριση του διανύσματος 

κατάστασης είναι ικανοποιητική, ενώ ο χρόνος μετάβασης των μεταβλητών εξόδου προς την 

επιθυμητή τιμή τους είναι πολύ μικρός.

Για τον έλεγχο της λειτουργίας του παραπάνω ελεγκτή μέσω μη γραμμικής 

προσομοίωσης, θεωρείται το σύστημα εξισώσεων (5.2.7) με qw ^ 0 και qu~ 0. Στο μη γραμμικό 

σύστημα (5.2.7) εφαρμόζεται ο νόμος ανατροφοδότησης της (5.5.1 και 5.5.2). Το κλειστό 

σύστημα που προκύπτει είναι σχεδόν αποσυζευγμένο με πολύ ικανοποιητική απόδοση. Για 

τοποθέτηση γωνίας προένευσης και κατακόρυφη μετάφραση, η απόκριση του κλειστού 

συστήματος φαίνεται να είναι ίδια με αυτήν στην γραμμική προσομοίωση. Στα Σχήματα 5.2-5.7, 

και στα Σχήματα 5.8-5.13 που περιγράφουν την τοποθέτηση της γωνίας προένευσης και την 

κατακόρυφη μετάφραση αντίστοιχα, η απόκριση του γραμμικού μοντέλου σχεδιάζεται με 

διακεκομμένες ενώ η απόκριση του μή γραμμικού σχεδιάζεται με συνεχείς γραμμές (για τις 

εξόδους: κατακόρυφη ταχύτητα ιν, γωνία προένευσης θ, τις καταστάσεις: οριζόντια ταχύτητα u , 

ρυθμός μεταβολής της γωνίας προένευσης q, και τις εσωτερικές εισόδους: διαμήκες κυκλικό 

βήμα δΡ, συλλογικό βήμα 5S)· Εκτός από την κατακόρυφη ταχύτητα στην περίπτωση 

τοποθέτησης της γωνίας προένευσης, οι διακεκομμένες και οι συνεχείς γραμμές ταυτίζονται 

(οπτικά)

5.8. Συμπεράσματα

Η γωνία προένευσης και η κατακόρυφη ταχύτητα του ελικοπτέρου, ελέγχονται 

ανεξάρτητα μέσω ενός στατικού νόμου ανατροφοδότησης κατάστασης χρησιμοποιώντας 

τεχνική αποσύζευξης εισόδων εξόδων με ταυτόχρονη αυθαίρετη τοποθέτηση πόλων. Το σύνολο 

των παραγώγων ευστάθειας του συστήματος, για τις οποίες η απαίτηση για την υλοποίηση της 

αποσύζευξης ικανοποιείται, έχει οριστεί αναλυτικά, όπως και η γενική μορφή των πινάκων του 

ελεγκτή που οδηγεί σε αποσύζευξη. Εχει επίσης οριστεί αναλυτικά η γενική μορφή του
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αποσυζευγμένου κλειστού συστήματος, καθώς και η συνθήκη των παραγώγων ευστάθειας, η 

οποία πρέπει να ικανοποιείται για την υλοποίηση της αποσύζευξης με ταυτόχρονη 

ευσταθειοποίηση. Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι, όλες οι παραπάνω έννοιες έχουν εξετασθεί 

για την περίπτωση μη ενεργού περιστρεφόμενου δίσκου. Τα αποτελέσματα στις περιπτώσεις 

ενεργού και μη ενεργού περιστρεφόμενου δίσκου μπορούν εύκολα να ομαδοποιηθούν, με μία 

ιεραρχική δομή φακέλου πτήσης. Η ικανοποιητική απόκριση του κλειστού συστήματος φαίνεται 

από την προσομοίωση ενός μοντέλου ελικοπτέρου το οποίο περιέχει μη γραμμικά στοιχεία.
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Τοποθέτηση γωνίας προένευσης

rad

Σχήμα 5.2:Απόκριση γωνίας προένευσης για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)

m/ sec

Σχήμα 5.3: Απόκριση κατακόρυφης ταχύτητας για τοποθέτηση γωνίας προένευσης
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή, ταυτιζόμενη με τον άξονα του χρόνου) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)



rad/sec

Σχήμα 5.4:Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας προένευσης για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)

m/ sec

(a)



m/sec

(b)

Σχήμα 5.5: Απόκριση της εμπρόσθιας ταχύτητα για τοποθέτηση της γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [ 0, 300 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)

rad

(a)



rad

(b)
Σχήμα 5.6 : Απόκριση του κυκλικού βήματος για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 

γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)

rad

(a)



rad

time (sec)

(b)
Σχήμα 5.7: Απόκριση του συλλογικού βήματος για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 

γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



Κατακόρυφ?} μετάφραω]

rad

0.4

0.2

time (sec)
0.5 1 1.5 2.5

-0.2

-0.4

Σχήμα 5.8:Απόκριση γωνίας προένευσης για κατακόρυφη μετάφραση 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες με τον άξονα του χρόνου)

m/sec

Σχήμα 5.9: Απόκριση κατακόρυφης ταχύτητας για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)



rad/sec

0.4

0.2

—1-----------------1------------------- 1------------------1---------------- 1— ------------- *— time (sec)
0.5 1 1.5 2 2.5 3

-0.2

-0.4

Σχήμα 5.10: Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας προένευσης για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες με τον άξονα του χρόνου)

m/sec

(a)



m/sec

Σχήμα 5.11: Απόκριση της εμπρόσθιας ταχύτητα για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [ 0, 300 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)

rad

(a)



rad

Σχήμα 5.12 : Απόκριση του κυκλικού βήματος για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)

rad

(a)



rad

Σχήμα 5.13 : Απόκριση του συλλογικού βήματος για κατακόρυφη μετάφραση
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [ 0, 300 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

Ελεγχος της συζευγμένης διαμήκους 
και εγκάρσιας κίνησης του ελικοπτέρου

Σύνοψη: Για την περίπτωση της συζευγμένης διαμήκους και εγκάρσιας κίνησης μελετάται η δυνατότητα 
αποσύζευξης των δύο κινήσεων του ελικοπτέρου, με ταυτόχρονη αποσύζευξη των επιμέρους μεταβλητών. 
Ειδικότερα, για τις μεταβλητές οριζόντια ταχύτητα u, κατακόρυφη ταχύτητα w, ρυθμό μεταβολής της 
γωνίας προένευσης q, γωνία προένευσης 0, ταχύτητα (κατά τον άξονα y) ν, ρυθμό μεταβολής της γωνίας 
κύλισης ρ, γωνία κύλισης φ, ρυθμό μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας r επιτυγχάνεται ο έλεγχος με 
κατάλληλο χειρισμό των εσωτερικών εισόδων, δηλαδή του διαμήκους κυκλικού βήματος, του συλλογικού 
βήματος, του εγκάρσιου κυκλικού βήματος και του συλλογικού βήματος του οπίσθιου έλικα. Ο νόμος 
ανατροφοδότησης είναι στατικός, και ανατροφοδοτεί τις μεταβλητές u, w, q, θ, ν, ρ, φ, r. Οι ικανές και 
αναγκαίες συνθήκες για να επιλύεται το πρόβλημα αποδεικνύονται να είναι σχεδόν πάντα αληθείς, 
εξαρτώμενες αποκλειστικά από την αεροδυναμική επίδραση των μεταβλητών του δίσκου του έλικα. Η 
γενική μορφή του νόμου ελέγχου προσδιορίζεται σε αναλυτική μορφή. Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι 
ο γενικός νόμος ελέγχου είναι εξαιρετικά πολύπλοκος και ο προσδιορισμός του αποτελεί ιδιαίτερη 
συμβολή στην ανάπτυξη αυτόματων φακέλων πτήσης. Η απόδοση του αποσυζευγμένου κλειστού 
συστήματος είναι ικανοποιητική, ακόμα και με την εφαρμογή του νόμου ελέγχου στο μη γραμμικό 
μοντέλο. Οι αποκρίσεις ακολουθούν πιστά και γρήγορα τις εντολές, με αργές μεταβολές μόνο στην 
οριζόντια ταχύτητα, την ταχύτητα στον y άξονα και στις εσωτερικές εισόδους, δηλαδή στο διαμήκες 
κυκλικό βήμα, στο συλλογικό βήμα, στο εγκάρσιο κυκλικό βήμα και στο συλλογικό βήμα του οπίσθιου 
έλικα. Οι καλές ποιότητες πτήσης αναδεικνύονται με προσομοίωση.

Συμβολισμοί

U, W, Ο, Θ, V,P, Φ,R = μεταφορικές ταχύτητες στους άξονες x ,ζ, ρυθμός μεταβολής της

γωνίας προένευσης, γωνία προένευσης, μεταφορική ταχύτητα στον 

άξονα y, ρυθμός μεταβολής γωνίας κύλισης, γωνία κύλισης, ρυθμός 

μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας 

wo, Wo, (7ο, θ0, ν0, ρο, φο, r0 = ονομαστικές τιμές των παραπάνω μεταβλητών 

mjyjzjxjxyig = μάζα του ελικοπτέρου, ροπή αδράνειας κατά τον γ άξονα, ροπή

αδράνειας κατά τον z άξονα, γινόμενα αδράνειας, επιτάχυνση 

βαρύτητας
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X,Z,Y,M,L,N

x0,Zo,y0, m0,lo,n0 

θ, q, u, ν,ν,ρ,φ,τ

= εξωτερικές αεροδυναμικές & προωθητικές δυνάμεις στους άξονες 

χ , ζ και y, και εξωτερικές αεροδυναμικές και προωθητικές ροπές 

στους άξονες y, χ, ζ

= ονομαστικές τιμές των παραπάνω μεταβλητών 

= μεταβολές της γωνίας προένευσης, του ρυθμού μεταβολής της

γωνίας προένευσης, της οριζόντιας και της κατακόρυφης 

ταχύτητας, της ταχύτητας στον άξονα y, του ρυθμού μεταβολής των 

γωνιών (κύλισης και πλαγιοπορείας), και της γωνίας κύλισης

δρ, Ss, δ a , δτ = διαμήκες κυκλικό βήμα, (περιοδική αλλαγή της γωνίας

προένευσης της λεπίδας), συλλογικό βήμα (ταυτόχρονη αλλαγή 

της γωνίας προένευσης όλων των λεπίδων), εγκάρσιο κυκλικό 

βήμα, συλλογικό βήμα του οπίσθιου έλικα

= διαστατικές παράγωγοι ευστάθειας (/ = ιι,\ν,η,ν,ρ,Γ,δΡ,δζ,δΑ,δτ)

6.1 Εισαγωγή

Η σύζευξη μεταξύ των εντολών του χειριστή και των προς έλεγχο μεταβλητών πτήσης 

επηρρεάζει άμεσα την ποιότητα της πτήσης. Ειδικότερα, για την συζευγμένη διαμήκη και 

εγκάρσια κίνηση του ελικοπτέρου, είναι εξαιρετικά σημαντικό να σημειωθεί ότι οι 

περισσότεροι ελιγμοί των ελικοπτέρων αντιστοιχούν μόνο σε αλλαγές των μεταβλητών πτήσης 

μιας από τις δύο κινήσεων του σκάφους (διαμήκης ή εγκάρσια). Επιπλέον, είναι σημαντικό να 

σημειωθεί ότι οι κύριες μεταβολές ελιγμών στη διαμήκη κίνηση είναι η γωνία προένευσης και η 

κατακόρυφη ταχύτητα, ενώ στην εγκάρσια κίνηση είναι η γωνία κύλισης και η γωνία 

πλαγιοπορείας ή ισοδύναμα η αντίστοιχη γωνιακή ταχύτητα.

Σε αυτήν το κεφάλαιο, η τεχνική αποσύζευξης εισόδων εξόδων προτείνεται ως ο 

κατάλληλος σχεδιαστικός στόχος για τον ανεξάρτητο έλεγχο των μεταβλητών απόδοσης του 

ελικοπτέρου. Το αντικείμενο αυτής της ενότητας είναι ο ανεξάρτητος έλεγχος της κατακόρυφης 

ταχύτητας, της γωνίας προένευσης, της γωνίας κύλισης (roll), και του ρυθμού μεταβολής της 

γωνίας πλαγιοπορείας (yaw) του ελικοπτέρου, κατά την συζευγμένη διαμήκη και εγκάρσια 

πτήση. Μετά την εφαρμογή ενός κατάλληλου στατικού νόμου ανατροφοδότησης, το διαμήκες 

κυκλικό βήμα, το συλλογικό βήμα, το εγκάρσιο κυκλικό βήμα, και το συλλογικό βήμα του 

οπίσθιου έλικα λειτουργούν κατά τέτοιο τρόπο, έτσι ώστε να επιτυγχάνουν ανεξάρτητο έλεγχο 

της γωνίας προένευσης, της κατακόρυφης ταχύτητας, της γωνίας κύλισης και του ρυθμού 

μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας. Ειδικότερα, το κλειστό σύστημα έχει το χαρακτηριστικό 

του ελέγχου της γωνίας προένευσης με μια εξωτερική εντολή, και χωρίς να επηρρεάζει την 

κατακόρυφη ταχύτητα του ελικοπτέρου, την γωνία κύλισης και τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας
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πλαγιοπορείας. Ομοίως, η δεύτερη εξωτερική είσοδος ελέγχει την κατακόρυφη ταχύτητα χωρίς 

να επηρρεάζει την γωνία προένευσης, την γωνία κύλισης και τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας 

πλαγιοπορείας και γενικότερα κάθε μία από τις εξωτερικές εντολές ρυθμίζει την έξοδο στην 

οποία αντιστοιχεί, χωρίς να επηρρεάζει τις υπόλοιπες εξόδους. Τα δυναμικά συστήματα που 

σχετίζουν τις εξωτερικές εντολές με τις αντίστοιχες εξόδους απόδοσης, (γωνία προένευσης, 

κατακόρυφη ταχύτητα, γωνία κύλισης, ρυθμός μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας) 

αποδεικνύεται ότι είναι συστήματα μίας εισόδου - μίας εξόδου όλο πόλους (αυθαίρετους πόλους). 

Ετσι, οι απαιτήσεις για καλές ποιότητες πτήσης ικανοποιούνται.

Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι όλα τα αποτελέσματα είναι αναλυτικές εκφράσεις των 

παραγώγων ευστάθειας του ελικόπτερου. Ειδικότερα, οι συνθήκες επιλυσιμότητας εξάγονται ως 

ανισότητες ενώ οι ελεγκτές σαν ρητές συναρτήσεις των παραγώγων ευστάθειας του 

ελικοπτέρου. Οι ελεγκτές εξαρτώνται επίσης από αυθαίρετες παραμέτρους οι οποίες είναι οι 

συντελεστές του πολυωνύμου του παρονομαστή του αποσυζευγμένου κλειστού συστήματος. 

Ανάλογες συνθήκες παράγονται για την επιλυσιμότητα του προβλήματος της αποσύζευξης με 

ταυτόχρονη ευστάθεια. Τέλος, όλα τα παραπάνω αποτελέσματα, παρουσιάζονται σε 

προσομοίωση επί μοντέλου ελικοπτέρου το οποίο περιέχει μη γραμμικά στοιχεία.

6.2 Περιγραφή μοντέλου

Οι μη γραμμικές εξισώσεις οι οποίες περιγράφουν την συζευγμένη διαμήκη και εγκάρσια 

κίνηση του ελικοπτέρου είναι στην ακόλουθη μορφή [8]

X- mg sin(O) = m{(J+ QW-R V)

Z + wgcos(0) cos(O) = m(W+PV-OU)

M=IyQ +PR (Ix -Iz) +/„ (.P2 -R2)

Θ = <9 cos(O) - R sin(O) 

7+/?2gcos(0)sm(O) = m(V+RU-PWr) 

L = IxP-IxzR + QR(I2-Iy)-IxzPQ 

Φ = P + 0 sin(O) tan(0) + R cos((I>) tan(0)

(6.2.1)

N = -I„P + I:R + PQ(Iy-Ix) +1xx OR

Με σκοπό την γραμμικοποίηση των παραπάνω εξισώσεων, θεωρείται η απόκλιση της κάθε 

μεταβλητής από την ονομαστική τιμή της. Ειδικότερα, ισχύει ότι
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U-uo + u, Θ = θ0 + θ, Q = q0+q, W=w0 + w, M= m0+md, X=x0+Xd, Z = z0+Zd, Y=yo +yd 

V-v0 + v, Φ = φ0 + φ, P = p0+p, R = r0 + r, L = l0 + ld, N-n0+nd (6.2.2)

όπου ld, md,nd, xd, yd, zd είναι οι μεταβολές των αεροδυναμικών και προωθητικών δυνάμεων X, 

Υ, Ζ και ροπών L, Μ, Ν. Είναι φανερό ότι η μη γραμμική εξίσωση (6.2.1) ισχύει και για τις 

ονομαστικές τιμές των ενεργών μεταβλητών, δηλαδή για U=u0 , Θ = θ0, Q = qo, W= wq, Μ= m0 

, Χ=χ0, Ζ = ζ0, Y = y0, V = ν0, Φ = φο, Ρ = ρ0, R = r0, L = l0, Ν-η0· Με άλλα λόγια, οι συνθήκες 

ισορροπίας εκφράζονται ως ακολούθως

χ0 - mg sin(Oo) = m{it0 + q0w0 - r0v0) 

zq + mg cos(30) cos(^o) = m(w0 + p0v0 - q0u0)

m0 = Iyqo +Por0 (/*-/,)+/« {pi ~ r\)

3o = qo cos(^o) - ro sin(^o) 

y0 + wgcos(30)sin(^0) = m(v + r0u0 -p0w0)
(6.2.3)

lo=Ixpo- Ιχζϊo + qoro (Λ - Iy) ~ ΙχζPoqo

φο=Ρο + qo sin(^o) tan(30) + r0 cos(^o)tan(30)

no — —Ixzpo +I2ro +poqo {Iy —/*) +Λζ?οΛ)

Αντικαθιστώντας τις (6.2.2) και (6.2.3) στην (6.2.1), οι ακόλουθες εξισώσεις περιγράφουν την 

κίνηση του ελικοπτέρου σε όρους μεταβολών

Xd ~/Kgsin($o + 3) + /wgsin(3o) = m{u + q0w + w0q + qw -r0v-rv0 -rv)

zd + mgcos(30 + 3)cos(<^0 + Φ) ~ mgcos{§o)cos^o) = m{w - q0u -u0q- qu +p0v + v0p+pv)

md = Iyq + {Ix - IP) (r0p + rp0 + rp) + I„{p2 -r2 + 2p0p - 2r0r)

3 = q0(cos(p0 + φ)~ cos(^o)) - /*o(sin(^0 + Φ)~ sin(^0)) + q cos{φ0 + φ)-η sin(^0 + φ)

Yd + mg cos(30 + θ)sin(^0 + p)-mgcos(3o)sin(^o) = m{v + r0u + ruo + ru-pow-pw0-pw) l

ld-Ixp- Ιχζή + {I2-Iy)(qor + qro + qr)-IX2(p0q+pqo+P q)

Φ = P + {qo + q) sin(^o + Φ) tan(30 + θ) - q0 sin{p0) tan(30) +
{ro + r) cos(^o + φ) tan(30 + Θ) - r0 cos(^o) tan(30)

nd-p{-Ixz) + r{Ii) + {Iy -Ix) (p0q +pqo+pq) +Ixz{qor + qr0 + qr)

Μετά από χρήση των τριγωνομετρικών εξισώσεων

(6.2.4)
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sin($0 + θ) = sin(S) cos(S0) + sin($0) cos(O) cos(9 + θ0) = cos(O0) cos(d) - sin(B) sin($0

και κανονικοποιώντας ως προς τη μάζα και την αδράνεια, δηλαδή

- _ ~ _y± ~ ~ _αι± 7 _ h ~ _ ”d
Xd~ m > y*~ rn Zd~ m > m*~ ly » (IxI2-Il) ’ nd~ (1*4-/1,)

οι εξισώσεις στην (6.2.4) λαμβάνουν την ακόλουθη μορφή

ύ = xd -gsin(Oo) cos(&) -g sin(O) cos($o) + gsin(&<))-<7oW-<2,w'o-<?><; + >'oV + roV + /'v

w = zd + g[cos(-90) cos(S) - g sin($) sin($0)] [cos(^0) cos(^) - sin(^) sin(^0)]
-gcos($o)cos(^o) + qoU + qu0 + qu -p0v-pv0 -pv

q = ntd-pK^ro - r^j^po - rp-flf- + r^-f- - Ip^-f + 2rJ~f
ly ly ly ly ly ly ly

θ = g0[cos(^o) cos(^o) - sin(^) sin(^0) - cos(^o)] - r0[sm(^o) cos(φ) + sin(^) cos(<p0) - sin(^0)] 
+<3,[cos(^o) cos(^) - sin(^o) sin(^) ] - r[sin(^0) cos(^) + sin(^) cos(^o)]

v = yd + g[ cos($) cos(do) - sin($) sin(&0) ] [sin(^0) cos(^) + sin(^) cos(^o) ] 
-gcos(O0)sin((z50) -r^u -ru0 -ru+p0w +pw0 +pw

P — Iz^d "t" Ix:^‘ d ■+· (p qifxlxz 4- Izlxz Ixzly) 4“Poqijx^xz Ixzly 4* Ιχζ^ζ) 4*
q r(lyl: -P2- Px:) + qoK-lL· +V* ~ Z) + q r0(-P„ +IyL -£) +pqo(IxIxz - V» +IzIxz))/(IJz-£)

φ =p + (qo + i)[sin(^0) cos(^) + sin(^) cos(^0) ] 

+(/*o + r) [cos(^o) cos(^) - sin(^o) sin(^) ]

sin(Oo) cos(e) + sin(&) cos(Qp) 
cos(S) cos(Oo) - sin(d) sin(Qo) J 

sin(Qo) cos(O) + sin(&) cos(Oq)

|_ cos(-9) cos(Oo) - sin(&) sin(Oo) _ 
q0 sm((/50)tan(e0) -r0 cos(?5o)tan(0o)

r - Ιχζϊά + ΙχΗά + (p qipxz +ϊχ — IJy) +Poq(Il+Iiz~ -Wy) + q ?(τΙχΙχζ + lylxz -1 Jxz) + 
~^~P qoipx ~^1χζ ~ Ιχΐγ) 4“ qo^(~ΙχΙχζ 4~ Ιχζΐγ ~ Ιχζ^ζ) r q rθ(~Ιχ!χζ Ί" 1 x:Iv ~ Ixzλ))/(2v^”j ~ ϊχζ)

(6.2.5)

Οι μεταβολές στις αεροδυναμικές δυνάμεις και ροπές (ανά μονάδα μάζας και ροπής αδράνειας) 

θεωρούνται συναρτήσεις των μεταβλητών {5p,5s,5a,St,u,w, q, ν,ρ, r). Προφανώς αυτή η 

θεώρηση ισχύει για τις περισσότερες συνθήκες πτήσης.

Για την ολοκλήρωση της γραμμικοποίησης, οι μεταβολές xd , yd , 2d , L , md , nd 

αναπτύσσονται σε πολυμεταβλητή σειρά Laurent ως προς τις μεταβολές της θέσης των 

ενεργοποιητών δΡ , 5S , δΛ , δτ και τις μεταβολές των ταχυτήτων u,v,w,q,p,r. 

Χρησιμοποιούνται μόνο οι πρώτοι (σταθεροί) όροι και οι δεύτεροι (γραμμικοί) όροι της σειράς. 

Σημειώνεται ότι οι πρώτοι όροι είναι ίσοι με το μηδέν. Οπότε, προκύπτουν οι ακόλουθες 

προσεγγιστικές ισότητες.

xd = xuu+xww +xqq + xvv + xpp + xrr+xs^P +xd$s+xsj)A +ΧάΓδτ 

zd = zuu+zww+zqq+zvv+ ZpP +ζΓτ+ζδρδΡ+ zd^s + ζ&ΛδΑ ^ζδιδι
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md = muu + mww + m qq + mvv + m Pp + mrr + md ρδΡ + ηιδ β s + ΜδλδΑ + ηιδβΊ 

yd = yuu +ywM/ +yqq +yvv +ypp +yrr +ys,5P +ysxds +ysA$A +ysT^T 

ld — luU + lww + Iqq + /Vv 4- Jpp 4- lrr + Is βΡ + Is^Ss 4- ΡΛδΑ + Ρβι 

nd = nuu + nww + nqq + nvv + npp + nrr + ήδβΡ + ηδβΣ + ηδλδΑ 4- ήδβΊ

οπού χζ
dxd
δξ ί=0

dzd
,Ζξ~ δξ £=0

dmd
~όξ-

ί=ο
dyd

yi= w
r dld 

£-Vk= δξ
ηξ =

ί=ο
dnd
δξ

(6.2.6c) 

(6.2.6d) 

(6.2.6e) 

(6.2.6f)

t=o

(ξ = «,w, <7, v,p, r,δρ,δε,δΑ,δτ).

κ.τ.λ. Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω προσεγγιστικές ισότητες, και το γεγονός ότι τα γινόμενα 

δύο μεταβολών είναι αμελητέα στη γραμμικοποίηση, το σύστημα των ισοτήτων στην (6.2.5)

παίρνει την μορφή

ύ = xuu +xww+xqq+xvv+xpp+xrr+xsf δΡ +xs^s +ΧόΛδΑ +χδτδτ 
-gsin($0)cos($)-g sin(O) cos(d0)+gsin(do)-9ow_l7wo +r0v + rv0

w = zuii + zww +zqq + zvv + zpp + zrr 4- ζδβΡ + ζδβΒ + ζδλδΑ + ζδτδτ 
4-g[cos($0)cos($)-g sin(d)sin(d0)] [cos(^0)cos(^) - sin(^) sin(^0) ] 

-g cos($0) cos(^o) + qoU + qu0-pov-pv0

q = muu + mww + mqq + mvv + mpp + mrr + msβρ + msSds + τήδλδΑ +ηιδτδτ
P~P P~P „ /„ Pz

-p—r—f o - r—r—po - ipop-r + 2r0r-j~
1 v J-v

θ = 9o[cos(^o) cos(^o) - sin(^) sin(^0) - cos(^0)] 
-r0[sin(^0) cos(^) + sin(^) cos(^0) - sin(^0)]

+q\_cos(^o) cos(φ) - sin(^o) sin(^) ] - r[sin(^0) cos(φ) 4- sin(^) cos(φ0) ]

v=yuu +yww +yqq +yvv +ypp 4-yrr +ySpdP +ysj>s +ysJ>A +ysd>r 
4-g[cos(&) cos(do) - sin(&) sin($0)] [sin(^0) cos (φ) + sin(^) cos(^0)] 

-gcos(do)sin(^0) -r0u-ru0 +pow+pw0

P = P(Pu + lww 4- lqq + /Vv + lpp 4- Irr 4- ΐδβρ 4- ϊδβς + ϊδΛδΑ + ϊδτδτ) 
+Ix2(nuu +fiww + nqq + nvv + npp + nrr 4-ηδβΡ + ηδβζ + ηδλδΑ 4-ηδβτ)

+{p0q(PPz - Ixzly +Ixzlz) +
+q0r{-Pxz + IyL-P) + q r0(-L· + IyIz ~ P)

+P qodJxz ~ lylxz +PP:)V(PP ~ Ph)

(6.2.7)

<j)=p + {qQ + <7)[sin(^o) cos {φ) 4- sin(^) cos (φ0) ]j 

+do + r) [cos(^o) COS {φ) - sin(^o) sin(^)]

sin(Oo) cos($) 4- sin(Q) cos(-&o) 
L cos(&) cos(Oo) - sin(O) sin(do) 

sin(Oo) cos(&) 4- sin(^) cos(Q0) 
cos(S) cos(^o) - sin(d) sin(do) _ 

-qo sin(^o)tan(Oo) - r0 cos(^o)tan($0)

r - IxziJuU + lww 4- Iqq 4- Γνν 4- Ipp 4- Irr + ϊδρδΡ 4- hfis + ΡΛδΑ 4- ΐδτδτ) 
+Ix(nuu + nww + nqq + ήνν + ήρρ + nrr + ηδρδρ + ηδβ$ + ΰδΛδΑ 4-ηδτδτ)

+[ρο q(Px +Ρχζ~ Ply) +pqo{Px+PXz- ΡΡ)
+qo r{lxzly ~ PL· ~ PL·) + q r0(~PL· + ΙχζΡ ~ IvPWiPP ~ PX2)
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Το παραπάνω σύστημα ισοτήτων είναι μη γραμμικό ως προς την γωνία θκαι την γωνία φ. Αν η 

γωνία θ και η γωνία φ είναι αρκετά μικρές, οι προσεγγιστικές σχέσεις 

sin($0 + θ) = θ cos(90) + sin($0 cos(T + θ0) = cos($0) - θ sin(&0'> sin(^0 + φ)-φ cos (φ0) + sin(^0)

οο5(φ + φ0) ~ cos(^o) - ζί sin(^o) χρησιμοποιούνται για την εξαγωγή της ακόλουθης προσέγγισης 

μικρής περιόδου

x(t) = Αχ(ΐ) + Bu(t), y(t) = Cx(t), x(0 -) = χ0 (6.2.8)

όπου

χ(0 = [ u(t) w(t) q(t) &(t) v(t) p{t) φ{ί) r(t) ]

y(t) = [ w(t) 0(0 φ(ί) r(t) ]Γ, u{i) = [ 5s δΑ δτ ]

Α =

Xu xw q0 Xw qo -g cos(Bo) xv +r0 xP 0 xr + v0

zu + qo Z w Zq +U0 -sin(do)cos((z50) 2^v ~Po Zp-Vo a 27 Zr

mu mw mq 0 mv mp 0 mr
0 0 cos(^o) 0 0 0 a 47 -sin(^o)

yu ~r0 T^+Po y* -gsin($0)sin(^o) Tv O*+£ as 7 >7-Wo
lu / w U 0 /v Ip 0 /r

0 0
sin(^o) sin(9o)

0 1
cos(So) a 7 4 αΊΊ O 78

nu nw nq 0 nv nF 0 nr

X5, ΧδΛ Χδτ

ΖδΡ ΖδΛ Ζδγ

mSp mSs ™δΛ m&T
0 0 0 0

Ti, y $s ysA Tir
Ids lsA hT

0 0 0 0
ftds ”sA Πδτ

0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 1

με

a 47
Γ . , . . . Ί φο sin(Ho) —ρο sin(90) + qo sin(^o) cos(S0) + r0 cos(^o) cos(So)

- —| qo sm(<po) + fo cos(<po) I = a14 - cosTS"!

q0 cos(^o) sin($0) - r0 sin(^0) sin($0) οοε(φο) sin($0) N . ,, s
a” =------------------------------ iSJTg-j----------------------------- , an = 005(9[|) «77 = -SCQS(9,)sm(#„)

a57 =^cos(00)cos(<^o)

και

mu = mu, mw = mw , mq -mq , mv - mv , mp- mv-2pj-f- - 0, mr-inr -p0-------- +2r0^f-
ly ly ly ly

, _rT r~ , τΐ r~ , r~ JJa~Uy+IJz -P^+I^-P,
iu — LL + lxzftu ? L “ ■/;/w + lxzftw ? ^ q ~~ L^q Lz^q + P 0 J J  J2 + ^ 0 J J __ n ?

■*x*z *xz *x*z * xz

Ixlxz Jylxz LLz -1L+Iylz-PgI r 1 T ~ 1 T J T ~ -*· X2 ' ΛΖΛΧΖ 7 T 1 . r ~ ~ XZ ' y

ly — UK *xzΗv ? Ip — Izlp Ixzftp J J _ J2 > L ~ LL *xzftr f/θ J j  
x-r Ih
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ft u ~ Ixzlu Ixftu ? ft w — ΙχζΙ w 4" Ixft. ? ftq ^xz^q ^xftq P 0 j j 

ftv = ljv +IXftv

ϊχ 4* ϊχζ Ιχΐγ ΙχΙχζ 4" Ιχζΐγ Ιχζ^ζ
4* Λ*ο

χ*ζ ~Ιχζ 11 -I21Χ1Ζ 1χζ

Px+P„-IJy
ftp — ΙχζΙρ + Ιχΐίρ + ί Ο _ J2 , — 7xz/r+/x/5r + ^ ο j j

Ιχΐχζ 4~ 1 xzl'y - XZ 1Z

x*z ΐχζ

mSp = ms„ mSx = «<5, = /«a.,, /w<5r = ma,

Is? -- 7^/(5 P "1“ Ixzftdpl Ιδη -- 7- / "Τ' 1 XZ ft ύ y 7 /ip -- 1 Z^ δζ "t" Ix-KlZ) . J /(5p 7,/ir 4~ ΙχζΐΙδί

ft)p —Ιχζ^δρ 4" 1 xft δp7 4ia.? —Ixz /;5 V 4" IxftSf j 7V-ίδΑ 4-ixft δ a 5 Λδ;■ Ιχζ^δτ 4~ 1 xft 0\

To παραπάνω γραμμικό δυναμικό σύστημα θα χρησιμοποιηθεί ως ένα μοντέλο που περιγράφει 

την συζευγμένη διαμήκη και εγκάρσια πτήση του ελικοπτέρου.

6.3 Συνθήκες επιλυσιμότητας

Εστω ο στατικός ελεγκτής ανατροφοδότησης κατάστασης

ί(γ) = Fx(/) + Gcu(i) ; ω(ί) =

we(0
θ,(0

^c(0
^c(0

(6.3.1)

όπου w£.(/), $c(i), <?λ(7), και rc(/) είναι οι εντολές που επηρρεάζουν την γωνία προένευσης και την 

γωνία κύλισης, την κατακόρυφη ταχύτητα και την γωνία πλαγιοπορείας, δηλαδή οι εξωτερικές 

είσοδοι του συστήματος κλειστού βρόχου. Εδω εξετάζεται κάτω από ποιες συνθήκες πτήσης ο 

ελεγκτής (6.3.1) οδηγεί σε ένα διαγώνιο αποσυζευγμένο σύστημα κλειστού βρόχου με 

μεταβλητές εξόδου την γωνία προένευσης, την γωνία κύλισης, την κατακόρυφη ταχύτητα και 

τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας. Προφανώς, αν μπορεί να ικανοποιηθεί, η 

εξωτερική εντολή wc(t) ελέγχει την κατακόρυφη ταχύτητα w(t) χωρίς να επηρρεάζει την 

συμπεριφορά της γωνίας προένευσης §(ή. Ομοίως, οι εξωτερικές εντολές θ^(ή, φφή, και rc(t) 

ελέγχουν την γωνία προένευσης θ(ί), την γωνία κύλισης φ(ή και την γωνία πλαγιοπορείας r(t) 

αντίστοιχα, χωρίς να επηρρεάζει τις άλλες καταστάσεις. Οι συνθήκες επιλυσιμότητας του 

προβλήματος σχεδιασμού που περιγράφτηκε παραπάνω διατυπώνονται στο παρακάτω θεώρημα..

Θεώρημα 3.1: Ο ανεξάρτητος έλεγχος της γωνίας προένευσης, της γωνίας κύλισης, της 

κατακόρυφης ταχύτητας και του ρυθμού μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας του ελικοπτέρου 

(6.2.8), μέσω στατικού νόμου ανατροφοδότησης κατάστασης (6.3.1), ικανοποιείται αν και μόνο 

αν ικανοποιείται η συνθήκη :

C0s((f)o) [( lfis17l$T 4* Ιδτ^δΦ) (ft)ρζ)α ft)λΖ δΡ) 4~ ( ^δχ^δρ 4“ Ιδρ^δς) ( ft)rz)A 4~ ft)αΖ)τ) 4"

( l)sft^)A 4~ ^)λ ftftδS) (ft)TZ)p ft)pZ)r) 4~ ( ΊδγΤΥΙδρ 4" ί)ρ ΪΪΙ)φ (ft)sZ)A ft)AZ)s) 4*

( l)rft^)A 4“ Φ Λ ( ft)s^)p 4* Π) ρΖδφ 4“ ( 1) ρ fft δ A 4“ Ιδ A^ft)p) (ft)sZST ft δτΖδ Φ)\ 4" 0
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Απόδειξη: Αποδείχθηκε στο [4], η αποσύζευξη εισόδου-εξόδου επιλύεται αν και μόνο αν

det[C*5] Φ 0, όπου

di =

(6.3.3)

Σε αυτό το σημείο θα προσδιοριστούν οι ακέραιοι cl,(i = 1,2,3,4) Υια το σύστημα που 
περιγράφτηκε στην (6.2.8), δηλαδή για το ελικόπτερο κατά την διαμήκη κίνηση.
Για αυτό τον σκοπό, παρατηρείται ότι

c\B = \ ΖδΡ zss ΖδΛ zsT~\ 
c2B = I" 0 0 0 0 ]

c2A 5 = |" m&p cos((io) - ΠδΡ sin(^o) ms cos(0o) - «is sin(^o) mgA cos(^0) - mA sin(0o)

m0T cos(^o) - nSr sin(^0) ]

min{/: CjAJB Φ 0, j = 0,1, 1}
n-1 if CiA]B = 0, Vy

Ci : i-οστή γραμμή του CC* =

c i/4 2,1 
c2^2 
c3^4d3 
c4ad4

c35 = [ 0 0 0 0

c-iA.B = [c3i c32 c33 c34 ] 

c4B = [ «ί, nss nsT

όπου

c31 = ls„ +ηδρ cos($50)tan(O0) + ot,5p sin($50)tan($0)

c32 = /<5.s + Ηδρ. cos(^o) tan(Oo) + mgs sin(^0) tan(90)

C33 = lgA +nSi cos(i0o)tanO9o) + mgA sin(i50)tan(S0)

C34 = hr + «c5r cos(iio) tan($0) + Wir sin(<z50) tan($0)

Από τις παραπάνω σχέσεις, συμπεραίνεται ότι dx = 0, d2 = 1, d3 = \, και d4-0 και άρα ότι

C*5 =

C\B
c2AB

c3AB

c^B

Επομένως η ικανή και αναγκαία συνθήκη για την επιλυσιμότητα της

αποσύζευξης είναι
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det[C*£] = cos(^0)[ {-hsmiT + hTm&s) (.nSrzgA -nS/lzif) +

~t" ( Ιδ3171δρ 4" l δ μ W^Ss) ( ΜδρΖδΑ ^5λΖδτ)

( /·)Λ·YYlδΑ 4~ l,)Λ 1ΊΊδs') (,^δρΖδρ ^δρΖδχ) ( ^δγΜδρ ΙδρΜδρ) ί^δρΖ δΑ 71δΑΖόρ) 4~

( Ιδτ^δΛ Ί- ΙδΑ^δγ) ( ΜδςΖδρ Ί- 71)pz δρ) *3" ( ϊδpδδΐoA + Ιδ^ΡδΙδρ) (/^ό pZ δp 77,; ρΖ δΑ)] 

*0

6.4 Αναλυτική έκφραση των ελεγκτών αποσύζευξης

Χρησιμοποιώντας την σχεδιαστική διαδικασία που αναπτύχθηκε στο [14], η γενική λύση 
των πινάκων ανατροφοδότησης του ελεγκτή (6.3.1), που ρδηγεί σε αποσύζευςη εισόδου-εξόδου 
είναι

bn b 12 bn

1----<5

1

o 
I 0 0

1----O

bn b 22 bn b 24 0 (Pi)ol 0 0
031 b 32 bn b 34 0 0 (Ps) o1 0
b 4i b 42 bn bn 0 0 0 (p*) o'

’ bn bn bn bu ’ Φιι Φ12 Φ13 Φ14 Φ15 Φιβ Φ17 Φ18

bi\ b 22 b 23 bl4 Φ21 Φ22 Φ23 Φ24 Φ25 Φ26 Φ27 Φ28

b 31 bn 033 b 34 Φ31 Φ32 Φ33 Φ34 Φ35 Φ36 Φ37 Φ38

b 4i bn b 43 bn Φ41 Φ42 Φ43 Φ44 Φ45 Φ46 Φ47 Φ48

όπου

b 11 = [hsm0T^6A οο$(φϋ) - Ιδττηδ3ηδλ^{φο)- Ιδ8πιδΑηδτ^(φ0) +

hAmssnsT cos(φΰ) + hTm0An&s cos(φ0) - ΙδΛηιδτη5ί cos((io)]/det[C*5]

b 12 \^δρ^δρΖ δΑ ίδγΥΪδδΑ ^δ δΑΖ δ ρ 3~ ^δΑ^δρΖδτ 3" ^ δρ^δ ό ΑΖδρ ^δΑ^δρΖδρ 3

ιηδ3ηδτζδΑ sin(^0)tan(30) - m0Tn6szS/l sin(^o)tan($0) - 

ηιδ$ηδΑζδτ sin(^o) tan($0) + τηδΛηδ3ζδτ sin (φφ) tan($0) + 

τηδτηδλζδ3 sin(^0)tan(Oo) - τηδΛηδτζδ3 sin(iz50)tan(Oo)]/det[C*5]

b π = \-ηαδ,ηδτζδλ cos(φ0) 4- ηιδτηδ$ζδλ cos(^0) + ηιδ3ηδλζδτ cos(φ0) -

τηδΛηδ3ζδτ cos(^o) - ηιδτηδλζδ3 cos (φ0) + τηδληδτζδ3 cos(^0)]/det[C*5]

b μ = \rhsm&JziA cos(^0) 4- Ιδτηιδ8ζδλ cos(φ0) + Ιδ,ηιδλζδτ cos(φ0)

- ΙδΑτηδ8ζδτ cos(^o) - Ιδτηιδλζδs cos (φ0) + hjniTzis cos(^0) +

Ιδ3ηδτζδΛ sin(^o) - liTm&A sin(^0) - Ιδ3ηδΑζδτ sin(φ0) 4- 

ΙδΛηδΞζδτ sin(^o) + ΙδρηδΑζδ$ $\η(φΰ) - Ιδληδτζδ5 sin(φ0) 4- 

ηιδ3ηδτζδλ tan($0) tan($0) - ηιδτηδ3ζδλ tan($0) - ^ηδίηδλζδτ tan(Oo) + 

τηδληδ3ζδτ tan(So) + mTrnAzes tan($0) - ηιδληδτζδ3 tan(30)]/ det[C*5]
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*2i = [hTmtδρηδλ cos(tf>0) - h,m6Tn&A cos(?5o) - hTms^sr cos(^0) +

hAmiTnSr cos(tf50) + hPmSAnSr cos(^0) - hAmsrn&T cos(^0)]/det[C',5]

*22 [V,j,.λ?^PZ δA ΙβρΑβ^Ζ^Λ ί δ,.ΚΙ;jAΖδp + ΙδΑΖΙδρΖδ P ^δρ^δΑΖδγ ^δΑ^δρΖδγ Ί

>ηδτηδρζδΛ sm(^o)tan(d0) - ηιδρηδτζδΑ sin((io)tan(&o) - 

mTnsAz&f sin(^o) tan(S0) + τπδΑηδτΖδΡ sin(^0) tan($0) + 

mrnsAzg T sin(^0)tan(So) - ^δΑηδρζδτ sin(^o)tan(e0)]/det[C*6]

*23 = [-msTnsfZiA cos(^o) + >ηδρηδτζδΑ ο,οϊ,{φ0) + ηιδτηδΛζδρ cos(^0) -

™δΛηδτΖδΡ cos(^o) - ηιδρηδλζδτ cos(^0) + ™δΛηδρζδτ cos(^0)]/ det[C*8]

*24 = COS(^o) + ΙδΡΜδτΖδΑ cos(l^o) + Ιδτ^δΛΖδΡ cos(^o) -

ΙδΑτηδτζδρ cos(^o) - ΙδΡ™δΑζδτ cos(^0) + hAmsrzsT cos(^0) +

ΙδτηδρΖδΑ sin(^o) - ΙδΡηδτΖδΛ sin(^0) - hTn6AzsP sin(^o) + 

ίδΑηδτζδρ sin(^o) + hPnsAzsT sin($50) - ΙδΛηδρζδT sin(^0) +

>ηδτηδρΖδΛ tan(80) - τηδρηδΊζδλ tan($0) - ηχδτηδλζδρ tan($0) + 

ηΐδΑηδτζδρ tan(^o) + η\δρηδλζδτ tan(S0) - τηδληδρζδτ tan($0)]/ det[C*£]

*31 = \-hs™SrnsP cos(^o) + Ιδτΐΐΐδ3ηδρ cos(^0) + hsmsP^T cos(^0) -

l6pm0sndT cos(^o) - hTmiP^is cos(^0) + hPmsTnSs cos(^0)]/det[C*5]

*32 [ Ιδς^δτΖδί· Ί" ^δτ^δςΖδP Ί” ^δ$^δρΖδτ ^δ ρΠδ$Ζδτ ^δτ^δΡΖδρ 4" ^δΡ^δγΖδ3

m0snSTzdt sin(^0)tan(O0) + πιδτηδ5ζδρ sin(^0)tan(S0) + 

ηΐδ3ηδΡΖδτ sin(^o) tan($0) - πιδρηδ$ζδτ sin(^0) tan(&0) - 

ηιδτηδρΖδ5 sin(^o) tan(B0) + τηδρηδτζδρ sin(^0) tan($0)]/ det[C’*^]

*33 = [™δ3ηδτΖδΡ cos(^o) - mSTnSszSp cos(^0) - ηιδρηδρζδτ cos(φ0) +

mSpn6szdT cos(^0) + ™δτηδρζδ$ cos(φ0) - mSpn5rzis cos(^0)]/det[C“5]

*34 [Φδς^δχΖδp COS(i^o) Ιδγ^^δςΖδp COS(^o) Ιδ^171δΡΖδρ COS[φο)

hPmSsziT cos(^o) + Ιδτ™δΡΖδ5 cos(?5o) - htm&Tz&s cos(^o) - 

Ιδς^δτΖδρ Sin(^o) ]·δρ^δ$ΖδΡ Sin(^o) Ί~ Ιδ8^δρΖδγ Sin(l^o)

A?ΡΗδsZδτ SUl(^o) Ιδχ^δpZ0s Sin(^o) Ί* lδρ^δγΖδs Sin(l^o) 

τηδεηδτΖδΡ tan(do) + ιηδτηδ3ΖδΡ tan(30) + ιηδ3ηδρΖδτ tan($0) - 

mrnsszsTtan(&0) - ηιδτηδρζδί tan(30) + ΠΊδρηδτζδρ tan(S0)]/det[C‘£]

*4i = [~hsmipniA cos(^o) + ΙδΡ^δ3ηδΛ cos(^0) + hsm6An6P cos(φ0) -

hAmisnir cos(^o) - hPmAnSs cos(?5o) + hAmSrnis cos(^0)]/det[C*J5 ]
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^42 [ ίδς^δρΖδχ ^ J.y ^δ λΖδρ ΙδΑ^δς^δρ ^δ ρ^δΑΖδ ρ ίόΑ^ δ ρΖδ S

mssnsPzsA sin(^0)tan($0) + ηχδρηδ$ζδΑ sin(^0)tan($0) + 

τηδρηδλζδρ sin(^0)tan($0) - ηιδΑηδ3ζδρ sin(^o)tan($0) - 

m0pnsAzss sin(^0)tan($0) + msAns,zss sin(i50)tan(^o)]/det[C*5]

^43 = [mssnerZiA cos(^0) - m0fn0szsA cos(<f>0) - ηιδ3η0Αζδρ cos(φ0) +

msAn0sz0r cos(^o) + mSpnSAzSs cos(φ0) - ΐΐΐδΑηδρζδί cos(φ0)]/det[C*£]

^44 = [lssmSpzsA cos(^o) - hrmssZdA cos(φ0) - hsmsAzSp cos{φο) +

^δ,Ρ^δςΖδρ COS(^o) ^0p^0^6s COS(^o) i0Α^δpZfis COS(^o)

Ιδ*ηδρΖδΑ sin(^o) + ΙδρΚδ3ζδΛ sin(^0) + hsmAzsp ϊυ^φο) - 

ΙδΛηδ3ζδρ sin(^o) - Ιδρηδλζδ$ sin(^0) + ΙδΛηδρΖδρ sin(^0) - 

ιζιδ3ηδρΖδΛ tan(30) + ηιδρηδ?ζδΑ tan($0) + ΐ7ΐδ5ηδΑζδρ tan(S0) - 

ηιδΛηδρΖδΡ tan(So) - πιδρηδλζδ$ tan($0) + ϋηδληδρζδρ tan($0)]/ det[C*5]

Φπ = -qo-Zu > Φΐ2 = -(/Mo -zw , φ]3 = -M0 ~zq , Φ]4 = Z cos(<^0) sin(S0)

Φ15 =Po-zv , Φΐ6 = V0 -zp, Φ]7=Χ sin(^0)cos(00), Φ18 = -zr 

Φ21 = -/«,, cosMO+ n„sin(^0)

Φ22 =-/MwCOs(^0) + «wsin(^0)

Φ23 = -(A2) 1 cos(^0) - mq cos(^o) + nq sin (φφ)

- sin(^o)[-^o cos(^o) - qo sin(#50) ] tan($0)

Φ24 = -(A2)o - sec(Oo) [-r0 cos(^o) - qo sin(^0)] x

x [r0 cos(^o) cos(do) + qo sin(^0) cos($o) + φο sin(Oo)-p0 sin(d,

Φ25 =-mv cos(i$0) + «v sin((io)

Φ26 = ~mp cos(^o) + r0 cos (φ0) + ηρ sin (φ0) + qo sin (φο)

Φ27 = —(M) 1 [ r0 cos(^o) - qo sin(^0)] - sec($0)[-r0 cos(φ0) - 

^osin(^o)] x [-/"o sin(^o) sin(Oo) + cos(^o) sin(Oo)]

Φ28 = -«i, cos(^o) + (Μ)ι sin(^0) + nr sin{φ0) - cos(^0)[ - r0 cos(^0) - <70 sin(^0)] tan($0 

Φ31 -L -«ucos(^o)tan(Oo)-wusin(^0)tan(Oo'

Φ32 = L ~ nw cos(^o) tan($0) - mw sin(^0) tan(S0)
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Φ33 = -lq - cos(^o) sec(do) [ro cos(^o) cos(90) + qo sinpo) cos(d0) + φο sin(Oo)-po sin($0)]

- nq cos(^o) tan(do) - (2,3)1 sin(^0)tan($0) - mq sin(^o)tan($0)

- sec(do) sin(^o) [g0 cos(^o) sin(00) - r0 sin(^0) sin($0)] tan($0)

Φ34 = -(2,3) i sec(^o) \_r0 cos(^o) cos($0) + q0 sin(^o) cos(S0) + φο sin(O0) -po sin(e0)]

- sec2(-90) [r0 cos(φ0) cos($0) + qo sin(φ0) cos(90) +

^osin(&o)-/?osm(&o)] x [goCOsPo)sin($o)-/'osinp0)sin(do)]

Φ35 = -/v-«vCOs(^o)tan(e0)-WvSin(^0)tan(O0)

Φ36 = -Ιρ-(λι) i -sec($o)(<7ocos(^o)sin($o)-r0sin(^o)sm($o)) -

np cosp0) tan($0) - mp sin(^0) tan(-90)

Φ37 = —(A3)0 - sec($0) [-A-o cos(^o) - qo sin(^0)]

[r0 cos(^o) cos(So) + qo sin(^0) cos($0) + φο sin($0)-po sin($<

- (λ3)ι sec($0)[ qo cos [φο) sin(-90) - r0 sin(?5o) sin($0) ] - 

sec2($0) [<?o cospo) sin($0) - r0 sinp0) sin(S0)]~

Φ38 = -lr + sec(do) sin((z50) [r0 cos(^0) cos($0) + qo sin(φΰ) cos($0) + φο sin($0) -po sin(So)]

-(A3)i cos(^0)tan(S0) -Hrcos(^0)tan($o)

- mr sin(^o) tan(90) - cos(^0) sec($o) [go cos^o) sin($0) - r0 sinp0) sin(&0) ] tan($0)

Φ41 = ~Hu Φ42 = ~nw , Φ43 = —nq , Φ44 = 0 , Φ45 = —nv , Φ46 = — nv , Φ47 = 0 , Φ48 = (^-4)0 - nr

και τα (ρ,)ό\ U,); είναι απολύτως αυθαίρετα. Οι σχέσεις (6.5.1) και (6.5.2) εφαρμόζονται 

εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις στις παραγωγούς ευστάθειας του ελικοπτέρου, και στις 

ονομαστικές τιμές φ0, θ0, qo και u0.

6.5 Αποσυζευγμένο σύστημα κλειστού βρόχου

Η γενική μορφή της συνάρτησης μεταφοράς του αποσυζευγμένου συστήματος κλειστού 

βρόχου υπολογίζεται να είναι η ακόλουθη

C(sl-A -BF)~XBG =

ΡΟό’
s + (λι)ο 

0

0

(Ρί) -1

s2 +(^2)ΐί + (^2)θ 

0 0

0

ο

0?3)ό'

s2 + (Α3)ι5 + (λ3)ο

0 ο 0

0

0

0

Ρ-Οό1
S + (2.4)0

(6.1)
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Οπως προαναφέρθηκε, τα (ρ,-)ρ1, (λ,);· είναι απολύτως αυθαίρετα. Ετσι, η γενική μορφή της 

συνάρτησης μεταφοράς C{sl - A - BF)~XBG έξι αυθαίρετους πόλους. Το πολυώνυμο του 

απαλειφόμενου πόλου εκφράζεται σε όρους των παραγωγών ευστάθειας του ελικοπτέρου ως 

ακολούθως

pu - —({c/13 /ν - r0-xv + du(~po +zv) + nv[d\4 - dv_ sin(<f>) + dn cos(^)tan($0)] +mv[dn cos(0)

+d π sin(^) tan(To)] }{d^L +r0 -yu+ds\(qa + zu) + nu\_dS4 -c/52sin(^) + c/53 cos(^)tan(S0)]

+mu[d52 cos(^) + c/53 sin(^) tan(do)]} + {dnlu + s-xu + du(qo +zu) + nu[d\4 -d\2 sin(φ)

+d 13 cos(^)tan(S0)] +mu[dncos((/>) + di3 sin(^) tan(O0)]} \d53F + s-yv + d5\ (-po +zv) + 

nv[d54 - i/52 sin(0) + d53 cos(^)tan(3o)] + mv[d52 cos(^) + 1/53 sin(^)tan(9o)]})

όπου

d\\ =bnXsA +b\\XsP +b4\XsT + b2\Xsx 

d\2~ b 2,2X0λ ~>rb\2XSp + b42XsT + b 22xSx 

d\2 = b22XSA + b\2Xsp + b42XdT +b23Xs.i 

d 14 = b34xsA +b\4xsP Jrb44xsT +b24Χά.ι 

ds\ = b2iysA + buys? + b4\ysT +b2\ysx 

c/52 = b32ysA + b \2ysP + b42ysT + b2zys.i 

c/53 = b33ysA + b 13^5, + b42ysT + 

c/54 = b34ysA + b i4_V(5P + buy δτ +b24ys

Από την σχέση (6.2) είναι φανερό ότι το πολυώνυμο του απαλειφόμενου πόλου είναι δυώνυμο, 

ως προς το s. Για να είναι ευσταθές το μοντέλο του ελικοπτέρου, πρέπει ο συντελεστής του ^και 

ο σταθερός όρος να είναι θετικοί, δηλαδή a > 0 και β> 0, όπου

α = —((c/13 lv - r0 -Xv + du(-p0 +ζν) + nv(d]4 -c/12sin(^) + c/J3 cos(^)tan(90)) +mv(d \2 cos (φ)

+ du sin(^) tan(do))) (c/53/u +/·0 -yu +d5l(q0 +zu) + nu(d54-d52 sin(^) + c/53 cos((i) tan($0))

+ mu(d52cos(^) + c/53 sin(^)tan(do)))) +(dulu -xu+dn(qo +zu) + nu(d\4-d\2 sin(^)

+ c/i3cos(^)tan(O0)) +mu(dn cos(^) +du sin(^)tan(S0))) (d53lv-yv + d5\(-po +zv) + 

nv(di4-ds2 sm((f>) + ds2 cos(^) tan($o)) +mv(d52 cos(^) + c/53 sin(^) tan(9o)))

β = dulu +d52lv + di4nu +d54nv- d5]p0 +duqo-xu ~yv + duzu +d^zv + dnmu cos(^) + c/52/wvcos(^) 

-dnnu sin(^) -c/52«vsin(^) + c/13«„ cos(^)tan(S0) + c/53«vcos(^)tan(Oo) + ^i3w„ sin(^)tan(S0) + 

c/53Wvsin(^) tan(Oo)

Σύμφωνα με τα παραπάνω αποτελέσματα, δυναται να διατυπωθεί το ακόλουθο θεώρημα:
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Θεώρημα 6.5.1: Ο ανεξάρτητος έλεγχος των μεταβλητών εξόδου με ταυτόχρονη 

ευσταθειοποίηση μπορεί να επιτευχθεί εάν και μόνο εάν οι συνθήκες του Θεωρήματος 6.3.1 

ικανοποιούνται ταυτόχρονα με τις συνθήκες a > 0 και β > 0. ■

6.6 Αποτελέσματα προσομοίωσης

Θεωρείται ένα ελικόπτερο μονού έλικα, το οποίο πετάει με οριζόντια πτήση 80 κόμβων. 

Οι παράγωγοι ευστάθειάς του είναι xw = 0.04030, x, = -0.2261, xv =-0.0021, χρ = -0.1085, xr = 0 

zu = -0.00958, zw = -0.80178, u0 +zq = 41.091, zv = -0.0194, zp = -0.4511, zr = 0. mu = 0.02710, 

mw = 0.02884, mq = -2.3408, mv = 0.01037, mp- 0.4102, mr = 0, yu = 0.00432, yw = 0.014294, 

yq = -0.1283, yv = -0.1665, yp = 0.19865, yr-u0 = -40.686 lu =-0.03732,lw = 0.23444, l„ = -1.9960, 

/„ = -0.1633, lp = -10.536, lr = -0.2864, nu = -0.02580, nw = -0.002391, nq = -0.0885, nv = 0.1013, 

«„ =-1.7934, «r = -1.3488, xsP =-7.6327,xgs = 4.3447, x^ = 2.0578, x^r = 0, zj,=-30.891, 

zfc =-117.79, z^=0, z<5r = 0, = 28.54, = 14.078, =-5.8552, msT-0, Is, = -25.031,

/<js. = 32.071, lsA = ~ 153.23 , /<*,. = -1.3416, ns, = -5.9564, = 13.947, «^=-26.807, rt,5r = -18.069

και με θ0 = 0.0215, φ0 = -0.0328. Οι συνθήκες του 0εωρήματος3.1 ικανοποιούνται. Θέτοντας τις 

επιλογές (λ,),, = 10, (λ2)ι =35, (λ2)ο = 300, (λ3)ι =30, (λ3)ο = 200, (λ4)ο = 15, στις (5.1 και 2) ,οι 

πόλοι του κλειστού συστήματος είναι στα σημεία-10, - 15 και -20.Εκλέγοντας τα (γη)^1 = 10, 

(ρ2)όι = 300, (/?3)ό' =200 και(ρ4)ό’ = 15, οι αποκρίσεις των καταστάσεων και των εσωτερικών 

εισόδων του κλειστού συστήματος , ως προς την τοποθέτηση της γωνίας κύλισης (^ = *ΓολΧ

αλλά και ως προς την τοποθέτηση της γωνίας προένευσης παρουσιάζονται στα Σχήματα 1-24. 

Οπως φαίνεται στα σχήματα η λειτουργία του διανύσματος κατάστασης είναι απολύτως 

ικανοποιητική απ’ τη στιγμή που ο χρόνος ανόρθωσης όλων των μεταβλητών εξόδου είναι πολύ 

μικρός και οι μεταβλητές αυτές ακολουθούν πιστά τις εξωτερικές εντολές. Για να ελέγξουμε την 

λειτουργία του ελεγκτή στο μη γραμμικό σύστημα εφαρμόζουμε τον νόμο ελέγχου στο μη 

γραμμικό σύστημα που περιγράφεται από τη σχέση 2.6. Το κλειστό σύστημα που προκύπτει 

είναι σχεδόν αποσυζευγμένο με ικανοποιητική λειτουργία .

6.7 Συμπεράσματα

Για ένα ελικόπτερο το οποίο εκτελεί πτήση, με μεταβλητές εξόδου την γωνία 

προένευσης, την κατακόρυφη ταχύτητα, την γωνία κύλισης και τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας 

πλαγιοπορείας, εφαρμόζεται επιτυχώς η τεχνική αποσύζευξης εισόδου-εξόδου. Οι συνθήκες που 

πρέπει να ικανοποιούνται για να είναι επιλύσιμο το πρόβλημα καθορίζονται πλήρως σε όρους 

των παραγώγων ευστάθειας του ελικοπτέρου, που ανταποκρίνονται στην αεροδυναμική του
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έλικα (Θεώρημα 6.3 1). Ο γενικός τύπος των πινάκων του ελεγκτή, που οδηγεί σε αποσύζευξη 

έχουν αναλυτικά εξαχθεί στην παράγραφο 4. Εχει επίσης εξαχθεί ο γενικός τύπος της 

συνάρτησης μεταφοράς του αποσυζευγμένου συστήματος κλειστού βρόχου. Η αποσύζευξη με 

ταυτόχρονη ευσταθιοποίηση αποδείχθηκε ότι υλοποιούνται υπό τις συνθήκες της 

επιλυσιμότητας, και δύο ανισοτήτων που περιέχουν τις παραγωγούς ευστάθειας του 

ελικοπτέρου. Η τοποθέτηση της γωνίας προένευσης και η κατακόρυφη μετατόπιση 

παρουσιάζονται μέσω προσομοίωσης.
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Τοποθέτηση της γωνίας προένευσ7/ς

m/sec

m/sec

Σχήμα 6.1: Απόκριση οριζόντιας ταχύτητας για τοποθέτηση της γωνίας προένευση 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκρ ιση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]



m/sec

Σχήμα 6.2: Απόκριση της κατακόρυφης ταχύτητας για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή, 
ταυτιζόμενη pie τον άξονα του χρόνου) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)

rad/sec

Σχήμα 6.3: Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας προένευσης για τοποθέτηση 
της γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)



rad

Σχήμα 6.4: Απόκριση της γωνίας προένευσης για τοποθέτηση της γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)

m/sec

(a)



m/ sec

Σχήμα 6.5: Απόκριση της ταχύτητας στον άξονα y για τοποθέτηση της γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]

rad/sec

Σχήμα 6.6: Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας κύλισης για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)



rad

Σχήμα 6.7: Απόκριση της γωνίας κύλισης για τοποθέτηση γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
Μεγέθυνση των διαφορών δύο οπτικά ταυτιζόμενων 
γραμμών, μέχρι κλίμακας εμφανιζόμενου σφάλματος

rad/sec

0.4

ο.;

time (sec)
0.5 1 1.5 2 2.5 3

-0.

-0.4

Σχήμα 6.8: Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας για τοποθέτηση 
της γωνίας προένευσης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες με τον άξονα του χρόνου)



rad

rad

Σχήμα 6.9: Απόκριση διαμήκους κυκλικού βήματος για τοποθέτηση της γωνίας προένευσης
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(a) Απόκριση για t στο [ 0, 3 ] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



rad

rad

time (sec)

(b)

Σχήμα 6.10: Απόκριση συλλογικού βήματος για τοποθέτηση της γωνίας προένευση 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [ 0, 3 ] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]

κΓ
ϊ



rad

rad

Σχήμα 6.11: Απόκριση εγκάρσιου κυκλικού βήματος για τοποθέτηση της γωνίας προένευσης
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



rad

rad

Σχήμα 6.12: Απόκριση συλλογικού βήματος οπίσθιου έλικα για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



Τοποθέτηση της γωνίας κύλισης

m /sec

(a)
m/sec

Σχήμα 6.13: Απόκριση οριζόντιας ταχύτητας για τοποθέτηση της γωνίας κύλιση 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό μοντέλο (συνεχής γραμμή)
(a) Απόκρ ιση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]



m/ sec

Σχήμα 6.14: Απόκριση της κατακόρυφης ταχύτητας για τοποθέτηση γωνίας κύλισης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή, 
ταυτιζόμενη με τον άξονα του χρόνου) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)

rad

0.4

0.2

—1----------------- 1------------------- 1------------------ ------------------ 1----------------- *— time (sec)
0.5 1 1.5 2 2.5 3

-0.2

-0.4

Σχήμα 6.15: Απόκριση της γωνίας προένευσης για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες με τον άξονα του χρόνου)



rad/sec

0.4

0.2

—1----------------- 1-------------------1----------------- 1----------------- 1------------------time (sec)
0.5 1 1.5 2 2.5 3

-0.2

-0.4

Σχήμα 6.16:Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας προένευσης για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες με τον άξονα του χρόνου)

m/sec

(a)



m/ sec

(b)

Σχήμα 6.17: Απόκριση της ταχύτητας στον άξονα y για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]

rad/sec

Σχήμα 6.18: Απόκριση του ρυθμού μεταβολής της γωνίας κύλισης για τοποθέτηση γωνίας κύλισης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)



rad

Σχήμα 6.19: Απόκριση της γωνίας κύλισης για τοποθέτηση γωνίας κύλισης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)

rad/sec

0.4

0.2

—1------------------ 1-------------------- ------------ -------- 1------------------ 1-------------------■— time (sec)
0.5 1 1.5 2 2.5 3

-0.2

-0.4

Σχήμα 6.20: Απόκριση της γωνίας πλαγιοπορείας για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες με τον άξονα του χρόνου)



rad

(a)

(b)

Σχήμα 6.21: Απόκριση διαμήκους κυκλικού βήματος για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



rad

(a)

rad

(b)

Σχήμα 6.22: Απόκριση συλλογικού βήματος για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [0,3] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [ 0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



rad

(a)
rad

time (sec)

(b)

Σχήμα 6.23: Απόκριση εγκάρσιου κυκλικού βήματος για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης 
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [ 0, 3 ] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [ 0, 150 ] [sec]



rad

(b)

Σχήμα 6.24: Απόκριση συλλογικού βήματος οπίσθιου έλικα για τοποθέτηση της γωνίας κύλισης
γραμμικό μοντέλο (διακεκομμένη γραμμή) 
μη γραμμικό (συνεχής γραμμή)
(οπτικά ταυτιζόμενες)
(a) Απόκριση για t στο [ 0, 3 ] [sec]
(b) Απόκριση για t στο [0, 150 ] [sec]
Η ταλάντωση στην αρχή του χρόνου δεν είναι ορατή στο (b)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ/

Τελικά Συμπεράσματα και Προτάσεις

7.1 Τελικά συμπεράσματα

Από τα αποτελέσματα της Διπλωματικής εργασίας που παρουσιάστηκαν και συζητήθηκαν 

στα προηγούμενα κεφάλαια, προκύπτουν τα εξής τελικά συμπεράσματα:

Α) Αναφορικά με τον έλεγχο αποκοπής αλληλεπιδράσεων για την ευθεία και οριζόντια 

πτήση ελικοπτέρου, με μεταβλητές εξόδου την γωνία προένευσης και την κατακόρυφη 

ταχύτητα, εφαρμόζεται επιτυχώς η τεχνική αποσύζευξης εισόδου-εξόδου. Ειδικότερα:

1. Οι συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται για να είναι επιλύσιμο το πρόβλημα 

καθορίζονται πλήρως σε όρους των παραγωγών ευστάθειας του ελικοπτέρου, που 

αναφέρονται στην αεροδυναμική του έλικα (Θεώρημα 4.3.1).

2. Ο γενικός τύπος των πινάκων του ελεγκτή, που οδηγεί σε αποσύζευξη έχει προσδιοριστεί 

αναλυτικά στην παράγραφο 4.4.

3. Εχει επίσης εξαχθεί ο γενικός τύπος της συνάρτησης μεταφοράς του αποσυζευγμένου 

συστήματος κλειστού βρόχου.

4. Η αποσύζευξη με ταυτόχρονη ευσταθειοποίηση αποδείχθηκε ότι είναι επιτεύξιμη υπό τις 

συνθήκες της επιλυσιμότητας της αποσύζευξης, και μιας ανισότητας που περιέχει τις 

παραγώγους ευστάθειας του έλικα του ελικοπτέρου.

5. Η τοποθέτηση της γωνίας προένευσης και η κατακόρυφη μετάφραση εκτελούνται 

επιτυχώς, όπως δείχνεται με προσομοίωση.

Β) Αναφορικά με τον έλεγχο πτήσης για την διαμήκη κίνηση του ελικοπτέρου, η γωνία 

προένευσης και η κατακόρυφη ταχύτητα του ελικοπτέρου, ελέγχονται ανεξάρτητα μέσω 

ενός στατικού νόμου ανατροφοδότησης κατάστασης.
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1. Το σύνολο των παραγωγών ευστάθειας του συστήματος, για τις οποίες η απαίτηση για την 

υλοποίηση της αποσύζευξης ικανοποιείται, έχει θεμελιωθεί.

2. Η γενική μορφή των πινάκων του ελεγκτή που οδηγεί σε αποσύζευξη προσδιορίζεται σε 

αναλυτική μορφή. Η μορφή αυτή αποδείχθηκε ότι εξαρτάται μόνο από αυθαίρετες 

παραμέτρους και παραγώγους ευστάθειας.

3. Εχει επίσης οριστεί αναλυτικά η γενική μορφή του αποσυζευγμένου κλειστού 

συστήματος, καθώς και η συνθήκη των παραγωγών ευστάθειας, η οποία πρέπει να 

ικανοποιείται για την υλοποίηση της αποσύζευξης με ταυτόχρονη ευσταθιοποίηση. Είναι 

σημαντικό να σημειωθεί ότι, όλες οι παραπάνω έννοιες έχουν εξετασθεί για την περίπτωση 

μη ενεργού περιστρεφόμενου δίσκου. Τα αποτελέσματα στις περιπτώσεις ενεργού και μη 

ενεργού περιστρεφόμενου δίσκου μπορούν εύκολα να ομαδοποιηθούν, με μία ιεραρχική 

δομή φακέλου πτήσης. Η ικανοποιητική απόκριση του κλειστού συστήματος φαίνεται από 

την προσομοίωση ενός μοντέλου ελικοπτέρου το οποίο περιέχει μη γραμμικά στοιχεία.

Γ. Αναφορικά με τον έλεγχο πτήσης για την συζευγμένη διαμήκη και εγκάρσια κίνηση 

του ελικοπτέρου, με μεταβλητές εξόδου την γωνία προένευσης, την κατακόρυφη ταχύτητα, 

την γωνία κύλισης, και τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας πλαγιοπορείας, εφαρμόζεται 

επιτυχώς η τεχνική αποσύζευξης εισόδου-εξόδου. Ειδικότερα:

1. Εξάγονται σε όρους των παραγώγων ευστάθειας του ελικοπτέρου οι συνθήκες που πρέπει 

να ικανοποιούνται ώστε το πρόβλημα της αποσύζευξης εισόδου-εξόδου να είναι επιλύσιμο.

2. Εξάγεται επίσης η αναλυτική μορφή του γενικού τύπου των πινάκων του ελεγκτή που 

οδηγεί σε αποσύζευξη, καθώς και ο γενικός τύπος της συνάρτησης μεταφοράς του 

αποσυζευγμένου συστήματος κλειστού βρόχου.

3. Η αποσύζευξη με ταυτόχρονη ευσταθιοποίηση αποδείχθηκε ότι υλοποιείται υπό τις 

συνθήκες της επιλυσιμότητας του ανεξάρτητου ελέγχου, και μιας ανισότητας που περιέχει 

τις παραγώγους ευστάθειας του ελικοπτέρου.

4. Η τοποθέτηση της γωνίας προένευσης και η τοποθέτηση της γωνίας κύλισης 

αποδεικνύονται επιτυχείς ελιγμοί, με χρήση των παραπάνω αποτελεσμάτων. Προσομοίωση 

εκτελείται για γραμμικό και μη γραμμικό μοντέλο.

7.2 Προτάσεις

Ως συνέχεια της παρούσας διπλωματικής εργασίας, προτείνονται τα εξής:

1. Η επέκταση των παραπάνω αποτελεσμάτων, για την περίπτωση όπου οι ενεργοποιητές 

δεν αποκρίνονται τέλεια (συνάρτηση μεταφοράς μονάδα), αλλά παρουσιάζουν δυναμικό όρο
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με ταυτόχρονη τριβή. Η κατηγορία αυτή ενεργοποιητών αναμένεται να έχει τελικά θετική 

επίδραση στην επιλυσιμότητα του ανεξάρτητου ελέγχου σε διαφορετικές συνθήκες πτήσης.

2. Η μελέτη των μεταβολών της ατμοσφαιρικής πυκνότητας σαν παράγοντας μεταβολής των 

παραγώγων ευστάθειας των ελικοπτέρων αναμένεται να προκόψει από τις γενικές 

αναλυτικές εκφράσεις των πινάκων ανατροφοδότησης.

3. Το πρόβλημα του τεχνικά ανεξάρτητου ελέγχου για σφάλματα αισθητήρα, όσον αφορά 

την μέτρηση του διανύσματος κατάστασης.

Το τελευταίο αποτέλεσμα είναι ήδη υπό μελέτη.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Στο παράρτημα παρουσιάζεται ο κώδικας σε ΜΑΤΗΕΜΑΤΙΚΑ 2.1, για τα αποτελέσματα 
της προσομοίωσης του κεφαλαίου 6.



gr:=0.0215415 
f:=-0.0328 
f 0: =0 
Y0 :=0 
pO: =0 
qO: =0 
rO: =0 
wO: =0 
vO: =0
uO:=80*(1852/3600) 
g:=9.81

xu:=-0.03220 
xw:=0.04030 
xq:=-0.22 61 
xv:=-0.0021 
xp:=-0.1085 
xr: =0

zu:=-0.00958 
zw:=-0.80178 
zq:=41.091-u0 
zv:=-0.0194 
zp:=-0.4511 
zr: =0

mu:= 0.0 2 710 
mw:=0.028 84 
mq:=-2.3408 
mv:=0.01037 
mp:=0.4102 
mr: =0

yu:=0.00432 
yw:=0.014294 
yq:=-0.12 8 3 
yv:=-0.1665 
yp:=0.19865 
yr:=u0-4 0.68 6

lu:=-0.03732 
lw:=0.23444 
lq:=-l.9960 
lv:=-0.1633 
lp:=-10.536 
lr:=-0.2864

nu:=-0.02580 
nw:=0.002391 
nq:=-0.0885 
nv:=0.1013 
np:=-l.7934 
nr:=-l.3488



xdth:=4.3447 
xdb:=-7.6327 
xda:=2.0578 
xdt:=0
zdth:=-l17.79 
zdb:=-30.891 
zda:=0 
zdt:=0
mdth:=14.078 
mdb:=2 8.54 
mda:=-5.8552 
mdt:=0 
ydth:=1.4985 
ydb:=-l.5282 
yda:=-9.3201 
ydt:=6.7038 
ldth:=32.071 
ldb:=-25.031 
Ida:=-153.23 
ldt:=-l.3416 
ndth:=13.947 
ndb:=-5.9564 
nda:=-26.807 
ndt:=-18.069

A:={{xu, xw-qO, xq-wO,-g Cos[gr], xv+rO, xp, 0, xr+vO},
(zu+qO, zw, zq+uO,-g Sin[gr] Cos[f], ζν-ρΰ, zp-vO,

-g Cos[gr] Sin[f], zr}, {mu, mw, mq, 0, mv, mp, 0, mr},
{0, 0, Cos[f], 0, 0, 0, ~(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f], -Sin[f]}, 
{yu-rO, yw+ρθ, yq,-g Sin[gr] Sin[f], yv, yp+wO, 

g Cos[gr] Cos[f], yr-uO},
{lu, lw, lq, 0, lv, lp, 0, lr},
{0, 0, Sin[f]*Tan[gr], Sec[gr]*

(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr] - 
pO*Sin[gr]), 0, 1, Sec[gr]*

(q0*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]), Cos[f]*Tan[gr]}, 
(nu, nw, nq, 0; nv, np, 0, nr}}

B:={{xdb, xdth, xda, xdt}, (zdb, zdth, zda, zdt},
{mdb, mdth, mda, mdt}, { 0, 0, 0, 0},
{ydb, ydth, yda, ydt}, {ldb, ldth, Ida, ldt},
{0, 0, 0, 0}, {ndb, ndth, nda, ndt}}

CC: = {{0,1,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,1,0,0,0,0}, {0,0,0,0,0,0,1,0}, 
{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1} }

G:=Inverse[BB].Inverse[PO]
CC1:=CC[[1]]
CC2:=CC [ [2]]
CC3:=CC[ [3]]
CC4:=CC [ [4]]
CCC: = {CC1,CC2.A,CC3.A, CC4 }
BB:=CCC.B



Μ: = { {0, 1, Ο, Ο, Ο, Ο, Ο, 0}, {0, 0, Cos[f], 0, 0, 0, 
-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f], -Sin[f]},

{0, 0, Sin[f]*Tan[gr], Sec[gr]*
(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr] - 

pO*Sin[gr]), 0, 1, Sec[gr]*
(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]), Cos[f]*Tan[gr]}, 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1}, {1/0,0,0,0,0,0,0}, {0,0,0,1,0,0,0,0}, 
{0, 0, 0,0,1,0,0,0}, {0, 0,0,0,0,0,1,0} }
d:=Det[BB]



D51:=(ydth*(ldt*mdb*nda*Cos[f] - ldb*mdt*nda*Cos[f] - 
ldt*mda*ndb*Cos[f] + lda*mdt*ndb*Cos[f ] + 
ldb*mda*ndt*Cos[f] - lda*mdb*ndt*Cos[f]))/d +

(ydt*(-(ldth*mdb*nda*Cos[f]) + ldb*mdth*nda*Cos[f] + 
ldth*mda*ndb*Cos[f] - lda*mdth*ndb*Cos[f] - 
ldb*mda*ndth*Cos [ f ] + lda*mdb*ndth*Cos [ f ] ) ) /d + 

(ydb*(ldth*mdt*nda*Cos[f] - ldt*mdth*nda*Cos[f] - 
ldth*mda*ndt*Cos[f] + lda*mdth*ndt*Cos[f] + 
ldt*mda*ndth*Cos[f] - lda*mdt*ndth*Cos[f]))/d + 

(yda*(-(ldth*mdt*ndb*Cos[f]) + ldt*mdth*ndb*Cos[f] + 
ldth*mdb*ndt*Cos[f] - ldb*mdth*ndt*Cos[f] - 
ldt*mdb*ndth*Cos[f] + ldb*mdt*ndth*Cos[f] ) ) /d 

D52:=(ydth*(ldt*ndb*zda - ldb*ndt*zda - ldt*nda*zdb + 
lda*ndt*zdb +

ldb*nda*zdt - lda*ndb*zdt + mdt*ndb*zda*
Sin[f]*Tan[gr] -

mdb*ndt*zda*Sin[f]*Tan[gr] - mdt*nda*zdb*Sin[f] 
*Tan[gr] +

mda*ndt*zdb*Sin[f]*Tan[gr] + mdb*nda*zdt*Sin[f] 
*Tan[gr] -

mda*ndb*zdt*Sin[f]*Tan[gr]))/d +
(ydt*(-(ldth*ndb*zda) + ldb*ndth*zda + ldth*nda*zdb - 

lda*ndth*zdb - ldb*nda*zdth + lda*ndb*zdth - 
mdth*ndb*zda*Sin[f]*Tan[gr] + mdb*ndth*zda*Sin[f] 

*Tan[gr] +
mdth*nda*zdb*Sin[f]*Tan[gr] - mda*ndth*zdb*Sin[f] 

*Tan[gr] -
mdb*nda*zdth*Sin[f]*Tan[gr] + mda*ndb*zdth*Sin[f] 

*Tan[gr]))/d +
(ydb*(ldth*ndt*zda - ldt*ndth*zda - ldth*nda*zdt + 

lda*ndth*zdt +
ldt*nda*zdth - lda*ndt*zdth + mdth*ndt*zda*Sin[f] 

*Tan[gr] -
mdt*ndth*zda*Sin[f]*Tan[gr] - mdth*nda*zdt*Sin[f] 

*Tan[gr] +
mda*ndth*zdt*Sin[f]*Tan[gr] + mdt*nda*zdth*Sin[f] 

*Tan[gr] -
mda*ndt* zdth*Sin[f]*Tan[gr]))/d+

(yda*(-(ldth*ndt*zdb) + ldt*ndth*zdb + ldth*ndb*zdt - 
ldb*ndth*zdt - ldt*ndb*zdth + ldb*ndt*zdth - 
mdth*ndt*zdb*Sin[f]*Tan[gr] + mdt*ndth*zdb*Sin[f] 

*Tan[gr] +
mdth*ndb*zdt*Sin[f]*Tan[gr] - mdb*ndth*zdt*Sin[f] 

*Tan[gr] -
mdt*ndb*zdth*Sin[f]*Tan[gr] + mdb*ndt*zdth*Sin[f] 

*Tan[gr]))/d
D53:=(ydth*(-(mdt*ndb*zda*Cos[f]) + mdb*ndt*zda*Cos[f] + 

mdt*nda*zdb*Cos[f] - mda*ndt*zdb*Cos[f] - 
mdb*nda*zdt*Cos[f] + mda*ndb*zdt*Cos[f]))/d + 

(ydt*(mdth*ndb*zda*Cos[f] - mdb*ndth*zda*Cos[f] - 
mdth*nda*zdb*Cos[f] + mda*ndth*zdb*Cos[f] + 
mdb*nda*zdth*Cos[f] - mda*ndb*zdth*Cos[f]))/d + 

(ydb*(-(mdth*ndt*zda*Cos[f]) + mdt*ndth*zda*Cos[f] + 
mdth*nda*zdt*Cos[f] - mda*ndth*zdt*Cos[f] - 
mdt*nda*zdth*Cos[f] + mda*ndt*zdth*Cos[f]))/d + 

(yda*(mdth*ndt*zdb*Cos[f] - mdt*ndth*zdb*Cos[f] - 
mdth*ndb*zdt*Cos[f] + mdb*ndth*zdt*Cos[f] + 
mdt*ndb*zdth*Cos[f] - mdb*ndt*zdth*Cos[f ] ) ) /d 

D54:=(ydth*(-(ldt*mdb*zda*Cos[f]) + ldb*mdt*zda*Cos[f] + 
ldt*mda*zdb*Cos[f] - lda*mdt*zdb*Cos[f] - 
ldb*mda*zdt*Cos[f] + lda*mdb*zdt*Cos[f] + 
ldt*ndb*zda*Sin[f] - ldb*ndt*zda*Sin[f] - 
ldt*nda*zdb*Sin[f] + lda*ndt*zdb*Sin[f] + 
ldb*nda*zdt*Sin[f] - lda*ndb*zdt*Sin[f] +
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Dll:=(xdth*(ldt*mdb*nda*Cos[f] - ldb*mdt*nda*Cos[f] - 
ldt*mda*ndb*Cos[f] + lda*mdt*ndb*Cos[f ] + 
ldb*mda*ndt*Cos[f] - lda*mdb*ndt*Cos[f ] ) ) /d + 

(xdt*(-(ldth*mdb*nda*Cos[f]) + ldb*mdth*nda*Cos[f] + 
ldth*mda*ndb*Cos[f] - lda*mdth*ndb*Cos[f] - 
ldb*mda*ndth*Cos[f] + lda*mdb*ndth*Cos[f] ) ) /d + 

(xdb*(ldth*mdt*nda*Cos[f] - ldt*mdth*nda*Cos[f] - 
ldth*mda*ndt*Cos[f] + lda*mdth*ndt*Cos[f ] + 
ldt*mda*ndth*Cos[f] - lda*mdt*ndth*Cos[f]))/d + 

(xda*(-(ldth*mdt*ndb*Cos[f]) + ldt*mdth*ndb*Cos[f] + 
ldth*mdb*ndt*Cos[f] - ldb*mdth*ndt*Cos[f] - 
ldt*mdb*ndth*Cos[f] + ldb*mdt*ndth*Cos[f] ) ) /d

D12:=(xdth*(ldt*ndb*zda - ldb*ndt*zda - ldt*nda*zdb + 
lda*ndt*zdb +

ldb*nda*zdt - lda*ndb*zdt + mdt*ndb*zda*Sin[f] 
*Tan[gr] -

mdb*ndt*zda*Sin[f]*Tan[gr] - mdt*nda*zdb*Sin[f] 
*Tan[gr] +

mda*ndt*zdb*Sin[f]*Tan[gr] + mdb*nda*zdt*Sin[f] 
*Tan[gr] -

mda*ndb*zdt*Sin[f]*Tan[gr]))/d +
(xdt*(-(ldth*ndb*zda) + ldb*ndth*zda + ldth*nda*zdb - 

lda*ndth*zdb - ldb*nda*zdth + lda*ndb*zdth - 
mdth*ndb*zda*Sin[f]*Tan[gr] + mdb*ndth*zda*Sin[f] 

*Tan[gr] +
mdth*nda*zdb*Sin[f]*Tan[gr] - mda*ndth*zdb*Sin[f] 

*Tan[gr] -
mdb*nda*zdth*Sin[f]*Tan[gr] + mda*ndb*zdth*Sin[f] 

*Tan[gr]))/d +
(xdb*(ldth*ndt*zda - ldt*ndth*zda - ldth*nda*zdt + Ida 

*ndth*zdt +
ldt*nda*zdth - lda*ndt*zdth + mdth*ndt*zda*Sin[f] 

*Tan[gr] -
mdt*ndth*zda*Sin[f]*Tan[gr] - mdth*nda*zdt*Sin[f] 

*Tan[gr] +
mda*ndth*zdt*Sin[f]*Tan[gr] + mdt*nda*zdth*Sin[f] 

*Tan[gr] -
mda*ndt* zdth*Sin[f]*Tan[gr]))/d +

(xda*(-(ldth*ndt*zdb) + ldt*ndth*zdb + ldth*ndb*zdt - 
ldb*ndth*zdt - ldt*ndb*zdth + ldb*ndt*zdth - 
mdth*ndt*zdb*Sin[f]*Tan[gr] + mdt*ndth*zdb*Sin[f] 

*Tan[gr] +
mdth*ndb*zdt*Sin[f]*Tan[gr] - mdb*ndth*zdt*Sin[f] 

*Tan[gr] -
mdt*ndb*zdth*Sin[f]*Tan[gr] + mdb*ndt*zdth*Sin[f] 

*Tan[gr]))/d

D13:=(xdth*(-(mdt*ndb*zda*Cos[f]) + mdb*ndt*zda*Cos[f ] + 
indt*nda*zdb*Cos [f ] - mda*ndt* zdb*Cos [ f ] - 
mdb*nda*zdt*Cos [ f] + mda*ndb*zdt*Cos[f]))/d + 

(xdt*(mdth*ndb*zda*Cos[f] - mdb*ndth*zda*Cos[f] - 
mdth*nda*zdb*Cos[f] + mda*ndth*zdb*Cos[f] + 
mdb*nda*zdth*Cos[f] - mda*ndb*zdth*Cos[f]))/d + 

(xdb*(-(mdth*ndt*zda*Cos[f]) + mdt*ndth*zda*Cos[f ] + 
mdth*nda*zdt*Cos[f] - mda*ndth*zdt*Cos[f] - 
mdt*nda*zdth*Cos[f] + mda*ndt*zdth*Cos[f]) ) /d + 

(xda*(mdth*ndt*zdb*Cos[f] - mdt*ndth*zdb*Cos[f] - 
mdth*ndb*zdt*Cos[f] + mdb*ndth*zdt*Cos[f] + 
mdt*ndb*zdth*Cos[f] - mdb*ndt*zdth*Cos[f] ) )/d



+

'2* 

'2* 
s2* 
'2* 
'2* 
'2* 
'2* 

"2* 
'2* 

'2* 
' 2 *

D14:=(xdth*(-(ldt*mdb*zda*Co 
ldt*mda*zdb*Cos[f] - 
ldb*mda*zdt*Cos[f] + 
ldt*ndb*zda*Sin[f] - 
ldt*nda* zdb*Sin[f] 
ldb*nda* zdt*Sin[f] 
mdt*ndb*zda*Cos[f ] 
mdb*ndt* zda*Cos[f] 
mdt*nda*zdb*Cos[f] 
mda*ndt* zdb*Cos[f ] 
mdb*nda* zdt*Cos[f ] 
mda*ndb* zdt*Cos[f] 
mdt*ndb* zda*Sin[f] 
mdb*ndt* zda*Sin[f] 
mdt*nda* zdb*Sin[f] 
mda*ndt* zdb*Sin[f] 
mdb*nda* zdt*Sin[f] 

*Sin[f]A2*Tan[gr]))/d +
(xdt*(ldth*mdb* zda*Cos[f] 

ldth*mda*zdb*Cos[f ] + 
ldb*mda*zdth*Cos[f] - 
ldth*ndb*zda*Sin[f ] + 
ldth*nda*zdb*Sin[f] - 
ldb*nda*zdth*Sin[f ] + 
mdth*ndb* zda*Cos[f]A2 
mdb*ndth* zda*Cos[f]Λ2 
mdth*nda*zdb*Cos[f]Λ2 
mda*ndth*zdb*Cos[f]A2 
mdb*nda* zdth*Cos[f]Λ2 
mda*ndb* zdth*Cos[f]A2 
mdth*ndb* zda*Sin[f]A2 
mdb*ndth* zda*Sin[f]A2 
mdth*nda* zdb*Sin[f]A2 
mda*ndth* zdb*Sin[ f ] A2 
mdb*nda* zdth*Sin[ f ] A2 

*Sin[f]A2*Tan[gr]
) )/d +

(xdb*(-(ldth*mdt*zda*Cos[f 
ldth*mda*zdt*Cos[f] - 
ldt*mda*zdth*Cos[f] + 
ldth*ndt*zda*Sin[f] - 
ldth*nda*zdt*Sin[f] + 
ldt*nda*zdth*Sin[f] - 
mdth*ndt*zda*Cos[f] 
mdt*ndth* zda*Cos[f] 
mdth*nda*zdt*Cos[f] 
mda*ndth* zdt*Cos[f] 
mdt*nda*zdth*Cos[f] 
mda*ndt*zdth*Cos[f] 
mdth*ndt* zda*Sin[f] 
mdt*ndth*zda*Sin[f] 
mdth*nda* zdt*Sin[f] 
mda*ndth* zdt*Sin[f] 
mdt*nda* zdth*Sin[f] 
A2*Tan[gr]
) )/d +

(xda*(ldth*mdt*zdb*Cos[f] 
ldth*mdb*zdt*Cos[f 
ldt*mdb* zdth*Cos[f 
ldth*ndt*zdb* Sin[f 
ldth*ndb*zdt*Sin[f] - 
ldt*ndb*zdth*Sin[f] + 
mdth*ndt* zdb*Cos[f]Λ2 
mdt*ndth* zdb*Cos[ f 1 A2

+
+

s [f]) + ldb*mdt*zda*Cos[f] + 
lda*mdt*zdb*Cos[f ] - 
lda*mdb*zdt*Cos[f] + 
ldb*ndt*zda*Sin[f] - 
lda*ndt* zdb*Sin[f] 
lda*ndb*zdt*Sin[f]
Tan[gr] - 
Tan[gr] - 
Tan[gr]
Tan[gr]
Tan[gr]
Tan[gr]
Tan[gr]
Tan[gr]
Tan[gr]
Tan[gr]
Tan[gr]

+
+

+

+
+
- mda*ndb*zdt

+
+

- ldb*mdth*zda*Cos[ 
lda*mdth*zdb*Cos[f 
lda*mdb*zdth*Cos[f 
ldb*ndth*zda*Sin[f 
lda*ndth* zdb*Sin[f 
lda*ndb*zdth*Sin[f 

*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan [gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan [gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]

f] " 
1 +

T
+

+ mda*ndb*zdth

+
+

*Sin[f;

:] +

]) + ldt*mdth*zda*Cos[f] 
lda*mdth*zdt*Cos[f] - 
lda*mdt*zdth*Cos[f] + 
ldt*ndth*zda*Sin[f] - 
lda*ndth* zdt*Sin[f] 
lda*ndt*zdth*Sin[f] 

*Tan[gr] - 
*Tan[gr] - 
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]
*Tan[gr]

+

+
+

+
+
- mda*ndt*zdth
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- ldt*mdth*zdb*Cos[f] - 
ldb*mdth*zdt*Cos[f] + 
ldb*mdt*zdth*Cos[f] - 
ldt*ndth*zdb*Sin[f] + 
ldb*ndth*zdt*Sin[f] - 
ldb*ndt*zdth*Sin[f] - 

*Tan[gr] +
*Tan[gr] +

■i -



d:=-(ldth*mdt*ndb*zda*Cos 
ldth*mdb*ndt*zda*Cos[f] 
ldt*mdb*ndth* zda*Cos[f] 
ldth*mdt*nda*zdb*Cos[f] 
ldth*mda*ndt*zdb*Cos[f] 
ldt*mda*ndth*zdb*Cos[f] 
ldth*mdb*nda*zdt*Cos[f] 
ldth*mda*ndb*zdt*Cos[f] 
ldb*mda*ndth*zdt*Cos[f] 
ldt*mdb*nda*zdth*Cos[f] 
ldt*mda*ndb* zdth*Cos[f] 
ldb*mda*ndt* zdth*Cos[f]

[ f]) + ldt*mdth*ndb*zda*Cos[f] +
- ldb*mdth*ndt*zda*Cos [ f ] - 
+ ldb*mdt*ndth*zda*Cos[f ] +
- ldt*mdth*nda*zdb*Cos[f] - 
+ lda*mdth*ndt*zdb*Cos[f] +
- lda*mdt*ndth*zdb*Cos[f] - 
+ ldb*mdth*nda*zdt*Cos[f] +
- lda*mdth*ndb*zdt*Cos[f] - 
+ lda*mdb*ndth*zdt*Cos[f] +
- ldb*mdt*nda*zdth*Cos[f] - 
+ lda*mdt*ndb*zdth*Cos[f] +
- lda*mdb*ndt*zdth*Cos[f]

DELTA:={{Dll, D12, D13, D14}, {1, 0, 0, 0},
{0, Sec[f], 0, Tan[f]},
{0, 0, 0, 0}, {D51, D52, D53, D54},
{0, -(Tan[f]*Tan[gr]), 1, - (Sec[f]*Tan[gr]) },

{0, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, 1}}



acl2:=-(D13*lw) - qO + xw - Dll*zw -
nw*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr]) - 
mw*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr])

acl3:=-(D13*lq) - wO + xq - Dll*(uO + zq) - 
D13*Cos[f]*Sec[gr]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + 

qO*Cos[gr]*Sin[f] +
fO*Sin[gr] - pO*Sin[gr]) - 

Sin[f]*(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) +
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]

*Sin[gr]))*Tan[gr] -
nq*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr]) - 
mq*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acl4:=-(g*Cos[gr]) + Dll*g*Cos[f]*Sin[gr] -
Sec[gr]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f]

+ fO*Sin[gr] -
pO*Sin[gr])*(D12*(-(rO*Cos[f]) -qO*Sin[f]) + 
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]))

acl5:=-(D13*lv) + rO + xv - Dll*(-pO + zv) - 
nv*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr]) - 
mv*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acll:=-(D13*lu) + xu - Dll*(qO + zu) -
nu*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr]) -
mu*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr])

acl 6: =-(D13*lp) + xp - Dll* (-vO + zp) - D12 
*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) -

D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]) - 
np*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mp*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acl7:=Dll*g*Cos[gr]*Sin[f] - D13*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f] )
- qO*Sin[f])*

(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr]
- pO*Sin[gr]) \

- Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr])*
(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) +

D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]))

acl8:=-(D13*lr) + vO + xr - Dll*zr +
D13*Sec[gr]*Sin[f]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]

*Sin[f] +
fO*Sin[gr] - pO*Sin[gr]) - 

Cos[f]*(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) +
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr])) 

*Tan[gr] -
nr*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mr*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr]) 

ac33:= -((-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*Tan[f]*Tan[gr] )

ac34:= -(Sec[f]*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*
(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr] - 

pO*Sin[gr]))
ac36:=-(Sec[f]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]))

ac37:= -(Sec[f]*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*
(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]))

o ^ Ω · =r— l ( — / f "F 1 \ _ ι τ> Γ f* 1 ^ Γ rf rl ^



acl2:=-(D13*lw) - qO + xw - Dll*zw -
nw*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mw*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acl3:=-(D13*lq) - wO + xq - Dll*(uO + zq) - 
D13*Cos[f]*Sec[gr]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + 

qO*Cos[gr]*Sin[f] +
fO*Sin[gr] - pO*Sin[gr]) - 

Sin[f]*(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) +
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]

*Sin[gr]))*Tan[gr] -
nq*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mq* (D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acl4:=-(g*Cos[gr]) + Dll*g*Cos[f]*Sin[gr] -
Sec[gr]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f]

+ fO*Sin[gr] -
pO*Sin[gr])*(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) + 
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]))

acl5:=-(D13*lv) + rO + xv - Dll*(-pO + zv) - 
nv*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mv*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acll:=-(D13*lu) + xu - Dll*(qO + zu) -
nu*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) -
mu*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acl6:=-(D13*lp) + xp - Dll*(-vO + zp) - D12 
*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) -

D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]) - 
np*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mp*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acl7:=Dll*g*Cos[gr]*Sin[f] - D13*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f])
- qO*Sin[f])*

(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr]
- pO*Sin[gr]) \

- Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr])*
(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) +

D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]))

acl8:=-(D13*lr) + vO + xr - Dll*zr +
D13*Sec[gr]*Sin[f]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr] 

*Sin[f] +
f0*Sin[gr] - pO*Sin[gr]) - 

Cos[f]*(D12*(-(rO*Cos[f]) -qO*Sin[f]) +
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr])) 

*Tan[gr] -
nr*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mr*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] ) 

ac33:= -((-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*Tan[f]*Tan[gr] )

ac34:- -(Sec[f]*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*
(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr] - 

pO*Sin[gr]))
ac36:=-(Sec[f]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]))

ac37:= -(Sec[f]*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*
(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr] ) )
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acl2:=-(D13*lw) - qO + xw - Dll*zw -
nw*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr]) - 
mw*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acl3:=-(D13*lq) - wO + xq - Dll*(uO + zq) - 
D13*Cos[f]*Sec[gr]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + 

qO*Cos[gr]*Sin[f] +
fO*Sin[gr] - pO*Sin[gr]) - 

Sin[f]*(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) +
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]

*Sin[gr]))*Tan[gr] -
nq*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mq*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr])

acl4:=-(g*Cos[gr]) + Dll*g*Cos[f]*Sin[gr] -
Sec[gr]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f]

+ fO*Sin[gr] -
pO*Sin[gr])*(D12*(-(rO*Cos[f]) -qO*Sin[f]) + 
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]))

acl5:=-(D13*lv) + rO + xv - Dll*(-pO + zv) - 
nv*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mv*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acll:=-(D13*lu) + xu - Dll*(qO + zu) -
nu*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr]) -
mu*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] )

acl6:=-(D13*lp) + xp - Dll*(-vO + zp) - D12 
*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) -

D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]) - 
np*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mp*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr])

acl7:=Dll*g*Cos[gr]*Sin[f] - D13*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f] )
- qO*Sin[f])*

(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr]
- pO*Sin[gr]) \

- Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr])*
(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) +

D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]))

acl8:=-(D13*lr) + vO + xr - Dll*zr +
D13*Sec[gr]*Sin[f]*(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]

*Sin[f] +
fO*Sin[gr] - pO*Sin[gr]) - 

Cos[f]*(D12*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]) +
D13*Sec[gr]*(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr])) 

*Tan[gr] -
nr*(D14 - D12*Sin[f] + D13*Cos[f]*Tan[gr] ) - 
mr*(D12*Cos[f] + D13*Sin[f]*Tan[gr] ) 

ac33:= -((-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*Tan[f]*Tan[gr] )

ac34:= -(Sec[f]*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*
(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr] - 

pO*Sin[gr]))
ac36:=-(Sec[f]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f]))

ac37:= -(Sec[f]*Sec[gr]*(-(rO*Cos[f]) - qO*Sin[f])*
(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]) )
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AC:={{acll/ acl2, acl3, acl4, acl5, acl6, acl7, acl8}.
{0, 0,

Oo o o 0, 0}, {0, 0, ac33, ac34 / o, ac36,
ac37, ac38},

{0, 0, ac43, o o 0, ac47, ac48},
{ac51, ac52, ac53. ac54, ac55, ac56, ac57, ac58} r
{0, 0, ac63, ac64, 0, ac66, ac67, ac68},
{0, 0, ac7 3, ac74. 0, 1, ac77, ac78}, {0, 0 / o,

O
V

o

0, 0, 0}}

PO: = {{P10,0,0,0},{0,P2 0,0,0},{0,0,P30,0},{0,0,0,P40}} 
H:={{1/(P10*(-J11 + s)), 0, 0, 0},

{0, 1/(P20*(-J26 - J22*s + sA2)), 0, 0},
{0, 0, 1/ (P30* (-J38 - J33*s + sA2)), 0},
{0, 0, 0, 1/(P4 0*(-J44 + s)) }}

18:=IdentityMatrix[8]

J44:=-15 
P40:=1/15 
J33:=-30 

J38:=-200 
P30:=1/200 
J33:=-30

Jll:=-10 
P10:=1/10 
J22:=-35 

J26:=-300 
P20:=1/300

J: = { {Jll, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, J22, 0, 0, 0, J26, 0,
0},

{0, 0, J33, 0, 0, 0, 0, J38}, {0, 0, 0, J44, 0, 0, 0, 0}}

ddd:=(-(p57*p75) + p55*p77)*(J11 - s)*(J44 - s)*(J26 + J22 
*s - εΛ2)*

(J38 + J33*s - sA2)

p57:=-acl5 
p75:=-ac51 
p55:=-acll + s 
p77:=-ac55 + s

COP:=(-(p57*p75) + p55*p77)
COP
COP

-8
-1.53783 10 + (0.0233902 + s) (0.106854 + s)
M:={{0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, Cos[f], 0, 0, 0,

-(rO*Cos [ f]) - qO*Sin[f], -Sin[f]},
{0, 0, Sin[f]*Tan[gr], Sec[gr]*

(rO*Cos[f]*Cos[gr] + qO*Cos[gr]*Sin[f] + fO*Sin[gr] - 
pO*Sin[gr]), 0, 1, Sec[gr]*

(qO*Cos[f]*Sin[gr] - rO*Sin[f]*Sin[gr]) , Cos[f]*Tan[gr]},
{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1}, {1,0, 0,0, 0,0, 0,0}, {0,0,0,1,0,0, 0,0

}/
{0, 0, 0,0,1,0,0,0}, {0, 0,0,0,0,0,1,0} }
FHAT:=J.M



W1[t_]:=0 /; t<0 
W1[t_]:=0 /; t>=0 
W2[t_]:=0 /; t<0 
W2[t_]:=0 /; t>=0 
W3[t_]:=0 /; t<0 
W3[t_] :=Pi/l80 /; t>=0 
W4[t_]:=0 /; t<0 
W4[t ]:=0 /; t>=0

XI[t] : = {ul[t] , wl[t],ql[t],thfl[t],vl[t],pi[t],fil[t],rl[t] } 
XXI[t]:=(AC+DELTA.FHAT).XI[t]+DELTA.Inverse[P0].{{Wl[t]}
/(W2[t]},{W3[t]},{W4[t]}} 
eqonel:=ul'[t]=={1,0,0,0,0,0,0,0}.XXI[t] 
eqtwol :=wl'[t] =={0,1,0, 0,0,0, 0,0}. XX1 [ t ] 
eqthreel : -ql' [t] =={0,0,17 0,0,0,0,0} .XXI [t] 
eqfourl :=thfl' [t] =={0,0,0, 1,0, 0,0,0}. XXI [t] 
eqfivel :=vl' [t]=={0,0,0/0,l,0,0,0}.XXl[t] 
eqsixl:=pl'[t]=={0,0,0,0,0,1,0,0}.XXI[t] 
eqsevenl:=fil'[t]=={0,0,0,0,0,0,1,0}.XXI[t] 
eqeightl:=rl'[t]=={0,0,0/0,0,0,0,1}.XXI[t]

solonel:=NDSolve[{eqonel,eqtwol,eqthreel, eqfourl, eqfivel, 
eqsixl,eqsevenl,eqeightl,ul[0]==0,wl[0]==0,ql[0]==0, 
thfl[0]==0,vl[0]==0,pl[0]==0,fil[0]==0,rl[0]==0},
{ul[t] , wl[t],ql[t],thfl[t],vl[t],pl[t],fil[t] , rl[t] },
{t,0,150}]



FHAT:=J.M 
F:=FHAT-CCC.A
X [ t] : = {u[t] ,w[t] , q [ t ] , thf [t] ,v[t]/p[t],fi[t],r[t]}
U: = { {W1 [t ] }, {W2 [t ] }, {W3 [ t ] }, {W4 [ t ] }}
K1:=DELTA.F.X[t]
K2:=DELTA.Inverse[PO] .U

eqone:=u'[t]==xu u[t]+(xw-qO) w[t]+(xq-wO) q[t]+(xv+rO) 
v[t]+xp p [t] +
(xr+νθ) r[t]-g Sin[thf[t]] Cos[gr]-g Sin[gr] Cos[thf[t]]+g 
Sin[gr]+Kl[[1]]+K2 [ [1] ]

eqtwo:=w'[t]==(zu+qO) u[t]+zw w[t]+(zq+uO) q[t]+(zv-pO) v[t]+ 
(zp-νθ) p[t]+zr r[t]+g Cos[thf[t]] Cos[gr] Cos[f] Cos[fi[t]]- 
g Cos[thf[t]] Cos[gr] Sin[f] Sin[fi[t]]-
g Sin[thf[t]] Sin[gr] Cos[f] Cos[fi[t]]+
g Sin[thf[t]] Sin[gr] Sin[f] Sin[fi[t]]-g Cos[gr]
Cos[f]+K1[[2]]+K2[[2]]

eqthree:=q'[t]==mu u[t]+mw w[t]+mq q[t]+mv v[t]+mp 
p[t]+mr r[t]+K1[[3]]+K2[[3]]

eqfour:=thf'[t]==q0 (Cos[fi[t]] Cos[f]-Sin[fi[t]]

Sin[f]-Cos[f])+
q[t] (Cos[fi[t]] Cos[f]-Sin[fi[t]] Sin[f])+ 
rO (Sin[f]-Sin[f] Cos[fi[t]]-Sin[fi[t]] Cos[f])+ 
r[t] (-Sin[f] Cos[fi[t]]-Sin[fi[t]] Cos[f])+K1[[4]]+K2[[4]] 
eqfive:=v'[t]==(yu-rO) u[t]+(yw+pO) w[t]+yq q[t]+yv v[t]+ 
(yp+wO) p[t]+
(yr-uO) r[t]+g Cos[thf[t]] Cos[gr] Sin[f] Cos[fi[t]]+ 
g Cos[thf[t]] Cos[gr] Sin[fi[t]] Cos[f]~ 
g Sin[thf[t]] Sin[gr] Sin[f] Cos[fi[t]]-
g Sin[thf[t]] Sin[gr] Sin[fi[t]] Cos[f]-g Cos[gr] Sin[f]+ 
Kl[[5]]+K2[[5]]

eqsix:=p'[t]==lu u[t]+lw w[t]+lq q[t]+lv v[t] +lp p[t] + 
lr r[t]+Kl[[6]]+K2[[6]]

eqseven:=fi'[t]==p[t]+q[t] (Sin[f] Cos[fi[t]] Sin[thf[t]] 
Cos[ gr ] +

+Sin[f] Cos[fi[t]] Sin[gr] Cos[thf[t]]+
+Sin[fi[t]] Cos[f] Sin[thf[t]] Cos[gr]+
Sin[fi[t]] Cos[f] Sin[gr] Cos[thf[t]])/(Cos[thf[t]] Cos[gr] 
-Sin[thf[t]] Sin[gr])+
r[t](Cos[fi[t]] Cos[f] Sin[thf[t]] Cos[gr]+Cos[fi[t]]
Cos[f] Sin[gr] Cos[thf[t]]-
Sin[fi[t]] Sin[f] Sin[thf[t]] Cos[gr]-Sin[fi[t]] Sin[f] 
Sin[gr] Cos[thf[t]])/
(Cos[thf[t]] Cos[gr]-Sin[thf[t]] Sin[gr])+
+f0 (Sin[thf[t]] Sin[gr]+Cos[gr]-Cos[thf[t]] Cos[gr])/ 
(Cos[thf[t]] Cos[gr]-Sin[thf[t]] Sin[gr])+
+p0 (Cos[thf[t]] Cos[gr]-Sin[thf[t]] Sin[gr]-Cos[gr])/ 
(Cos[thf[t]] Cos[gr]-Sin[thf[t]] Sin[gr])+
+qO(Sin[f] Cos[fi[t]] Sin[thf[t]] Cos[gr]+Sin[f]
Cos[fi[t]] Sin[gr] Cos[thf[t]]+
Sin[fi[t]] Cos[f] Sin[thf[t]] Cos[gr]+Sin[fi[t]]
Cos[f] Sin[gr] Cos[thf[t]]-
Sin[f] Sin[gr])/(Cos[thf[t]] Cos[gr]-Sin[thf[t]]
Sin[gr])+
+r0 (Cos[fi[t]] Cos[f] Sin[thf[t]] Cos[gr]+Cos[fi[t]]
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U: = {{W1[t] }, {W2[t] } , {W3[t] }, {W4[t] }} 
GU: =G . U
UU1:=F.X1[t]+GU 
UU:=F.X[t]+GU

UL3:=Plot[Evaluate[{ul[t]/.solone1},{t, 0,3 },PlotRange->
All, Plotstyle->Dashing[{.01}],AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]] 
UNL3:=Plot[Evaluate[{u[t]/.solone},{t,0,3},
PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]] 
figu3:=Show[UL3,UNL3]

UL150:=Plot[Evaluate[[ul[t]/ .solone1},{t,0,150}
, Plotstyle->Dashing[{.01}],AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]] 
UNL150:=Plot[Evaluate[[u[t]/.solone},{t,0,150}
,AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]] 
figul50:=Show[UL150,UNL150]

WL3:=Plot[Evaluate[{wl[t]/.solone1}, {t, 0, 3},
PlotRange->All,Plotstyle->Dashing[{.01}],AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]' 
WNL3:=Plot[Evaluate[{w[t]/.solone}, {t, 0, 3},
PlotRange->A11,AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]] 
figw3:=Show[WL3,WNL3]

QL3:=Plot[Evaluate[{ql[t]/.solone1},{t,0,3}, 
PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01} ] , 
AxesLabel->{"time (sec)","rad/sec"} ] ]
QNL3:=Plot[Evaluate[{q[t]/.solone}, {t,0, 3},
PlotRange->A11,AxesLabel->{"time (sec)","rad/sec"}]] 
figq3:=Show[QL3,QNL3]

THFL3:=Plot[Evaluate[{thf1[t]/.solone1},{t,0,3}
,PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01} ] , 
AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]]
THFNL3:=Plot[Evaluate[{thf[t]/.solone},{t,0,3}
, PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figthf3:=Show[THFL3,THFNL3]

VL3:=Plot[Evaluate[{vl[t]/.solone1}, {t,0,3}
,PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01} ]
,AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]]
VNL3:=Plot[Evaluate[{v[t]/.solone},{t, 0, 3}
,PlotRange->A11,AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]] 
figv3:=Show[VL3,VNL3]



VL150:=Plot[Evaluate[{vl[t]/.solonel},{t,0,150}
,PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01}]
,AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]]
VNL150:-Plot[Evaluate[{v[t]/.solone},{t,0,150},
PlotRange->A11,AxesLabel->{"time (sec)","m/sec"}]] 
figvl50:-Show[VL150,VNL150]

PL3:=Plot[Evaluate[[pi[t]/.solonel},{t,0,3}, 
PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01}] , 
AxesLabel->{"time (sec)","rad/sec"}]]
PNL3:=Plot[Evaluate[{p[t]/.solone},{t, 0, 3}, 
PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad/sec"}]] 
figp3:=Show[PL3,PNL3]

FIL3:=Plot[Evaluate[{fil[t]/.solonel}, {t,0,3}
, PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01} ]
,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]]
FINL3:=Plot[Evaluate[{fi[t]/.solone},
{t, 0, 3}, PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figfi3:=Show[FIL3,FINL3]

RL3:=Plot[Evaluate[{rl[t]/.solonel},{t,0, 3},
PlotRange->A11,PlotStyle->Dashing[{.01} ] ,
AxesLabel->{"time (sec)","rad/sec"} ] ]
RNL3:=Plot[Evaluate[{r[t]/.solone},{t, 0,3}
,PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad/sec"}]] 
figr3:=Show[RL3,RNL3]

U2L3:=Plot[Evaluate[[UU[[2]]/.solone},{t,0,3}
,PlotRange->A11,Plotstyle->Dashing[{.01} ]
,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]]
U2NL3:=Plot[Evaluate[[UUf[[2]]/.so1four},
{t, 0,3},PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figu23:=Show[U2L3,U2NL3]

UU1L3:=Plot[Evaluate[[UU1[[1]]/.solonel}, [t, 0, 3}
,PlotRange->All, PlotStyle->Dashing[{.01} ]
, AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]]
UU1NL3:=Plot[Evaluate[[UU[[1]]/.solone},
{t, 0, 3}, PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figul3:=Show[UU1L3,UU1NL3]



UU1L150:=Plot[Evaluate[{UU1[[!]]/.solonel}, {t,0,150}
, PlotStyle->Dashing[{.01}],AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
UU1NL150:=Plot[Evaluate[(UU[[1]]/.solone},{t,0,150}
,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figul150:=Show[UU1L150,UU1NL150]

UU2L3:=Plot[Evaluate[[UU1[[2]]/.solonel},[t,0,3}
,PlotRange->All,Plotstyle->Dashing[{.01} ] , 
AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]]
UU2NL3:=Plot[Evaluate[{UU[[2]]/.solone}, {t,0,3}
,PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figu23:=Show[UU2L3,UU2NL3]

UU2L150:=Plot[Evaluate[[UU1[[2]]/.solonel}
, {t, 0, 150},PlotRange->A11,PlotStyle->Dashing[{.01}] , 
AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]]
UU2NL150:=Plot[Evaluate[[UU[[2]]/.solone},{t,0,150}
,PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figu2150:=Show[UU2L150,UU2NL150]

UU3L3:=Plot[Evaluate[[UU1[[3]]/.solonel}, {t,0,3}, 
PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01} ]
,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]]
UU3NL3:=Plot[Evaluate[{UU[[3]]/.solone}
, {t, 0,3},PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figu33:=Show[UU3L3,UU3NL3]



UU3L150:=Plot[Evaluate[{UU1[[3]]/.solonel},{t,0, 150}
,PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01} ] ,
AxesLabel->{"time (sec)","rad"}] ]
UU3NL150:=Plot[Evaluate[{UU[[3]]/.solone},
{t, 0, 150}, PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figu3150:=Show[UU3L150,UU3NL150]

UU4L3:=Plot[Evaluate[[UU1[[4]]/.solonel}, {t, 0,3}, 
PlotRange->All,PlotStyle->Dashing[{.01} ] ,
AxesLabel->{"time (sec)", "rad"}] ]
UU4NL3:=Plot[Evaluate[{UU[[4]]/.solone},
{t, 0, 3}, PlotRange->All,AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figu4 3:=Show[UU4L3,UU4NL3]

UU4L150:=Plot[Evaluate[{UU1[[4]]/.solonel},
{t, 0, 150}, PlotRange->All,Plotstyle->Dashing[{.01}] , 
AxesLabel->{"time (sec)","rad"}]]
UU4NL150:=Plot[Evaluate[[UU[[4]]/.solone}, {t, 0, 150} 
,PlotRange->All, Ax esLabel->{"time (sec)","rad"}]] 
figu4150:=Show[UU4L150,UU4NL150]


