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Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή

Σε δοχεία μερικώς γεμάτα, η ελεύθερη επιφάνεια των υγρών, μπορεί να 

υποστεί ένα ευρύ φάσμα κινήσεων ανάλογα με τον τύπο της διαταραχής και το σχήμα 

του δοχείου. Στις κινήσεις αυτές περιλαμβάνονται η απλή επίπεδη κίνηση, η μη 

επίπεδη, η περιστροφική, η συμμετρική η ασύμμετρη, η ημι-περιοδική και η χαοτική. 

Έτσι όταν αλληλεπιδρά η ελεύθερη επιφάνεια με το ελαστικό δοχείο στο οποίο 

περιέχεται το υγρό ή με την κατασκευή στήριξής του, μπορεί να επιδείξει 

συναρπαστικούς τύπους κίνησης, ανάλογους με τη μορφή της ανταλλαγής ενέργειας 

ανάμεσα στα αλληλεπιδρώντα μέρη. Κάθε κίνηση της ελεύθερης επιφάνειας του 

υγρού στο εσωτερικό του δοχείου που το περιέχει περιγράφεται με τον όρο 

κυματισμός.

Η κίνηση του ρευστού στο εσωτερικό της δεξαμενής του, έχει έναν άπειρο 

αριθμό φυσικών συχνοτήτων, ωστόσο είναι πιθανότερο ότι οι χαμηλότεροι όροι είναι 

αυτοί που προκαλούνται από την εξωτερική διέγερση. Οι περισσότερες μελέτες έχουν 

επικεντρωθεί στην έρευνα των εξαναγκασμένων αρμονικών ταλαντώσεων κοντά 

στην χαμηλότερη φυσική συχνότητα που προβλέπεται από τις γραμμικές εξισώσεις 

του πεδίου των ρευστών. Η γραμμική επίλυση, άλλωστε, είναι αυτή που θα μας 

απασχολήσει στη συγκεκριμένη εργασία.

Οι δεξαμενές υγρών αποτελούν κύρια συνιστώσα σε έναν αριθμό δυναμικών 

συστημάτων, όπως διαστημικά οχήματα, βυτιοφόρα οχήματα, μεταφορικά οχήματα 

υγρού αερίου και πύργοι ανύψωσης νερού. Η δυναμική συμπεριφορά των 

συστημάτων αυτών επηρεάζεται πολύ από την δυναμική της ελεύθερης επιφάνειας 

του υγρού. Αυτοί οι παράμετροι έχουν άμεση επιρροή στη δυναμική σταθερότητα και 

απόδοση των κινούμενων δεξαμενών.
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Το πρόβλημα της δυναμικής του κυματισμού σε υγρά, απασχολεί επίσης τους 

μηχανικούς και τους σεισμολόγους, κατά την μελέτη των επιδράσεων του σεισμού σε 

μεγάλα φράγματα, δεξαμενές πετρελαίου, ρεζερβουάρ νερού και πύργους ανύψωσης 

νερού. Το πρόβλημα αυτό είναι επίσης σημαντικό για τους μηχανικούς, που 

εμπλέκονται στο σχεδίασμά και την ανάπτυξη αεροσκαφών μεγάλων ταχυτήτων και 

μεγάλων πυραύλων. Σε επίπεδο μηδενικής βαρύτητας ο όγκος του υγρού παίρνει ένα 

σχεδόν αυθαίρετο προσανατολισμό και δημιουργεί πρόβλημα στο χειρισμό και τη 

συμπεριφορά της ροής του υγρού.

Ο κυματισμός των υγρών σε κινούμενα δοχεία δημιουργεί μεγάλη ποικιλία 

προβλημάτων πρακτικής ασφάλειας, που αφορούν τα βυτιοφόρα οχήματα σε 

αυτοκινητόδρομους, και τα δεξαμενόπλοια με υγρό φορτίο. Αυτό είναι ένα δύσκολο 

μαθηματικό πρόβλημα για να επιλυθεί αναλυτικά καθώς οι δυναμικές συνοριακές 

συνθήκες στην ελεύθερη επιφάνεια είναι μη γραμμικές και η θέση της ελεύθερης 

επιφάνειας ποικίλει με το χρόνο κατά τρόπο που δεν είναι γνωστός εκ των προτέρων.

Οι αναλυτικές λύσεις για το πρόβλημα του κυματισμού είναι δυνατό να 

εξαχθούν για δεξαμενές κανονικού γεωμετρικού σχήματος, όπως είναι οι ορθογώνιες 

και οι κυλινδρικές. Η φύση της δυναμικής του κυματισμού σε κυλινδρικές δεξαμενές 

είναι περισσότερο κατανοητή απ’ ότι σε πρισματικές δεξαμενές. Ωστόσο αναλυτικές 

τεχνικές για την πρόβλεψη του κυματισμού μεγάλου πλάτους δεν έχουν ακόμα 

αναπτυχθεί πλήρως. Τέτοια φορτία είναι ιδιαιτέρως σημαντικά κατά το στάδιο του 

σχεδιασμού της κατασκευής στήριξης και των εσιοτερικών εξαρτημάτων των 

οχημάτων που φέρουν δεξαμενές. Επιπρόσθετα, αρκετές από τις τεχνολογίες του 

κυματισμού που αναπτύχθηκαν για διαστημικές εφαρμογές δεν είναι εφαρμόσιμες σε 

δεξαμενές βυτιοφόρων οχημάτων. Αυτό συμβαίνει γιατί έχει δοθεί μεγαλύτερη 

έμφαση στις συχνότητες και στις συνολικές δυνάμεις όταν αυτές σχετίζονται με
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απαιτήσεις σε συστήματα ελέγχου. Αναλόγως, οι επιδράσεις του τοπικού μέγιστου 

της πίεσης στις κατασκευαστικές απαιτήσεις δεν έχουν μελετηθεί σε κάποιο βαθμό. 

Επιπλέον, τα πλάτη της διέγερσης που λαμβάνονται υπόψη σε διαστημικές 

εφαρμογές είναι πολύ μικρά για εξομοίωση με τα οχήματα για δρόμο. Για την 

αποφυγή δημιουργίας καταστροφικού κυματισμού στα διαστημικά οχήματα, οι 

συχνότητες των συστημάτων ελέγχου, οι συχνότητες της ελαστικής κατασκευής του 

οχήματος και οι συχνότητες του κυματισμού του ρευστού πρέπει να είναι πλήρως και 

ευρέως διαχωρίσιμες.

Τα φαινόμενα του κυματισμού της ελεύθερης επιφάνειας υγρών σε 

ορθογώνιες δεξαμενές, μπορούν συνήθως να περιγραφούν, λαμβάνοντας υπόψη μόνο 

τη ροή του ρευστού στις δύο διαστάσεις. Γενικώς, η υδροδυναμική πίεση των 

ρευστών σε κινούμενα άκαμπτα δοχεία περιλαμβάνει δύο διακριτές συνιστώσες. Η 

μία είναι άμεσα συσχετισμένη με την επιτάχυνση της δεξαμενής και προκαλείται από 

το μέρος του υγρού που κινείται με την ταχύτητα της δεξαμενής. Η δεύτερη είναι 

γνωστή ως επαγωγική πίεση και αντιπροσωπεύει την κίνηση της ελεύθερης 

επιφάνειας του υγρού. Μηχανικά μοντέλα όπως αυτό του ελατηρίου μάζας ή 

εκκρεμών συστημάτων μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να περιγράφουν το μέρος 

του κυματισμού.

Ιδιαίτερη αναφορά για το πρόβλημα του κυματισμού της ελεύθερης 

επιφάνειας υπάρχει και στον Ευρωκώδικα 8 (European prestandard ) ο οποίος αφορά 

το σχεδίασμά των κατασκευών έναντι σεισμού. Περιέχει έναν αριθμό διατάξεων για 

τον σχεδίασμά κτιρίων και άλλων δομικών έργων, όπως το σχεδίασμά αποθηκευτικών 

δεξαμενών διαφόρων τύπων. Η αντοχή και η ευστάθεια των δεξαμενών που 

υπόκεινται σε έντονη σεισμική δραστηριότητα μπορεί να εξαρτάται από σύνθετα
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φαινόμενα αλληλεπίδρασης εδάφους- κατασκευής - ρευστού, τα οποία δεν είναι 

εύκολο να απλοποιηθούν για τις διαδικασίες σχεδιασμού.

Μία εύχρηστη μέθοδος, που βασίζεται στη λύση των υδροδυναμικών 

εξισώσεων με τις κατάλληλες συνοριακές συνθήκες, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τη 

δομική επάρκεια του συστήματος της δεξαμενής υπό τη σεισμική δράση σχεδιασμού. 

Συγκεκριμένα η ανάλυση πρέπει να υπολογίζει τα ακόλουθα μεγέθη όπου απαιτείται: 

•Τις επαγωγικές και ωστικές συνιστώσες κίνησης του ρευστού 

• Την παραμόρφωση στο κέλυφος της δεξαμενής, όταν αυτή βρίσκεται υπό την 

επίδραση υδροδυναμικών πιέσεων, και τις πιθανές αλληλεπιδράσεις με την 

ωστική συνιστώσα.

•Την παραμορφωσιμότητα του εδάφους θεμελίωσης και την προκύπτουσα 

τροποποίηση της αντίδρασης.

Ακόμη, σύμφωνα με τον Ευρωκώδικα, μπορούν να χρησιμοποιηθούν συσκευές 

απόσβεσης (dampers) ώστε να μειωθεί ο κυματισμός. Για τον ίδιο λόγο μπορεί να 

χρησιμοποιηθούν κάθετα χωρίσματα τα οποία μπορούν να εισαχθούν στο εσωτερικό 

των δεξαμενών.

Μία αυστηρή ανάλυση του φαινομένου της δυναμικής αλληλεπίδρασης 

ανάμεσα στο κινούμενο και το περιεχόμενο ρευστό, της παραμόρφωσης των 

τοιχωμάτων της δεξαμενής, και του εδάφους θεμελίωσης συμπεριλαμβανομένου ενός 

πιθανού ανασηκώματος (σε δεξαμενές απλά εδραζόμενες), είναι ένα πρόβλημα 

σημαντικής αναλυτικής δυσκολίας, που συνήθως απαιτεί προχωρημένα υπολογιστικά 

μέσα και αρκετή προγραμματιστική προσπάθεια. Παρόλο που οι λύσεις στις πιο 

απλές περιπτώσεις σεισμικής απόκρισης δεξαμενών είναι γνωστές από τις αρχές της 

δεκαετίας του ‘70, η πρόοδος στη συμπεριφορά των πιο πολύπλοκων περιπτώσεων 

συνεχίζεται μέχρι το παρόν και είναι ακόμα αντικείμενο έρευνας.
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Η δυναμική του κυματισμού των υγρών περιλαμβάνει επίσης ένα μεγάλο 

φάσμα προβλημάτων αεροναυπηγικής, που εξαρτώνται από τον τύπο της εφαρμογής, 

της διέγερσης, το πεδίο βαρύτητας και πολλούς άλλους παράγοντες. Αναμφισβήτητα 

η διαστημική τεχνολογία έχει προωθήσει τις ερευνητικές ενέργειες σε πολλά 

προβλήματα που σχετίζονται με τον κυμάτισμά σε υγρά και η ειδική μονογραφία της 

NASA που εκδόθηκε από τον Abramson [1] τεκμηριώνει τέτοιου είδους προβλήματα. 

Ωστόσο δεν αναφέρεται σε άλλα θέματα που σχετίζονται με δεξαμενές βυτιοφόρων 

οχημάτων, πλοία που μεταφέρουν υγροποιημένο φυσικό αέριο, αποθηκευτικές 

δεξαμενές υγρών και αριθμητικές τεχνικές.

Πολλές πρόωρες προσπάθειες, έχουν γίνει κατά το παρελθόν όσον αφορά τους 

κυματισμούς υγρών σε ταλαντευόμενα δοχεία [2-48]. Η θεμελιώδης θεωρία του 

κυματισμού της επιφάνειας των υγρών τεκμηριώνεται σε πολλές αναφορές [49-53]. 

Επίσης έχουν γραφεί και πιο πρόσφατες αναφορές για το θέμα αυτό [54-60].

Η θεωρία της δυναμικής του κυματισμού υγρών σε μερικώς γεμάτα δοχεία 

βασίζεται στην ανάπτυξη των εξισώσεων του πεδίου ροής. Το πρόβλημα συνοριακών 

τιμών μπορεί να επιλυθεί είτε για ανάλυση όρων είτε για την δυναμική απόκριση των 

χαρακτηριστικών στις εξωτερικές διεγέρσεις. Διάφορες αναλυτικές διατυπώσεις 

έχουν αναπτυχθεί [61-80], Η μελέτη της δυναμικής του κυματισμού των υγρών σε 

μεγάλες δεξαμενές υγρών έχει επιτευχθεί με τη χρήση μικρών μοντέλων εξομοίωσης. 

Ο σχεδιασμός των εξομοιωτικών πειραμάτων περιέχεται σε πολλές αναφορές [81-91],

Οι γενικές εξισώσεις κίνησης για ένα ρευστό σε κλειστά δοχεία μπορούν να 

απλοποιηθούν υποθέτοντας ότι το δοχείο είναι άκαμπτο και στεγανό, ότι το ρευστό 

δεν είναι παχύρρευστο και ότι αρχικά δεν περιστρέφεται. Τα τριχοειδή φαινόμενα και 

οι επιδράσεις της επιφανειακής τάσης μπορούν να αγνοηθούν για ένα βαρυτικό πεδίο. 

Για μη περιστροφική κίνηση του ρευστού υπάρχει μια συνάρτηση δυναμικού της
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ταχύτητας Φ, της οποίας η αρνητική κλίση δίνει την ταχύτητα του ρευστού U = - VO . 

Η συνάρτηση του δυναμικού πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση Laplace ν2Φ = 0 .Η 

συνολική λύση της εξίσωσης αυτής πρέπει να ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες 

του προβλήματος. Οι συνθήκες αυτές είναι οι εξής

> Στα υγρά τοιχώματα και στον πυθμένα της δεξαμενής, η συνιστώσα της 

ταχύτητας κάθετα στα σύνορα πρέπει να εξαφανίζεται.

> Στην ελεύθερη επιφάνεια, η πίεση είναι μηδέν και δίνει την δυναμική συνθήκη 

της ελεύθερης επιφάνειας.

> Η κάθετη ταχύτητα ενός μορίου του ρευστού που βρίσκεται στην περιοχή της 

ελεύθερης επιφάνειας, πρέπει να ισούται με την ταχύτητα της ελεύθερης 

επιφάνειας. Αυτή η συνθήκη είναι γνωστή σαν κινηματική συνθήκη της 

ελεύθερης επιφάνειας.

Σκοπός της συγκεκριμένης διπλωματικής εργασίας είναι η μελέτη του 

προβλήματος του κυματισμού, σε μία δεξαμενή ορθογωνικής διατομής, η οποία 

υπόκειται σε οριζόντια εξωτερική διέγερση. Η υπολογιστική επίλυση του 

προβλήματος γίνεται με τη χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων, ενώ ο 

κώδικας που χρησιμοποιείται είναι γραμμένος σε Fortran. Επίσης το πρόβλημα 

επιλύεται και αναλυτικά με τη μέθοδο διαχωρισμού των μεταβλητών και οι λύσεις 

που προκύπτουν συγκρίνονται με αυτές της υπολογιστικής επίλυσης.

Στη συνέχεια παρατίθεται η δομή των υπόλοιπων κεφαλαίων. Στο επόμενο 

κεφάλαιο γίνεται μια σύντομη βιβλιογραφική ανασκόπηση, όσον αφορά το πρόβλημα 

του κυματισμού. Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται το πρόβλημα των ιδιοτιμών για 

ορθογωνική δεξαμενή. Πιο συγκεκριμένα στην παράγραφο 3.1 γίνεται η διατύπωση 

του προβλήματος και στην 3.2 η επίλυσή του. Το τέταρτο κεφάλαιο περιέχει την 

αναλυτική λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών. Έτσι στην παράγραφο 4.1
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γίνεται η διατύπωση του πλήρους προβλήματος, στην παράγραφο 4.2 παρουσιάζεται 

η επίλυση του προβλήματος ομοιόμορφης κίνησης, στην παράγραφο 4.3 η επίλυση 

του προβλήματος του κυματισμού και στην 4.4 υπολογίζονται οι πιέσεις και οι 

δυνάμεις. Στο πέμπτο κεφάλαιο περιέχεται η υπολογιστική λύση του προβλήματος, 

με τη χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων. Μετά από μία σύντομη 

εισαγωγή που περιέχεται στην παράγραφο 5.1 και αφορά στο συνδυασμό της 

μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων με το πρόβλημα του κυματισμού, ακολουθεί 

στη δεύτερη παράγραφο η διατύπωση και η επίλυση του προβλήματος. Στο έκτο 

κεφάλαιο παραθέτουμε τα αποτελέσματα του προβλήματος των ιδιοτιμών, της 

αναλυτικής λύσης και της υπολογιστικής λύσης, ενώ γίνεται και ένας συγκριτικός 

σχολιασμός. Τέλος ακολουθεί το έβδομο κεφάλαιο όπου παρουσιάζονται συνοπτικά 

τα συμπεράσματα που προκύπτουν από την παραπάνω μελέτη του συγκεκριμένου 

προβλήματος.
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Κεφάλαιο 2: Βιβλιογραφική ανασκόπηση

Τα προβλήματα αλληλεπίδρασης ρευστού κατασκευής, τα οποία μπορούν να 

κατηγοριοποιηθούν σε διάφορους τύπους, έχουν αποσπάσει την προσοχή των 

μηχανικών εξαιτίας των πολλαπλών πρακτικών εφαρμογών τους. Ο κυματισμός των 

υγρών σε ταλαντευόμενα δοχεία, αποτελεί ένα τέτοιου είδους πρόβλημα, το οποίο 

έχει απασχολήσει πολλούς ερευνητές από πολύ νωρίς. Στη συνέχεια παρατίθεται μια 

σύντομη βιβλιογραφική ανασκόπηση που αφορά το πρόβλημα αυτό.

Οι εξισώσεις κίνησης ενός υγρού σε μια άκαμπτη ορθογώνια δεξαμενή 

ομοιόμορφου βάθους και με γραμμικοποιημένες οριακές συνθήκες έχουν δοθεί από 

το Rayleigh [92] και τον Lamb [93]. Η λύση της εξίσωσης Laplace χρησιμοποιώντας 

τη μέθοδο του διαχωρισμού των μεταβλητών, είναι κάπως πιο ανίσχυρη για 

περιπτώσεις όπου το βάθος του υγρού είναι μεταβλητό. Ο Ehrlich [94] έλαβε 

ορισμένες ακριβείς λύσεις για το πρόβλημα των συνοριακών τιμών του κυματισμού 

των υγρών, ενώ ο Harper [95] έλυσε το πρόβλημα για κωνικές δεξαμενές. 

Προκειμένου να εξαχθούν ποιοτικές πληροφορίες, φαίνεται λογικό να εισάγουμε μία 

προσέγγιση στις εξισώσεις της ελεύθερης επιφάνειας. Υπάρχουν κάποιες μέθοδοι που 

χρησιμοποιούνται για την επεξεργασία του πλάτους της ταλάντωσης της ελεύθερης 

επιφάνειας, σε ορθογώνιες και κυλινδρικές δεξαμενές. Οι τρεις κυριότερες από αυτές 

συνοψίζονται παρακάτω.

Οι μορφές της ελεύθερης επιφάνειας για αξονοσυμμετρικές δεξαμενές 

καθορίστηκαν από τον Moissev [34], Σύμφωνα με τη θεωρία του Moissev 

δημιουργούνται συνήθεις όροι συναρτήσεων μέσω της ολοκλήρωσης των εξισώσεων 

με τη χρήση συναρτήσεων Green δεύτερου είδους.

Οι Penny και Price [97] πραγματοποίησαν μια επιτυχημένη προσέγγιση όπου 

η συνάρτηση του δυναμικού εκφράσθηκε σε σειρές Fourier στο χώρο, όπου οι
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συντελεστές είναι συναρτήσεις του χρόνου. Αυτοί οι συντελεστές προσεγγίστηκαν 

επίσης με σειρές Fourier. Η λύση που πρόκυψε δινόταν από διπλές σειρές Fourier στο 

χρόνο και το χώρο.

Η θεωρία του Hutton [98] προσέγγισε τις δυναμικές και κινηματικές 

εξισώσεις με σειρές Taylor για μια στάσιμη θέση της επιφάνειας.

Βασιζόμενοι στη δισδιάστατη ανάλυση της κίνησης του ρευστού σε 

ορθογώνιες δεξαμενές, παρατηρούμε ότι η φυσική συχνότητα εξαρτάται βασικά από 

το πηλίκο του βάθους του υγρού προς το πλάτος της δεξαμενής. Η επίδραση του 

βάθους του υγρού ελαττώνεται καθώς η τάξη του όρου αυξάνεται. Οι Graham και 

Rodriguez [99] έλυσαν το τρις-διάστατο δυναμικό της ταχύτητας, για το οποίο η 

φυσική συχνότητα εξαρτάται από τις τρεις κύριες διαστάσεις του ρευστού. Ο Ghali 

[100] καθόρισε τη μη γραμμική εξάρτηση των φυσικών συχνοτήτων από το πλάτος 

του κυματισμού. Η θεμελιώδης φυσική συχνότητα σε μια ορθογώνια δεξαμενή 

μετρήθηκε πειραματικά από τον Addigton [101] και τα πειραματικά αποτελέσματα 

είχαν ακρίβεια 5 % σε σχέση με τις αναλυτικές τιμές. Κατά το πείραμα αυτό 

εξετάσθηκε επίσης η επίδραση των κυματισμών στις φυσικές συχνότητες και 

προτάθηκε ότι οι κυματισμοί πρέπει να τοποθετούνται σε μια περιοχή μέγιστης 

ταχύτητας, όπως και ότι τα κύματα της επιφάνειας είναι παγιδευμένα αλλά 

επιτρέπουν την απώλεια ενέργειας σε όσο το δυνατό μικρότερο βάθος. Η επιρροή της 

απόσβεσης στη φυσική συχνότητα μελετήθηκε πειραματικά από τον Ghali [99] και 

βρέθηκε ότι για μεγαλύτερες τιμές του ιξώδους (κινηματικό ιξώδες ν = 2,5 poise ) η 

συχνότητα συντονισμού είναι ελαφρώς υψηλότερη από την προβλεπόμενη τιμή για 

ένα ιδανικό υγρό.
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Η δυναμική συμπεριφορά της ελεύθερης επιφάνειας του υγρού εξαρτάται από 

το είδος της διέγερσης και τη συχνότητα του περιεχομένου. Στη διαδικασία του 

σχεδιασμού είναι σημαντικό να διατηρείται το υγρό κοντά στις φυσικές συχνότητες 

και μακριά από όλες τις κανονικές και μη γραμμικές συνθήκες συντονισμού. Η 

διέγερση μπορεί να είναι αυθόρμητη, ημιτονοειδής, περιοδική ή τυχαία. Ο 

προσανατολισμός του υγρού με βάση τη δεξαμενή μπορεί να είναι πλάγιος, 

παραμετρικός ή κυλινδρικός ή ένας συνδυασμός αυτών. Κάτω από εξαναγκασμένη 

διέγερση, είναι σημαντικό να καθοριστούν τα δυναμικά φορτία του κυματισμού του 

υγρού που ενεργούν στο δοχείο και η φάση τους σε σχέση με τη διέγερση.

Μια συμμετρική λύση της κίνησης του υγρού σε δεξαμενές αυθαίρετου 

σχήματος που υπόκεινται σε μικρές οριζόντιες ταλαντώσεις και τραντάγματα 

αναπτύχθηκε στο παρελθόν από τον Trembath [101] και Chu [102], Η λύση δόθηκε 

σε ολοκληρωτικούς όρους, οι οποίοι μπορούσαν να υπολογιστούν είτε αλγεβρικά είτε 

αριθμητικά ανάλογα με το εκάστοτε πρόβλημα. Η μη γραμμική κίνηση του υγρού σε 

αυθαίρετα αξονο- συμμετρικά δοχεία, σε κυλινδρικά δοχεία και σε ορθογώνιες 

δεξαμενές με πλάγιες διεγέρσεις μελετήθηκε από τους Kimura και Osashi [103], 

Kimura et al [104-107], και Liu και Huang [108]. Αναλύθηκε ακόμη και ο μη 

γραμμικός κυματισμός με εσωτερική και εξωτερική ροή σε μια ορθογώνια δεξαμενή 

που υπόκειται σε οριζόντια αρμονική διέγερση από τον Machida et al[ 109]. Εκτός 

αυτών έχει εξετασθεί και η μη γραμμική ανύψωση της επιφάνειας του υγρού σε μια 

ορθογώνια δεξαμενή από τους Hayama et al [110], Su [111] και Lepelletier και 

Raichlen [112], Τα φαινόμενα υστέρησης που σχετίζονται με τη μη γραμμική κίνηση 

της ελεύθερης επιφάνειας κοντά στο συντονισμό έχουν μελετηθεί πρόσφατααπό τους 

Shemer και Chamesses [113]. Το φάσμα της μη γραμμικής απόκρισης του υγρού
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κάτω από οριζόντιες και κατακόρυφες διεγέρσεις έχει καθοριστεί από τον Υamada et 

al [114].

To 1831 o Faraday παρατήρησε το ρευστό μέσα σε γυάλινο δοχείο υπό 

ταλάντωση στο μισό των συχνοτήτων της κατακόρυφης διέγερσης του. Μία άλλη 

παρόμοια σειρά πειραμάτων πραγματοποιήθηκε από τον Matthiessen [115,116] και 

έδειξε ότι οι ταλαντώσεις του ρευστού ήταν επίσης σύγχρονες. Η αντίφαση των δύο 

παρατηρήσεων οδήγησε τον Rayleigh [92,117] σε μια νέα σειρά πειραμάτων με 

βελτιωμένο εξοπλισμό και οι παρατηρήσεις του υποστηρίχθηκαν από τα 

αποτελέσματα του Faraday. Εκείνη την περίοδο ο Mathieu [118] μορφοποίησε τις 

εξισώσεις του, οι οποίες βοήθησαν τον Rayleigh να εξηγήσει το φαινόμενο αυτό 

μαθηματικά. Το πρόβλημα ερευνήθηκε ξανά από τον Lewis [119] και τους Benjamin 

και Ursell [120], που εξήγησαν μαθηματικά την ασυμφωνία μεταξύ των 

παρατηρήσεων των Faraday και Rayleigh και των αποτελεσμάτων του Matthiessen.

ΕΙρόσφατες μελέτες αναφέρονται στις πολύπλοκες κινήσεις της ελεύθερης 

επιφάνειας του υγρού, οι οποίες λαμβάνουν χώρα κατά την παρουσία μη γραμμικών 

συνθηκών συντονισμού, όπως είναι ο εσωτερικός συντονισμός και οι συνθήκες 

παραμετρικού συντονισμού. Ο εσωτερικός συντονισμός προϋποθέτει την παρουσία 

μιας γραμμικής αλγεβρικής σχέσης ανάμεσα στις φυσικές συχνότητες των 

αλληλεπιδρώντων μερών. Αυτά τα προβλήματα μελετήθηκαν από τους Gollub και 

Simonelli [121], Simonelli και Gollub [122], Feng και Sethna [123], Funakushi και 

Inoue [124], και πολλούς άλλους. Η διαταραχή της κατασκευής από τη ροή της 

ελεύθερης επιφάνειας κάτω από σχετικά μεγάλα πλάτη αρμονικών διεγέρσεων, έχει 

επίσης μελετηθεί πειραματικά από τους Gollub και Meyer [125]. Οι μετρήσεις τους 

έδειξαν σειρά διαδοχικών συμμετρικών ασταθειών που οδήγησαν σε χαοτική 

κατάσταση. Κάτω από παραμετρική αρμονική διέγερση, ο χαοτικός κυματισμός
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παρατηρήθηκε πειραματικά από τους Ciliberto και Gollub [126],Gollub και Meyer 

[125] και Virning et al [127]. O Kimura et al [128,129], εξέτασε την επιρροή των 

όρων μεγαλύτερης τάξης του μη γραμμικού κυματισμού σε κυλινδρικές και 

ορθογώνιες δεξαμενές που υπόκεινται σε παραμετρικές διεγέρσεις.

Το πρόβλημα της αλληλεπίδρασης ρευστού κατασκευής, αναλύθηκε και με τη 

χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων και αποτέλεσε αντικείμενο έρευνας 

πρόσφατων μελετών. Οι Subhash Babu και Bhattacharrya [130] ασχολήθηκαν με την 

ανάπτυξη ενός αριθμητικού σχήματος χρησιμοποιώντας την τεχνική των 

πεπερασμένων στοιχείων για τον υπολογισμό της μετατόπισης του κυματισμού του 

υγρού, και της πίεσης που αναπτύσσεται κατά τη διάρκεια ενός τέτοιου κυματισμού. 

Το σχήμα επεκτείνεται και στη μελέτη των συζευγμένων επιδράσεων του κυματισμού 

και της μετατόπισης των τοιχωμάτων της δεξαμενής, κατά τη διάρκεια της αλλαγής 

στην πίεση του υγρού.

Ο κυματισμός σε τρισδιάστατη δεξαμενή αναλύεται από τους Wu, Ma και 

Eatock Taylor [131], με τη χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων που 

βασίζεται στην θεωρία πλήρως μη γραμμικών κυμάτων δυναμικού. Όταν η δεξαμενή 

υπόκειται σε δισδιάστατη κίνηση, τα υπολογιστικά αποτελέσματα βρέθηκαν να είναι 

σε πλήρη συμφωνία με άλλα δημοσιευμένα δεδομένα.

Τέλος η στατική και δυναμική συμπεριφορά ορθογώνιων δεξαμενών 

αποθήκευσης υγρών, αναλύεται με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων και τη 

χρήση της προσέγγισης Lagrange από τους Dogangum. Durmus και Ayvaz [132].
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Κεφάλαιο 3: Πρόβλημα ιδιοτιμών

3.1 Διατύπωση του προβλήματος

Στο κεφάλαιο αυτό επιλύεται το πρόβλημα των ιδιοτιμών με τη χρήση ενός 

αναλυτικού μοντέλου για τη μελέτη του κυματισμού ενός υγρού σε μία άκαμπτη 

ορθογώνια δεξαμενή.

Θεωρούμε ορθογωνική δεξαμενή μήκους 2L, με ύψος ελεύθερης επιφάνειας 

ίσο με Η και πλάτος ίσο με 2b. Ένα τοπικό σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων 

(x,y,z) είναι τοποθετημένο στο κέντρο της δεξαμενής, όπως φαίνεται στο σχήμα 3.1. 

Επιπλέον, γίνονται οι υποθέσεις ότι το υγρό είναι ασυμπίεστο με αστρόβιλη ροή και 

αμελητέα επιφανειακή τάση, ενώ η κίνησή του περιγράφεται σε δύο διαστάσεις και η 

δεξαμενή είναι άκαμπτη. Έτσι, λαμβάνοντας υπόψη τις παραπάνω υποθέσεις, η 

ταχύτητα του υγρού μπορεί να απεικονισθεί με το διάνυσμα του δυναμικού της

ταχύτητας Φ (x,y,z,t). Η συνάρτηση αυτή πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση Laplace

δ2 Φ δ2 Φ δ2 Φ Λ
----Γ +----~ +---- — = 0
δχ2 δγ δζ~

με την ακόλουθη συνοριακή συνθήκη στην ελεύθερη επιφάνεια του υγρού:

(3.1.1)

δ2 Φ 3Φ

a,-+'ir0-y-H
(3.1.2)

Στα τοιχώματα της δεξαμενής ισχύουν οι κλασσικές οριακές συνθήκες ολίσθησης

δΦ
δη

= 0 (3.1.3)

όπου η είναι το κάθετο στα τοιχώματα της δεξαμενής διάνυσμα. 

Θεωρώντας αρμονική εξωτερική διέγερση ισχύει η σχέση

Φ (χ,γ,ζ,ί) =Φ (x,y,z)e" (3.1.4)
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Επομένως η συνάρτηση Φ(χ,γ,ζ) ικανοποιεί την εξίσωση Laplace

δ2 Φ δ2 Φ δ'Φ η 
—- +—^ + —r = 0 δχ~ δγ' δζ~

με τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες 

ϊ) στην ελεύθερη επιφάνεια του υγρού:

, δΦ
-ατΦ + g— = 0, y = II 

δγ

ϊϊ) στα τοιχώματα της δεξαμενής : 

δΦ
δχ

= 0, x=L και x=-L

δΦ
— = 0, ζ =b και ζ =-b 
δζ

iii) στον 7τυθμένα της δεξαμενής 

δΦ
= 0, y = 0

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

Σχήμα 3.1: Απεικόνιση ορθογώνιας δεξαμενής μήκους 2L, πλάτους 2b και ύψους 
ελεύθερης επιφάνειας Η
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3.2 Ιδιοτιμές- ιδιομορφές

Εφαρμόζουμε τη μέθοδο διαχωρισμού των μεταβλητών και αντικαθιστούμε την 

έκφραση Φ(χ,_μ) = X(x)Y(y)Z(z), στην εξίσωση (3.1.4), οπότε προκύπτουν οι 

συνήθεις διαφορικές εξισώσεις

— = -μ2 => X"+ μ1 X = 0 =>
X

Χ(χ) = Λ, sin(//x) + Α2 cos(//x) (3.2.1)

Εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες (3.1.6), έχουμε

ΐ) αν Α2 =0

2ό(χ) = Αχ sin(/a:) (3.2.2)

2m -1 , _
μ,η= 2L π ,γιαηι-1,2,3.... (3.2.3)

ϊΐ) αν Αλ = 0

Χ(χ) = Α2 cost^x) (3.2.4)

mn
μη, = , γιαπί-0,1,2,3.... (3.2.5)

Συνεχίζοντας τη λύση με τη μέθοδο του διαχωρισμού των μεταβλητών, έχουμε

Τ' Ζ" 2 Ζ" Υ" 2 ,2
--------------= -μ- => — =-------+ μ = -λ' =>
ΥΖ Ζ Υ

Ζ(ζ) = 5, sin(Az) + Β2 cos(Zz) (3.2.6)

Εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες (3.1.8), έχουμε

ί) αν Β2 =0

Ζ(ζ) = 5, sin(Zz) (3.2.7)

; 2/7-1Κ = π ,γιαπ-1,2,3....
2ο

(3.2.8)

ΐϊ) αν 5, = 0
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Z(z) = B2 cos(Zz) (3.2.9)

, ηπλη =— , γνα η=1,2,3·..· 
b

(3.2.10)

II
Ύ -(A2+//2) = o=>y"-/r2y = o

Y(y) = C, sinh(/cy) + C2 cosh(Ay)

κ2 = λ2+μ2

Από την οριακή συνθήκη (3.1.7) έχουμε

C, -0

(3.2.11)

(3.2.12)

Άρα Y(y) = C2 cosh(/^) (3.2.13)

Η συνολική λύση του συγκεκριμένου προβλήματος θα έχει μια από τις ακόλουθες

μορφές

ϊ) για Χ(χ) = Αύη(μχ), και Ζ(ζ) = Β2 cos(Zz) είναι

= Αη,η Χ) COSh(/C„m y) COS(A„ Ζ) (3.2.14)

με

κ~ =
'2w-Ο2 ' — *

21
π2 +

ηπ

\ η )

Εφαρμόζουμε τη συνθήκη (3.1.5) και προκύπτει

_ω2φ + £^Ε = 0=^ 
dy

= gKmn tanh(KmnH)

όπου ω είναι οι ιδιοτιμές του προβλήματος.

ΐϊ) για Χ(χ) = Α] sin(/zr), και Ζ(ζ) = 5, sin(Zz) είναι

Φηιη(χ,γ,ζ) = Amn sin(/^m χ) cosh(/cmny) sin(Z„ ζ)

με

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)
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K-2 = ^2/w-lV , (2n-\V~
V 2 L j

1π~ +
V 2b

π

Εφαρμόζουμε τη συνθήκη (3.1.5) και προκύπτει

δΦ
-ω Φ + g— = 0

dy

ωη,η = g^nn,

iii) για Χ(χ) = Α2 cos(/zx:), και Ζ(ζ) = Β2 cos(Az) είναι 

Φ„,„(x,y,z) = Amn cos(//m χ) cosh(Kmny)cos(Anz)

με

π·2 =
f mn^

+
/ \2ηπ

\ ^ j \ o y

Εφαρμόζουμε τη συνθήκη (3.1.5) και προκύπτει 

δΦ

fy

δΦ n
-ωΦ + g— = 0

ωη,η = g«nm tanh(KmnH)

iv) για Χ(χ) = Α2 cos (μ χ) και Ζ(ζ) = 5, sin(/iz) είναι

= Anm cos(pmx)cosh(Km„y)ύη(ληζ)

με

κ2 =
/—V f2 w-lV«ΪΛ·

+
y 26

π"

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.2.22)

(3.2.23)

(3.2.24)

εφαρμόζοντας την οριακή συνθήκη (3.1.5) προκύπτει η εξής σχέση για τις ιδιοτιμές

= gKn,n tanh(KmnH) (3.2.25)

Λόγω της εξωτερικής διέγερσης που θα εφαρμοσθεί παρακάτω (κεφ. 4), 

προκύπτει ότι οι λύσεις είναι ανεξάρτητες της κατεύθυνσης ζ. Για το λόγο αυτό
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περιοριζόμαστε στον υπολογισμό μόνο των ιδιοτιμών που αντιστοιχούν σε λ = 0. Οι 

ιδιοτιμές αυτές προέρχονται από τις περιπτώσεις 

ΐ) όπου είναι cos(/lz) = cos(0) = 1, άρα η 3.2.14 γίνεται

= Αμ sin(//„,x)cosh(/c„,jv) (3.2.26)

με

π·2 =
^2 m-O2

2 L
2π~ +

η π

V ο

2m -1
=> κ =---------π

2 L

2 2m —\ , ,2m
ω„, = 8Km tanh(κ„Η) => ω = tanh(^—π-//)

όπου ω είναι οι αντισυμμετρικές ιδιοτιμές του προβλήματος, 

ϋ) Φm(x,y,z) = A, C0S(Mn,χ)cosh(Kmy) 

με

κ·2 =
( mn^

=> K = ■
V L

mn
L

Εφαρμόζουμε τη συνθήκη (3.1.5) και προκύπτει

5Φ
ω Φ+g—=0 

dy

(3.2.27)

(3.2.28)

(3.2.29)

(3.2.30)

ω»,2 =8Κ„, tanh(/e„,//)=>or = g™;rtanh(^//) (3.2.31)

από τη σχέση 3.2.31 προκύπτουν οι συμμετρικές ιδιοτιμές του προβλήματος.

Τα αναλυτικά αποτελέσματα των ιδιοτιμών αυτών υπολογίζονται στο έκτο κεφάλαιο, 

στο οποίο παρατίθονται και οι αντίστοιχες αντισυμμετρικές και συμμετρικές 

ιδιομορφές του προβλήματος.
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Κεφάλαιο4 ; Πρόβλημα συνοριακών τιμών-Αναλυτική επίλυση

4.1 Διατύπωση του προβλήματος

Στο κεφάλαιο αυτό χρησιμοποιείται ένα αναλυτικό μοντέλο για τη μελέτη του 

κυματισμού ενός υγρού σε μία άκαμπτη ορθογώνια δεξαμενή, όταν σ’ αυτό ασκείται 

εξωτερική αρμονική διέγερση της μορφής X = X0e'ro1, η οποία χωρίς να χάνεται η 

γενικότητα του προβλήματος θεωρείται στη x κατεύθυνση. Η ταχύτητα είναι της 

μορφής U = UQe1011 ενώ μεταξύ τους ισχύει η σχέση

U = Xz=>U0= -ΐωΧ0 (4.1.1)

Θεωρούμε ορθογωνική δεξαμενή μήκους 2L και πλάτους 2b με ύψος 

ελεύθερης επιφάνειας Η, όπως φαίνεται στο σχήμα 3.1. Ένα τοπικό σύστημα 

καρτεσιανών συντεταγμένων (x,y,z) είναι τοποθετημένο στο κέντρο της δεξαμενής. 

Επιπλέον, γίνονται οι υποθέσεις ότι το υγρό είναι ασυμπίεστο με αστρόβιλη ροή και 

αμελητέα επιφανειακή τάση, ενώ η κίνησή του περιγράφεται σε τρεις διαστάσεις και 

η δεξαμενή είναι άκαμπτη. Έτσι, λαμβάνοντας υπόψη τις παραπάνω υποθέσεις, η 

ταχύτητα του υγρού μπορεί να απεικονισθεί με το διάνυσμα του δυναμικού της

Λ
ταχύτητας Φ(x,y,z,t). Η συνάρτηση αυτή πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση Laplace

δ2 Φ δ2 Φ δ2 Φ
—τ~ "*---- τ~ ■*------Τ’dx~ dy~ δζ~

= 0

με τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες: 

ί) Στην ελεύθερη επιφάνεια του υγρού:

δ2 Φ 
~dtr

Λ
δΦ

= 0, y = Η

(4.1.2)

(4.1.3)
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ϋ) στα τοιχώματα της δεξαμενής :

δΦ
— = U, x = ±L (4.1.4)
δχ

δΦ
— = 0, z = ±b (4.1.5)
δζ

ϋΐ) στον πυθμένα της δεξαμενής :

δΦ
— = 0, y=0 (4.1.6)
δη

Σημειώνεται ότι σε σχέση με τη διατύπωση του προβλήματος των ιδιοτιμών,

(Εξισώσεις 3.1.1 - 3.1.4), η μόνη διαφορά εντοπίζεται στην εξίσωση (4.1.4) η οποία

δεν είναι πλέον ομογενής.

Επειδή έχουμε αρμονική εξωτερική διέγερση ισχύει η σχέση

Φ{χ,γ,ζ,ί) = Φ(χ,γ,ζ)β'ω' (4.1.7)

Η συνάρτηση Φ(χ,γ, ζ) ικανοποιεί την εξίσωση Laplace

δ2 Φ δ2 Φ 
···· ; + ? 
δχ' δγ~

δ2Φ
δζ2

= 0

με τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες : 

ΐ) στην ελεύθερη επιφάνεια του υγρού:

, δΦ
-ω'Φ + g---- = 0, y = Η

δγ

ΐϊ) στα τοιχώματα της δεξαμενής :

δΦ
δχ

= U, χ = ± L

δΦ
δζ

= 0, ζ = ± b

iii) στον πυθμένα της δεξαμενής :

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)
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(4.1.12)δΦ

dy
= ο.

Το παραπάνω πρόβλημα μπορεί να διαιρεθεί σε δύο υποπροβλήματα. Το 

δυναμικό της ταχύτητας μπορεί να γραφεί ως:

Φ (x,y,z) = f{x,y,z) + (p{x,y,z) (4.1.13)

σύμφωνα με το διαχωρισμό ωστικής-επαγωγικής κίνησης [133]. Αντικαθιστούμε την 

τελευταία σχέση στην αρχική διαφορική εξίσωση (4.1.7) και έτσι προκύπτουν οι 

παρακάτω διαφορικές εξισώσεις με τις ανάλογες συνοριακές συνθήκες, οι οποίες 

επιλύονται στις παραγράφους 4.2 και 4.3.

4.2 Επίλυση του προβλήματος της ωστικής κίνησης (f)

Στην παράγραφο αυτή επιλύουμε το πρώτο από τα δύο υποπροβλήματα. Η 

συνάρτηση ί(χ,χ,ζ),που αντιπροσωπεύει την ωστική κίνηση πρέπει να ικανοποιεί την 

εξίσωση Laplace

dx2 dy2 δζ2

με τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες

— = U, x=-L και x=L 
δχ

— = 0 , z=-b και z=b 
δζ

(4.2.1)

V
dy

=0,y=0

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

και

f(x,y,z) - 0, y=H (4.2.5)

Επειδή η μια από τις συνθήκες είναι μη ομογενής, ακολουθούμε την εξής διαδικασία:
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Θέτουμε

f(x,y,z) = G(x,y,z) + F(x) 

με

F(x) = Ux

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (4.2.1) προκύπτει:

52F = o

(4.2.6)

(4.2.7)

dx
(4.2.8)

το οποίο ισχύει, και οι ακόλουθες συνοριακές συνθήκες 

dG
dx

= 0, x=-L και x=L

dG
— = 0, z=-b και z=b 
dz

^ = o,y=o 
dy

(4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

G(x,y,z) = - F(x), y=H (4.2.12)

Στη συνέχεια, χρησιμοποιούμε τη μέθοδο του διαχωρισμού των μεταβλητών 

για την επίλυση του προβλήματος. Ορίζουμε την G(x,y,z) σύμφωνα με τη σχέση 

G(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z) και αφού αντικαταστήσουμε στην εξίσωση (4.2.1) 

προκύπτουν οι ακόλουθες συνήθεις διαφορικές εξισώσεις .

X" Υ” Ζ"
X Υ Ζ -μ

Γ_
X

= -μ2 => X" + μ1 X = 0 => Χ(χ) = Α] sin(//x) + Α-, cos(//x)

(4.2.13)

(4.2.14)

Εφαρμόζουμε τις οριακές συνθήκες της σχέσης (4.2.9) οπότε είναι

i) Α2 =0

Αρα η λύση είναι

X(x) = A sin(px) (4.2.15)
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και

Μη,=
{2m-\)n 

2 L
,με m = 1,2,3....

Οι τιμές μm είναι οι ιδιοτιμές του προβλήματος.

ϋ) Α,= 0

Αρα η λύση είναι

Χ(χ) = A cos(px)

mn η ι -> ιμ — ,με m = 0,1,2,3....

II
Υ

Ζ" Ζ"
— = -//■ => — = 
ζ ζ

Ζ" 2
---- + /Τ
r

-ζ2

Η λύση στη ζ κατεύθυνση προκύπτει από την συνήθη διαφορική εξίσωση 

Ζ"+Ζ2Ζ = 0^

Ζ(ζ) = 5, sin(Zz) + i?, cos(Zz)

Εφαρμόζουμε τις οριακές συνθήκες της σχέσης (4.2.10) οπότε είναι

ί) Β2 =0

Αρα η λύση είναι 

Ζ(ζ) = Β sin(Zz) 

και

(2η-\)π
λ ^— ·με2b

η = 1,2,3....

ΐΐ) 5, = 0 

Αρα η λύση είναι 

Ζ(ζ) = Β cos(Zz)

λ =^~ ,με η = 0,1,2,3.... 
η

(4.2.16)

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)
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Αντίστοιχα έχουμε

Γ
Υ

(Λ2 + μ2)Υ = 0 => F(y) C, sinh(/cy) + C2 cosh(/ry)

με

κ2=λ2+μ2 (4.2.24)

και από την οριακή συνθήκη (4.2.3) προκύπτει C, = 0 

Επομένως

Y(y) = C2 cosh(/ry) (4.2.25)

Προκειμένου να μην προκύψει η τετριμένη λύση, από τις παραπάνω περιπτώσεις 

απορρίπτουμε τις συμμετρικές λύσεις. Έτσι από τον συνδυασμό των παραπάνω 

λύσεων επιβιώνει μόνο η ακόλουθη αντισυμμετρική λύση

G(x,y,z) = Α„,„ sin (μ,,,χ)cosh (/cmny)cos(Anz) (4.2.26)

Σύμφωνα με την οριακή συνθήκη (4.2.5) είναι 

f(x,H,z)=0 => G(x,H,z)=-F(x) =>

L b

J jA™Sin
-L-b

(2m -Υ)π 
2L '

cosh (/rmnH) cos(— z)dxdz 
b

= -Ux (4.2.27)

Πολλαπλασιάζουμε με sin
\2η-Χ)π ' mn Λ
1 2.L Χ)

ΚΙΧ 1 ν vj.) 2.
1 b )

και εφαρμόζουμε σχέσεις

ορθογωνιότητας

L b

Amn cosh(/rmnH) J Jsin(πχ) cos(~^~ z)s sin(- ^ ^ ^πχ) cos(^· z)dxdz =
-L-b

L b

-U J j"xsin(
-L-b

2n-\ mK
--------;rx)cos(-----z)dxdz

2 L b
(4.2.28)

To δεύτερο μέλος της σχέσης 4.2.28 ισούται με το μηδέν σε όλες τις περιπτώσεις 

εκτός από αυτή που είναι cos(O) = 1. επομένως λη = 0, οπότε προκύπτει

27



V 2/ϊ-Ι V 8L2sin(-—1 π)
xsin(--------πχ)άχ dz =------------=-=τ----- 2ό

2Ζ, j (2/? -\) π bL

Επομένως ο συντελεστής Α„,„ είναι:

Α,„ =■
-WL(-\)"

(2/77-1)’ π1 cosh
2/77 -

2L

(4.2.29)
πΗ

Άρα η λύση είναι τελικά ανεξάρτητη του ζ, όπως φαίνεται πιο κάτω

σ(χ’>0 = Σ

m-\

m=1 (2/77-1)’ π·2 cosh
^ 2/77 — 1 Γ_Λ 

πΗ
sin

ν 2 L

2/77-1
2L

-πχ cosh
2/77-1

2L
-πγ

(4.2.30)

Τελικά η συνολική μορφή της συνάρτησης f(x,y), της ωστικής λύσης είναι:

/(χ>τ)=Σ- 8ί/Ζ(-ΐ)ηι-\

ηι=\ (2m -ΐ)2 π2 cosh
2m -1 

2 L

-sin
πΗ

2/77

2 L
-πχ cosh

2/77 -1

2 L
-jjy + Ux

(4.2.31)

Ελέγχουμε αν η λύση που βρήκαμε ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη (4.2.5) που 

ισχύει στην επιφάνεια. Έχουμε ότι 

f(x,y) = G(x,y)+ F(x)

G(x, y) = -F(x)

Λ^Η=ΰ(χ,Η)=ψίBE
(2/77-1) π

f
-sin

2/77 -1

~2L
-πχ + Ux

α(χ,Η)=Σ
m=1

- 8Έλ(-1)1

(2/77 — l)2 7Γ2
-sin

2/77 -1
-πχ

Για /77 = 1, x =L και sin
2/77-1 

2 L
-πχ -(-i Γ
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(2-1) π

To ίδιο συμβαίνει και για τους υπόλοιπους όρους του αθροίσματος. Επομένως 

η λύση που βρήκαμε ικανοποιεί την εξίσωση Laplace και όλες τις συνοριακές 

συνθήκες.

4.3 Επίλυση του προβλήματος της επαγωγικής κίνησης (φ)

Στη συνέχεια επιλύουμε το δεύτερο μέρος του προβλήματος, το οποίο είναι 

ουσιαστικά το πρόβλημα του κυματισμού της ελεύθερης επιφάνειας. Η εξίσωση που 

πρέπει να ικανοποιείται είναι η εξίσωση Laplace

δ2φ δφ2 δ2φ2
■ +

δχ2 δγ2 δζ2
= 0 (4.3.1)

με τις εξής συνοριακές συνθήκες

δ φ 
~δχ

= 0 , χ =L και χ = - L

δφ Π ,— = 0 , ζ =b και ζ 
δζ

δ φ 
δγ

= 0, y = 0

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

και

-ω2Φ +g^- = -g^r ,y=H (4.3.5)
δγ δγ

Διαμέσου της συνθήκης (4.3.4) στην επιφάνεια, το παρόν πρόβλημα συνδέεται με το 

πρόβλημα ομοιόμορφης κίνησης.

Όπως προέκυψε παραπάνω, η λύση του προβλήματος της f είναι:
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/(*,>ο = Σ- 8t/L(-l)η-1

, 2η
" (2/7 -1) /r cosh(------- π.Η)

2 L

2/7 — 1 2/? — 1
sin(------- /Dr)cosh(--------ny) + Ux

2 L 2 L

το οποίο στο y =Η γίνεται:

δ/ . ,2^7-1 λ 2λ? — 1
— = V-----------------sin(-------- /zx)tanh(-------- πΗ)
dy ^ (2η-Χ) π 2L 2L

Επομένως η συνθήκη στο y = Η παίρνει τελικά τη μορφή:

2, δφ ^ -4U(-\y-' . ,277-1 . 2/7-1
-ω-φ + g— = g^------—— sin(—-πχ) tanh(—— π Η)

dy „ (2/7-1) π 2L 2L

Εφαρμόζουμε τη μέθοδο του διαχωρισμού των μεταβλητών και έχουμε

f(x,y,z)= X(x)Y(y)Z(z)

αντικαθιστούμε στην αρχική διαφορική εξίσωση και προκύπτει

— = -μ2 => Χ"+μ2 = 0 =>
X

(4.3.6)

X(x)=A, sin(px)+A, cos(px) (4.3.7)

Επομένως

X '(χ) = Αχμ cos(//x) - Α2μ sin(//x) και εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες στο χ =-L 

και στο χ = L αντίστοιχα, έχουμε 

X \-L) = 0 => A,// cos(-//Z) - Α2μ sin(—//Ζ.) = 0 =>

A,// cos(//Z) + Α2μ sin(/7Z) = 0

X'(L) = 0=>

A,// cos(//Z) - Α-,μ sin(//Z,) = 0

Ανάλογα με το αν θα αφαιρέσουμε ή θα προσθέσουμε τις δύο τελευταίες σχέσεις, 

τότε θα προκόψουν οι παρακάτω τύποι

Χ(χ) = A, sin(//x) (4.3.8)

ή
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X(x) = A2 cos(//x) (4.3.9)

Εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες βρίσκουμε 

Για Χ(χ) = A, sin(//x) είναι

Μ
2m ■

2 L
-π ,γιαm=l,2,3.... (4.3.10)

Για Χ(χ) = A, cos(//x) είναι

ιηπ
μ = —— για m=l,2,3,.... (4.3.11)

Συνεχίζοντας τη λύση με τη μέθοδο του διαχωρισμού των μεταβλητών, έχουμε

r;_z^__ 2^/Γ__.Τ + 2__λι 
Υ ζ~ μ ^ Ζ~ Υ+μ ~

Ζ"+ Ζ2Ζ — 0 :

Z(z) = Β, sin(Zz) + Β2 cos(Zz)

Από τη σχέση 4.3.3 προκύπτει είτεΒ, = 0οπότε

Ζ(ζ) = Β2 cos(/lz) (4.3.12)

και

λ-ηπ~Ύ

είτε Β2 = 0 οπότε 

Ζ(ζ) = Β, sin(/lz)

και

λ =
2/7 — 1

2b
π

^--(Ζ2 +//2) = 0 => Γ"-κ·2Γ = 0 =>

Y(y) = C, sinh(A:_y) + C2 cosh(vy)

(4.3.13)

(4.3.14)

(4.3.15)

(4.3.16)
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Από την οριακή συνθήκη που ισχύει στο y=0 έχουμε 

C = 0 

Άρα

7(j) = C2c°sh(/ry) (4.3.17)

Για να μην έχουμε την τετριμένη λύση πρέπει η λύση μας να έχει την μορφή 

Φ(χ,γ,ζ) = Amn sin(//x)cosh(/r_y)cos(/lz) (4.3.18)

Εφαρμόζουμε τη συνοριακή συνθήκη στο y=H και έχουμε 

-ω2Amn sin(//x) cosh(KH) cos(Az) + gAmnK sin(//x) sinh(kH ) cos(Xz) =

-*Σ·
η-1-47/ (-1) 

(2/?-l)/r
-sin(

2m-
2L

-;rx)tanh(
2m -1 

2 L
λΗ):

Amn [-ω2 + gK tanh(/d4)] sin(//x) cos(/lz) =

«Σ
. .2m-1 IT. . ,

4^y^_i^m-j tanh( — /m)sin(/7x)

(2m-\)π cosh(/d-I)

Εφαρμόζουμε σχέσεις ορθογωνιότητας οπότε προκύπτει ότι μόνο για η = 0 δε θα 

πάρουμε μηδενική λύση. Έτσι ο συντελεστής είναι

Α„, = Σ
4Τ/(-1) ,2m-lg ν J tanh( πΗ)
{2τη-\)π 2 L

-ω2 cosh(——- πΗ) + g ~m ^ π sinh(—πΗ) 
21 2L 2 L

(4.3.19)

Άρα η τελική λύση είναι η ακόλουθη

Φ(χ^)=Σ

4U(-\y-' ,2/7-1
g tanh( -πΗ)

(2/7 - \)π 2 L
2 ,2/7—1 2/7-1 . 2/7 — 1

" -ω cosh( - KH) + g - ^sinh πΗ) 
2 L 2 L 2 L

. 2/7 — 1 ,2/7-1
sin(--------πχ) cosh(---------πμ)

2 L 2 L 

(4.3.20)
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4.4 Πιέσεις, δυνάμεις και ροπές

Από την επίλυση των προβλημάτων της ώσης και της επαγωγής έχει προκόψει 

αντίστοιχα ότι

/(*’λ) = Σ'
-WL(-\)"

ηι=\ (2m-1)' π2 cosh 2/w-l
2L

-sin
πΗ

2m -
2 L

-πχ cosh 2m -

2 L
-ny + Ux

(4.4.1)

4U(-\)n ,2n

<Η*>>0 = Σ

tanh(------- πΗ)
(2n - \)π 2L

" -<y2cosh(~” -π//) + e ——-Trsinh(——-πΗ)
2 L 2 L 2 L

--------------sin(——- 7a) cosh(——- 7iy)
2n -1 _ 2 L 2 L

(4.4.2)

Επομένως μετά την επεξεργασία των λύσεων 4.4.1 και 4.4.2 η συνολική λύση είναι

φ(*>ε)=Σ
- 2 UL(- 1)m-1 ω

% (2m -1)2
π cosh

2m -1
-sin

2 L
πΗ ω' - ω„

2m -1 
2 L

-τα
(

cosh 2m -1 
2 L

-rry + Ux
7

0(x,y) = ][ -2UL(-\)" ω
(kmL\cos\\(kmH) <o2-(om

-sin(^mx)cosh(A:(W7)-i- Ux (4.4.3)

0π0Ό km = π mi (0" =gk" Vdnh(kjf )

Λόγω της εξωτερικής αρμονικής διέγερσης έχουμε

/(x, y, t) = /(χ, y)e'(°' και φ (x,y,t) = φ (x,y) e" (4.4.6)

Εφαρμόζουμε την εξίσωση Bernoulli και βρίσκουμε τις πιέσεις.

' dt

Ρ, = ϊωρ
-SUL(-\)m-\

77=1 (2m-\)' π2 cosh 2aw-1 

2 L

-sin
πΗ

2m-
2 L

-πχ cosh
2m-1 

2L
-πγ + Ux

(4.4.7)
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Λ

ρ, = *ωρΣ

4t/ (—1)" 1 2η-1e-------------tanh( π Η)
(2η-\)π 2 L

, 2 η -— 2 , * ύύ\ 2η-1 . , ,2η-1” -ftTcosh( - πΗ)+ν ;rsinh( π Η) 
2 L 2 L 2 L

sin(
2η-
~2Ϊ

' πχ) cosh(^ - ny)eu
2 L

(4.4.8)

Λ

P, = ΐωρίΣm
-2UL{-\)m-' ω2

(kmLy cos\\{kmH) ω2-ω;
sin(£mx) cosh(£m >>) + Ux]q'm (4.4.9)

Στη συνέχεια ολοκληρώνουμε τις παραπάνω σχέσεις και βρίσκουμε τις 

δυνάμεις που ασκούνται στα τοιχώματα της δεξαμενής.

Στο χ = L,είναι

F,(L,y,t) =

11

= i(ope,M J Σ- -8ί/λ(-ΐ) 

(2η?-1)~ π1 cosh

( 2m-\ ^ ί

( 2h?-1 
2L

-sin -π cosh
πΗ V ^

2m -1
21.

-πγ + UL dy

-ιωρβ Σ·
-Κίϊ(-Ι)m-1

(2η?- I)' π2 cosh 2η?- 1 
21

-sin
πΗ

( 2h?-1 
------- π

\ 2 j
sinh

2m -1 
2 L

πΗ 2 L Ν
(2η?-1);γ

-ULH

(4 .4.10)

Fc(L,y,t) =

= ίωρβ·- j X

4t/(-l)"-' 2η - 1tanh( — πΗ) 
(2η - \ )π 2L

, 2 η — 1 2 η — 1 2η — 1
0 " -?y‘cosh(-------- πH) + g-------;rsinh(---------πΗ)

2 L 2 L 2 L

sin(~~~ π) cosh(·^ * ny)dy
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= ίωρβ'ω'Σ

WL(-\y,2/7-1 τ τ\ - ~2 2 tanh( —- π Η) 
(2/7-1) π 2L

„ ω' , .2/7-1 2η -1 . 2/7-1— cosh(------- π Η) +------- π sinh(--------π Η)
g 2 L 2 L 2 L

-sin
2/7 .2/7-1π sinh(--------πΗ)
2)2 L

(4.4.11)

Επομένως η συνολική δύναμη στο χ = L είναι 

FT(L,y,t) = F,(L,y,t) + Fr(L,y,t) (4.4.12)

Άρα η συνολική δύναμη του προβλήματος είναι

-2UL{-\)m~'ζτ/7 ,λ · «Γ f V -^uL(—i) ω-Fr(L,y,t) = ιωρβ [I -----ο------------------i-----
ο >» (λ,,,λ) cosh(£„,//) ω - ω,

τ sin(£,„Z) cosh(Zm>0 + JJL]dy

■ icope
-2UL{-\)m-1

(kmL)2 cosh 2m —
2T

πΗ

ω
^ ω1 -ω.,,2

sin
2m -1

-π sinh 2/77-1 
2 L

πΗ
2 L 

(4.4.13)

Ομοίως προκύπτουν και οι δυνάμεις στο χ = -L , καθώς ισχύει

Fl(-L,y,t) = -F,(L,y,t) (4.4.14)

και 0

Fc{-L,y,t) = -F(\L,y,t) (4.4.15)

Για την εξαγωγή συμπερασμάτων καθώς και για να απλοποιηθούν οι μιγαδικές 

εκθετικές συναρτήσεις ως προς τον χρόνο χρησιμοποιούμε τους συντελεστές

F
(4.4.16)

F,
και
r F( + F,
^2 ~ Τ—Τ (4.4.17)

ρυ
με
Fu = icoe10’1 mU (4.4.18)

οι οποίοι είναι αντίστοιχα, ο λόγος της δύναμης επαγωγικής κίνησης προς τη δύναμη 

της ωστικής κίνησης, και ο λόγος της συνολικής δύναμης προς τη δύναμη της

+ ULH
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ομοιόμορφης κίνησης. Ο υπολογισμός και οι γραφικές παραστάσεις των 

συντελεστών αυτών γίνονται στο έκτο κεφάλαιο.

Στη συνέχεια υπολογίζουμε αναλυτικά τη ροπή που ασκείται στα τοιχώματα της 

δεξαμενής Για το δεξί τοίχωμα της δεξαμενής είναι

Η

M(L,y,t) = ΐωρβ'ωΙ ^y<&(L,y)dy
0

M(L,y,t) = ϊωρβ'ω' (-——jsm(kmL)cos\\(kmy) + UL)dy
ο - {KmL) cosh(KmH) ω~ —ω^

ιωρβ Σ -2UL(-\)m-1 or
(K,L) cosh(λ„,//) ο)2 -ω,

— sin(Ar;„Z,)

o mi_i 2/m_| Λ
4L2(1 -cosh( πΗ) 2LH sinh(—~ πH)

(2m-\Y^ (2m-\)n

(4.4.19)

To σημείο εφαρμογής της ροπής δίνεται από τον τύπο

Ε =

V ω2
ί 4Ζ.2 (1 cosh( ~m {πΗ) 2LH sm\\(2m 1 λ-//)Ί ULH2

m (kmL)2 cosh{kmH) ω2 — com2 " " (2m-\)2/r2 1 (2η-\)π
< >

2

Σm
-2ί/Ζ,(-1)"“' ω2 . ,2»;-!, . . 2/w-l 2Ζ.

λ-ULH^1111 11111 It /til)
(kmL)2 cosh(kmH) ω2-ω„ 2 2 L (2ιη-\)π

(4.4.20)

ενώ για την ροπή στο αριστερό τοίχωμα ισχύει

M(-L,y,t) = -M(L,y,t) (4.4.21)

ULH2
+--------

2
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4.5 Εναλλακτική μεθοδολογία επίλυσης

Στη παρούσα εργασία για την επίλυση του προβλήματος χρησιμοποιήθηκε 

μία συγκεκριμένη μεθοδολογία, σύμφωνα με την οποία το συνολικό πρόβλημα του 

κυματισμού της ελεύθερης επιφάνειας ενός υγρού, διασπάστηκε σε δύο 

υποπροβλήματα. Στο πρόβλημα της ωστικής κίνησης και στο πρόβλημα της 

επαγωγικής κίνησης που περιγράφονται από τις εξισώσεις (4.2.31) και (4.3.20) 

αντίστοιχα.

Η επίλυση του συγκεκριμένου προβλήματος έχει γίνει και με μια άλλη 

εναλλακτική μεθοδολογία [134], Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή το πρόβλημα πάλι 

διασπάται σε δύο διαφορετικά υποπροβλήματα, το πρόβλημα ομοιόμορφης κίνησης 

και το πρόβλημα κυματισμού, όπως φαίνεται παρακάτω

Φ(χ, y) = Φ,, (χ, y) + Φν (x,y) (4.5.1)

Φ„ =Ux

Φ, =Σ Bns'm(icnx)cosh(icny)

(4.5.2)

(4.5.3)

με

. 2η-I 
k„L = —-—π (4.5.4)

και

Β„ =
-2UL(-\)η-1 ω

" (knLf cosh{knH) ω2-ωη2
(4.5.5)

η συνολική λύση των οποίων ταυτίζεται με τη συνολική λύση του προβλήματος με 

τη μέθοδο διαχωρισμού ωστικής - επαγωγικής κίνησης (4.4.3) και είναι η εξής 

Φ = Σ sin(/irnx)cosh(vn<y) + Ux (4.5.6)
η

Στη συνέχεια παρουσιάζεται μια σχηματική απεικόνιση των δύο μεθόδων.
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ΓΕΝΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ

φ = φειηΛ

ΔΙΑΧΩΡΙΣΜΟΣ I ΔΙΑΧΩΡΙΣΜΟΣ II
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Κεφάλαιο 5 : Υπολογιστική επίλυση του προβλήματος

5.1 Εισαγωγή

Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων αποτελεί μία εναλλακτική υπολογιστική 

μέθοδο επίλυσης προβλημάτων που περιγράφονται από διαφορικές εξισώσεις. Το 

πεδίο επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης διαιρείται σε υποπεδία που ονομάζονται 

στοιχεία. Στη συνέχεια διατυπώνεται μία προσεγγιστική λύση για κάθε στοιχείο. 

Τέλος η ολική λύση της διαφορικής εξίσωσης προκύπτει συνδυάζοντας τις επιμέρους 

λύσεις κάθε στοιχείου εξασφαλίζοντας τη συνέχεια της λύσης στα όρια κάθε 

στοιχείου.

Στη συγκεκριμένη παράγραφο παρουσιάζεται μία συνοπτική περιγραφή της 

μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων. Η διατύπωση της μεθόδου των πεπερασμένων 

στοιχείων ακολουθεί μια γενικευμένη μεθοδολογία. Τα βασικά βήματα της μεθόδου 

είναι τα εξής:

• Ασθενής μορφή των εξισώσεων

Αρχικά η διαφορική εξίσωση τροποποιείται κατάλληλα, έτσι ώστε να προκόψει η 

ασθενής μορφή του προβλήματος, για το σκοπό αυτό χρησιμοποιείται μια αποδεκτή 

συνάρτηση. Η ίδια διαδικασία ακολουθείται και για τις διαφορικές εξισώσεις που 

εκφράζουν τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος.

• Διακριτοποίηση

Το επόμενο βήμα είναι η διακριτοποίηση του χωρίου ορισμού του προβλήματος. Το 

πεδίο λύσης διασπάται σε υποπεδία που ονομάζονται στοιχεία

• Διατύπωση εξισώσεων στοιχείων

Ακολουθεί η διατύπωση εξισώσεων που να προσεγγίζουν τη λύση σε κάθε στοιχείο. 

Επιλέγονται κατάλληλες συναρτήσεις βάσης με άγνωστους συντελεστές και οι 

συντελεστές εκτιμώνται έτσι ώστε η λύση να προσεγγίζεται με τον καλύτερο δυνατό 

τρόπο. Για το σκοπό αυτό εφαρμόζονται διάφορες τεχνικές από τις οποίες οι πλέον 

διαδεδομένες είναι η μέθοδος των βαθμωτών υπολοίπων και η μέθοδος Galerkin. Το 

αποτέλεσμα όλων αυτών των τεχνικών είναι ανάλογο της θεωρίας παρεμβολής και
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οδηγεί σε ένα σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων για κάθε στοιχείο της μορφής 

[Κ] {u}={F} .όπου [Κ] είναι το γνωστό μητρώο συντελεστών, {u} το διάνυσμα των 

αγνώστων στους κόμβους και {F} το διάνυσμα που αντιπροσωπεύει το αποτέλεσμα 

των εξωτερικών δυνάμεων ή διαταραχών που ασκούνται στους κόμβους.

• Τελικό σύστημα εξισώσεων

Έχοντας τις εξισώσεις κάθε στοιχείου, διατυπώνεται το τελικό σύστημα εξισώσεων 

για όλο το πεδίο ορισμού του προβλήματος. Διαλέγοντας κατάλληλες συναρτήσεις η 

τελική λύση πρέπει να είναι συνεχής. Το τελικό σύστημα έχει τη μορφή 

[Κ] {u'}={F'}, όπου [Κ] είναι το τελικό μητρώο συντελεστών, όπως προκύπτει από 

τις ιδιότητες του συνεχούς μέσου, και {u'} και {F'} τα διανύσματα των αγνώστων 

και των εξωτερικών δυνάμεων αντίστοιχα. Το σύμβολο «'» δηλώνει ότι τα 

διανύσματα {u'} και {F'} προκύπτουν από τα στοιχεία των διανύσματων {u} και {F) 

για κάθε στοιχείο.

• Οριακές συνθήκες

Το σύστημα [Κ] {u'}={F'} τροποιείται λαμβάνοντας υπ’ όψιν τις οριακές συνθήκες 

του προβλήματος.

• Επίλυση

Η επίλυση του συστήματος και ο προσδιορισμός των αγνώστων ποσοτήτων γίνεται 

με μια τυπική μέθοδο επίλυσης γραμμικών αλγεβρικών συστημάτων (π.χ. απαλοιφή 

Gauss).

• Επεξεργασία αποτελεσμάτων

Μετά την επίλυση του προβλήματος ακολουθεί μετ-επεξεργασία των 

αποτελεσμάτων, δηλαδή υπολογισμός πιέσεων.
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5.2 Επίλυση του προβλήματος

Στη συγκεκριμένη παράγραφο παρατίθεται η διαδικασία επίλυσης του 

προβλήματος του κυματισμού, με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων. Η 

συνάρτηση του δυναμικού ικανοποιεί την εξίσωση Laplace

V20 = 0 (5.2.1)

με τις εξής συνοριακές συνθήκες

— = X , στο Β,, δηλαδή στα τοιχώματα της δεξαμενής 
δη

δφ
— = 0, στο Β,, 
δη

δηλαδή στον πυθμένα της δεξαμενής

(5.2.2)

(5.2.3)

δ2φ δφ
—— + g— = 0, στο Β2, δηλαδή στην ελεύθερη επιφάνεια 
dr dy

(5.2.4)

Διακριτοποιούμε την διαφορική εξίσωση, χρησιμοποιώντας την αποδεκτή 

συνάρτηση φ*, ώστε να προκύψει η ασθενής μορφή του παραπάνω προβλήματος :

j(vvy</Q=0
Ω

Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Green έχουμε

+ [(V^)(v^*Vq = 0
i δη J

- )ι/Ω = 0

-λ /
όπου [—φ* dΒ, =0, λόγω της συνοριακής συνθήκης (5.2.3). Για αρμονική

δη

διέγερση X = Uel0]l, επομένως φ(χ,γ,ί) = Φ(x,y)eUlJI και νφ = (VO)e"u', η παραπάνω

σχέση γίνεται

\—φ*ά.Β, e1'01 + \—φ*άΒ2 e'°* - I J(VO)(v^*)κϊ
δη

γ3Φ ,. 
δη

_ ΙΟΜ ae = 0:
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(5.2.5)+ j^Vi/B, - J(VO)(v^*)c/Q = 0
δη

Η σχέση 5.2.4, για αρμονική απόκριση γίνεται

2. ιωΙ δΦ ιωΙ δΦ or .
-ωΦβ + 2-----e = 0 =>----- = —Φ

δη δη g

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις 5.2.6 και 5.2.2 στη σχέση 5.2.5 προκύπτει

2

Ιυφ'άΒ, + \^—Φφ (Μ2 - |(νΦ)(ν^* jfc/Ώ = 0
Β, Β2 % Ω

Στη συνέχεια εφαρμόζουμε τη μέθοδο Galerkin με :

Ν

φ = Σα,ν/, (χ>y)
/=!

και

Ν

Φ" =ΣΑ^,(χ,>’)
ί=1

όπου τα ψι (x, y) είναι γνωστές συναρτήσεις βάσεις, τα /? τυχαία και τα

προς υπολογισμό. Το μητρώο των συντελεστών παίρνει τελικά τη μορφή

2

κ, = /(ν^,Χν^,ύΏ- \— Ψ,Ψ,<«!
Ω Β2 g

ενώ το διάνυσμα των εξωτερικών δυνάμεων δίνεται από τη σχέση

F, =
Β,

Συνεπώς το σύστημα που καλούμαστε να επιλύσουμε είναι το ακόλουθο

Σκϋαν =F>i=\

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

( 5.2.9) 

α, άγνωστα

( 5.2.10)

(5.2.11)

(5.2.12)
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Έτσι θεωρούμε πλέγμα που αποτελείται από τετραγωνικά τετρακομβικά 

στοιχεία, και ένα γενικό καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων (x,y) τοποθετημένο 

όπως φαίνεται στο σχήμα 5.2.1.

Σχήμα 5.2.1 : Τυπικό (αραιό) πλέγμα τεσσάρων στοιχείων

Στη συνέχεια θεωρούμε το τοπικό σύστημα συντεταγμένων (ξ,η) στο κάθε 

στοιχείο για το οποίο ισχύουν οι εξής μετασχηματισμοί

χ(ξ,Π) = ΧΑ +ν(1 + ^)=> = και -7^ = 0 (5.2.13)2 αξ 2 άη

Χί.7) = ^+^0 + '7)=> -^ = 0 και ^ = ~ (5.2.14)2 ας αη 2

και εργαζόμαστε για κάθε στοιχείο (e) ξεχωριστά Έτσι για το κάθε στοιχείο ισχύει η 

σχέση 5.2.10 παίρνει την ακόλουθη μορφή

[kc]= ^bJ[b\jq* Jt^v]7 [n\ib;‘ (5.2.15)
Ω' &

όπου ο πίνακας Ν = [ Λξ Ν2 Λή Ν4 ], αποτελείται από τις συναρτήσεις βάσης 

του στοιχείου.

JV,=i(l-i)(l-7)
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iV2=i( 1 + ξΧΙ-η) 

Ν3=^(\ + ξ)(\ + η) 

Ν4= 1(\-ξχ\ + η)

ενώ ο πίνακας Β είναι Β =
' Ν Ν Ν ΝJvl,* JV2,JC Jv3,;t iv4,jt

Ν Ν Ν ΝiVl,y JV2 ,y iV3 ,y JV4 ,y

. Τέλος το διάνυσμα των

εξωτερικών δυνάμεων για το κάθε στοιχείο δίνεται από τη σχέση

Fe = Ju[NYdBte
Βί

(5.2.16)

Υπολογίζουμε τους πίνακες που προκύπτουν από τις σχέσεις (5.2.15) και 

(5.2.16) για το κάθε στοιχείο και στη συνέχεια τους συνθέτουμε έτσι ώστε να 

προκόψουν το ολικό μητρώο των συντελεστών Κ και το ολικό διάνυσμα των 

δυνάμεων F. Στη συνέχεια επιλύουμε το σύστημα που προκύπτει από την εξίσωση 

(5.2.12) και υπολογίζουμε τα άγνωστα α,.

Η σχέση (5.2.7). αποτελεί μια γενική έκφραση του προβλήματος και από αυτή 

προκύπτουν και οι υπόλοιπες υποπεριπτώσεις του προβλήματος του κυματισμού. 

Έτσι όταν μηδενίζεται ο πρώτος όρος της σχέσης (5.2.7) επιλύουμε το πρόβλημα των 

ιδιοτιμών , ενώ όταν μηδενίζεται ο δεύτερος όρος της σχέσης προκύπτει το πρόβλημα 

της ωστικής κίνησης.

5.3 Απλουστευμένη εφαρμογή με 4 στοιχεία

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζεται ένα απλουστευμένο παράδειγμα 

επίλυσης του συνολικού προβλήματος με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων για
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την περίπτωση που το πεδίο επίλυσης του προβλήματος υποδιαιρείται σε τέσσερα 

μόνο στοιχεία.

Επιλύουμε την εξίσωση Laplace:

δ2Φ δ2Φ _
—- +—τ =0dx~ dy"

με τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες

(5.3.1)

δΦ
dx

= U, στο χ = L και στο x = -L

δΦ
— = 0, στο y = 0
dy

δ2Φ δΦ
+ g---- = 0, στο y = Η

St dy

(5.3.2)

(5.3.3)

(5.3.4)

Όπου 2L είναι το συνολικό μήκος της δεξαμενής και Η το ύψος της ελεύθερης 

επιφάνειας.

Για την επίλυση της παραπάνω εξίσωσης χρησιμοποιούμε την μέθοδο των 

πεπερασμένων στοιχείων. Θεωρούμε το τοπικό σύστημα συντεταγμένων ξ,η με 

—1 < ξ< 1 και -1 < η< 1.0 μετασχηματισμός που ισχύει μεταξύ των συστημάτων ξ,η 

και x,y είναι ο ακόλουθος :

χ(ξ,η)=^+ γΟ+ξ) (5.3.5)

και

h
Y^)=yA+ — ( 1+η) (5.3.6)

με

dx hr dx Λ dy Λ dy h
— =—, — =0, — =0 και — = —
άξ 2 άη άξ dη 2
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Θεωρούμε το ορθογωνικό στοιχείο (i, j, k, 1) με τοπική αρίθμηση (1, 2, 3, 4) και τις 

ακόλουθες γραμμικές συναρτήσεις

Ν,= ~ (ΐ·ξ)(ΐ-η) (5.3.7)

Ν2= ~(1+ζ)(1·η) (5.3.8)

Ν,= ί(1+ξ)(1+η) (5.3.9)

2V4= ^-(1-ξ)(1+η) (5.3.10)

Παραγωγίζουμε τις παραπάνω συναρτήσεις ως προς ξ και η. 

dNt δΝ, δχ δΝ, δγ __ δΝ, 1 / ]Λ
δξ δχ δξ dy δξ 
δΝ , _ δΝ, dx δΝ, δγ

δχ 2 hx
δΝ, 1

δη δχ δη δγ δη δγ 2/η

δΝ2 δΝ2 δχ δΝ2 δγ δΝ2 1

(^-1)

δξ δχ δξ δγ δξ δχ 2hx
δΝ2 δΝ2 δχ δΝ, δν δΝ, \----L =----L----+----- L-jL- ^------- (.
δη δχ δη δγ δη δγ 2hy

δΝ3

(1-7)

■ξ)

δΛλ δΝ3 δχ δΝ3 δγ 
δξ ~ δχ δξ^~δγ~δξ 

δΝ3 _ δΝ3 δχ + δΝ3 δγ δΝ3
δχ 2 hx

1
δη δχ δη δγ δη δγ 2h

(1 + 7) 

(1 + ξ)
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dN4 δΝ4 dx <3N4 dy 5N4 1
-----i- = 5-— + =>------ =-----(—77 — 1)
δξ dx δξ δγ δξ δχ 2hx

δΝ. 5Ν4 dx δΝ4 dy 5Ν4 1 „
δη δχ δη dy δη cfy 2hv

Το μητρώο Β γίνεται

Ν1χ Νχχ ΝΧχ Ν- =
Nly NXy NXy '

(7-1) τ^α-7) -^α+7)
2 Κ 2Λ,

(£-1) ^-ί-1-ξ) -(1 + £)
2*, 2/7,. 2/7,

r Tτου οποίου το ανάστροφο μητρώο είναι το Β . 

Υπολογίζουμε το εξής ολοκλήρωμα :

I I
\βΊ Β = JjVtfdet

6' -1 -1

*=- ο 
2

h
0 — 

2

άξάη

με

ΒΤ Β =

(5.3.11)

ι
4

1 , 1 ,
— (7-1)2+Τ7 (<Μ)
κ κ
-1 , 1 ?

(η-\)2-—(ξ2-\)
Κ Κ

-D

-4(η-\γ-ξ(ξ2-\)
Κ hr

~(η-))2+ξ(ξ + 1 Ϋ
Κ κ

^('Γ-1)-7Τ<ί + 1):
κ κ

-W-lH-W-l)
κ κ

Ί?^-χ)+Ίξ^-λ)

4(7 + 1)!+Τ(ί + 1)!
κ κ

±07’

±(„>-ι)+^-ΐ)

^(η + \γ +4Ι(ξ-\γ
Κ hy

Ολοκληρώνοντας τον πίνακα Β1 Β και πολλαπλασιάζοντας με την ορίζουσα προκύπτει ο 

παρακάτω πίνακας, ενώ τα στοιχεία έχουν ως εξής:
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7 8 9

1 2 3

Το μητρώο του κάθε στοιχείου έχει ως εξής:

1 2

1

5

|

4

I
1

16 16 
—7 --- 7
h; Κ

1
16 16 

hi + Κ

i
8 8

1
8 16

hi hl hi Κ
16 8

+Τ

16 16 1 8 16 8 8

Κ hi h] hi hi ~K
8 8 8 16 16 16

hi + h].

00 |7sf 
+

£ 
| V

 
1

h; κ κ κ

8 16 8 8 16 8 I 16 1 16

hi hi Κ hi h2v hi K

◄------ 1

◄----- 2

◄ ------ 5

◄ ------ 4
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K(2) =—*h *h * 
48 * r

Kw= — *h *h * 
48 Λ

2

I
3

I1
16 16
TT + TTK hy

1
16 16 

“ΤΓ + ΤΓK K
16 8 
hi + h2y

16 16

Λ2 + hi
8 8

hi ^

8 16 
hi h;

8 16
¥x hi

8 8 

hi Ίξ

4

I
5

I1
16 16
—7 H--- 7
hi hi

1
16 16 

hi + K
16 8

"a?”\2

16 16
—7 H---7
hi hi

8 8 8 16

K
16
V

h] h2y

_8___8_ 

hi hi

\ \
__8__A

_8__16

hi K
16 ^6

hi + K
16 8 

—T~*—Th: hi

__8___ 8_

~h2x h2y

_^_16
hi h2y

16 16
—7 H----7
hi hi

16 8 
------7 H------7

hi hi

J?__16

*T K

~h] K 

16 _8_

16 j_6 
hi + hi

i i
hi hi 

__8___8_

~h2x ^

16 8 
----7 H—7

hi K
16 16 
~hl+~h2

2

3

6

◄ ------- 4

◄ -------5

◄ -------8

<------- 7
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I 1 I l

K(4)= — *h*h *
48 x y

16 16 
—T ——
h] hl
16 8

---- 7 H--- y
hi hi

A_JL
hi K
8 16

16 16 
~hl+hl 

16 \6^ 
hl+h; 

_8__16 
hi h;

8 8
hi hi hi hi

_8___ 8^
hi ^ 

_8__16 
hi h2y

\6_ 16 
hi + hi 
16 _8_ 

hl+hl

_8__16
hi hi

~h2x hi

16 8
---- 7 H—y

hi hi
16 16
—T —Thi hi

5

6 

9 

8

Από τη σύνθεση των τεσσάρων αυτών μητρώων προκύπτει το συνολικό μητρώο Κ, 

όπως φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί
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, Ύ , , ,Στη συνέχεια υπολογίζουμε τον πίνακα Ν Ν, στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων 

για η = 1 διότι η συνοριακή συνθήκη ισχύει στο y = Η.

| Ν' ΝάΒ^
β;

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 2 1 
0 0 12

Ο παραπάνω πίνακας υπολογίστηκε για το τρίτο στοιχείο, ομοίως προκύπτει και ο 

πίνακας του τέταρτου στοιχείου. Επομένως το ολικό μητρώο που προκύπτει από τη 

σύνθεσή τους είναι ως εξής

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

ί Ντ NdB2 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ι 0 0 0 0 0 0
hx
Τ

hx
τ

0

0 0 0 0 0 0
hx
6

2 hx 
3

hx
Τ

0 0 0 0 0 0 0
hx
Τ

hx
Τ

Έτσι καλούμαστε να επιλύσουμε το σύστημα ΚΦ = F, με

Κ= J‘ΒτΒάΩβ~— J‘NTNdB2
Ω 8 Β2

(5.3.8)

Στη συνέχεια υπολογίζουμε τις δυνάμεις που ασκούνται στα τοιχώματα της 

δεξαμενής. Για τον υπολογισμό των δυνάμεων σε κάθε στοιχείο ακολουθείται η 

παρακάτω διαδικασία:
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Για το πρώτο στοιχείο, ( με αντίστοιχους κόμβους 1,5) είναι

ρι=-)^-ι.η)ν^·άη=~ην
-ι Ζ Ζ

Fs=-\N,(.-\,n)V^ = -lfhy
-I Ζ Ζ

Ομοίως για το δεύτερο στοιχείο, ( με αντίστοιχους κόμβους 3,6) 

F,= '-Vhy

F,=\vhy

για το τρίτο στοιχείο, ( με αντίστοιχους κόμβους 4, 7 ) 

F,=~Vhy

F,=~Vhy

και για το τέταρτο στοιχείο( με αντίστοιχους κόμβους 6, 9 ),

Από τη σύνθεση των δυνάμεων του κάθε στοιχείου προκύπτει το συνολικό διάνυσμα 

των δυνάμεων

F = — Vhy 
2

0 ~Vhy -Vhy 0 Vhy -iVhy 0 —Vhy
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Κεφάλαιο 6: Αποτελέσματα

6.1. Αναλυτικά και αριθμητικά αποτελέσματα ιόιοτιικόν και ιόιοιιοριικόν

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζονται τα αποτελέσματα του τρίτου 

κεφαλαίου, δηλαδή τα αποτελέσματα του προβλήματος των ιδιοτιμών. Κατά την 

επίλυση του συγκεκριμένου προβλήματος, όπως αυτή παρουσιάστηκε στο τρίτο 

κεφάλαιο, προέκυψαν οι ακόλουθες σχέσεις

, 2/77-1 . 2w-l ττ.
ω'η, - g---------;rtanh(--------- πΗ)

2 L 2 L
(6.1.1)

2 ηπ . ,ηπ ττχ 
ω'η - g — tanh(— Η) (6.1.2)

από τις οποίες υπολογίζονται οι ιδιοτιμές ω του προβλήματος.

Στους πίνακες που ακολουθούν φαίνονται οι τέσσερις πρώτες ιδιοτιμές καθώς

ω'
και ο λόγος λ =—, που προκύπτουν από τη σχέση 6.1.1 ανάλογα με το μήκος και το

ύψος της δεξαμενής που θα επιλέξουμε, οπότε προκύπτουν οι αντισυμμετρικές 

ιδιοτιμές, καθώς και οι τέσσερις πρώτες συμμετρικές ιδιοτιμές που προκύπτουν από 

τη σχέση 6.1.2. Στα σχήματα 6.1.1 και 6.1.2 παρουσιάζονται αντίστοιχα οι τέσσερις 

πρώτες αντισυμμετρικές και οι τέσσερις πρώτες συμμετρικές ιδιομορφές.

Από τη μελέτη των πινάκων αυτών διαπιστώνεται ότι η μεταβολή του ύψους 

της ελεύθερης επιφάνειας Η. έχει μικρή επίπτωση στις ιδιοτιμές. Συγκεκριμένα 

παρατηρούμε ότι διπλασιασμός του ύψους Η, επιφέρει αισθητή μεταβολή μόνο στην 

πρώτη ιδιοτιμή ενώ οι μεγαλύτερες ιδιοτιμές παραμένουν ουσιαστικά ανεπηρέαστες. 

Αντίθετα η μεταβολή του συνολικού μήκους της δεξαμενής επηρεάζει σημαντικά όχι 

μόνο την πρώτη ιδιοτιμή αλλά και τις μεγαλύτερες.
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m ω 9ω

g
1 1.3840 0.1952
2 2.4825 0.6282
3 3.2051 1.0472
4 3.7923 1.4660

Πίνακας 6.1.1: Αντισυμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 8m και 2L- 15m

m ω ω2

g
1 1.4307 0.2086
2 2.4827 0.6283
3 3.2051 1.0472
4 3,7923 1.4660

Πίνακας 6.1.2: Αντισυμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 15m και 2L = 15m

m ω ω1

g
1 1.4333 0.2094
2 2.4827 0.6283
3 3.2051 1.0472
4 3.7923 1.4660

Πίνακας 6.1.3: Αντισυμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 30m και 2L = 15m



m ω 1ω

g
1 1.9509 0.3879
2 3.3995 1.1780
3 4.3888 1.9634
4 5.1929 2.7485

Πίνακας 6.1.4: Αντισυμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 8m και 2L = 8m

m ω 7ω

g
1 2.7757 0.7853
2 4.8077 2.3561
3 6.2057 3.9279
4 7.3439 5.4977

Πίνακας 6.1.5: Αντισυμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 8m και 2L = 4m

η ω ω2

g
1 0.0000 0.0000
2 2.0246 0.4178
3 2.8666 0.8377
4 3.5110 1.2566

Πίνακας 6.1.6: Συμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 8m και 2L = 15m

η ω Ίω

g
1 0.0000 0.0000
2 2.0271 0.4178
3 2.8667 0.8377
4 3.5107 1.2566

Πίνακας 6.1.7: Συμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 15m και 2L = 15m



η ω ω1

8
1 0.0000 0.0000
2 2.0271 0.4178
3 2.8667 0.8377
4 3.5107 1.2566

Πίνακας 6.1.8: Συμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 30m και 2L = 15m

η ω 2ω

8
1 0.0000 0.0000
2 2.7757 0.7853
3 3.9255 1.5708
4 4.8077 2.3561

Πίνακας 6.1.9: Συμμετρικών Ιδιοτιμών για Η = 8m και 2L = 8m

η ω ω2

8
1 0.0000 0.0000
2 3.9255 1.5708
3 5.5149 3.1003
4 6.7991 6.2830

Πίνακας 6.1.10: Συμμετρικών Ιδιοτιμών για Η 8m και 2L = 4m



-6-4-2 0 2 4 6

-6 -4 -2 0 2 4 6

-6 -4 -2 0 2 4 6

Σχήμα 6.1.1: Αντισυμμετρικές Ιδιομορφές για m=l,2,3,4
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1

o.e

0.6

0.4

0.2

ο
-β -4 -2 Ο 2 4 6

-β -4 -2 Ο 2 4 β

-β -4 -2 Ο 2 4 β

Σχήμα 6.1.2: Συμμετρικές Ιδιομορφές για π=1,2,3,4
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Στη συνέχεια επιχειρείται η σύγκριση των αναλυτικών και των υπολογιστικών 

αποτελεσμάτων του προβλήματος των ιδιοτιμών. Συγκεκριμένα στον πίνακα 6.1.11

συγκρίνονται οι τιμές του λόγου λ = — που προκύπτουν αναλυτικά με τις αντίστοιχες
g

υπολογιστικές τιμές του λόγου αυτού. Για την εξαγωγή των τιμών του λόγου λ 

υπολογιστικά, χρησιμοποιήθηκαν πλέγματα πεπερασμένων στοιχείων διαφορετικής 

πυκνότητας, δηλαδή πλέγματα με διαφορετικό αριθμό κόμβων. Στον πίνακα που 

ακολουθεί παρουσιάζονται τα υπολογιστικά αποτελέσματα για πλέγματα που 

αποτελούνται από 3, 4. 10, 20 και 50 κόμβους στην κάθε κατεύθυνση.

Στην περίπτωση που το πλέγμα αποτελείται από εννέα κόμβους προκύπτουν 

μόνο τρεις ιδιοτιμές οι οποίες αντιστοιχούν στους τρεις κόμβους της ελεύθερης 

επιφάνειας, ενώ οι υπόλοιπες ιδιοτιμές απειρίζονται. Η ακρίβεια των τιμών αυτών δεν 

είναι ικανοποιητική καθώς αν εξαιρέσουμε τη μηδενική ιδιοτιμή, ακόμα και η πρώτη 

ιδιοτιμή βρίσκεται μακριά από την αντίστοιχη αναλυτική. Για πλέγμα δεκαέξι 

κόμβων προκύπτουν τέσσερις ιδιοτιμές, όσοι δηλαδή είναι και οι κόμβοι της 

ελεύθερης επιφάνειας, και αυτές όμως οι ιδιοτιμές παρουσιάζουν σημαντική 

απόκλιση από τα αναλυτικά αποτελέσματα ιδιοτιμών. Χρησιμοποιώντας πλέγμα 

εκατό κόμβων προκύπτουν δέκα μη άπειρες ιδιοτιμές από τις οποίες μόνο η πρώτη 

προσεγγίζει ικανοποιητικά την αντίστοιχη αναλυτική ιδιοτιμή. Για πλέγμα 

τετρακοσίων κόμβων η σύγκλιση των ιδιοτιμών βελτιώνεται αισθητά, όμως 

ικανοποιητική προσέγγιση παρατηρείται όταν το πλέγμα αποτελείται από δύο 

χιλιάδες πεντακόσιους κόμβους. Στην περίπτωση αυτή προκύπτουν πενήντα μη 

άπειρες ιδιοτιμές οι οποίες αντιστοιχούν στους κόμβους της ελεύθερης επιφάνειας, 

από τις οποίες οι οχτώ πρώτες προσεγγίζουν τις αντίστοιχες αναλυτικές με ακρίβεια 

δεύτερου δεκαδικού ψηφίου.
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Τα υπολογιστικά αυτά αποτελέσματα προέκυψαν με τη χρήση του 

προγράμματος των ιδιοτιμών, το οποίο είναι γραμμένο σε Fortran και επισυνάπτεται 

στο ένατο κεφάλαιο. Ο κώδικας αυτός βασίζεται στην επίλυση του προβλήματος των 

ιδιοτιμών με τη χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων όπως αυτή 

περιγράφεται στο πέμπτο κεφάλαιο. Για την επίλυση του συστήματος που προκύπτει 

χρησιμοποιήθηκε η υπορουτίνα της IMSL, GVLRG η οποία είναι κατάλληλη για τον 

υπολογισμό ιδιοτιμών. Ο χρόνος που απαιτείται για την εξαγωγή των αποτελεσμάτων 

με τη χρήση του συγκεκριμένου κώδικα είναι μικρότερος των 60 sec όταν 

αναφερόμαστε σε μικρά πλέγματα, όπως αυτά των εννέα και των δεκαέξι κόμβων, 

αλλά αυξάνει αισθητά όταν το πλέγμα αποτελείται από τετρακόσιους κόμβους και 

επάνω.

Τα αναλυτικά αποτελέσματα που παρουσιάζονται στον πίνακα 6.1.11 

προέκυψαν από την επίλυση των αντίστοιχων αναλυτικών εκφράσεων με τη χρήση 

του προγράμματος Mathematica. Στην παράγραφο 9.1.1 παρατίθεται ο αντίστοιχος 

κώδικας, με τη χρήση του, ο χρόνος υπολογισμού των ιδιοτιμών είναι σαφώς 

μικρότερος από αυτόν που απαιτείται για την εξαγωγή των υπολογιστικών 

αποτελεσμάτων. Ακόμα και για την περίπτωση του υπολογισμού των πενήντα 

ιδιοτιμών απαιτείται χρόνος μικρότερος των 60 sec.
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9 κόμβοι 16 κόμβοι 100 κόμβοι 400 κόμβοι 2500 κόμβοι
Αναλυτικά

αποτελέσματα

0,0000 0.0000 0.0000 0,0000 0.0000 0,0000

0,2290 0,2099 0,1968 0,1956 0,1953 0,1952

0,5234 0,5234 0,4291 0,4203 0,4182 0,4178

0,7852 0,6665 0,6366 0.6295 0,6282

0,9303 0.8576 0.8407 0,8377

1,2308 1,0864 1,0529 1,0472

1,5707 1.3250 1,2666 1.2566

1,9289 1,5757 1.4819 1,4660

2,2314 1.8409 1.6993 1.6755

2,3555 2,1228 1.9189 1,8849

2.4231 2,1411 2,0944

2,7429 2.3662 2,3038

3,0814 2,5945 2,5132

3,4351 2.8264 2,7227

3,7958 3,0620 2,9321

4.1488 3.3019 3,1415

4,4720 3.5464 3,3510

4,7364 3,7957 3,5604

4,9114 4,0503 3,7699

4,9729 4,3105 3,9793

4,5765 4,1887

4.8489 4,3982

5.1278 4.6076

5,4136 4,8171

5,7065 5,0265

6,0068 5,2359

6,3146 5,4454

6.6300 5,6548

6,9529 5,8643

7,2834 6.0737

7,6209 6,2831

7.9652 6,4926

8,3154 6,7020

8.6706 6.9115

9,0295 7,1209

9,3904 7,3303

9,7514 7,5398

10.1099 7,7492

10.4630 7,9587

10.8073 8.1681

11,1389 8,3775

1 1.4536 8.5870

1 1.7469 8,7964

12,0139 9,0059

12.2499 9,2153

12.4505 9.4247

12.6110 9,6342

12,7290 9.8436

12.8000 10,0531

12,8240 10,2625

Πίνακας 6.1.11: Σύγκριση υπολογιστικών και αναλυτικών αποτελεσμάτων του λόγου ω2 /g
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6.2 Αναλυτικά αποτελέσματα προβλήματος συνοριακών τιμών

Στην παράγραφο αυτή παρατίθονται τα αποτελέσματα του τέταρτου 

κεφαλαίου, τα οποία αφορούν τις δυνάμεις που ασκούνται στα τοιχώματα της 

δεξαμενής. Συγκεκριμένα υπολογίζουμε τους παρακάτω συντελεστές, τον συντελεστή 

F,
C, = — , που είναι ο λόγος της δύναμης του προβλήματος της επαγωγής προς τηF,

δύναμη του προβλήματος της ώσης και το συντελεστή . F<-+F,
Fa

, ο οποίος είναι

ο λόγος της επαγωγικής προς τη συνολική δύναμη.

Οι παραπάνω συντελεστές μπορούν να εκφρασθούν αναλυτικά 

χρησιμοποιώντας τις αντίστοιχες αναλυτικές εκφράσεις των δυνάμεων Fr και F,, 

όπως αυτές προέκυψαν κατά την επίλυση των προβλημάτων της επαγωγής και της 

ώσης στο τέταρτο κεφάλαιο, καθώς και την αναλυτική έκφραση της δύναμης F(/ που

επίσης δίνεται στο τέταρτο κεφάλαιο. Έτσι στο αριστερό τοίχωμα της δεξαμενής, 

δηλαδή στο x = -L είναι

8UL(-\)" ,2n-\

Σ
,η .72 Τ tanh( ~- ' πΗ) (2η -1) π 2L

C,

2 ,,2/7-1 ... 2η-\ . ,,2/7-1 ..." -ω cosh( πΗ) + % /rsinh( π Η)
________ 12L________ 2 L 2 L

. 2η -1 . ,2«-1sin(----------^r) sinn( πΗ)
2 2 L

-ULH + £
-8ΈΖ(-1)"

” (2η -1)" π2 cosh { ^ πΗ
\ 2 L

sinli 2/7-1 
2 L

πΗ 2 L
(2η-Χ)π

. 2/7-1sin(-----— π)

και

(6.2.1)

-2UL{-\)
171-1

ω~

(k L)2 cosh
C,

2/77-1 
2 L

πΗ
\ 2 2 ω -ω.„

sin 2/77 - 1
π sinli

2/77-1 
2 L

πΗ 2 L
(2/77 — \)π

mU

(6.2.2)

-ULH ρ
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Ομοίως προκύπτουν και οι αναλυτικές εκφράσεις των συντελεστών στο χ = L,

δηλαδή στο δεξί τοίχωμα της δεξαμενής, αφού ισχύουν οι σχέσεις

Fr(L) = -Fr(-L) (6.2.3)

και

F,(L) = -F,(-L) (6.2.4)

Με βάση τις σχέσεις αυτές είναι δυνατή η γραφική αναπαράσταση των 

συντελεστών C, και C2, των συνολικών δυνάμεων που ασκούνται στα τοιχώματα 

της δεξαμενής, ως συνάρτηση της εξωτερικής διέγερσης ω. Οι γραφικές αυτές 

απεικονίσεις γίνονται για χαρακτηριστικές τιμές του λόγου του ύψους της δεξαμενής, 

προς το μήκος της.

Έτσι επιλέγοντας το λόγο — = —, — = 1 και — - 2 προκύπτουν οι
2 L 15 2 L 2 L

ακόλουθες γραφικές παραστάσεις, των συντελεστών C, και C2 , όπου το ω παίρνει

τιμές από 1 ως 5. Ο σχολιασμός των γραφικών αυτών παραστάσεων γίνεται στην

παράγραφο 6.3 όπου παρουσιάζονται οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις που 

προέκυψαν από τα υπολογιστικά αποτελέσματα
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Σχήμα 6.2.1: Γραφική παράσταση του συντελεστή C, σε συνάρτηση της εξωτερικής 

διέγερσης ω, για Η = 8 m και 2L = 15 m

Σχήμα 6.2.2: Γραφική παράσταση του συντελεστήC2 σε συνάρτηση της εξωτερικής

διέγερσης ω, για Η = 8 m και 2L = 15 m
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Σχήμα 6.2.3: Γραφική παράσταση του συντελεστή C, σε συνάρτηση της εξωτερικής

διέγερσης ω, για Η = 15 m και 2L = 15m

Σχήμα 6.2.4: Γραφική παράσταση του συντελεστή C2 σε συνάρτηση της εξωτερικής 

διέγερσης ω, για Η = 15 m και 2L = 15 m
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Σχήμα 6.2.5: Γραφική παράσταση του συντελεστή C, σε συνάρτηση της εξωτερικής 

διέγερσης ω, για ύψος Η = 30 m και μήκος 2L = 15 m.

Σχήμα 6.2.6: Γραφική παράσταση του συντελεστή C2 σε συνάρτηση της εξωτερικής

διέγερσης ω,, για ύψος Η = 30 m και μήκος 2L = 15 m.
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6.3 Υπολογιστικά αποτελέσματα προβλήματος οριακών τιμών

Στη συγκεκριμένη παράγραφο παρατίθονται τα υπολογιστικά αποτελέσματα 

του προβλήματος, όπως αυτά προέκυψαν από την επίλυσή του με τη μέθοδο των 

πεπερασμένων στοιχείων, που περιγράφεται στο πέμπτο κεφάλαιο. Συγκεκριμένα

F F+F
υπολογίζονται οι τιμές των συντελεστών C, = — και C2= —------ -υπολογιστικά.

βάση των τιμών των δυνάμεων που προέκυψαν κατά την επίλυση του προβλήματος 

με τη χρήση προγράμματος Fortran. Αναλυτικότερα χρησιμοποιήθηκε ένας 

αλγόριθμος Fortran για την επίλυση του υποπροβλήματος της ωστικής κίνησης και 

τον υπολογισμό της δύναμης F, και ένας δεύτερος αλγόριθμος για την επίλυση του 

συνολικού προβλήματος και τον υπολογισμό της συνολικής δύναμης F, + Fc .

Είναι λοιπόν δυνατή η γραφική απεικόνιση των παραπάνω

συντελεστών για ορισμένες χαρακτηριστικές τιμές του λόγου —, του ύψους προς το

Η $ Η Η
μήκος της δεξαμενής. Επιλέγοντας αντίστοιχα λόγο — = —, — = 1 και — = 2

2 λ 15 2 λ 2 L

προκύπτουν οι ακόλουθες γραφικές παραστάσεις, των συντελεστών C, και C2, όπου 

το ω παίρνει τιμές από 1 ως 5. Οι τιμές των συντελεστών αυτών προήρθαν από τα 

υπολογιστικά αποτελέσματα των δυνάμεων που προέκυψαν από την επίλυση του 

προβλήματος της ωστικής κίνησης, καθώς και του συνολικού προβλήματος με την 

χρήση των προγραμμάτων Fortran που παρουσιάζονται στο ένατο κεφάλαιο, και στα 

δύο προγράμματα το σύστημα επιλύεται με τη μέθοδο Gauss. Για την εξαγωγή των 

συγκεκριμένων τιμών των δυνάμεων χρησιμοποιήθηκε πλέγμα που αποτελείται από 

τετρακόσιους κόμβους.

Με βάση τις γραφικές παραστάσεις των λόγων της επαγωγικής προς την 

ωστική δύναμη, και της συνολικής δύναμης προς τη δύναμη ομοιόμορφης κίνησης
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που παρουσιάζονται στις παραγράφους 6.2 και 6.3 μπορούμε να καταλήξουμε σε 

ορισμένα συμπεράσματα. Όσον αφορά τη μορφή των γραφικών παραστάσεων των 

συντελεστών που προέκυψαν υπολογιστικά, σε σχέση με τη μορφή των αναλυτικών 

γραφικών παραστάσεων, παρατηρούμε ότι υπάρχει ικανοποιητική ταύτιση τιμών, 

γεγονός που μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι τα υπολογιστικά αποτελέσματα 

προσεγγίζουν τα αναλυτικά. Συγκεκριμένα παρατηρούμε ότι για τις τιμές της 

εξωτερικής διέγερσης ω που πλησιάζουν τις αντισυμμετρικές ιδιοτιμές του 

προβλήματος οι συντελεστές C, και C, παρουσιάζουν ασυμπτωτική συμπεριφορά 

καθώς τείνουν προς το άπειρο. Η συμπεριφορά αυτή είναι η ίδια και για τις τρεις

περιπτώσεις του λόγου — που εξετάσθηκαν, και οφείλεται στο γεγονός ότι

δημιουργείται συντονισμός του συστήματος για τις τιμές αυτές της εξωτερικής 

διέγερσης. Από τη σύγκριση των γραφικών παραστάσεων των συντελεστών 

προκύπτει ότι για τις τρεις πρώτες αντισυμμετρικές ιδιοτιμές του προβλήματος 

υπάρχει ταύτιση αναλυτικών και υπολογιστικών αποτελεσμάτων. Δε συμβαίνει όμως 

το ίδιο με την τέταρτη αντισυμμετρική ιδιοτιμή, γεγονός αναμενόμενο αν λάβουμε 

υπόψη τα αποτελέσματα του πίνακα 6.1.11. Από τη μελέτη του συγκεκριμένου 

πίνακα σύγκλισης προκύπτει ότι όσον αφορά την τέταρτη ιδιοτιμή, η οποία είναι η 

όγδοη ιδιοτιμή του πίνακα, για πλέγμα 400 κόμβων ( με βάση το οποίο έγιναν οι 

γραφικές παραστάσεις των συντελεστών ), δεν υπάρχει ταύτιση αναλυτικών και 

υπολογιστικών αποτελεσμάτων των ιδιοτιμών. Παρατηρούμε επίσης ότι για τιμές της 

εξωτερικής διέγερσης ω μεγαλύτερες του πέντε, ο συντελεστής C, τείνει 

ασυμπτωτικά στο μηδέν.
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“7.ήΜα 6.3.1: I ραφική παράσταση του συντελεστή (ήσε συνάρτηση της εξωτερικής 

διέγερσης ω, για Η = 8 m και 2L = 15 m

ω

Σχήμα 6.3.2: Γραφική παράσταση του συντελεστή C, σε συνάρτηση της εξωτερικής

διέγερσης ω, για Η = 8 m και 2L = 15 m
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Σχήμα 6.3.3: Γραφική παράσταση του συντελεστή (Γ,σε συνάρτηση της εξωτερικής 

διέγερσης ω, για Η = 15 m και 2L = 15 m

Σχήμα 6.3.4: Γραφική παράσταση του συντελεστή C2 σε συνάρτηση της εξωτερικής 

διέγερσης ω, για Η = 15 m και 2L = 15 m
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ω

Σχήμα 6.3.5: Γραφική παράσταση του συντελεστή C, σε συνάρτηση της εξωτερικής 

διέγερσης ω, για Η = 30 m και 2L = 15 m

4

Σχήμα 6.3.6: Γραφική παράσταση του συντελεστή (Γ2σε συνάρτηση της εξωτερικής 

διέγερσης ω, για Η = 30 m και 2L = 15 m
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6.4 Σχολιασμός αποτελεσμάτων

Στις προηγούμενες παραγράφους του κεφαλαίου έγινε η παρουσίαση των 

αναλυτικών και υπολογιστικών αποτελεσμάτων του προβλήματος, με σκοπό να γίνει 

η μεταξύ τους σύγκριση. Παρόλο που επιλύθηκε υπολογιστικά και το υποπρόβλημα 

της ωστικής κίνησης, δεν κρίθηκε σκόπιμο να γίνει μια παρόμοια παρουσίαση των 

αποτελεσμάτων καθώς κάτι τέτοιο δε θα είχε φυσικό νόημα. Ωστόσο τα 

αποτελέσματα του υποπροβλήματος συγκρίθηκαν με τα αναλυτικά και βρέθηκαν σε 

συμφωνία.

Στη συνέχεια για καλύτερη κατανόηση του τρόπου με τον οποίο 

συγκλίνει το συνολικό πρόγραμμα παρουσιάζονται οι ακόλουθοι πίνακες σύγκλισης. 

Οι τιμές της συνάρτησης του δυναμικού που παρουσιάζονται στους πίνακες αυτούς 

προέκυψαν από την υπολογιστική επίλυση του συνολικού προβλήματος για πλέγμα 9, 

121, 441 και 1681 κόμβων αντίστοιχα. Παρατίθονται επίσης οι αναλυτικές τιμές της 

συνάρτησης στους αντίστοιχους κόμβους. Από την μελέτη των ακόλουθων πινάκων 

παρατηρούμε ότι για πλέγμα που αποτελείται από 441 κόμβους ή πυκνότερο, η 

σύγκλιση των υπολογιστικών με τις αναλυτικές τιμές είναι ικανοποιητική. Στους 

παρακάτω πίνακες σύγκλισης παρατηρούμε ότι τόσο στα αναλυτικά όσο και στα 

υπολογιστικά αποτελέσματα παρουσιάζεται μια αντισυμμετρία των τιμών του 

δυναμικού. Ο άξονας της αντισυμμετρίας είναι ο άξονας y, ο οποίος βρίσκεται στο 

κέντρο της δεξαμενής.
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\ χ -L 0 L

y\

Η -13.3159 0.0000 13.3159

Η/2 -9.9993 0.0000 9.9993

0 -9.1691 0.0000 9.1691

Πίνακας 6.4.1: Υπολογιστικά αποτελέσματα δυναμικού για 9 (3x3) κόμβους

-L 0 L

Η -14.023 0.0000 14.023

Η/2 -10.6443 0.0000 10.6443

0 -9.7793 0.0000 9.7793

Πίνακας 6.4.2: Υπολογιστικά αποτελέσματα δυναμικού για 121 (11x11) κόμβους



\χ -L 0 L

y\

Η -14.0489 0.0000 14.0490

Η/2 -10.6696 0.0000 10.6697

0 -9.8025 0.0000 9.8025

Πίνακας 6.4.3: Υπολογιστικά αποτελέσματα δυναμικού για 441 (21x21) κόμβους

\ χ

Υ \

-L 0 L

Η -14.0544 0.0000 14.0544

Η/2 -10.6757 0.0000 10.6758

0 -9.8081 0.0000 9.8082

Πίνακας 6.4.4: Υπολογιστικά αποτελέσματα δυναμικού για 1681 (41x41) κόμβους
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\ χ -L 0 L

y \

Η -14.0560 0.0000 14.0560

Η/2 -10.6781 0.0000 10.6781

0 -9.8103 0.0000 9.8103

Πίνακας 6.4.5: Αναλυτικά αποτελέσματα δυναμικού
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7. Συμπεράσματα

Στόχος της συγκεκριμένης διπλωματικής εργασίας είναι η μελέτη του 

προβλήματος του κυματισμού της ελεύθερης επιφάνειας, σε δεξαμενή ορθογώνιας 

διατομής, η οποία υπόκειται σε οριζόντια εξωτερική διέγερση. Αρχικά έγινε η 

επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών αναλυτικά, με τη μέθοδο διαχωρισμού των 

μεταβλητών. Με τη χρήση του συγκεκριμένου αναλυτικού μοντέλου προέκυψαν οι 

ιδιοτιμές του προβλήματος του κυματισμού. Στη συνέχεια το πρόβλημα των 

ιδιοτιμών επιλύθηκε υπολογιστικά, για το σκοπό αυτό χρησιμοποιήθηκε 

υπολογιστικός κώδικας σε Fortran, ο οποίος βασίζεται στην επίλυση του 

προβλήματος με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων. Η εξαγωγή των ιδιοτιμών 

του προβλήματος υπολογιστικά έγινε για πλέγματα πεπερασμένων στοιχείων 

διαφορετικής πυκνότητας..

Πέρα από το πρόβλημα των ιδιοτιμών εξετάσθηκε και το πρόβλημα των 

συνοριακών τιμών, δηλαδή της απόκρισης δεξαμενής με υγρό υπό εξωτερική 

διέγερση. Προκειμένου να επιτευχθεί η αναλυτική επίλυσή του, το πρόβλημα 

διαιρέθηκε σε δύο υποπροβλήματα, σύμφωνα με το διαχωρισμό ωστικής- επαγωγικής 

κίνησης. Επιλύθηκε αρχικά αναλυτικά το πρόβλημα της ωστικής και στη συνέχεια 

της επαγωγικής κίνησης. Οι αναλυτικές λύσεις που προέκυψαν για τα δύο 

προβλήματα συγκρίθηκαν με τις αντίστοιχες λύσεις που υπάρχουν στη βιβλιογραφία 

για τα συγκεκριμένα προβλήματα, και βρέθηκαν σε πλήρη συμφωνία με αυτές. Στη 

συνέχεια με βάση τις λύσεις αυτές υπολογίστηκαν οι δυνάμεις και οι ροπές που 

ασκούνται στα τοιχώματα της δεξαμενής.

Για την υπολογιστική επίλυση του προβλήματος συνοριακών τιμών 

χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων. Αρχικά επιλύθηκε 

υπολογιστικά το πρόβλημα της ωστικής κίνησης και υπολογίστηκαν οι ωστικές

78



δυνάμεις που ασκούνται στα τοιχώματα της δεξαμενής. Στη συνέχεια με την ίδια 

μέθοδο επιλύθηκε και το συνολικό πρόβλημα συνοριακών τιμών και προέκυψαν οι 

συνολικές δυνάμεις που ασκούνται στα τοιχώματα της δεξαμενής.

Παρατηρούμε ότι όσο αυξάνεται η πυκνότητα του πλέγματος των 

πεπερασμένων στοιχείων οι ιδιοτιμές που προκύπτουν τείνουν όλο και περισσότερο 

στις αναλυτικές ιδιοτιμές του προβλήματος. Έτσι όταν το πλέγμα των πεπερασμένων 

στοιχείων αποτελείται από 50 κόμβους σε κάθε κατεύθυνση, τα υπολογιστικά 

αποτελέσματα παρουσιάζουν ικανοποιητική σύγκλιση με τα αναλυτικά. Η σύγκλιση 

των αρχικών ιδιοτιμών είναι ακρίβειας τρίτου δεκαδικού ψηφίου. Η σύγκλιση είναι 

πιο αργή όταν αναφερόμαστε σε υψηλές ιδιοτιμές. Τα υπολογιστικά αποτελέσματα 

του προβλήματος της ωστικής κίνησης καθώς και του πλήρους προβλήματος 

παρουσιάζουν καλύτερη σύγκλιση με τα αναλυτικά από αυτά του προβλήματος των 

ιδιοτιμών, αλλά και πάλι απαιτείται πλέγμα που να αποτελείται από τετρακόσιους 

κόμβους ή πυκνότερο.

Για να επιτευχθεί η σύγκριση των αποτελεσμάτων έγιναν οι γραφικές 

παραστάσεις των λόγων της ωστικής προς την επαγωγική δύναμη και της συνολικής 

δύναμης προς τη δύναμη ομοιόμορφης κίνησης, τόσο για τα αναλυτικά όσο και για τα 

υπολογιστικά αποτελέσματα. Οι γραφικές αυτές παραστάσεις αναφέρονται σε 

διαφορετικούς λόγους ύψους προς μήκος δεξαμενής, επιλέχθηκαν λόγοι 0.5, 1 και 2. 

Και στις τρεις περιπτώσεις, η μορφή των γραφικών παραστάσεων που προέκυψαν 

υπολογιστικά προσεγγίζει ικανοποιητικά την μορφή των γραφικών παραστάσεων 

που προήρθαν από τους αναλυτικούς τύπους. Επίσης υπολογίστηκαν και οι ροπές που 

ασκούνται στα τοιχώματα της δεξαμενής και τα υπολογιστικά αποτελέσματα 

προσέγγισαν τα αναλυτικά με ικανοποιητική ακρίβεια.
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Από τη μελέτη όλων αυτών των αποτελεσμάτων προκύπτουν τα ακόλουθα 

συμπεράσματα

i) Η επίδραση του κυματισμού είναι σημαντική κατά τον υπολογισμό των δυνάμεων 

που ασκούνται στη δεξαμενή, όταν οι τιμές της εξωτερικής διέγερσης ω προσεγγίζουν 

τις ιδιοτιμές του προβλήματος.

Π) Οι ιδιοτιμές δεν επηρεάζονται έντονα από τη μεταβολή του ύψους της ελεύθερης 

επιφάνειας αλλά από τη μεταβολή του μήκους της δεξαμενής. Μείωση του μήκους 

της δεξαμενής προκαλεί αύξηση των ιδιοτιμών. Οι δεξαμενές που έχουν μικρό μήκος 

και σχετικά μεγάλο ύψος, είναι αυτές που έχουν και μεγαλύτερες ιδιοτιμές. 

iii) Η συνολική δύναμη του προβλήματος είναι αισθητά μεγαλύτερη από τη δύναμη 

ομοιόμορφης κίνησης, ιδιαίτερα για τιμές της εξωτερικής διέγερσης που 

προσεγγίζουν τις αντισυμμετρικές ιδιοτιμές του προβλήματος.

Στη συνέχεια παρατίθενται ορισμένες προτάσεις όσον αφορά την συνέχιση 

και επέκταση της συγκεκριμένης εργασίας. Η ίδια μελέτη θα μπορούσε να γίνει: 

ϊ) Λαμβάνοντας υπόψη την παραμόρφωση των τοιχωμάτων της δεξαμενής, η οποία 

θεωρήθηκε αμελητέα, 

ΐΐ) Για συνεκτικό ρευστό 

iii) Για μη γραμμικές εξισώσεις, 

ΐν) Για τυχαία εξωτερική διέγερση
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Κεφάλαιο 9 : Παράρτημα

9.1 Προγράμματα σε Mathematica

9.1.1 Αναλυτικός υπολογισμός ιδιοτιμών του προβλήματος

U := 1 

L := 7.5 

Η := 8 

ω : = 1 

g := 9.81

Αντισυμμετρικές ιδιοτιμές

. , 2 * m - 1 . .
Table[/jm = *7Γ, {m, 1, 4}]

Ζ. *

TabletSqrt[g*Mm* Tanh[H*μ,,,] ] , {m, 1, 4}]

Table[Mm* Tanh[H* Mm] , {m, 1, 4}]

Συμμετρικές ιδιοτιμές

Table[Mn = " * 7Γ, {n, 1, 4}]
Xj

TabletSqrt[g*μη* Tanh[Η*μη] ] , {n, 1,4}]

Table[Mn*Tanh[H* μη] , {n, 1, 4}]

9.1.2 Υπολογισμός της συνάρτησης του δυναμικού φ για κάθε κόμβο

Ν[

Table[

y] + (U*χ) , {χ, -7.5, 7.5, 7.5} ,

{y, 0, 8, 4}] ] // MatrixForm
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9.1.3 Υπολογισμός ωστικής και επαγωγικής δύναμης

. 2 * n - 1 2*L*Sinh[ (2*^1) * π *
• , Sin *7Γ * --------- 2*L

(2*η - 1)2 * 7Γ2 * Cosh[ 2*~ *7γ*Η] 2 π * (2 * η - 1)Σ
- 8 * 1 
(2 * η - 1)2 * π

8* U* L* (-1) η"1

4

■Σ..
η=1

g* 4*“*^"^n :L Tanh[ 2*η_1 * π * Η] . Γ 2 * η - 1 .
Λ „ * Sin I * π *

rCosh[ 2*η_1 * π * Η] + g* 2*η-1 * π * Sinh[ 2*η_1 * π * Η] 2

(2*η-1)*π *■ 2*L

* 7Γ * Hi 4 _ „
2*L ■* 3 2*L

2 * L * Sinh[ 2*η^ * τγ * Η] 

π * (2 * η - 1)

9.1.4 Υπολογισμός και γραφική παράσταση των συντελεστών
C, koiC2

Ci =
F,

Plot[Ci, {ω, 0, 10}] 

Fs + Fi
C2 Fu

Plot[C2, {ω, 0, 10}]

9.1.5 Υπολογισμός της ροπής Μ που ασκείται στο τοίγωμα της 
δεξαμενής

$ =

Σ(
η=1 V Cosh[

-1 
2*n-l 
2* L

2 * U* L* (-1)1

• 7Γ * H] ( 2*n-l - ( 2'^1 * π *g*Tanh[ 2.n-l 
2. L

π * H] )

r2*n-l , . r 2 * n - 1 . ,
Sin [ ^ * π ] * Cosh [ ^ ^ * 7r * H] | + (U * L)

M =
-1

2.Π-1
2.L * 7Γ * H]

2* U* L* (-1) n-1
★

ω2

2*n-l
2*L

* π * g* Tanhf 2*n 1
L 2* L



9.2 Προγράμματα σε Fortran 

9.2.1 ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΙΑΙΟΤΙΜΩΝ

PROGRAM GRID 
IMPLICIT NONE

INTEGER LDAI ,LDB 1, N1 ,LDEVEC,LDAINV
PARAMETER (N1 =9, LDA 1=N1,LDB1=N1 ,LDEVEC=N 1 ,LDAINV=N 1) REAL 
AMACH, BETA(N1)
COMPLEX ALPHA(N1)
EXTERNAL AMACH, GVLRG 

C
REAL AINV(LDAINV,LDAINV),NSTIFF(N 1 ,N 1)
REAL ABC(LDA 1 ,LDA1)

C
COMPLEX EVAL(Nl)
EXTERNAL EVLCG, WRCRN,LINRG,WRRRN 
COMPLEX EVEC(LDEVEC,N 1)

C Δηλώσεις μεταβλητών

INTEGER::I,J,IEL,e,NNX,NNY,m,k,NELY,NELX,NUMEL,L,IIFL,IK,JK,J4,IJK
REALT
REAL*4 :: dx,dy,hx,hy 
INTEGER JJ,II,IJ,III,JJJ,MM,kk
REAL*4, ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: Ax(:,:),Ay(:,:),STIFF(:,:)

1 ,NE(:,:),N(:,:)
1 ,STIFFE(:,:)

INTEGER*4, ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: IC(:,:),IW(:),IW1(:)

C Ανοίγονται αρχεία.Στο 5 θα αποθηκεύουμε τις συντεταγμένες 
C των κόμβων,καθώς και σε ποιον κόμβο ανήκουν αυτές,στο 6 
C αποθηκεύουμε την αρίθμηση των κόμβων που αντιστοιχούν σε κάθε στοιχείο,
C στο 7 αποθηκεύεται το συνολικό μητρώο ακαμψίας

Ο Ρ ΕΝ(5, fi 1 e-outsyntet. dat’)
OPEN(6,file-outkomboi.dat')
OPEN(7,file-outmitroo.dat')
OPEN(8,file-outN.dat')

C Δίνετε ο αριθμός των κόμβων στην y και x κατεύθυνση,
C το συνολικό μήκος των στοιχείων στην x και y κατεύθυνση,
C και ο αριθμός των στοιχείων στην y και x κατεύθυνση

print*,'enter 1 for givin input at the screen:' 
print*,'enter 2 for givin input at the screen:'
READ(*,*) IIFL 
IF(iifl.EQ.l)THEN
PRINT*,'NUMBER OF NODES IN Y'
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READ(*,*) NNY
PRINT*,’NUMBER OF NODES IN X' 
READ(*,*) NNX 
PRINT* ,'TOTAL LENGTH IN X’ 
READ(*,*) hx
PRINT* ,'TOTAL LENGTH IN Y’
READ(*,*) hy
ELSE
OPEN (125,file-inp.dat’) 
READ(125,*)NNY 
READ(125,*)NNx 
READ(125,*)hx 
READ(125,*)hy 
END IF 
NELY=NNY-1 
NELX=NNX-1 
NUMEL=NELX*NELY 
dx=hx/float(NNX-1) 
dy=hy/float(NN Y -1)

C Ο πίνακας Αχ δίνει την αρίθμηση των κόμβων στην χ κατεύθυνση
C Ο πίνακας Ay δίνει την αρίθμηση των κόμβων στην y κατεύθυνση

ALLOCATE (Ax(NNY,NNX),Ay(NNY,NNX),STIFF(NNX*NNY,NNX*NNY)) 
ALLOCATE (IC(4,NUMEL),iw(nny),iwl(nely))
ALLOCATE (STIFFE(4.4),NE(4,4),N(NNX*NNY,NNX*NNY))

DO J4=l,nny 
iw(J4)=(J4-l)*nnx 
PRINT*, J4,IW(J4) 
ENDDO

DO J4=1,NELY 
IW1 (J4)=(J4-1 )*NELX 
PRINT*,J4,IW1(J4) 
END DO 
READ(*,*)

C Υπολογίζονται οι συντεταγμένες και η συνολική αρίθμηση όλων των κόμβων

DO J=1,NNY 
DO 1=1,NNX

Ax(J,I)=(I-l)*dx
Ay(J,I)=(J-l)*dy
M=(J-1)*NNX+I
WRITE(5,*) M,J,I,Ax(J,I),Ay(J,I)
END DO
END DO

93



C Υπολογίζεται ποιοι κόμβοι ανήκουν σε κάθε στοιχείο

k=0
L=0

DO E=1,NUMEL
IF(MOD(E,NELX).EQ. 1. AND.E.NE. 1 )L=L+1 
L=L+1

IC(1,E)=L
IC(2,E)=L+1
IC(3,E)=L+NNX+1
IC(4,E)=L+NNX

WRITE(6,*) E,IC(1,E),IC(2,E),IC(3,E),IC(4,E)
END DO

DO IEL=1,NUMEL

STIFFE(l,l)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(l,2)=(l./16.)*dx*dy*(-16./(3.*(dx**2))+8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(l,3)=(l./16.)*dx*dy*(-8./(3.*(dx**2))-8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(l,4)=(l./16.)*dx*dy*(8./(3.*(dx**2))-16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(2,1 )=STIFFE( 1,2)
STIFFE(2,2)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(2,3)=(l./16.)*dx*dy*(8./(3.*(dx**2))-16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(2,4)=(l./16.)*dx*dy*(-8./(3.*(dx**2))-8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(3,1 )=STIFFE( 1,3)
STIFFE(3,2)=STIFFE(2,3)
STIFFE(3,3)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(3,4)=(l./16.)*dx*dy*(-16./(3.*(dx**2))+8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(4,1 )=STIFFE( 1,4)
STIFFE(4,2)=STIFFE(2,4)
STIFFE(4,3)-STIFFE(3,4)
STIFFE(4,4)=(l-/16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2)))

DO 11=1,4 
DO JJ=1,4

STIFF(IC(ii,IEL),IC(jj ,IEL))=STIFF (IC(Ii,IEL),IC( Jj ,IEL))
1 +STIFFE(Ii,Jj)

END DO 
END DO

IF(IEL.LE.IW1(NELY))THEN
CONTINUE
ELSE
NE(1,1)=0.
NE(1,2)=0.
NE(1,3)=0.
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c

12345
4455

NE(1,4)=0.
NE(2,1)=0.
NE(2,2)=0.
NE(2,3)=0.
NE(2,4)=0.
NE(3,1)=0.
NE(3,2)=0.
NE(3,3)=dx/3.
NE(3,4)=dx/6.
NE(4,1)=0.
NE(4,2)=0.
NE(4,3)=dx/6.
NE(4,4)=dx/3.
END IF 
DO 111-1,4 
DO JJJ=1,4
N(IC(III,IEL),IC(JJJ,IEL))=N(IC(III,IEL),IC(JJJ,IEL))

+NE(I1I,JJJ)
END DO 
END DO 
END DO

DO II=1,NNX*NNY 
DO JJ=1,NNX*NNY 
ABC(II,JJ)=N(II,JJ)
ENDDO
ENDDO

CALL GVLRG (Nl, stiff, LDA1, n, LDB1, ALPHA, BETA) 
Compute eigenvalues

DO 10 1=1, Nl
EVAL(I) = ALPHA(I)/BETA(I)

10 CONTINUE 
DO IJK=1,NNX*NNY 
PRINT*,IJK,EVAL(IJK)
ENDDO

DO II=1,NNX*NNY
WRITE (7,12345) (STIFF(II,JJ),JJ=1,NNY*NNX)
WRITE (8,4455) (N(II.JJ).JJ=1,NNY*NNX)
END DO
FORMAT (20(1X,F12.5))
FORMAT (9(1X,F12.5))

CLOSE (5)
CLOSE (6)
CLOSE (7)
CLOSE (8)

END
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9.2.1 ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΩΣΤΙΚΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ

PROGRAM GRID 
IMPLICIT NONE

INTEGER: :i,j,IEL,e,NNX,NNY,m,k,NELY,NELX,NUMEL,L

INTEGER KB,KM 1 ,ΝΜ 1 ,ΚΡ 1 ,ΝΝ 1 
REALT
REAL*4 :: dx,dy,hx,hy,V,cond,CONDPl 
INTEGER JJ,II,IJ,N,MM,NDIM
REALM, ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: Ax(:,:),Ay(:,:),B,STIFF(:,:)

1 , FE(:,:),F(:,:)
1 , STIFFE(:,:),X(:,:)

INTEGERM, ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: IC(:,:)
REAL(4), DIMENSION (:), ALLOCATABLE :: A(:,:)
REAL, DIMENSION (:), ALLOCATABLE :: WORK(:)
INTEGER(4), DIMENSION (:), ALLOCATABLE :: IPVT(:)
REAL EK,ANORM,YNORM,ZNORM 
REAL FORCLEFT,FORCRIGHT

C Ανοίγονται αρχεία.Στο 5 θα αποθηκεύουμε τις συντεταγμένες 
C των κόμβων,καθώς και σε ποιον κόμβο ανήκουν αυτές,στο 6 
C αποθηκεύουμε την αρίθμηση των κόμβων που αντιστοιχούν σε κάθε στοιχείο, 
C στο 7 αποθηκεύεται το συνολικό μητρώο ακαμψίας

ΟΡΕΝ(5,file-outsyntet.dat')
ΟΡΕΝ(6,file-outkomboi.dat')
ΟΡΕΝ(7, file- outmitroo.dat')
ΟΡΕΝ(8,file-outf.dat')

C Δίνετε ο αριθμός των κόμβων στην y και x κατεύθυνση,
C το συνολικό μήκος των στοιχείων στην x και y κατεύθυνση,
C και ο αριθμός των στοιχείων στην y και x κατεύθυνση

PRINT*,'NUMBER OF NODES IN Y'
READ(*,*)NNY
PRINT *,'NUMBER OF NODES IN X'
READ(*,*) NNX
PRINT *,'TOTAL LENGTH IN X'
READ(*,*) hx
PRINT*,'TOTAL LENGTH IN Y'
READ(*,*) hy
PRINT *,'VELOCITY OF EXTERNAL EXCITATION’
READ(*,*) V

NELY=NNY-1
NELX=NNX-1

NUMEL=NELX*NELY

96



dx=hx/float(NNX-1) 
dy=hy/float(NNY -1)

C Ο πίνακας Αχ δίνει την αρίθμηση των κόμβων στην χ κατεύθυνση 
C Ο πίνακας Ay δίνει την αρίθμηση των κόμβων στην y κατεύθυνση

ALLOCATE
(Ax(NNY,NNX),Ay(NNY.NNX),STIFF(NNX*NNY,NNX*NNY),X(2,NNX)) 
ALLOCATE (IC(4,NUMEL))
ALLOCATE (STIFFE(4,4),FE(4,1 ),F(NNX*NNY, 1))

C Υπολογίζονται οι συντεταγμένες και η συνολική αρίθμηση όλων των κόμβων

Do j=l,NNY 
Do i=l,NNX

Ax(j,i)=(i-l)*dx
Ay(j,i)=Ci-l)*dy
m=(j-l)*NNX+i

WRITE(5,*) m,j,i,Ax(j,i),Ay(j4)
END DO 
END DO

C Υπολογίζεται ποιοι κόμβοι ανήκουν σε κάθε στοιχείο

k=0
L=0
DO e=l,NUMEL
IF(MOD(E,NELX).EQ. 1. AND.E.NE. 1 )L=L+1 
L=L+1

IC(l,e)=L 
IC(2,e)=L+l 
IC(3 ,e)=L+NNX+1 
IC(4,e)=L+NNX

WRITE(6,*) e,IC( 1 ,e),IC(2,e),IC(3,e),IC(4,e)
END DO

DO IEL=1,NUMEL

STIFFE(l,l)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(l,2)=(l./16.)*dx*dy*(-16./(3.*(dx**2))+8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(l,3)=(l./16.)*dx*dy*(-8./(3.*(dx**2))-8./(3.*(dy**2))) 
8ΤΙΡΡΕ(1,4)=(1./16.)*όχ*όγ*(8./(3.*(όχ**2))-16./(3.*(όγ**2))) 
STIFFE(2,1 )=STIFFE( 1,2)
STIFFE(2,2)=( 1 ./16.)*dx*dy*( 16./(3. *(dx* *2))+16./(3 .*(dy* *2)))
STIFFE(2,3)=(l./16.)*dx*dy*(8./(3.*(dx**2))-16./(3.*(dy**2)))
STIFFE(2,4)=(l./16.)*dx*dy*(-8./(3.*(dx**2))-8./(3.*(dy**2)))



STIFFE(3,1 )=STIFFE( 1,3)
STIFFE(3,2)=STIFFE(2,3)
STIFFE(3,3)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(3,4)=(l./16.)*dx*dy*(-16./(3.*(dx**2))+8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(4,1 )=STIFFE( 1,4)
STIFFE(4,2)=STIFFE(2,4)
STIFFE(4,3)=STIFFE(3,4)
STIFFE(4,4)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2)))

DO ii=l,4 
DO jj=l,4
PRINT*,IEL,Ii,Jj,IC(IiJEL)JC(jJ,IEL) 
STIFF(IC(ii,IEL),IC(jj,IEL))=STIFF(IC(Ii,IEL),IC(Jj,IEL))

1 +STIFFE(Ii,Jj)
END DO 
END DO 
END DO

DO m=l,NUMEL 
DO n=l,NELY

IF(m.EQ.(l+NELX*(n-l))) THEN

FE(l,l)=-(l./2.)*V*dy
FE(2,1)=0.
FE(3,1)=0.
FE(4,1)=-(1 ,/2.)*V*dy

ELSE IF (m.EQ.(NELX*n)) THEN

FE(2,l)=(l./2.)*V*dy 
FE(3,1 )=( 1 ./2.)* V*dy 
FE(1,1)=0.
FE(4,1)=0.

ELSE

FE(1,1)=0.
FE(2,1)=0.
FE(3,1)=0.
FE(4,1)=0.

END IF 
ENDDO

DO MM=1,4 
DO IEL=1,NUMEL
F(IC(mm,IEL),l)=F(IC(mm,IEL),l)+FE(mm.l) 
END DO



END DO 
END DO

DO I=l,nnx*nny 
WRITE(8,*) F(i,l)
END DO

DO II=1,NNX*NNY
WRITE(7,12345) (STIFF(II,JJ),JJ=1,NNY*NNX) 
END DO

12345 FORMAT(20(1X,F12.5))

CLOSE(5)
CLOSE(6)
CLOSE(7)
CLOSE(8)

C---------------------- solve the system-------------------------------

ALLOCATE(A(Nnx*Nny-nny,nnx*nny),
1 WORK(NNY*NNX),IPVT(NNY*NNX),B(Nnx*nny-nny)) 

OPEN (10, file='results.dat')
DO I=l,nnx*nny-nny 
B(I)=F(1,1)
END DO
DO I=1,NNX*NNY-NNY 
DO J=1,NNX*NNY-NNY 
A(I,J)=STIFF(I,J)
END DO 
END DO
N=NNX*NNY-NNX 
PRINT*,N 
READ(*,*)
NDIM=N

NDIM=N 
IPVT(1)=1 
IF(N.EQ.l)GOTO 80 
NM1=N-1

C-—COMPUTE OF 1-NORM OF A 
ANORM=0.0 
DO J=1,N 
T=0.0 
DO 1=1,N 
T=T+ABS(A(I,J))
ENDDO
IF(T.GT.ANORM)ANORM=T
ENDDO
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c-—GAUSS ELIMINATION WITH PARTIAL PIVOTING 
DO K=1,NM1 
KP1=K+1

C---------- FIND PIVOTING---------- --------------------------------------
M=K
DO I=KP 1 ,N
IF(ABS(A(I,K)).GT.ABS(A(M,K)))M=I
ENDDO
IPVT(K)=M
IF(M.NE.K)IPVT(N)=-IPVT(N)
T=A(M,K)
A(M,K)=A(K,K)
A(K,K)=T

IF(T.EQ.O.O)GOTO 35

C--------- MULTIPLIERS---------- --------- --------
DO I=KPLN
A(I,K)=-A(I,K)/T
ENDDO

C--------- PIVOTING AND ELIMINATION
DO J=KP1,N 
T=A(M,J)
A(M,J)=A(K,J)
A(K,J)=T
IF(T.EQ.O.O)GOTO 30 
DO I=KP 1 ,N 
A(I,J)=A(I,J)+A(I,K)*T 
ENDDO

30 CONTINUE 
ENDDO

35 CONTINUE 
ENDDO

DO K=1,N 
T=0.0
IF(K.EQ.l)GOTO 45 
KM1=K-1 
DO I=LKM1 
T=T+A(I,K)*WORK(I)
ENDDO 

45 EK=1.0
IF(T.LT.0.0)EK=-1.0 
IF(A(K,K).EQ.O.O)GOTO 90 
WORK(K)=-(EK+T)/A(K,K)
ENDDO 
DO KB=1,NM1 
K=N-KB 
T=0.0



KP1=K+1 
DO Ι=ΚΡ1,Ν 
T=T+A(I,K)*WORK(K)
ENDDO
WORK(K)=T
M=IPVT(K)
IF(M.EQ.K)GOTO 60 
T=WORK(M)
WORK(M)=WORK(K)
WORK(K)=T 

60 ENDDO 
DO 1=1,N
YNORM=YNORM+ABS(WORK(I))
ENDDO

C--------SOLUTION A*Z=Y...........................
CALL SOLVE(N,A,WORK,IPVT)
ZNORM=0.0
DO 1=1,N
ZNORM=ZNORM+ABS(WORK(I))
ENDDO

C-—CONDITION NUMBER------------------
C OND=ANORM *ZN ORM/YNORM 
IF(COND.LT.l.O) COND=LO 
GO TO 91

80 COND=LO
IF(A(1,1 ).NE.O.O)GO TO 91

C-—SINGULAR -.........................
90 COND=1.0E+32
91 CONTINUE 

IF(N.EQ.l)GOTO 50 
NM1=N-1
DO K=1,NM1
KP1=K+1
M=IPVT(K)
T=B(M)
B(M)=B(K)
B(K)=T 
DO I=KP 1 ,N 
B(I)=B(I)+A(I,K)*T 
ENDDO 
ENDDO

C-—BACKWARD 
DO KB=1,NM1 
KM1=N-KB 
K=KM1 + 1
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B(K)=B(K)/A(K,K)
T=-B(K)
DO I=1,KM1 
B(I)=B(I)+A(I,K)*T 
ENDDO 
ENDDO

50 B(1)=B(1)/A(1,1)

WRITE( 10,*)'THE SOLUTION IS:'
DO 1=1,N 
WRITE(10,7)b(I)
ENDDO

7 FORMAT(1H,F10.5)
8 FORMAT(80('-'))

PRINT*,THE SYSTEM SOLVED SUCCESFULLY'

400 FORMAT (3(1 X,F 17.10))
410 FORMAT(' ZONE I=\I5,’,J-,I5,',K= l,F=POINT’) 
500 FORMAT (’EXECUTION TIME:’,F8.3,1X,'SEC)

FORCLEFT=0.0
DO N=1,NNY-1
NN1=N+(N-1)*NELX
IF(N.EQ. 1 ,OR.N.EQ.NNY)THEN
FORCLEFT=FORCLEFT+ D Y*( 1 ,/2.*B(NN 1))
ELSE
FORCLEFT=FORCLEFT+ DY*(B(NN1))
ENDIF
ENDDO

FORCRIGHT=0.0 
DO N=1,NNY-1 
NN1=N*NNX
IF(N.EQ. 1 ,OR.N.EQ.NNY)THEN 
FORCRIGHT=FORCRIGHT+ DY*( 1 ,/2.*B(NN 1)) 
ELSE
FORCRIGHT=FORCRIGHT+ DY*(B(NN1))
ENDIF
ENDDO

OPEN (141 ,FILE='FORCES.DAT')
WRITE( 141,1411 )FORCLEFT,FORCRIGHT 

1411 FORMAT(lX,'LEFT BOUNDARY FORCE:’,F12.5,/, 
11X,'RIGHT BOUNDARY FORCE:',FI2.5)

END
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9.2.3 ΟΛΙΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ

PROGRAM GRID 
IMPLICIT NONE

C Δηλώσεις μεταβλητών

INTEGER: :I,J,IEL,E,NNX,NNY,M,k,NELY,NELX,NUMEL,L,J4 
INTEGER ΚΒ,ΚΜ 1 ,ΝΜ Ι,ΚΡΙ,ΝΝΙ 
INTEGER JJ,II,IJ,N,MM,NDIM,III,JJJ 
INTEGERS, ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: IC(:,:)
INTEGER(4), DIMENSION (:), ALLOCATABLE :: IPVT(:),IW1(:)

REALT
REAL(4):: dx,dy,hx,hy,V,H,cond,CONDPl,LAMDA

REAL(4), ALLOCATABLE, DIMENSION(:):: Ax(:,:),Ay(:,:),B,STIFF(:,:)
1 ,FE(:,:),F(:,:),MK(:,:)
1 ,STIFFE(:,:),C(:,:),CE(:,:)

REAL(4), DIMENSION (:), ALLOCATABLE :: A(:,:)
REAL, DIMENSION (:), ALLOCATABLE :: WORK(:)

REAL EK,ANORM,YNORM,ZNORM 
REAL FORCLEFT,FORCRIGHT,MR

C Ανοίγονται αρχεία.Στο 5 θα αποθηκεύουμε τις συντεταγμένες 
C των κόμβων,καθώς και σε ποιον κόμβο ανήκουν αυτές,στο 6 
C αποθηκεύουμε την αρίθμηση των κόμβων που αντιστοιχούν σε κάθε στοιχείο, 
C στο 7 αποθηκεύεται το συνολικό μητρώο ακαμψίας

OPEN(5,FILE-OUTSYNTET.DAT')
OPEN(6,FILE-OUTKOMBOI.DAT')
ΟΡΕΝ(7,FILE-OUTMITROO.DAT')
OPEN(8,FILE-OUTF.DAT')

C Δίνετε ο αριθμός των κόμβων στην y και x κατεύθυνση,
C το συνολικό μήκος των στοιχείων στην x και y κατεύθυνση.
C και ο αριθμός των στοιχείων στην y και x κατεύθυνση

PRINT*,'NUMBER OF NODES IN Y'
READ(*,*) NNY
PRINT*,'NUMBER OF NODES IN X’
READ(*,*) NNX
PRINT*,'TOTAL LENGTH IN X'
READ(*,*) hx
PRINT*,'TOTAL LENGTH IN Y'
READ(*,*) hy
PRINT*,'VELOCITY OF EXTERNAL EXCITATION' 
READ(*,*) V
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C------ Σταθερές

NELY=NNY-1 
NELX=NNX-1 
NUMEL=NELX*NELY 
dx=hx/FLOAT(NNX-l) 
dy=hy/FLOAT(NNY -1) 
H=hy/NELY

ALLOCATE (IWl(NELY))
DO J4=1,NELY 
iwl(J4)=(J4-l)*NELX 
PRINT*,J4,iwl(J4)
ENDDO

C-----Ο πίνακας Αχ δίνει την αρίθμηση των κόμβων στην χ κατεύθυνση
C-----Ο πίνακας Ay δίνει την αρίθμηση των κόμβων στην y κατεύθυνση-

ALLOCATE (STIFF(NNX*NNY,NNX*NNY))
ALLOCATE (IC(4,NUMEL))
ALLOCATE (STIFFE(4,4),FE(4,1 ),F(NNX*NNY, 1 ),MK(NNX*NNY,NNX*NNY), 

1 CE(4,4),C(NNX*NNY,NNX*NNY))

C----- Υπολογίζονται οι συντεταγμένες και η συνολική αρίθμηση όλων των κόμβων·

ALLOCATE (Ax(NNY,NNX),Ay(NNY,NNX))
DO J=T,NNY
DO 1=1,NNX
Ax(J,I)=(I-l)*dx
Ay(J,I)=(J-l)*dy
M=(J-1)*NNX+I
WRITE(5,*) M,J,I,Ax(J,I),Ay(J,I)
END DO 
END DO

C...... Υπολογίζεται ποιοι κόμβοι ανήκουν σε κάθε στοιχείο-------- ---------- ----------------

k=0
L=0

DO E=1,NUMEL
IF(MOD(E,NELX).EQ. 1 .AND.E.NE. 1 )L=L+1
L=L+1
IC(1,E)=L
IC(2,E)=L+1
IC(3,E)=L+NNX+1
\IC(4,E)=L+NNX
WRITE(6,*) E,IC( 1 ,E),IC(2,E),IC(3,E),IC(4,E) 
END DO

104



c Δημιουργία του πίνακα STIFFE

DO IEL=1,NUMEL

STIFFE(l,l)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(l,2)=(l./16.)*dx*dy*(-16./(3.*(dx**2))+8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(l,3)=(l./16.)*dx*dy*(-8./(3.*(dx**2))-8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(l,4)=(l./16.)*dx*dy*(8./(3.*(dx**2))-16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(2,1 )=STIFFE( 1,2)
STIFFE(2,2)=(1 ,/16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(2,3)=(l./16.)*dx*dy*(8./(3.*(dx**2))-16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(2,4)=(l./16.)*dx*dy*(-8./(3.*(dx**2))-8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(3,1 )=STIFFE( 1,3)
STIFFE(3,2)=STIFFE(2,3)
STIFFE(3,3)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(3,4)=(l./16.)*dx*dy*(-16./(3.*(dx**2))+8./(3.*(dy**2))) 
STIFFE(4,1 )=STIFFE( 1,4)
STIFFE(4,2)=STIFFE(2.4)
STIFFE(4,3)=STIFFE(3,4)
STIFFE(4,4)=(l./16.)*dx*dy*(16./(3.*(dx**2))+16./(3.*(dy**2)))

C-------------Σύνθεση του πίνακα STIFF------------------------------- -------

DO 11=1,4 
DO JJ=1,4
PRINT*,IEL,II,JJ,IC(II,IEL),IC(JJ,IEL) 
STIFF(IC(II,IEL),IC(JJ,IEL))=STIFF(IC(II,IEL),IC(JJ,IEL)) 

1 +STIFFE(II,JJ)
END DO 
END DO

IF(IEL.le.iwl (NELY))THEN
CONTINUE
ELSE
CE(1,1)=0.
CE(1,2)=0.
CE(1,3)=0.
CE(1,4)=0.
CE(2,1)=0.
CE(2,2)=0.
CE(2,3)=0.
CE(2,4)=0.
CE(3,1)=0.
CE(3,2)=0.
CE(3,3)=dx/3.
CE(3,4)=dx/6.
CE(4,1)=0.
CE(4,2)=0.
CE(4,3)=dx/6.



CE(4,4)=dx/3.
ENDIF
LAMDA=0.1

DO 111=1,4 
DO JJJ=1,4
C(IC(III,IEL),IC(JJJ,IEL))=(C(IC(III,IEL),IC(JJJ,IEL))

+CE(III,JJJ))
END DO 
END DO

DO M=1,NUMEL 
DO N=1,NELY

IF(M.EQ.(l+NELX*(n-l)j) THEN
FE(l,l)=-(l./2.)*V*dy
FE(2,1)=0.
FE(3,1)=0.
FE(4,l)=-(l./2.)*V*dy

ELSE IF (M.EQ.(NELX*n)) THEN 
FE(2,l)=(l./2.)*V*dy 
FE(3,l)=(l./2.)*V*dy 
FE(1,1)=0.
FE(4,1)=0.

ELSE
FE(1,1)=0.
FE(2,1)=0.
FE(3,1)=0.
FE(4,1)=0.
END IF

IEL=M 
DO MM=1,4
F(IC(MMJEL), 1 )=F(IC(MM,IEL), 1 )+FE(MM, 1) 
ENDDO

ENDDO
ENDDO

DO I=1,NNX*NNY 
DO J=1,NNX*NNY 
MK(I,J)=STIFF(I,J)-LAMDA*C(LJ)
ENDDO
ENDDO

DO I=1,NNX*NNY 
WRITE(8,*) F(I,1)
ENDDO



WRITE(8,*)
DO I=1,NNX*NNY
WRITE(8,12345) (C(I,J) ,J=1,NNY*NNX) 
ENDDO

DO II=1,NNX*NNY
WRITE(7,12345) (STIFF(II,JJ),JJ=1 ,NNY*NNX) 
END DO

12345 FORMAT(20(1X,F12.5))

CLOSE(5)
CLOSE(6)
CLOSE(7)
CLOSE(8)

C—................... -SYSTEM SOLUTION---------------------------------

ALLOCATE(A(Nnx*Nny,NNX*NNY),
1 WORK(NNY*NNX),IPVT(NNY*NNX),B(NNX*NNY)) 

OPEN (10, FILE-RESULTS.DAT')
DO I=1,NNX*NNY 
B(I)=F(I,1)
ENDDO
DO I=1,NNX*NNY 
DO J=1,NNX*NNY 
A(I,J)=MK(I,J)
ENDDO 
ENDDO 
N=NNX*NNY 
PRINT*,N 
READ(*,*)
NDIM=N

PVT(1)=1
IF(N.EQ.l)GOTO 80 
NM1=N-1

C-—................COMPUTE OF 1-NORM OF A
ANORM=0.0 
DO J=1,N 
T=0.0 
DO 1=1,N 
T=T+ABS(A(I,J))
ENDDO
IF(T.GT.ANORM)ANORM=T
ENDDO

C------------ --------- GAUSS ELIMINATION WITH PARTIAL PIVOTING
DO K=1,NM1



KP1=K+1

c------------------------ FIND PIVOTING-------------
M=K
DO I=KP1,N
IF(ABS(A(I,K)).GT.ABS(A(M,K)))M=I
ENDDO
IPVT(K)=M
IF(M.NE.K)IPVT(N)=-IPVT(N)
T=A(M,K)
A(M,K)=A(K,K)
A(K,K)=T

IF(T.EQ.O.O)GOTO 35
C...... MULTIPLIERS

DO I=KP1,N
A(I,K)=-A(I,K)/T
ENDDO

C---------------------------PIVOTING AND ELIMINATION
DO J=KP 1 ,N 
T=A(M,J)
A(M,J)=A(K,J)
A(K,J)=T
IF(T.EQ.O.O)GOTO 30 
DO I=KP1,N 
A(I,J)=A(I,J)+A(I,K)*T 
ENDDO

30 CONTINUE 
ENDDO

35 CONTINUE 
ENDDO

C............................ .................................................................
DO K=1,N 
T=0.0
IF(K.EQ.l)GOTO 45
KM1=K-1
DO 1=1, KM1
T=T+A(I,K) * W ORK( I)
ENDDO

45 EK=1.0
IF(T.LT.0.0)EK=-1.0 
IF(A(K,K).EQ.O.O)GOTO 90 
WORK(K)=-(EK+T)/A(K,K)
ENDDO 
DO KB=1,NM1 
K=N-KB 
T=0.0 
KP1=K+1 
DO I=KP1,N
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T=T+Α(Ι,Κ) * W ORK(K)
ENDDO
WORK(K)=T
M=IPVT(K)
IF(M.EQ.K)GOTO 60
T=WORK(M)
WORK(M)=WORK(K)
WORK(K)=T 

60 ENDDO 
DO 1=1, N
YNORM=YNORM+ABS(WORK(I))
ENDDO

C—...................... SOLUTION A*Z=Y--------
CALL SOLVE(N,A,WORK,IPVT)
ZNORM=0.0
DO 1=1,N
ZNORM=ZNORM+ABS(WORK(I))
ENDDO

C----------------- CONDITION NUMBER------
COND=ANORM*ZNORM/YNORM 
IF(COND.LT.l.O) COND=1.0 
GOTO 91

C.................................................................
80 COND=l .0

IF(A(1,1).NE.O.O)GOTO 91
C......................... ..........SINGULAR------
90 COND=1.0E+32
91 CONTINUE

IF(N.EQ.l)GOTO 50 
NM1=N-1 
DO K=1,NM1 
KP1=K+1 
M=IPVT(K)
T=B(M)
B(M)=B(K)
B(K)=T 
DO I=KP1,N 
B(I)=B(I)+A(I,K)*T 
ENDDO 
ENDDO

C----------------- ---------- —BACKWARD
DO KB=1,NM1 
KM1=N-KB 
K=KM1 + 1 
B(K)=B(K)/A(K,K)
T=-B(K)
DO I=1,KM1 
B(I)=B(I)+A(I,K)*T
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ENDDO
ENDDO

50 B( 1 )=B( 1 )/A( 1,1)

WRITE(10,*)'THE SOLUTION IS:'
DO 1=1, N 
WRITE(10,7)b(I)
ENDDO

7 FORMAT(1H,F10.5)
8 FORMAT(80('-'))

PRINT*,'THE SYSTEM SOLVED SUCCESFULLY' 

400 FORMAT (3(1 X,F 17.10))
410 FORMATO ZONE I=',I5,',J=',I5,',K= l,F=POINT') 
500 FORMAT ('EXECUTION TIME:';F8.3,1X,'SEC')

FORCLEFT=0.0
DO N=1,NNY
NN1=N+(N-1)*NELX
IF(N.EQ. 1 ,OR.N.EQ.NNY)THEN
FORCLEFT=FORCLEFT+ DY*(1 ,/2.*B(NNl))
ELSE
FORCLEFT=FORCLEFT+ DY*(B(NN1))
ENDIF
ENDDO

FORCRIGHT=0.0 
DO N=1,NNY 
NN1=N*NNX
IF(N.EQ. 1 ,OR.N.EQ.NNY)THEN 
FORCRIGHT=FORCRIGHT+ DY*( 1 ,/2.*B(NNl)) 
ELSE
FORCRIGHT=FORCRIGHT+ DY*(B(NN1))
ENDIF
ENDDO

OPEN (141,FILE-FORCES.DAT')
WRITE( 141,1411 )FORCLEFT,FORCRIGHT 

1411 FORMAT(IX,'LEFT BOUNDARY FORCE:’,F12.5,/, 
11X7RIGHT BOUNDARY FORCE:',F12.5)

MR=0.0 
DO N=1,NNY 
NN1=N*NNX
IF(N.EQ. 1 ,OR.N.EQ.NNY)THEN 
MR=MR+ DY*(N-1)* DY*(1./2.*B(NN1)) 
ELSE
MR=MR+ DY*(N-1)* DY*(B(NN1))
ENDIF
ENDDO
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OPEN (142,FILE='ROPES.DAT') 
WRITE( 142,1412)MR 

1412 F0RMAT(1X,'R0PI:',F12.5)

END
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