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ΠΕΙ)ΙΛΗΨΙΙ

Τα τελευταία χρόνια παρατηρείται έντονο ενδιαφέρον στην επιστημονική κοινότητα για τον κλάδο της

δυναμικής αερίων σε χαμηλές πιέσεις. Για τον υπολογισμό των φαινομένων μεταφοράς μάζας, ορμής

και θερμότητας σε ένα αραιοποιημένο ρευστό εφαρμόζονται οι αρχές της κινητικής θεωρίας των αερίων

και η εξίσωση Boltzmann ή υπολογιστικές μέθοδοι όπως η μέθοδος Direct SimtIlation Monte CarIo

(DSMC). Όμως η κινητική εξίσωση Boltzmann είναι δύσκολο να επιλυθεί και η μέθοδος DSMC απαιτεί

μεγάλο υπολογιστικό φορτίο. Για το λόγο αυτό ερευνητές μηχανικοί χρησιμοποιούν τις καταστατικές

εξισώσεις της κλασικής μηχανικής συνοδευόμενες από κατάλληλες συνοριακές συνθήκες ολίσθησης

της ταχύτητας και άλματος της θερμοκρασίας. Η πρακτική αυτή αφορά εφαρμογές όπου το ρευστό

λειτουργίας έχει μιρό βαθμό αραιοποίησης, δηλαδή βρισκόμαστε κοντά στην τοπική θερμοδυναμική

ισορροπία και η θεωρία του συνεχούς μέσου πάνω στην οποία στηρίζεται η κλασική μηχανΙΚ11

παραμένει έγκυρη. Ο αριθμός Knudsen (Κη) είναι ένας αδιάστατος αριθμός ο οποίος ορίζεται ως ο

λόγος της μέσης ελέυθερης μοριακής διαδρομής προς ένα χαρακτηριστικό μήκος του προβλήματος.

Αντικείμενο της διπλωματικής εργασίας αυτής είναι η μελέτη πρότυπων ροών στην περιοχή ολίσθησης

10-3 < Κn < 1ο-Ι επιλύοντας αναλυτικά τις εξισώσεις διατήρησης μάζας (συνέχειας) και ορμής (Navier

Stokes) συζευγμένες με κατάλληλες συνοριακές συνθήκες ολίσθησης πρώτης τάξης τύπου MaxweII. Σε

κάθε εφαρμογή εξάγεται η κατανομή της ταχύτητας της ροής και γίνεται γραφική απεικόνιση της για

διάφορες τιμές του αριθμού Κη. Υπολογίζονται βασικά μεγέθη ροής όπως η ροή μάζας στα

προβλήματα ροών λόγω βαθμίδας πίεσης (π.χ. ροή PoiseuiIIe) και η διατμητική τάση στα προβλήματα

λόγω οριακών συνθηκών (π.χ. ροή Couette) και εκτιμάται η συνεισφορά του όρου ολίσθησης. Έπειτα

θεωρώντας πραγματικά (ιξώδη) ρευστά λειτουργίας το Ήλιο (He) και το Ξένον (Xe) γίνεται

διαστατοποίησητων αποτελεσμάτων.
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ABSTRACT

During the last years research ίη gas at low pressure has attracted a lot of attention. Το calculate the

mass, momentum and heat transfer through a gas at an arbitrary rarefaction the Boltzmann equation

must be solved ΟΓ a computational method such as Direct Simulation Monte CarIo (DSMC) method

must be appIied. AIthought, tlle ΒΕ is difficult to soIve and the DSMC requires extensive computational

effort. For this reason engineer researchers use kinetic equations of classical mechanics combined with

velocity sIip and temperature jump boundary conditions. This practise can be applied ίη applications

with a moderate gas rarefaction, which means that we are close to the local thermodynamic equiIibrity

and the continuum theory is valid. The Κnudsen number is a dimensionless number defιned as the ratio

ofthe molecular mean free path length to a representative physical length scale. The scope ofthis Thesis

is the study of basic f10ws ίη tlle sIip regime 10-3 < Kn < 10-1 soIving analytically the equations of

conservation of mass and moInentum combined witll fιrst-order Maxwell boundary conditions. The

velocity profιIe is obtained from each applίcation and a graphical representation is given for different

values of Κnudsen number. The mass f10w rate ίη pressure driven probIems (such as PoiselIille f1ow)

and the shear stress ίη boundary driven (such as Couette f1ow) are calculated and the inf1uence of the

sIip term is estimated. Then dimentinonal resuIts are given for real (viscolIs) f1lIids HeIium (He) and

Xenon (Xe).
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ΕΙΣΛΓ!1ΓΗ

ΒIΒΛΙ0ΓI>Α<ΙΗΚΙI ΑΝΑΣΚΟΠΙΙΣΗ

1.1 Κλασική μηχανική

Η κλασική μηχανική, ο πατέρας της φυσικής και ίσως της επιστημονικής σκέψης, αναπτύχθηκε

αρχικά το 1600 από διάσημους φιλόσοφους (η κωδική ονομασία για τους «φυσικούς») του Ι Ίου

αιώνα όπως ο Isaac Newton βασιζόμενη σε παρατηρήσεις και επιστημονικά δεδομένα αστρονόμων

όπως ο Tycho Brache, ο Galileo Galilei, και ο Johannes Kepler. Παρόλο που αναπτύχθηκε 400 χρόνια

πριν, οι αρχές της βρίσκουν εφαρμογή σε ένα πολύ μεγάλο φάσμα δραστηριοτήτων από την

καθημερινή ζωή και την μακροκλιμακα (\arge-scale mechanics) μέχρι τη σύγχρονη νανοτεχνολογία

και τη μοριακή δυναμική (molecular dynamics). Η κλασική μηχανική χωρίζεται σε δυο επιμέρους

μεγάλους επιστημονικούς κλάδους, τη μηχανική συνεχούς μέσου (continuum mechanics) και τη

μηχανική ασυνεχούς μέσου (ή αλλιώς υλικού σημείου). Ο διαχωρισμός αυτός έχει αφετηρία την

αρχαία Ελλάδα[I]-[3] αφού ανάγεται στη φιλοσοφική αντίθεση μεταξύ Ατομιστών και Στωικών [4].

Στην εποχή μας η αντιπαράθεση για τις δύο θεωρίες διατηρείται αμείωτη.

Η μηχανική συνεχούς μέσου συγκροτήθηκε σαν θεωρία στις αρχές του 20
0υ

αιώνα από τον

Trussdell [5] και διακρίνεται στους επιμέρους κλάδους της μηχανικής απαραμόρφωτων σωμάτων και

στη μηχανική παραμορφώσιμων σωμάτων. Τον τελευταίο κλάδο διαμορφώνουν οι τομείς της

μηχανική στερεών (solid mechanics) και της μηχανική ρευστών (fluid mechanics) γνωστής και ως

ρευστομηχανικής.

Στο σημείο αυτό κρίνεται σκόπιμο να γίνει ιδιαίτερη αναφορά στη διάκριση μεταξύ της

μηχανικής του υλικού σημείου με τις βασικές έwοιες της οποίας είμαστε εξοικειωμένοι, και της

μηχανικής του συνεχούς. Για την πρώτη τόσο η κινηματική όσο και οι θεμελιώδεις αρχές της αφορούν

σε ένα υλικό σημείο το οποίο, εξ' ορισμού, έχει μηδενικό όγκο και εφοδιάζεται με μια πεπερασμένη

(μη μηδενική) μάζα. Κατόπιν είναι δυνατό να επεκταθούμε σε ένα σύστημα υλικών σημείων που



μπορεί να προσομοιάσει το στερεό σώμα. Όμως, σε ένα τέτοιο στερεό σώμα δεν είναι δυνατόν να

οριστεί η έννοια της πυκνότητας της μάζας σε ένα σημείο γιατί στο πηλίκο μάζα προς όγκο ο

παρονομαστής μηδενίζεται. Επομένως, ξεκινώντας από τις θεμελιώδεις έννοιες της μηχανικής του

υλικού σημείου δε μπορεί να φτάσει κανείς στην έννοια της πυκνότητας μάζας σε ένα ση~ιείo, η οποία

όμως είναι απαραίτητη όταν διαπραγματευόμαστε προβλ11ματα με στερεά σώματα ή ρευστά. Δηλαδή

σε όλα τα προβλήματα του μηχανικού. Αντίθετα, η μηχανική συνεχούς ξεκινά αξιωματικά από την

υπόθεση της συνεχούς κατανομής της ύλης. Έτσι δεχόμαστε την ύπαρξη του συνεχούς σώματος επί

του οποίου ορίζεται η πυκνότητα μάζας, καθώς και οποιοδήποτε άλλο μακροσκοπικό μέγεθος.

Όσον αφορά τη μελέτη προβλημάτων ρευστομηχανικής η υπόθεση συνεχούς μέσου γίνεται

προκειμένου να αποφευχθεί η απροσδιοριστία των ιδιοτήτων του ρευστού [6]. Πιο αναλυτικά τα

ρευστά αποτελούνται από μόρια τα οποία κινούνται συνεχώς σε ακανόνιστες τροχιές προς όλες τις

διευθύνσεις [7]. Λόγω τις κίνησης αυτής, οι θέσεις και οι αποστάσεις μεταξύ των μορίων

μεταβάλλονται συνεχώς, με αποτέλεσμα να επηρεάζεται το πλήθος των μορίων που περιέχονται κάθε

χρονική στιγμή σε έναν ορισμένο όγκο ρευστού. Για παράδειγμα αν το ρευστό θεωρηθεί ως μοριακό

μέσο, η ταχύτητα του σε ένα ορισμένο σημείο του χώρου δεν μπορεί να προσδιοριστεΙ αφού είναι

μηδέν σε όλες τις χρονικές στιγμές, εκτός από εκείνες, κατά τις οποίες ένα μόριο διέρχεται ακριβώς

από το θεωρούμενο σημείο. Αυτή μάλιστα είναι η ταχύτητα αυτού του συγκεκριμένου μορίου και όχι

η μέση ταχύτητα των μορίων γύρω από το σημείο αυτό. Έτσι προκειμένου να αποφύγουμε μια

ανομοιογένεια και απροσδιοριστία στις ιδιότητες, υποθέτουμε ότι το ρευστό είναι ένα συνεχές μέσο.

Επιπλέον σε ένα πολύ μικρό κομμάτι της ύλης ( π.χ. της τάξης των mm3
) υπάρχει ένας

τεράστιος αριθμός Ι μορίων που αποθαρρύνει οποιαδήποτε σκέψη να αναλυθεί η κίνηση με βάση τη

ξεχωριστή συμπεριφορά των επιμέρους μορίων που συγκροτούν το σώμα. Από την άλλη πλευρά η

υπόθεση του συνεχούς έρχεται σε ευθεία αντίθεση με την πραγματική δομή της ύλης, η οποία όπως

είναι γνωστό είναι διακριτή δηλαδή αποτελείται από άτομα και μόρια.

Στο σημείο αυτό κρίνεται σκόπιμο να αναφερθεί ότι η υπόθεση της συνέχειας της ύλης, όπως

και κάθε άλλη επιστημονική υπόθεση, αποτελεί μια εξιδανίκευση της πραγματικότητας η οποία, σε

τελευταία ανάλυση, ελέγχεται από το πείραμα. Άλλωστε πρέπει να μάθουμε να διακρίνουμε τις

έννοιες ή τα εννοιολογικά σχήματα, που εισάγονται συνήθως αξιωματικά, από τα φυσικά αντικείμενα

ή τις διεργασίες που προσπαθούν (ατελώς) να περιγράψουν. Οποιοδήποτε θεωρητικό σχήμα και

οποιαδήποτε επιστημονική θεωρία βρίσκονται κάπου μέσα στο μυαλό μας, δηλαδή ανήκουν στον

κόσμο των ιδεών, ενώ τα φυσικά φαινόμενα βρίσκονται έξω από εμάς, στην αντικειμενική

πραγματικότητα [8].

Η μηχανΙΚ11 των ρευστών αποτελεί έναν από τους πιο σημαντικούς κλάδους στην επιστήμη του

μηχανολόγου μηχανικού. Το γεγονός και μόνο ότι η επιφάνεια της γης καλύπτεται κατά τα τρία

τέταρτα από νερό και περιβάλλεται στο σύνολο της από αέρα καθιστά προφανή τη σημασία της

Ι Σε ένα mm3 ενός μονοατομικού κρυσταλλικού υλικού υπάρχουν περίπου Ι 021 άτομα.
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ρευστομηχανΙΚ11ς, η οποία διακρίνεται σε τρεις επιμέρους κλάδους τη στατιΚΊ1 των ρευστών, την

κινηματιΚΊ1 των ρευστών και τη δυναμιΚΊ1 των ρευστών. Η πρώτη επικεντρώνει το ενδιαφέρον της στη

μελέτη της υδροστατιΚΊ1ς πίεσης ηρεμούντων ρευστών, η δεύτερη ασχολείται με την περιγραφή της

κίνησης των ρευστών και εξετάζεΙ., κατά κύριο λόγο, μεγέθη που έχουν άμεση σχέση με αυτήν. Τέτοια

μεγέθη είναΙ., Π.χ., η ταχύτητα, η επιτάχυνση και η παροχή του ρευστού. Τέλος, η δυναμιΚΊ1 των

ρευστών ή αλλιώς ρευστοδυναμική, η οποία αποτελεί και τον πιο σημαντικό τομέα της

ρευστομηχανιΚΊ1ς, ενδιαφέρεται κυρίως για τις μεταβολές ενέργειας και τις δυνάμεις που

αναπτύσσονται κατά τη ροή των ρευστών.

Η ρευστομηχανιΚΊ1 θεμελιώνεται πάνω στις βασικές αρχές και τους νόμους της μηχανιΚΊ1ς και,

σε μικρότερο βαθμό, της θερμοδυναμιΚΊ1ς. Συγκεκριμένα βασίζεται σε τρεις βασικές εξισώσεις

(governing equations) [6]

(Ι) Νόμος διατήρησης της μάζας

(2) F = ma ,δεύτεροςνόμος κίνησης του Newton

(3) Νόμος διατήρησης της ενέργειας (πρώτος νόμος της θερμοδυναμιΚΊ1ς)

και είναι μια σχετικά νέα επιστήμη στην οποία χρησιμοποιούνται συχνά πολλές ημι-εμπειρικές και

εμπειρικές σχέσεις.

Ένα σπουδαίο σύστημα εξισώσεων που χρησιμοποιείται ευρύτατα σχεδόν σε όλα τα

προβλήματα ρευστομηχανιΚΊ1ς είναι οι εξισώσεις Navier-Stokes που αναπτύχθηκαν από τον γάλλο

μηχανικό και φυσικό CIaude-Louis Navier (1785-1836) και τον σπουδαίο ιρλανδό μαθηματικό και

φυσικό George GabrieI Stokes (1819-1903) το 1822. Οι εξισώσεις στηρίζονται στον το δεύτερο νόμο

του Newton σε συνδυασμό με τη διατμητιΚΊ1 τάση του ρευστού (εξαιτίας του ιξώδους) και έναν όρο

πίεσης και χρησιμοποιούνταισυνήθως για την εύρεση της κατανομής της ταχύτηταςτης ροής και τον

υπολογισμότης μαζιΚΊ1 παροχήςή της ροής θερμότηταςσε μια διατομή ενός αγωγού.

Οι εξισώσεις N-S προκύπτουν είτε από την κινητιΚΊ1 θεωρία είτε από διαφορικά ισοζύγια

ορμής. Συνοδευόμενες από τη διαφοριΚΊ1 εξίσωση συνέχειας και κατάλληλες συνοριακές συνθήκες

αποτελούν ένα κλειστό σύστημα προς επίλυση.

Η διαφοριΚΊ1 εξίσωση συνέχειας αποτελεί τη μαθηματιΚΊ1 διατύπωση του νόμου διατήρησηςτης

μάζας για ένα ορισμένο σημείο του χώρου [6]. Η γενιΚΊ1 μορφή της σε ανυσματικό συμβολισμό

δίνεται από τη σχέση

ορ
-+V'·pu=O
οΙ

Η διαφοριΚΊ1 εξίσωση ορμής είναι ισοδύναμη με το δεύτερο νόμο κίνησης του Newton. Η

γενιΚΊ1 μορφή της σε ανυσματικό συμβολισμό δίνεται από τη σχέση
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Du [00 ]ρ-=ρ -+(u·'\7)u =pg-'\7p+'\7T
Dt 8'

,όπου Τ ένας συμμετρικός τανυστής τάσης , f η συνισταμένη των εξωτερικών δυνάμεων, g η

επιτάχυνση της βαρύτητας και Ρ η πίεση. Λαμβάνοντας υπόψη για την πρώτη εξίσωση ότι το ρευστό

είναι ασυμπίεστο 8ρ / 8t = Ο και για τη δεύτερη ότι έχουμε σταθερό ιξώδες μ και ασυμπίεστη ροή

'\7 .u = ο, οι δυο εξισώσεις γίνονται

'\7u=O

[8U] 2
Ρ &+(U.'\7)U =pg-'\7ρ+μ'\7U

Στον Πίνακα 1-1 περιγράφονται οι εξισώσεις συνέχειας σε ανεπτυγμένη μορφή στα συστήματα

συντεταγμένων που θα χρησιμοποιηθούν για την επίλυση των προβλημάτων της παρούσας εργασίας.

Στους Πίνακες 1-2, 1-3 και 1-4 περιγράφονται οι καρτεσιανές, κυλινδρικές και σφαιρικές συνιστώσες

αντίστοιχα των εξισώσεων -S. Περισσότερες πληροφορίες παρατίθενται για τον αναγνώστη στο

Παράρτημα Β, όπου γίνεται μια αναλυτική παρουσίαση των διαφορικών εξισώσεων συνέχειας και

των εξισώσεων -S στα διάφορα συστήματα συντεταγμένων.

Πίνακας 1-1 Διαφορική εξίσωση συνέχειας
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Καρτεσιανές συντεταγμένες:

8ρ 8 8 8
& + 8χ (pux ) + ι3Υ (PU),) 8Ζ (pu=) =Ο

Κυλινδρικές συντεταγμένες:

8ρ 1 8 1 8 8
-+--(rPUr)+--(PUθ)+-(pu,) =Ο
8ι r 8r r 8θ 8Ζ-

Σφαιρικές συντεταγμένες:

8ρ 1 8 2 1 8 . 1 8
-+--(r ριι )+---(pu sIne)+---(PlI )=0
8! r 2 8r r rsine 8θ θ rsine 8φ φ

Πίνακας 1-2 Καρτεσιανές συνιστώσες της εξίσωσης Navier-Stokes

Χ-Διεύθυνση:

8u 00 8ιι αι 8n 82u 82u 82u
ρ( 8t

X

+ Ux 8: + u,v a; + u= 8;) = - ~ + pgx + μ( &/ + ι3Υ2
Χ

+ 8/)

Υ-Διεύθυνση:

8uy 8uy 8uy 8uy 8ρ 82uy 8
2
ΙΙΥ 82u),

p(-+u -+u -+u_-)=--+pg +μ(--+--+--)
8t χ 8χ Υ ι3Υ - 8Ζ ι3Υ Υ 8χ2 ι3Υ2 8Ζ2

Ζ-Διεύθυνση:

( 8ΙI; 8u= 00; 8uz ) 8ρ (8
2

u= 8
2
uz 8

2

ιιΖ )
Ρ -+u -+u -+u - =--+pg +μ --+--+--

8! χ 8χ Υ ι3Υ Ζ 8Ζ 8Ζ Ζ &:2 ι3Υ2 8Ζ 2

(1.1)

(1.2)

(1.3)

( 1.4)

(1.5)

(1.6)



Πίνακας 1-3 Κυλινδρικές συνιστώσες της εξίσωσης Navier-Stokes

Ζ-Διεύθυνση:

(
8uz 8uz Uθ 8uz 8Ur ) 8ρ

Ρ -+ur-+--+u,- =--+ρg,

8t 8r r 8θ - 8Ζ 8Ζ -

[
1 8 ( 8Uz ) 1 8

2
uz 8

2
uz ]

+μ -- r- +---+--
r 8r 8r r2

8θ
2

8Ζ
2

Πίνακας 1-4 Σφαιρικές συνιστώσες της εξίσωσης Navier-Stokes

( 1.7)

(1.8)

( 1.9)

[-Διεύθυνση:

[
8ur 8ur Uθ 8ur Uφ 8ur u~ + u~ ) 8ρ

Ρ -+u -+--+---- =--+ρg

8t r 8r r 8θ r sin θ 8φ r 8r r

[
8 (1 8 ( 2 8ur)) 1 8 (. 8ur ) 1 8

2
ur 2 8. 2 8Uφ )+μ - -- r - + sIne- + - U SIne - -

8r r2 8r 8r r2sine8e 8θ r2sin 2e 82φ r2sine8e( θ ) r 2sine 8φ
(1.10)

θ-Διεύθυνση:

[
8Uθ 8Uθ Uθ 8Uθ Uφ 8Uθ UrUθ u~ cot θ) 1 8ρ

Ρ -+u -+--+---+--- =---+ρg

8t r 8r r 8θ rsίηθ8φ r r r8e θ

+μ[~~(r28Uθ)+~~(_I_~U Sine)+ 1 8
2
ur +~ 8ur _ 2cote 8Uφ )

r2 8r 8r r2 8θ sin θ 8θ ( θ ) r2sin 2 θ 82φ r2 8θ r2sin θ 8φ
(1.11)

φ-Διεύθυνση:

[
8u 8u Uθ 8Uφ ΙΙφ 8Uφ UφUr UθUφ cot θ) 1 8ρ

Ρ -φ +u -φ+--+---+--+ =----+ρg
8t r 8r r 8θ rsine 8φ r r rsine 8φ φ

[
1 8 [ ? 8Uφ ) 1 8 ( 1 8 ( . θ)) 1 8

2

Uφ 2 8ur 2cot θ 8ΙΙθ )
+μ -- r-- +-- ---- U Sln + + +----~

r2 8r 8r r2 8θ sin θ 8θ φ r2sin 2
θ 8φ2 r2sin θ 8φ r 2sin θ 8φ

(1.12)
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Σχεδόν σε όλα τα πραγματικά προβλήματα οι εξισώσεις αυτές καταλήγουν σε ένα σύστημα μη

γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων που είναι πολύ δύσκολο να επιλυθεί ακόμα και με

αριθμητικές μεθόδους χρησιμοποιώντας σύγχρονα υπολογιστικά συστήματα. Πολλές φορές όμως

έπειτα από απλοποιήσεις και παραδοχές καταλήγουν σε συνήθης διαφορικές εξισώσεις πρώτης ή

δεύτερης τάξης. Αυτές οι εξισώσεις είναι εύκολο να επιλυθούν με απλή διαφορική ανάλυση. Στην

παρούσα διπλωματική εργασία εξετάζονται προβλήματα σε βασικές γεωμετρίες και αφού

μοντελοποιηθούν μαθηματικά σύμφωνα με τις καταστατικές εξισώσεις επιλύονται αναλυτικά βήμα

προς βήμα.

1.2 Η σημασία του αριθμού Knudsen

Η υπόθεση του συνεχούς μέσου οδηγεί στην παραδοχή ότι σε μια δεδομένη χρονική στιγμή, οι

ιδιότητες του ρευστού μεταβάλλονται από σημείο σε σημείο κατά τρόπο συνεχή. Για να

χρησιμοποιήσουμε την υπόθεση αυτή πρέπει οι διαστάσεις του εξεταζόμενου προβλήματος να είναι

τουλάχιστον μεγαλύτερες από τη μέση ελεύθερη διαδρομή των μορίων του ρευστού.

Για τα αέρια ως μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή λ ορίζεται η μέση απόσταση που διανύουν

τα μόρια ανάμεσα σε δύο συγκρούσεις. Υποθέτοντας ότι τα μόρια συμπεριφέρονται σαν σκληρές

σφαίρες [9] η μέση ελεύθερη διαδρομή ορίζεται από τη σχέση

(Ι.Ι3)

όπου n αριθμητική πυκνότητα (αριθμός μορίων ανά μονάδα όγκου) και d η μοριακή διάμετρος.

Σε συνήθης συνθήκες το μέγεθος λ είναι πολύ μικρό (π.χ. για τον αέρα, η μέση ελεύθερη

μοριακή διαδρομή είναι περίπου 6,3xlO-5mm). Στα προβλήματα ροής όπου η μέση ελεύθερη μοριακή

διαδρομή είναι αρκετά μεγάλη (αραιοποιημένο ρευστό) ή η χαρακτηριστική διάσταση του

θεωρούμενου συστήματος είναι αρκετά μικρή (μικρο-ηλεκτρο-μηχανικά συστήματα, MEMS) το

μοντέλο του συνεχούς μέσου δεν ισχύει. Τότε λέμε ότι το σύστημα βρίσκεται εκτός θερμοδυναμικής

ισορροπίας και οι καταστατικές εξισώσεις Newton και Fourier παύουν να ισχύουν. Για την επίλυση

των προβλημάτων της κατηγορίας αυτής χρησιμοποιούνται συνήθως οι αρχές της Κινητικής Θεωρίας

και της Στατιστικής Μηχανικής.

Ο λόγος της μέσης ελεύθερης μοριακής διαδρομής λ προς ένα χαρακτηριστικό μήκος L της

γεωμετρίας του προβλήματος ορίζει τον αδιάστατο αριθμό Κnudsen (Kn).
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Η ονομασία προήλθε από τον Δανό φυσικό Martin Κnudsen (1871-1949).0 αριθμός Kn

φανερώνει το βαθμό αραιοποίησης (rarefaction) του ρευστού και είναι χαρακτηριστικός για κάθε

πρόβλημα. Μια άλλη ποσότητα που συναντάται συχνά είναι η παράμετροςαραιοποίησης δ

δ= PL =J;_I ~_I
μuο 2 Kn Kn

( 1.15)

όπου Ρ, μ, uo' L είναι η πίεση, η πιο πιθανή ταχύτητα, το δυναμικό ιξώδες και το χαρακτηριστικό

μήκος του εκάστοτε προβλήματος. Όπως είναι φανερό η παράμετρος αραιοποίησης είναι αντιστρόφως

ανάλογη του αριθμού Knudsen. Η παράμετρος δ χρησιμοποιείται μερικές φορές αντί του αριθμού

Κnudsen σε βαθμό ώστε οι περισσότερεςαριθμητικές λύσεις στη βιβλιογραφίαεκφράζονταιμε όρους

αυτής της παραμέτρου [10]. Σε όλα τα προβλήματα που θα εξεταστούν στην παρούσα διπλωματική

εργασία υποθέτουμε ότι η παράμετρος αραιοποίησης είναι μεγάλη, για παράδειγμα δ «1.

Ανάλογα με το μέγεθος αραιοποίησης εμφανίζονται διαφορετικά φαινόμενα στη ροή

επιβάλλοντας ακολούθως διαφορετική προσέγγιση και μεθοδολογία επίλυσης του προβλήματος. Οι

εργαστηριακέςδοκιμές των και η λειτουργία στην πράξη καθιέρωσαντην κατηγοριοποίησητων ροών

σε περιοχές όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.1. Σε κάθε περιοχή υπάρχουν φυσικά φαινόμενα που

υπερτερούν έναντι κάποιων άλλων χαρακτηρίζοντας έτσι τη ροή. Τα όρια των περιοχών μαρτυρούν

την αλλαγή των φυσικών αυτών φαινομένων.

Αν Κn < 0.01 η ροή λέγεται ότι ανήκει στην υδροδυναμική περιοχή (continuum-flow regime).

Αν 0.01 < Κn < 0.1 η ροή λέγεται ότι ανήκει στην περιοχή ολίσθησης (sIip flow regime).

Αν 0.1 < Κn < 1Ο η ροή λέγεται ότι ανήκει στη μεταβατική περιοχή (transition regime).

Αν Kn > 10 η ροή λέγεται ότι ανήκει στην ελεύθερη μοριακή περιοχή (free moIecuIar regime).

Kn= 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100• Ι ··1· ............,..................... .... ·························1· ..................... ...•..•.•..~

ι Ι Ι
περιοχή Ι περιοχή Ι μεταβατική Ι ελεύθερη μοριακή

υδροδυναμικής Ι υδροδυναμικής Ι περιοχή Ι περιοχή

ροής Ι ροής με οριακές Ι Ι

Ι
συνθήκες

Ι Ι

Ι Ι Ι

Ι ολίσθησης Ι Ι

Ι Ι Ι

Σχήμα 1.1: Οι περιοχές συναρτήσει του αριθμού Κη.

Πιο αναλυτικά όταν ο αριθμός Knudsen βρίσκεται κοντά στο μηδέν μπορούμε να μιλάμε για

άτριβη ροή. Οι εξισώσεις που περιγράφουν μια άτριβη ροή είναι οι εξισώσεις ιδανικού ρευστού.

Καθώς ο αριθμός Kn αυξάνει η ροή γίνεται ιξώδης και μέχρι την τιμή 0.1 βρισκόμαστε εντός
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θερμοδυναμικής ισορροπίας. Αυτό σημαίνει ότι για Kn<O. Ι το ρευστό μπορεί να αντιμετωπιστεί ως

συνεχές μέσο και να περιγραφεί από υδροδυναμικές εξισώσεις όπου οι άγνωστες ποσότητες είναι

μακροσκοπικές μεταβλητές όπως το διάνυσμα της ταχύτητας, η πυκνότητα, η πίεση, η θερμοκρασία,

κτλ. Η παρούσα διπλωματική αφορά ροές που εντάσσονται σε αυτήν την περιοχή. Συγκεκριμένα όπως

φαίνεται στο σχήμα για Kn<O.OO 1 βρισκόμαστε στην λεγόμενη υδροδυναμική περιοχή όπου οι

εξισώσεις που περιγράφουν το πρόβλημα είναι οι καταστατικές εξισώσεις N-S συνοδευόμενες από τις

οριακές συνθήκες μη-ολίσθησης, ενώ για 0.001 <Κν<Ο.1 βρισκόμαστε στην υδροδυναμική περιοχή

ροής με τη διαφορά ότι οι οριακές συνθήκες είναι συνθήκες ολίσθησης.

Όταν ο αριθμός Knudsen πάρει τιμές στο διάστημα [0.1,10] βρισκόμαστε στη λεγόμενη

μεταβατική περιοχή, όπου λαμβάνεται υπόψη η ελεύθερη κίνηση των μορίων, οι συγκρούσεις των

μορίων με τα τοιχώματα αλλά και οι συγκρούσεις μεταξύ των μορίων. Στη μεταβατική περιοχή η

προσομοίωση της ροής γίνεται με την Κινητική Θεωρία όπως αυτή περιγράφεται από την εξίσωση

Boltzmann, έχοντας σαν βασικό άγνωστο την συνάρτηση κατανομής, ενώ οι μακροσκοπικές

μεταβλητές που έχουν πρακτικό ενδιαφέρον προκύπτουν από τις ροπές συνάρτησης κατανομής. Στο

σημείο αυτό αξίζει να σημειωθεί ότι η εφαρμοσιμότητα των εξισώσεων N-S συνοδευόμενες από

ειδικές οριακές συνθήκες ολίσθησης στην περιοχή αυτή παραμένει ανοικτό εmστημονικό πεδίο που

εμπλουτίζεται συνεχώς με δημοσιεύσεις πανεπιστημιακών καθηγητών και ερευνητών. Συνοπτική

παρουσίαση των ειδικών μορφών των οριακών αυτών συνθηκών γίνεται στο Κεφάλαιο 2.

Περαιτέρω αύξηση του αριθμού Κnudsen πέρα από το όριο του 1Ο οδηγεί στην περιοχή της

ελεύθερης μοριακής ροής όπου απαιτείται μικροσκοπική προσέγγιση και λαμβάνεται υπόψη η

ελεύθερη κίνηση των μορίων. Ο επιστημονικός κλάδος που σχετίζεται με αυτή την περιοχή είναι η

Μοριακή Δυναμική και βασίζεται στην Κινητική Θεωρία και στην εξίσωση Boltzmann χωρίς όμως

τον όρο συγκρούσεων.

Ιδιαίτερη αναφορά πρέπει να γίνει στο γεγονός ότι οι προσεγγίσεις που βασίζονται στην

Κινητική Θεωρία ισχύουν σε όλο το εύρος του αριθμού Knudsen, ξεκινώντας από την ελεύθερη

μοριακή περιοχή μέχρι το συνεχές υδροδυναμικό όριο. Όμως παρά το σημαντικό αυτό πλεονέκτημα η

επίλυση της εξίσωσης Boltzmann είναι αρκετά δύσκολη σε σχέση με την επίλυση των εξισώσεων -S

και γι αυτό το λόγο χρησιμοποιείται συνήθως όταν οι δεύτερες οδηγούν σε λάθος αποτελέσματα ή

όταν η παράμετρος αραιοποίησης είναι μικρή.

1.3Μ ικ:ροδ ΗJ.τάξεις και μικροσυστή μ(lτα

Η σπουδαιότητα της χρήσης των μικροκανναλιών- μικροαγωγών στη μελέτη της ροής

αραιοποιημένων ρευστών (rarefιed gases) γίνεται αντιληπτή αν λάβει κανείς υπόψη του ότι ο Knudsen

ήδη από το 1909 διαπίστωσε τη σημασία του λόγου της μέσης ελεύθερης μοριακής διαδρομής λ προς

ένα χαρακτηριστικό μήκος L στην προσπάθεια του να προσομοιώσει τα φαινόμενα που σχετίζονται

με τα αραιοποιημένα αέρια χρησιμοποιώντας πειραματικές μικροδιατάξεις. Συγκεκριμένα
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χρησιμοποίησε τριχοειδείς γυάλινους αγωγούς (glass capilIaries) σε διαφορικά μεγέθη, με τον

μικρότερο να έχει διάμετρο 66 μm και τον μεγαλύτερο 282 μm [11]. Διεξήγαγε μια σειρά πειραμάτων

σε χαμηλές πιέσεις και μελέτησε τα φαινόμενα ροής που αναπτύσσονται. Τα πειράματα αυτά έγιναν

την πρώτη δεκαετία του 20
0υ

αιώνα όπου και δημοσίευσε ένα άρθρο ορίζοντας τον αριθμό Knudsen

[12]. Αξίζει στο σημείο αυτό να σημειωθεί ότι λόγω της ευαισθησίας στην κατασκευή που

παρουσιάζουν αυτού του είδους οι μικροαγωγοί συχνά παρατηρούνται αδικαιολόγητες αποκλίσεις των

πειραματικών αποτελεσμάτων από τα θεωρητικά μοντέλα. Για το λόγο αυτό χρειάζεται ιδιαίτερη

προσοχή στην ερμηνεία των αποτελεσμάτων.

Επιπρόσθετα στη σύγχρονη εποχή η πρόοδος της τεχνολογίας και η ανάγκη ανάπτυξης

εφαρμογών πολύ μικρών διαστάσεων στην βιοιατρική, χημεία [13] Κ.α. γνωστών στη βιβλιογραφία ως

μικρο-ηλεκτρο-μηχανολογικά (MEMS) και νανο-ηλεκτρο-μηχανολογικά (NEMS) συστήματα καθιστά

αναγκαίο τόσο τον λεπτομερή προσδιορισμό των ρευστών σε αυτές τις διαστάσεις όσο και την πλήρη

επίδραση τους στα εξαρτήματα με τα οποία έρχονται σε επαφή, μιας και οι συσκευές αυτές είτε

βρίσκονται στο περιβάλλον λειτουργίας τους σε επαφή με το ρευστό, είτε περιλαμβάνουν εξαρτήματα

όπως για παράδειγμα μικροαγωγούς τα οποία έρχονται σε άμεση επαφή με το ρευστό.

Σήμερα κατασκευάζονται μικροαγωγοί με διαμέτρους της τάξης μερικών μικρόμετρων από

διάφορα μεταλλικά υλικά, όπως σίδηρο και ανοξείδωτο χάλυβα. Όταν αναφερόμαστε σε μεγέθη της

τάξης του νανόμετρου μιλάμε ουσιαστικά για αυλακώσεις (μικροκαwάλια) οι οποίες ως επι το

πλείστον χαράσσονται σε πλάκες πυριτίου. Η πιο συνήθης μέθοδος κατασκευής των μικροκαναλιών

αυτών είναι αυτή της χημικής εγχάραξης ή μέθοδος DRIE (Deep Reactive Ιοη Etching).

1.4 Η δομή της διπλωματικής εργασίας

Η δομή της παρούσας διπλωματικής εργασίας έχει ως εξής. Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζονται οι

οριακές συνθήκες ολίσθησης και μη-ολίσθησης που συνοδεύουν τις καταστατικές εξισώσεις N-S.

Γίνεται μια παρουσίαση των μαθηματικών μοντέλων των οριακών συνθηκών από τη σχέση του

Navier στις αρχές του 19
0υ

αιώνα μέχρι τα σύγχρονα μαθηματικά μοντέλα ολίσθησης δεύτερης τάξης.

Στο Κεφάλαιο 3 μελετώνται κλασσικά προβλήματα ρευστομηχανικής σε βασικές γεωμετρίες και

επιλύοντας τα αναλυτικά εξάγεται η κατανομή της ταχύτητας της Ρ011ς. Στο Κεφάλαιο 4 μελετάται η

επίδραση των συντελεστών αλληλεπίδρασης αερίου-τοιχώματος με εφαρμογή σε κυλινδρική ροή

Couette. Τέλος στο Κεφάλαιο επισημαίνονται τα κύρια συμπεράσματα της εργασίας και προτίνεται

περαιτέρω μελέτη.
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Όπως έχει ήδη αναφερθεί οι εξισώσεις N-S στη γενική τους μορφή είναι μερικές διαφορικές

εξισώσεις δεύτερης τάξης. Συνεπώς για την επίλυση τους χρειάζονται δυο τουλάχιστον οριακές

συνθΙ1κες. Οι οριακές συνθήκες που θα επιλεχθούν για την επίλυση ενός προβλήματος ροής παίζουν

καθοριστικό ρόλο στην επίλυση του προβλήματος και επηρεάζουν σημαντικά τα αποτελέσματα. Η

μαθηματική μοντελοποίηση των οριακών συνθηκών δεν είναι εύκολη υπόθεση [14] και για περίπου

100 χρόνια από τις αρχές έως τα τέλη του 19
0υ

αιώνα η επιλογή της κατάλληλης οριακής συνθήκης

στο σημείο επαφής του ρευστού με το στερεό τοίχωμα αποτέλεσε αντικείμενο διαμάχης στην

επιστημονική κοινότητα με μεγάλες φυσιογνωμίες των μαθηματικών και της φυσικής να λαμβάνουν

μέρος.

Οι οριακές συνθήκες σε ένα πρόβλημα αναφέρονται στα όρια του όγκου ελέγχου και

διατυπώνουν κάποια φυσική αρχή για τα όρια αυτά, η οποία ισχύει για όλο το χρονικό διάστημα που

εξετάζεται ο όγκος ελέγχου. Από φυσική άποψη, οι οριακές συνθήκες θεσπίζονται για μια μαθηματική

επιφάνεια η οποία οριοθετεί την περιοχή του χώρου που μας ενδιαφέρει. Το συνηθέστερο όριο στην

οριοθέτηση αυτή είναι μια ορατή φυσική διεπιφάνεια. Στην ανάλυση των προβλημάτων ροής ρευστών

εμφανίζονται συνήθως τρία είδη φυσικών διεπιφανειών: στερεού-ρευστού, υγρού-υγρού και υγρού

αερίου. Στα προβλήματα που μελετώνται στην παρούσα εργασία συναντώνται μονάχα διεπιφάνειες

στερεού-ρευστού όποτε το Κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στις οριακές συνθήκες που αφορούν αυτού

του είδους διεπιφάνειες.

Στην παράγραφο 2.1 γίνεται μια σύντομη ιστορική αναδρομή των διαφορετικών επιστημονικών

προσεγγίσεων και διατυπώνονται οι οριακές συνθήκες μη-ολίσθησης οι οποίες αναφέρονται στην

υδροδυναμική περιοχή. Έπειτα στις παραγράφους 2.2 και 2.3 γίνεται αναφορά στο μοντέλο οριακών

συνθηκών ολίσθησης του Maxwell που πρώτος όρισε και έπειτα παρουσιάζονται τα μοντέλα 1ης και

2
ης

τάξης άλλων ερευνητών αντίστοιχα.
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2.1 ()ριακ{:ς συνΘiικες μη-ολίσΘησης

Στην υδροδυναμική περιοχή όπου ισχύει η υπόθεση συνεχούς μέσου οι οριακές συνθήκες σε

μια διεπιφάνεια στερεού-ρευστού που συνοδεύουν τις καταστατικές εξισώσεις είναι οι οριακές

συνθήκες μη-ολίσθησης, οι οποίες αναφέρουν ότι τα πραγματικά ρευστά στα σημεία επαφής τους με

στερεά σώματα αποκτούν την ταχύτητα του στερεού. Η συνθήκη μη ολίσθησης οφείλεται στην ιξώδη

φύση των ρευστών και δεν έχει καμία σχέση με το είδος του υλικού ή τη φύση της επιφάνειας του

στερεού. Σημειώνεται ότι στην περίπτωση όπου οι τριβές δεν λαμβάνονται υπόψη το ρευστό

ολισθαίνει στην επιφάνεια στου στερεού με τη ίδια ταχύτητα, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.1.

, , ,., , , ;).

Ζ

·t
v

Ζ

v

...................................................... >
ροή αερίου

// // // / //// /

(α) (Β)

Σχήμα 2.1: Ιδανικό (α) και ιξώδες (β) ρευστό.

Σήμερα είναι πλέον γνωστό, πέρα από κάθε αμφιβολία, ότι η υπόθεση αυτή ισχύει. Τη

συνθήκη μη-ολίσθησης τη συναντά κανείς σε οποιοδήποτε βιβλίο Ρευστομηχανικής. Όμως για

περίπου 150 χρόνια αποτέλεσε θέμα αντιπαράθεσης και διαμάχης μεγάλων φυσικών και μαθηματικών

φυσιογνωμιών όπως ο Bemulli, ο Coulomb,o Poisson, ο Stokes κ.λπ. (Εικόνα 2.1). Μια σύντομη και

περιεκτική ιστορική αναδρομή του προβλήματος αυτού της ολίσθησης της ταχύτητας γίνεται στο

βιβλίο του Goldstein (1957) [15].

Η διαμάχη αυτή ξεκινά από τον 18° αιώνα με πρωταγωνιστές τους Bernulli, Ου Buat και

Coulomb. Ο Oaniel Bernulli αναγνώρισε ήδη από το 1738 ότι ένα ρευστό δεν μπορεί να ολισθαίνει

ελεύθερα πάνω σε μία στερεή επιφάνεια. Η γνωστή εξίσωση που φέρει το όνομα του, εξίσωση

Bernulli, η οποία συσχετίζει την πίεση και την ταχύτητα σε ένα ρευστό είναι έγκυρη μόνο για ιδανικά

(μη ιξώδη) ρευστά. Βασιζόμενος στις αποκλίσεις μεταξύ των μετρήσεων σε πραγματικά ρευστά και

των υπολογισμών σε ιδανικά ρευστά κατέληξε στο συμπέρασμα ότι μια τέλεια ολίσθηση δεν είναι

δυνατή. Έφτασε έτσι μέχρι τη μέση της αλήθειας, αφού ο ισχυρισμός του δεν αποδεικνύει το αντίθετο,

δηλαδή τη μη-ολίσθηση της ταχύτητας.

Βασιζόμενος σε παρατηρήσεις ροής νερού σε κανάλι ο Ου Buat συμπέρανε το 1786 ότι το

ρευστό κοντά στην επιφάνεια βρισκόταν σε ηρεμία όταν η ταχύτητα της ροής ήταν μικρή. Αυτό ήταν

ένα γεwαίο συμπέρασμα παρά την εξειδίκευση σε μικρές ταχύτητες ροής. Ο Coulomb ασχολήθηκε
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επίσης με αυτό το πρόβλημα και τα πειράματα που διεξήγαγε ήταν σπουδαία και αποτελούσαν μια

λογική επέκταση των πειραμάτων του στην ξηρή τριβή.

Σημειώνεται ότι οι παραπάνω διαπιστώσεις στις οποίες κατέληξαν ο Bemulli, ο Ou Buat και ο

Coulomb διατυπώθηκαν κατά τη διάρκεια του 18°U
αιώνα πριν γίνουν γνωστές οι εξισώσεις N-S.

Μπαίνοντας στον 19° αιώνα σημειώθηκαν τρεις σημαντικές παρατηρήσεις από διαφορετικούς

ερευνητές σε διαφορετικές περιόδους.

Η πρώτη υπόθεση υποστήριζε ότι η ταχύτητα του ρευστού στην επιφάνεια του τοιχώματος

είναι ίδια με την ταχύτητα του τοιχώματος και μεταβάλλεται συνεχώς μέσα στο ρευστό και δείχνει να

προήλθε από τον Coulomb. Η δεύτερη υπόθεση εμφανίστηκε τη δεύτερη δεκαετία του 19°U
αιώνα από

τον Girard ο οποίος διεξήγαγε πειράματα ροής σε σωλήνες. Υπέθεσε ότι ένα λεπτό στρώμα του

ρευστού κοντά στο τοίχωμα παραμένει προσκολλημένο σ' αυτό ενώ το υπόλοιπο τμήμα της ρευστού

ολισθαίνει πάνω στο σταθερό αυτό στρώμα. Η υπόθεση αυτή οδηγεί σε ασυνέχεια της ταχύτητας

ροής. Σήμερα γνωρίζουμε ότι μια τέτοια ασυνέχεια δεν μπορεί να είναι αποδεκτή στα πραγματικά

(ιξώδη) ρευστά γιατί οδηγεί σε άπειρη τάση.

(α) (β)

(γ) (δ)

Εικόνα 2.1: Φυσικοί και μαθηματικοί του 180υ και 190υ αιώνα.

α) Daniel Bernoulli (1700-1782), (β) Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806), (γ) Pierre-Simon
Girard (1765-1836), (δ) Simeon Denis Poisson (1781-1840), (ε) Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836),

(ζ) George Gabriel Stokes (1819-1903).
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Η τρίτη υπόθεση διατυπώθηκε από τον ίδιο των Navier. Υποστήριξε ότι το τοίχωμα

αντιστέκεται στην ολίσθηση ασκώντας μια δύναμη που είναι ανάλογη της ταχύτητας ολίσθησης. Και

επειδή η διατμητική τάση πρέπει να είναι συνεχής από το στερεό τοίχωμα προς το ρευστό υπέθεσε για

ροή μιας διεύθυνσης ότι

ou
bu=mon

,όπου n είναι η διεύθυνση κάθετη στο τοίχωμα, b μια σταθερά με m / b να είναι μια απόσταση. Η

απόσταση αυτή είναι μηδέν για μη-ολίσθηση. Ο Navier εξήγησε τα πειραματικά αποτελέσματα του

Girard για ροή διαμέσου σωλήνων χρησιμοποιώντας αυτό το μοντέλο. Σημειώνεται ότι δεν τίθεται

θέμα ασυνέχιας της ταχύτητα μέσα στο ρευστό με αυτό το μοντέλο. Είναι ενδιαφέρον ακόμη το

γεγονός ότι ο Poisson έκανε παρόμοιες παρατηρήσεις με τον Navier αλλά υπέθεσε ότι αυτές

συμβαίνουν έξω από το λεπτό σταθερό στρώμα.

Μια άλλη μεγάλη φυσιογνωμία της φυσικής επιστήμης ο Stokes ενώ αρχικά υποστήριζε την

υπόθεση μη-ολίσθησης στη συνέχεα συνέκλινε αμφιταλαντευόμενος προς την υπόθεση του Navier

επειδή οι υπολογισμοί του δεν συμφωνούσαν με τα πειρατικά του αποτελέσματα. Το 1846 στέλνει μια

αναφορά στη Βρετανική Ένωση Επιστημών υποδεικνύοντας και τις τρεις υποθέσεις χωρίς όμως να

επΙλέξει κάποια ως σωστή. Τελικά καταλήγει στην πρώτη, αυτή της μη-ολίσθησης, βασιζόμενος σε

δυο ισχυρισμούς

(1) Εάν υπάρχει ολίσθηση στο τοίχωμα τότε η τριβή μεταξύ του στερεού και του ρευστού θα

πρέπει να είναι διαφορετικής φύση και απείρως μικρότερη από την τριβή μεταξύ δυο

στρωμάτων του ρευστού.

(2) Η συμφωνία των αποτελεσμάτων μεταξύ των υπολογισμών χρησιμοποιώντας το μοντέλο

μη-ολίσθησης και των παρατηρήσεων είναι ικανοποιητική.

Η πρώτη παρατήρηση του Stokes ήταν σπουδαία. Ξέρουμε ότι η διατμητική τάση μέσα στο

ρευστό οδηγεί στη παραμόρφωση του αλλά παρόλα αυτά η κατανομή ττης ταχύτητας είναι συνεπής

ως προς τη συνέχεια βάση των παρατηρήσεων. Το ερώτημα που θέτει εδώ ο Stokes είναι κατά πόσο

μπορεί να συμβαίνει κάτι αντίστοιχο στη διεπιφάνεια στερεού-ρευστού με την παρουσία τριβής

μεταξύ στερεού και ρευστού. Ισχύει ότι για δεδομένη διατμητική τάση, μεγάλες παραμορφώσεις στο

ρευστό συμβαίνουν όταν η ταχύτητα είναι μικρή. Εάν παρατηρηθεί ασυνέχεια στην ταχύτητα κοντά

στη διεπιφάνεια αυτό σημαίνει ότι ο μηχανισμό τριβής μεταξύ του στερεού και του ρευστού είναι

διαφορετικής φύσης και μάλιστα απείρως μικρότερος από αυτόν που συμβαίνει μεταξύ δυο

στρωμάτων του ρευστού. Το επιχείρημα του Stokes ήταν πολύ πιστικό. Παρόλα αυτά τον καιρό

εκείνο η συνθήκη μη-ολίσθησης έδειχνε να είναι αφύσικη και οι αντικρουόμενες απόψεις είχαν τους

υποστηρικτές τους.
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Τα χρόνια που ακολούθησαν έγιναν πολλά πειράματα από πολλούς ανεξάρτητους ερευνητές

και πειραματιστές όπως οι Even Darcy (1858) και Helmholtz (1860). Αξιοσημείωτο είναι το

συμπέρασμα από τον Couette το 1890 ότι ακόμα και η τυρβώδης ροή πρέπει να ικανοποιεί τη

συνθήκη μη-ολίσθησης, παρά τη μεγάλη διαβάθμιση δίπλα στο τοίχωμα. Τέλος στη διαμάχη αυτή

έβαλε ο Whetham το Ι 890 με τα πειράματα που διεξήγαγε, τα οποία επιβεβαίωσαν τη συνθήκη μη

ολίσθησης στη διεπιφάνεια του τοιχώματος.

Έτσι λοιπόν στην γενική περίπτωση, εάν ορίσουμε ως V την ταχύτητα του στερεού

τοιχώματος και ως u την ταχύτητα του ρευστού στην εφαπτομενική διεύθυνση και t ένα μοναδιαίο

διάνυσμα παράλληλο στη διεύθυνση της ροής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.3. η συνθήκη μη

ολίσθησης γράφεται

Η ισότητα της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας στο σημείο επαφής προέρχεται από καθαρά

κινηματικούς περιορισμούς, όπου δεν λαμβάνει ροή μάζας διαμέσου του τοιχώματος. Έστω η ένα

μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο τοίχωμα τότε

u .η =V .η => Un = v:,

Ως επακόλουθο των δύο παραπάνω σχέσεων, συμπεραίνει κανείς ότι σε κάθε σημείο της διεπιφάνειας

η ταχύτητα του ρευστού θα πρέπει να ισούται με την ταχύτητα του στερεού σώματος. Δηλαδή θα

πρέπει να ισχύει

u=V

Η εμπειρία έχει δείξει ότι αυτού του είδους οι συνθήκες δίνουν πολύ καλά αποτελέσματα σε

εφαρμογέςμε χαμηλό Κη, κάτω του 10·3.

n 11\
!

. Ι .
υπ*""- -- ~ υ

Ι /1
Ι ι

ση~:59·~;7~q~ι·.···.··7777~·~?/-··..··~;7;7··~.·77~.··.··ι7;
υι

Σχήμα 2.2: Σύστημα συντεταγμένων.
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Σημειώνεται ότι στην περίπτωση που αγνοηθούν οι ιξώδεις δυνάμεις (μ = Ο) οι όροι δεύτερης

τάξης παραλείπονται και εξισώσεις N-S καταλήγουν στις εξισώσεις κίνησης του Euler. Πρόκειται για

εξισώσεις πρώτης τάξης ως προς το χώρο που διατηρούν τη μη γραμμικότητα τους. Διατυπώθηκαν

από τον ελβετό μαθηματικό Euler (1707-1783) πριν οι avier και Stokes δημοσιεύσουντις εξισώσεις

για πραγματικά (δηλαδή ιξώδη) ρευστά.

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση της απλοποίησης αυτής είναι στο γεγονός ότι παραλείποντας

τους ιξώδεις όρους η τάξη των εξισώσεων μειώνεται κατά μια. Αυτό σημαίνει ότι μειώνεται

αυτομάτως και ο απαιτούμενος αριθμός συνοριακών συνθηκών. Πράγματι για τις εξισώσεις Euler

χρειάζεται να καθορίσουμε μόνο την κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας, η οποία μάλιστα θα

πρέπει να ισούται με μηδέν. Η λύση καταλήγει σε μια ταχύτητα ολίσθησης στην επιφάνεια του

τοιχώματος. Υπενθυμίζεταιότι για τις εξισώσειςN-S, οι οποίες είναι δεύτερης τάξης χρειάζεται εκτός

της κατακόρυφης συνιστώσας να καθοριστεί και η εφαπτομενική συνιστώσα της ταχύτητας. Για μια

ενδιαφέρουσα συζήτηση των παραπάνω ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στο βιβλίο των Arakeri

και Shaηkar (2000) [16].

2.2 Οριακές συνθήκες ολίσθησης Maxwell

Μέχρι τώρα θεωρούσαμε ότι η υπόθεση συνεχούς μέσου ισχύει και αγνοούσαμε τη μοριακή

δομή του ρευστού. Στην προηγούμενη ενότητα έγινε αναφορά στο γεγονός ότι ο Navier (1823) μέσα

από μια μοριακή υπόθεση συμπέρανε ότι στο τοίχωμα συμβαίνει ολίσθηση και εμπλέκεται μια

αναλογία απόστασης m / b. Λίγο αργότερα ο Maxwell ο οποίος πρωτοπόρησε στην κινητική θεωρία

των αερίων, συμπέρανε ότι ο παράγοντας ολίσθησης του Navier m / b είναι ανάλογος με την μέση

ελεύθερη μοριακή διαδρομή λ, και ίσως ανάλογος με 2λ.

Σημειώνεται ότι στη θεωρία συνεχούς μέσου είναι λ =Ο . Όμως στα πραγματικά αέρια η

παράμετρος λ δεν είναι μηδέν, αλλά είναι πολύ μικρή. Για τον αέρα σε κανονικές συνθήκες

ατμοσφαιρικής πίεσης και θερμοκρασίας το λ ισούται με 0.0065 mm. Στα υγρά είναι λίγο μικρότερο.

Η μη μηδενική αυτή τιμή του λ ήταν πιθανώς αυτή που δημιούργησε τη δυσκολία, την εwοιολογική

και ταυτόχρονα πρακτική.

Ο Maxwell πρότεινε την ακόλουθη προσέγγιση για τον υπολογισμό της ολίσθησης της

ταχύτητας [Ι 7]. Όρισε μια επιφάνεια ελέγχου S , η οποίο ορίζεται σε απόσταση ίση με λ / 2 πάνω από

την επιφάνεια του τοιχώματος. Ένα ποσοστό των μορίων φτάνει στην επιφάνεια S από απόσταση ενός

λ και τα υπόλοιπα μόρια φτάνουν στην επιφάνεια ανακλώμενα από την επιφάνεια του τοιχώματος.

Πιο συγκεκριμένα όρισε τον συντελεστή προσαρμογής εφαπτομενικής ορμής (taηgeηtiaI

momeηtum accommodatioη coeffιcieηt) α , ο οποίος εκφράζει το ποσοστό των μορίων τα οποία καθώς
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συγκρούονται με το τοίχωμα ανακλούνται χάνοντας την εφαπτομενική τους ορμή και επανέρχονται

στο ρευστό με μια τυχαία γωνία (διαχυτική ανάκλαση). Τα υπόλοιπα (1- α) αναπηδούν διατηρώντας

την εφαπτομενική τους ορμή και επομένως δεν ασκούν διατμητική τάση στο ρευστό (κατοπτρική

ανάκλαση) [18]. Από τον ορισμό του a είναι φανερό ότι Ο ~ a ~ 1

Ο MaxweIl χρησιμοποίησε τη σειρά Taylor για να αναπτύξει την εφαπτομενική ταχύτητα

αποκόπτοντας τους όρους δεύτερης και μεγαλύτερης τάξης. Έδειξε ότι για μηδενική κλίση του

διανύσματοςτης θερμοκρασίαςστη διεύθυνση κάθετη στη ροή (dT / dy =Ο), η σχετική ταχύτητα του

ρευστού και τοιχώματος στο σημείο επαφής τους είναι

U -u = 2-a λ dUI +~L dTI
g '" a dy \V 4 ρΤ dx Ι.

όπου ug η ταχύτητα ροής, u,,' η ταχύτητα του τοιχώματος, u η ταχύτητα ροής, λ η μέση ελεύθερη

μοριακή διαδρομή, Υ η διεύθυνση κάθετη στο τοίχωμα, χ η διεύθυνση της ροής, μ το ιξώδες, a ο

συντελεστής προσαρμογής εφαπτομενικής ορμής ( a =1 και a =Ο για πλήρως διαχυτική και

κατοπτρική ανάκλαση αντίστοιχα), Ρ η πυκνότητα και Τ η θερμοκρασία. Η έκφραση αυτή είναι

γνωστή ως διόρθωση πρώτης τάξης για ολίσθηση σε τοίχωμα (fιrst order cοπectίοn for wall slίp) και

συναντάται στη βιβλιογραφία ως συνθΙ1κη ολίσθησης Maxwell πρώτης τάξης. Στην περίπτωση όπου

δεν υπάρχει ροή θερμότητας στη διεύθυνση της ροής (dT / dx =Ο), η παραπάνω εξίσωση μπορεί να

αδιαστατοποιηθεί από ένα χαρακτηριστικό μήκος και μια ταχύτητα και να δώσει [19]

'_ ' _ 2 - aΚ dU'Iug u,,' - n ι

a dy Ι.

όπου ο συμβολισμός (') δηλώνει τις αδιάστατες ποσότητες και Kn είναι ο αριθμός Κnudsen. Είναι

φανερό ότι το μέγεθος της ολίσθησης εξαρτάται από τον αριθμό Kn και το συντελεστή προσαρμογής

εφαπτομενικήςορμής a [20].

Σημειώνεται ότι από τη σειρά TayIor μπορούν εάν αποκοπούν οι όροι τρίτης και μεγαλύτερης

τάξης να προκύψουν συνθήκες ολίσθησης δεύτερης τάξης. Το ανάπτυγμα της εφαπτομενΙΚ11ς

ταχύτητας σειρά TayIor για μηδενική ροή θερμότητας είναι

Ug_ulι,=2:a[λdΙΙΙ +λ2d2~Ι +λ3d3~Ι + ...]
dy 11' 2! dy '" 3! dy' 11'

Αποκόπτοντας τους όρους τρίτης και μεγαλύτερης τάξης παίρνουμε
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2-α[ dUI Kn
2

d
2

UI ]U -U =-- Kn- +----
g 11' α d 2 d2

Υ 11' Υ ,.

οι οποίες είναι γνωστές στην βιβλιογραφία ως οριακές συνθήκες ολίσθησης Maxwell δεύτερης τάξης

(second-order Maxwell sIip boundary conditions).

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να επισημανθεί ότι η εφαρμοσιμότητα αυτών των συνθηκών

ολίσθησης ανώτερης τάξης είναι αμφισβητήσιμη διότι οι εξισώσεις N-S που τις συνοδεύουν είναι

ακριβείς μόνο στο O(Kn).

Για το λόγο αυτό στα προβλήματα ροών που εξετάζονται στην παρούσα εργασία θα

χρησιμοποιηθείγια την διεπιφάνεια ρευστού-στερεούη συνοριακή ολίσθηση Maxwell πρώτης τάξης.

Έστω Υ ο άξονας κάθετος στη διεπιφάνεια και χ ο άξονας παράλληλος στη διεύθυνση της ροής, όπως

φαίνεται στο Σχήμα 2.3. Έστω ακόμη ότι η επιφάνεια είναι άπειρη και ότι η ταχύτητα εξαρτάται μόνο

από την τεταγμένη Υ, Ητ =u.r (Υ) . Τότε η συνοριακή συνθήκη μπορεί να γραφεί στην μορφή

(2.1)

όπου λ η μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή η οποία υπολογίζεται από τη σχέση (2.3) που δίνεται στο

τέλος της υποενότητας και σρ ο λεγόμενος συντελεστής ιξώδους ολίσθησης (viscous slip coefficient).

Σημειώνεται ότι παρόλο που ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης (VSC) ορίστηκε για επίπεδες

επιφάνειες δύναται να χρησιμοποιηθείκαι για καμπύλες αν η ακτίνα καμπυλότηταςείναι κατά πολύ

μεγαλύτερητης μέσης ελεύθερης μοριακής διαδρομής λ.

χ

τοίχωμα αέριο

!-------7~Υ

Σχήμα 2.3: Σύστημα συντεταγμένων.
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Ο αδιάστατος συντελεστής σρ (VSC) συναντάται στην βιβλιογραφία με διάφορες τιμές. Αυτό

συμβαίνει διότι διαφορετικές μέθοδοι χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό του. Πρώτος ο MaxweII

όρισε τον συντελεστή ιξώδους ολίσθησης ως εξής

2-aJ";
----

a 2

όπου α ο συντελεστή προσαρμογής εφαπτομενικής ορμής. Με χρήση πάλι της κινητική θεωρίας

λύνοντας το γνωστό πρόβλημα του Kramer και a = Ι (πλήρως διαχυτική ανάκλαση) από το κινητικό

μοντέλο BGK [21] παίρνουμε σρ =1.016 [22] ενώ από το κινητικό μοντέλο S παίρνουμε σρ =1.018

[23], ενώ η εξάρτηση από τον συντελεστή α μπορεί να προκύψει από τη σχέση

2-a
σ/α) = --[σρ(l) - 0.1211(1- α)]

a

Συνοριακές συνθήκες υπάρχουν και για το φαινόμενο του θερμικού ερπυσμού, της κίνησης

του ρευστού δηλαδή λόγω διαφοράς θερμοκρασίας και μάλιστα με αφετηρία την περιοχή χαμηλής

θερμοκρασίας. Στο φαινόμενο αυτό, το οποίο μελετάται και επιλύεται στο Κεφάλιο 3, βασίζεται και η

λειτουργία της αντλίας Knudsen, η οποία δεν έχει κινητά μέρη και η άντληση του ρευστού οφείλεται

σε θερμοκρασιακές διαφορές. Σημειώνεται ότι η ροή λόγω του θερμικού ερπυσμού μηδενίζεται καθώς

ο αριθμός Κnudsen τείνει στο μηδέν. Η συνθήκη ολίσθησης της θερμοκρασίας τύπου MaxweII στο

τοίχωμα δίνεται με τη μορφή [24]

όπου σ~QXιI'eιι ο συντελεστής θερμικής ολίσθησης (thermal slip coeffιcient, TSC) του MaxweII για τον

οποίο όπως φαίνεται από την τελευταία σχέση ισχύει σ;:ΙQXΙ"eιι =0.75. Η παραπάνω σχέση μπορεί

επίσης να γραφεί με βάση τις αδιάστατες ποσότητες που χρησιμοποιούνταιστην κινητική θεωρία ως

εξής

tt' -u' =~ (Υ-Ι) Kn
2 Re(8T'J

g .. 2π Υ Ec α/' 1.

όπου Re =puD / μ και Ec =U
2

/ CΡΔΤ . Με D συμβολίζεται κάποια χαρακτηριστική διάσταση του

προβλήματος, u είναι η ταχύτητα του ρευστού, Ρ η πυκνότητα του, μ το δυναμικό ιξώδες, cρ η

θερμοχωρητικότητα υπό σταθερή πίεση, k η θερμική αγωγιμότητα και ΔΤη διαφορά θερμοκρασίας.
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Έστω ένα ρευστό το οποίο καταλαμβάνει έναν ημιάπειρο χώρο Υ ~ Ο, όπως φαίνεται στο

Σχήμα 2.3. Η μόνη διαφορά από την περίπτωση της ολίσθησης της ταχύτητας είναι ότι η θερμοκρασία

εδώ δεν είναι σταθερή αλλά εξαρτάται από τη συντεταγμένη Χ, ΤΊ" =ΤΊ.(χ) . Έτσι η συνθήκη

ολίσθησης της θερμοκρασίας στο πρόβλημα του θερμικού ερπυσμού γράφεται στη μορφή [1 Ο]

μ dT
U =σ ----
χ Τ 'Τ' d

ΡJ.", Χ

(2.2)

όπου ο συντελεστής θερμικής ολίσθησης (TSC) μπορεί να χρησιμοποιηθεί επίσης για καμπύλες

επιφάνειες αν η ακτίνα καμπυλότητας είναι κατά πολύ μεγαλύτερη της μέσης ελεύθερης μοριακής

διαδρομής λ. Σημειώνεται ότι ο συντελεστής αυτός είναι ανεξάρτητος του συντελεστή προσαρμογής

α.

Στους Πίνακες 2- Ι και 2-2 δίνονται συγκεντρωτικά οι τιμές των συντελεστών ιξώδους και

θερμικής ολίσθησης σρ και στ ανάλογα με τι τη μέθοδο επίλυσης.

Πίνακας 2-1 Τιμές συντελεστή σρ

BGK 1.016

S 1.018

Εξίσωση BoItzmann 0.9874
Maxwell 0.8862

Πίνακας 2-2 Τιμές συντελεστή στ

BGK 1.149

S 1.175

Εξίσωση Boltzmann 1.018

Maxwell 0.75

Σημειώνεται ότι προκειμένου να χρησιμοποιηθούν σωστά οι συντελεστές ιξώδους και

θερμικής ολίσθησης, η έwοια της μέσης ελεύθερης διαδρομής πρέπει να αποσαφηνιστεί πλήρως.

Στην βιβλιογραφία μπορεί κανείς να βρει πληθώρα ορισμών της ποσότητας αυτής, όπως για

παράδειγμα από το διατμητικό ιξώδες (shear viscosity) από την θερμική αγωγιμότητα (heat

conductivity) Κ.α. Μιας και οι τιμές των συντελεστών ολίσθησης και άλματος εξαρτώνται από τον

ορισμό της μέσης ελεύθερης διαδρομής, θα πρέπει το μέγεθος αυτό να οριστεί με ένα μοναδικό

τρόπο και με όρους μετρούμενων ποσοτήτων. Ο πιο πιστικός ορισμός δίνεται από το συντελεστή

ιξώδους ως εξής

λ = ..ι;;μunι ~ μιιnι
2ρ Ρ

(2.3)

( )

1/2 _

όπου U,n = 2RgasT η πιο πιθανή μοριακή ταχύτητα στη θερμοκρασία Τ με Rgas = R 1m, Ρ η τοπική

πίεση, μ το ιξώδες και kBη σταθερά BoItzmann.

20



2.3 Οριακές συνθήκες ολίσθησης 1ης και 2ης τάξης

Εάν ο αριθμός Kn αυξηθεί λίγο ώστε να βρεθούμε στη μεταβατική περtOχή ροής (transition

regime), το μοντέλο πρώτης-τάξης ροής με ολίσθηση (first-order slίp-flow modeI) παύει να ισχύει.

Αυτό διαπιστώνεται από το γεγονός ότι οι διαφορές μεταξύ των προβλέψεων που δίνει το μοντέλο

και των πειραματικών αποτελεσμάτων είναι σημαντικές [25]. Ένα ερώτημα που τίθεται συχνά και

απασχολεί τα τελευταία χρόνια την επιστημονική κοινότητα είναι κατά πόσο μπορεί να επεκταθεί η

εφαρμοσιμότητα των N-S εξισώσεων πέρα του ορίου (Κn = 0.1) της υδροδυναμικής περtOχής

χρησιμοποιώντας οριακές συνθήκες ολίσθησης δεύτερης τάξης [26].

Ερευνητές στον κλάδο της δυναμικής αραtOποιημένων ρευστών (rarefied gas dynamics) έχουν

αναπτύξει διάφορα μοντέλα οριακών συνθηκών δεύτερης τάξης τα οποία περιλαμβάνουν δυο

συντελεστές Αι και Α2 • Ο πρώτος συντελεστής είναι ο συντελεστής προσαρμογής εφαΠΤOμεvικής

ορμής και ο δεύτερος είναι ο συντελεστής προσαρμογής ενέργειας και σχετίζεται με την κάθετη στο

τοίχωμα συνιστώσα της ταχύτητας του συγκρουόμενου μορίου.

Ο Sreekanth πρότεινε τη ακόλουθη γενική φόρμα του μοντέλου δεύτερης τάξης [18]

dUI ' d
2

UIU -u =-Αλ- - Δ λ--
g \ν Ι d -'"'2 d 2

Υ \V Υ 11'

(2.4)

όπου Ug η ταχύτητα του ρευστού, u'v η ταχύτητα του τοιχώματος, u η ταχύτητα ροής, Αι και Α2 οι δυο

προαναφερθέντες συντελεστές και λ η μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή. Δυστυχώς παρόλη τη

γενικότητα που προσφέρει αυτή η φόρμα, δεν υπάρχει ομοφωνία μεταξύ των ερευνητών στους

θεωρητικούς υπολογισμούς και τα πειραματικά αποτελέσματα των δυο συντελεστών τα οποία

δίνονται συγκεντρωτικά στον Πίνακα 2-3 [18].

Πίνακας 2-3 Τιμές συντελεστών Αι και Α2

Πηγή Αι Α2 Μέθοδος

MaxweII (τέλη Ι 9
0υ

αιώνα) 1 Ο Θεωρητική (Βλέπε [17])

Schamberg (1947) 1 5π/12 Θεωρητική (Βλέπε [27])

Chapman and CowIing (1952) ~1 ~0.5 Θεωρητική (Βλέπε [28])

AIbertoni Κ.α. (1963) 1.1466 Ο Θεωρητική (Σωλήνας)

DeissIer (1964) 1 1.6875 Θεωρητική (Βλέπε [29])

Cercignani (1964) 1.1466 0.9756 Θεωρητική (Βλέπε [29])

Sreekanth (1 969) 1.1466 0.14 Πειραματική (Σωλήνας)

Hsia and Domoto (1983) Ι 0.5 Βλέπε [27]

Mitsuya (1993) 1 2/9 Βλέπε [28]

Pan (1999) 1.125 Ο Προσομοιώσεις (DSMC)
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Είναι φανερό από τον παραπάνω πίνακα ότι υπάρχουν έντονες αποκλίσεις κυρίως όσον αφορά

το συντελεστιι προσαρμογής ενέργειας Α2 έχοντας ως επακόλουθο την αδυναμία επέκτασης του

μοντέλου ολίσθησης στη μεταβατική περιοχή [30].

Παρακάτω αναφέρονται χαρακτηριστικά οι φόρμες κάποιων μοντέλων πρώτιις και δεύτερης

τάξης με τιι σειρά που δημοσιεύτηκαν τα τελευταία πενήντα περίπου χρόνια. Τροποποιώντας λίγο το

μοντέλο του Maxwell ο Lam Khin δημοσίευσε τη σχέση

2-a[ Kn oul]
Ug -U II

, =-a- \-bΚn on 11'

όπου b είναι μια εμπειρικ11 παράμετρος η τιμή της οποίος καθορίζεται από τη μέθοδο προσομοίωσης

DSMC για διάφορουςαριθμούςKnudsen. [18]

Το μοντέλο του Lam εκμεταλλεύτηκαν αργότερα οι Beskok και Kamidakis, δυο τουρκικής

καταγωγής ερευνητές στον κλάδο της δυναμικής αραιοποιημένωνρευστών. Οι Beskok και Karniadais

[3\] ανέπτυξαν ένα απλό, φυσικού χαρακτήρα (physics-based) μοντέλο για ροές σε κανάλια, σωλήνες

και αγωγούς σε μικροκλίμακες για μεγάλο εύρος του αριθμού Kn σε χαμηλούς αριθμούς Mach.

Αξίζει να σημειωθεί ότι η ενοποιημένη σχέση, αν και είναι πιο γενική από τις οριακές συνθήκες

δεύτερης τάξης, δεν επιτρέπει εύκολα την διατύπωση αναλυτικών ή ημι-αναλυτικών μοντέλων, καθώς

κάποιες παράμετροι χρήζουν διόρθωση (calibration) η οποία εξαρτάται από τα πειράματα ή την

αριθμητική προσομοίωση της εξίσωσης Boltzmann [30]. Σήμερα η εγκυρότητα του μοντέλο Beskok

Karniadais είναι ευρέως αμφισβητήσιμη.

Αυτή η έλλειψη ευρωστίας του μοντέλου Beskok-Kamiadais οδήγησε τον Stephane Colin και

τους συνεργάτες του στην δημοσίευση [30] ενός μοντέλου οριακών συνθηκών δεύτερης τάξης το

οποίο αφορά ροη αραιοποιημένου ρευστού σε μικροαγωγό ορθογωνικής διατομής. Εφαρμόζοντας τις

παρακάτω σχέσεις αδιαστατοποίησης κατέληξαν στη μορφή

_h2 dP
χ' =χ Ι b, Υ' =Υ / h, u' = u / Ι/ο' Uo = ---

μ dz

, 2-a Ou'l 9 ,(o2u'l Ju, =---2Kn- --Kn- -- -\
Υ =1 a Ο " 4 ;:},,'2,

Υ Υ=\ v,y }'=Ι

, 2 - a ou' Ι 9 2 [ 2 02U
' Ι ;U, =---2aKn- --Kn a -- -ι

_<=1 a ' 4 a '2a χ χ'=1 Χ χ'=ι

όπου a = h Ι b είναι η αναλογία των διαστάσεων της διατομής

Το μοντέλο του Colin βασίστηκε σε ένα προηγούμενο μοντέλο του Deissler για oρθOγωVΙKOύς

μικροαγωγούςπου έχει την ακόλουθη μορφή
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Το πλεονέκτημα των οριακών συνθηκών ολίσθησης του DeissIer συγκριτικά με άλλα μοντέλα

δεύτερης τάξης είναι η φυσική προσέγγιση του DeissIer, σύμφωνα με την οποία η διατμητική τάση

ικανοποιεί τον ορισμό του νευτωνικού ρευστού, ο οποίος χρησιμοποιείται στις εξισώσεις N-S.

Ακόμη ένα μοντέλο δημοσίευσαν οι Xan και Fan αντικαθιστώντας την παράμετρο Kn με την

tanh(Kn) , απορρίπτοντας τους όρους δεύτερης τάξης στην οριακή συνθήκη Maxwell δεύτερης τάξης

για να υπολογίσουν την ολίσθηση της ταχύτητας [18]

2 - α[ dUI tan
2

Κn d
2

UI ]U -U,. =-- tanKn- + 2
g α dy,. 2 dy,.
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3
ΡΟΕΣ POISEUILLE ΚΑΙ COUETTE

Οι ροές PoiseuiIIe και Couette είναι οι δύο πολύ βασικές ροές στη Ρευστομηχανική καθώς οι

εξισώσεις που τις περιγράφουν προέρχονται από τις καταστατικές εξισώσεις κάνοντας απλές

παραδοχές και η αναλυτική επΊλυση τους επιτυγχάνεται με απλό ολοκληρωτικό λογισμό. Στη

βιβλιογραφία υπάρχουν επίσης αναφορές για συνδυασμένη ροή PoiseuiIIe και Couette με εφαρμογές

σε αντλίες (friction pumps). Ο αναγνώστης μπορεί να βρει περισσότερες πληροφορίες για τη

συνδυασμένη ροή στις αναφορές [32,33].

Η ροή Couette είναι μια στρωτή πλήρως ανεπτυγμένη ροή ενός ιξώδους ρευστού που συμβαίνει

συνήθως διαμέσου δυο απείρων παράλληλων πλακών ή μεταξύ δυο απείρων ομόκεντρων κυκλικών

αγωγών λόγω τις σχετικής τους κίνησης. Η ροή συμβαίνει κατά κύριο λόγο εξαιτίας των διατμητικών

τάσεων που αναπτύσσονται στο ρευστό από τα κινητά όρια του συστήματος ελέγχου ενώ επιπλέον

μπορεί να οφείλεται στο διάνυσμα τις πίεσης στη διεύθυνση της ροής, όταν αυτό εφαρμόζεται. Η ροή

πήρε αυτή την ονομασία από τον γάλλο φυσικό Maurice Marie Alfred Couette (1858-1943) Καθηγητή

Φυσικής στο Γαλλικό πανεπιστήμιο της Ανζέρ στα τέλη του 19
0υ

αιώνα.

Σε αντίθεση με τη ροη Couette η ροή PoiseuIIe οφείλεται αποκλειστικά στο διάνυσμα της

πίεσης μιας και τα όρια στο σύστημα ελέγχου που καθορίζεται είναι ακίνητα. Η ροή PoiseuIle

ονομάστηκε από τον γάλλο φυσικό JeanL. Μ. PoiseuiIIe (1799-1869) μιας και αυτός ήταν ο πρώτος

που τη μελέτησε πειραματικά το 1838.

Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζεται η μόνιμη, στρωτή (laminar), πλήρως ανεπτυγμένη (fuIl

deveIoped), ροή νευτωνικού ασυμπίεστου αραιοποιημένου ρευστού σε τέσσερα βασικά προβλήματα

εφαρμόζοντας συνοριακές συνθήκες ολίσθησης τύπου MaxweI1. Οι οριακές συνθήκες αυτές όπως έχει

αναφερθεί στο Κεφάλαιο 2 είναι της μορφής
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όπου χ η διεύθυνση κάθετη στο τοίχωμα, σρ =1.016 είναι ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης

(viscous sIip coefficient) και προκύπτει από την κινητική θεωρία [22] και λ η μέση ελεύθερη μοριακή

διαδρομή.

Όλα τα προβλήματα παρουσιάζονται διεξοδικά στις παρακάτω παραγράφους και διατυπώνονται

μαθηματικά με χρήση των διαφορικών εξισώσεων συνέχειας και ορμής (εξισώσεις Navier-Stokes)

συζευγμένες με κατάλληλες συνοριακές συνθήκες ολίσθησης πρώτης τάξης τύπου Maxwell. Σε κάθε

εφαρμογή εξάγεται η κατανομή της ταχύτητας της ροής και απεικονίζεται γραφικά για διάφορες τιμές

του αριθμού Knudsen. Υπολογίζονται βασικά μεγέθη ροής όπως η ροή μάζας στα προβλήματα λόγω

βαθμίδας πίεσης (π.χ. ροή Poiseuille) και η διατμητική τάση στα προβλήματα λόγω οριακών

συνθηκών (π.χ. ροή CotIette) και εκτιμάται η συνεισφορά του όρου ολίσθησης. Έπειτα θεωρώντας

πραγματικά (ιξώδη) ρευστά λειτουργίας το Ήλιο (He) και το Ξένον (Xe) γίνεται διαστατοποίηση των

αποτελεσμάτων.

3.1 Ροή ανάμεσα σε δύο ακίνητες πλάκες (plane Poiseuille)

Το ρευστό ρέει διαμέσου δυο ακίνητων παράλληλων πλακών απείρου μήκους που απέχουν

μεταξύ τους απόσταση Η και βρίσκονται στις θέσεις Υ = =+=Η / 2 , λόγω βαθμίδας πίεσης dp / dx στη

διεύθυνση χ, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.1. Η ροή θεωρείται μόνιμη, ασυμπίεστη, ισόθερμη και

πλήρως ανεπτυγμένη στην χ -διεύθυνση κατά μήκος των πλακών. Η υπόθεση της πλήρως

ανεπτυγμένης ροής συνεπάγεται ότι η πίεση (ή η πυκνότητα) μεταβάλλεται μόνο κατά μήκος της

ροής, ενώ παραμένει σταθερή στη διεύθυνση Υ, δηλαδή Ρ =Ρ (Χ)

Υ

άvωπλάκα /// //// / // //./,// / / // /'/
..................................................................);.

ροή αερίου Η

L.-.------7~ χ

........................................)

//////"'77/,////////.-r7///-;-',/////7"'-C;/""",""./Τ'//γΤ.• ///7./~>.;-/

κάτω πλάκα < Ι------......,

Σχήμα 3.1: Ροή διαμέσου δυο παράλληλων πλακών (pIane Poisetlille).

Στη συγκεκριμένη ροή με βάση τις παραπάνω υποθέσεις οι συνιστώσες της μακροσκοπικής

ταχύτητας στις διευθύνσεις Υ και Ζ είναι μηδενικές και η μόνη μη μηδενική συνιστώσα είναι αυτή
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Ι .

στη διεύθυνση της ροής, δηλαδή u = ( Ux ' ο, ο). Επίσης, αυτή η μη μηδενικ11 συνιστώσα μεταβάλλεται

μόνο στη διεύθυνση Υ και παραμένει σταθερή στις άλλες δύο διευθύνσεις.

Η πλήρως ανεπτυγμένη ροή ανάμεσα σε πλάκες περιγράφεται από την εξίσωση συνέχειας και

την εξίσωση ορμής στη χ κατεύθυνση θεωρώντας ότι uy = u= = Ο , ιι = U (Υ), σιΙχ / ax = Ο και

Ρ = Ρ (χ) . Εισάγοντας τις παραπάνω σχέσεις στις εξισώσεις (Ι. Ι) και (Ι.4) από τους Πίνακες ι-ι και

1-2 του Κεφαλαίου 1 και αγνοώντας τις βαρυτικές δυνάμεις, οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή

PoiseuiIIe ανάμεσα σε πλάκες είναι

οιι =0
οχ

και

(3.1.1 )

(3.1.2)

Σημειώνεται ότι στο συγκεκριμένο πρόβλημα η διαφορά πίεσης θεωρείται αρνητική, οπότε

στην εξίσωση (3.1.2) συμπληρώθηκε ένα (-) στον όρο πίεσης. Για λόγους συντομίας στους

συμβολισμούςδεν χρησιμοποιούμετον δείκτη και γράφουμε Ux (Υ) = U (Υ) .Η πρώτη εξίσωση οδηγεί

στο συμπέρασμα U =U (Υ) που έχει ήδη χρησιμοποιηθεί στη διατύπωση της δεύτερης εξίσωσης. Η

δεύτερη είναι περισσότερο χρήσιμη αφού εάν ολοκληρωθεί δύο φορές ως προς Υ θα προκύψει η

γενική λύση της άγνωστης ταχύτητας U .

Οι οριακές συνθήκες που συνοδεύουν την εξίσωση (3.1.2) είναι οι οριακές συνθήκες μη

ολίσθησης. Όμως στο πλαίσιο της παρούσας διπλωματικής εργασίας εισάγουμε τις οριακές συνθήκης

ολίσθησης ώστε να μελετήσουμε τη ροή και για συνθήκες εκτός τοπικής θερμοδυναμικής ισορροπίας.

Συγκεκριμένα οι οριακές συνθήκες για το συγκεκριμένο πρόβλημα είναι

Η dUIu(=t-)=±σρλ-

2 dy Υ=+Η/2
(3.1.3)

όπου σρ = Ι.Ο 16 είναι ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης και προκύπτει από την κινητική θεωρία [22]

και λ η μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή.

Στο σημείο αυτό είναι χρήσιμο να διατυπώσουμε τη ζητούμενη λύση στη μορφή

ΙΙ =uh + ΙΙ, (3 .Ι.4)

όπου ΙΙ Ι, είναι η λεγόμενη υδροδυναμική λύση, δηλαδή η λύση της εξίσωσης (3.1.2) με οριακές

συνθήκες μη ολίσθησης και Us η λεγόμενη λύση ολίσθησης, δηλαδή η διόρθωση που εισάγεται στην
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υδροδυναμική λύση λόγω της ολίσθησης στα τοιχώματα. Τονίζεται ότι για μικρές τιμές του αριθμού

Kn η λύση ολίσθησηςείναι τουλάχιστονμία τάξη μεγέθους μικρότερη από την υδροδυναμικήλύση.

Αντικαθιστώνταςτην εξίσωση (3.1.4) στην εξίσωση (3.1 .2) και στην οριακή συνθήκη (3.1.3)

διατυπώνονται τα εξής δύο προβλήματα:

Πρόβλημα 1:

Η
u1,(=t-) =0

2

Ολοκληρώνοντας μια φορά ως προς Υ παίρνουμε

Λόγω συμμετρίας dUh Ι =Ο και επομένως c, =Ο
dy Υ=Ο

Ολοκληρώνονταςακόμη μια φορά ως προς Υ είναι

Κάνονταςχρήση των οριακώνσυνθηκώνέχουμε

Η 1 dp Η2 dp Η2

U (-)=--(---+c )=>c =---
1'2 μdx8 2 2 dx8

Επομένωςη αναλυτική λύση του υδροδυναμικούπροβλήματοςείναι
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Πρόβλημα 2:

d
2

uS =Ο
d/

Ολ λ ' , ,dus
οκ ηρωνοντας μια φορα ως προς Υ παιρνουμε- =c\

dy

Λόγω συμμετρίας dus Ι =Ο και επομένως c] =Ο
dy Υ=Ο

Ολοκληρώνοντας ακόμη μια φορά ως προς Υ είναιu s =c2

u (- H)=C =-σ λ.-!.- dP(_ Η)
s 2 2 ρ μdx 2

Επομένως η αναλυτική λύση του προβλήματος ολίσθησης είναι

1 dpH
u =σ λ---

.'5 Ρ μ dx2

Με βάση την αρχή της επαλληλίας η ολική λύση είναι

u=Η
2

(~_L+σ ~JdP
2μ 4 Η2 Ρ Η dx

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11 )

Οι δύο πρώτοι όροι εντός της παρένθεσης αντιστοιχούν στη γνωστή λύση με οριακές συνθήκες

μη ολίσθησης, ενώ ο τρίτος όρος είναι η διόρθωση λόγω ολίσθησης. Σημειώνεται ότι η ποσότητα

λ / Η είναι ο γνωστός αδιάστατος αριθμός Knudsen και χαρακτηρίζει τον βαθμό αραιοποίησης της

ροής. Βλέπουμε ότι καθώς ο αριθμός Knudsen μικραίνει η συμβολή του όρου ολίσθησης στο

συνολικό αποτέλεσμα μειώνεται και τελικά μηδενίζεται καθώς ο αριθμός Knudsen τείνει στο μηδέν.
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Είναι χρήσιμο να αδιασταΤΟΠΟΙΙ1σουμε τα αποτελέσματα εισάγοντας την αδιάστατη απόσταση

ταχύτητα.

γ'=.νIΗ και

, μι!

ι! =---
Η2 dp

dx

όπου το Υ παίρνει τιμές στο διάστημα [-Ι 12, Ι 12] .Τότε τα παραπάνω αποτελέσματα γράφονται σε

αδιάστατη μορφή ως εξής

, (') Ι ( 1 '2)
ΜΗ Υ ="2 4"- Υ (3. Ι. Ι 2)

, ') 1 λ 1 Κ
Μ . (Υ = - σ - = - σ n

s 2 ΡΗ 2 ρ
(3.1.13)

(3.1.14)

_το Σχήμα 3.2 που ακολουθεί δίνεται η κατανομή της ταχύτητας για Kn = Ο (υδροδυναμΙΚ11

λύση) και Κn =Ο. ι (OλιΚJ1 λύση) με σρ = ι .0 Ι 8(από το κινητικό μοντέλο S).

- - - 1<11=0

- 1<1)=01

Υ 005 ΟΙ 015 o~

-ο ~5

05

015

Ι
t
ι

05

ο f-----------;----'!f---...;------j U(y)

Ο ~5

-ο 25

-ο 5 L- ---i.. ~ J.- ---' -ο 5

Ο Ο 05 Ο 1 Ο 15 Ο 2

Σχήμα 3.2: Κατανομή αδιάστατης ταχύτητας ροιις διαμέσου δυο παράλληλων πλακών (plane
PoiseuilIe).
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Μια ποσότητα που συνήθως χρειάζεται να υπολογιστεί είναι η μαζική παροχή. Η μαζική

παροχήΜ είναι η ποσότητα μάζας του ρευστού που διέρχεται από μια επιφάνεια Α στη μονάδα του

χρόνου. Πιο συγκεκριμέναη Μ είναι η ταχύτητατου ρευστού ολοκληρωμένησε μια επιφάνεια Α.

όπου n=(1,O,O) , u·n=(ux'O,O)=(u(y),O,O). ΈστωΑ=ΗχΒη επιφάνεια της τυχαίας διατομής

όπου θα υπολογιστείη μαζική παροχή, όπως φαίνεταιστο Σχήμα 3.3, με Η την απόσταση μεταξύ των

πλακών όπως έχει οριστεί και Β την απόσταση κάθετη στην επιφάνεια του χαρτιού.

Υ

«---/__--+--///,--J__~7
Γ l
Ι --,-Ι--'7) n
Ι Ι

/o--o-o-oo-oo--ooo-oto~/-J--..-.... o.oooo------.-...--ο_ο 7
Ζ

Σχήμα 3.3: Επιφάνεια τυχαίας διατομής διαμέσου δυο παράλληλων πλακών.

Αντικαθιστώντας παίρνουμε

ΒΙ2 ΗΙ2 ΗΙ2

Μ= f f p(u.n)dydz=B f p(u·n)dy
-ΒI2-ΗI2 -Η12

Επειδή όμως οι πλάκες έχουν θεωρηθεί απείρου μήκους Η« Β, μας ενδιαφέρει ο υπολογισμόςτης

μαζικής παροχήςανά μονάδας μήκους της Ζ -διεύθυνσης m=Μ /Β και για Β =1παίρνουμε

Η 12 Η 12 Η2
( Ι/λ) dp

m= Ι pu(y)dy= Ι ρ- --~+σp- -dy
-Η12 -Η12 2μ 4 Η Η dx

Η2 ΗιΙ2 ( Ι/λ) dp Η2
[Ι/λ JH 12 dp

=ρ- ---+σ - dy-=p- -Υ---+σ -Υ -
2μ -Η/2 4 Η

2
Ρ Η dx 2μ 4 3Η

2
Ρ Η -Η12 dx

=ρΗ
2

[(Η _ Η +σ 3:...)_(_Η + Η -σ λ)]dΡ =ρΗ
2

(Η +σ λ)dΡ =
2μ 8 24 ρ 2 8 24 ρ 2 dx 2μ 6 ρ dx

= ρΗ
2

(1+6σ ~)dP
12μ ρ Η dx
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Εισάγοντας τον αριθμό Κnudsen Kn =λ /Ηη παροχή μάζας στη Ζ -διεύθυνση γίνεται

Η
3 d

Πι =f!..- (1+ 6σpKn).!Ε
12μ dx

(3.1.15)

Είναι χρήσιμο να αδιαστατοποιήσουμετην μαζική παροχή εισάγονταςτα αδιάστατα μεγέθη

y,=L
Η

Ζ'
Ζ

Β

2Pa
ρ=-?

U 
Ο

U'

Η παροχή μάζας υπολογίζεται ως γνωστόν από τη σχέση

. 11 1812 1
ΗΙ2

Μ = ΡUdA = ρudydz
-812 -Η12

Α

Χρησιμοποιώνταςτις σχέσεις αδιαστατοποίησηςκαι αντικαθιστώνταςπαίρνουμε

. 11/211/2 2Ρο uΉ
2

dp . ΒΡοΗ
3

dp 11/2 , ,
Μ= ----HdyBdz= -2 udy

-1/2 -1/2 Uo2 μ dx Uo2μ dx -1/2

. _ B
2
PaH

3
dPG

=::>Μ - 2 - 1'1
Uo μ d.

Ο όρος GΡ/ είναι η αδιάστατη παροχή μάζας και για ροή διαμέσου πλακών απείρου μήκους ισούται με

1
1/2 1

G =2 u' '=--+σ
1'1 -1/2 dy 6Kn ρ

Το πρόβλημα ροής ανάμεσα σε δύο επίπεδες πλάκες απείρου μήκους μπορεί να προσομοιωθεί

με έναν αγωγό ορθογωνικής διατομής όπου το ύψος του θα είναι κατά πολύ μικρότερο του πλάτους

του. Έστω ένας αγωγός μήκους L , πλάτους Β και ύψους Η , όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.4.

Σύμφωνα με τα παραπάνω ισχύει Η «Β. Επιπρόσθετα επειδή η ροή θεωρείται πλήρως ανεπτυγμένη

θα πρέπει το μήκος L να είναι κατά πολύ μεγαλύτερο του ύψους, δηλαδή Η « L. Ορίζεται

καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων με τον άξονα χ παράλληλο στη ροή και αρχή των αξόνων το

κέντρο της διατομής.

32



----,..."

~
- i """

Ι L "Ι ---Ι -'1
ι ι Ρ2 Ι :

Ι τ Ι ι
I_---l" ι

"" Ι
Ι ")J-----

ι

Σχήμα 3.4: Πραγματική διάταξη ροής διαμέσου δυο παράλληλων πλακών (pIane PoiseuiIIe).

Έστω L =1m και Η = Icm οι διαστάσεις του αγωγού, η Ρι = latm πίεση στο δοχείο 1 και

~ =1ΟΟΡα η πίεση στο δοχείο 2. Ως ρευστό λειτουργίας επιλέγεται πρώτα το Ήλιο (He) και έπειτα το

Ξένον (Xe). Σε ατμοσφαιρική πίεση και σε θερμοκρασία Τ=300Κ το ιξώδες του He είναι

μΗe=19.92·1Ο~Ρa·sec, και η πυκνότητα PHe=0.1786gr/dm3
. Αντίστοιχα για το Xe στις ίδιες

συνθήκες είναι μχ. =23.28 χ 1O~Pa· sec και PHc =5.851gr / dm3 [35].

Η βαθμίδα πίεσης στον αγωγό υπολογίζεται ως εξής

_ dp ~ _ Ρ2 -Ρ.. = _101325 -100 = -101225Pa / m
dx L 1

Η κατανομή της ταχύτητας του He σε τυχαία θέση χ του αγωγού και μακριά από την είσοδο

για Kn = Ο (υδροδυναμική λύση) και έπειτα για Κn = 0.1 (ολική λύση) υπολογίζεται από τη σχέση

(3. Ι .11) ως εξής

Η2 (1 Υ2 ) dp (10-2 n1/ ( ι / )
U =- ---+σ Kn -= -- +(1.018)·0 (101225Pa/m)
Η. 2μΗ. 4 Η2 Ρ dx 2(19.92XI0~Pa.s) 4 (lO-2 n1)2

~ U He =254078.8 Ι 52(0.25- Ι 0000/)

Η2 (1 Υ2 ) dp (Ι 0-2 m)2 ( 1 Υ2 )
uH =- ---, +σ Kn -= ( ) -- , ,+(1.018).(0.1) (101225Pa/m)

e 2μΗ. 4 Η- ρ dx 2 19.92xI0~Pa·s 4 (lO--n1)-

~ U He =254078.8152(0.3518-10000/)
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Η κατανομή της ταχύτητας του Xe σε τυχαία θέση χ του αγωγού και μακριά από την είσοδο

για Κπ = Ο (υδροδυναμική λύση) και έπειτα για Κπ =0.1 (ολική λύση) υπολογίζεται από τη σχέση

(3.1.11) ως εξής

( ? )2 )Η2 1 2 d 10-- m 1 2

Ux, =-(--4+σ Kn)J2= ( .. )(-- ~ 2 +(1.018).0 (1Ο1225Ρaιιη)
e 2μΧε 4 Η ρ dx 2 23.28χ1O-6pa·s 4 (10--m)

=> Ι/Χε = 217407.6460(0.25- 10000/)

Η2 (1 / dp (1O-2 m )2 (1 / )
U =- ---+σ Kn)-= . -- +(1.018)·(0.1) (l01225Palm)
Χε 2μΧε 4 Η2 Ρ dx 2(23.28χlO-6pa.s) 4 (l0-2 m)2

=> U Xe =217407.6460(0.3518-1 0000Υ2)

Στα Σχήματα 3.5 και 3.6 παρουσιάζται γραφικά η κατανομή των ταχυτήτων για Κπ = Ο

(υδροδυναμική λύση) και Κπ =0.1 (ολική λύση) για το He και για το Xe αντίστοιχα.

Η μαζική παροχή ανά μοναδιαίο μήκος της Ζ -διεύθυνσης για το Ήλιο υπολογίζεται από τη

σχέση (3.1 .15) και για Κπ = Ο (υδροδυναμική λύση) και Κπ = 0.1 δίνει αντίστοιχα

Η3 d (ο. Ι 786kg/m3
). (ι 0-2 m)3

mHe =~-.E = (101225Pa) = 75.63kg / S
Ι2μΗε dx 12.(19.92χ1O-6pa.s)

Η3 d (0.1786kg/m 3
). (10-2 m)3

m =~(1+6σ Kn)J2 ( ) (1+ 6(1.018)(0.1))(101225Pa) =121.82kg/ s
Ηε 12μΗε Ρ dx 12. 19.92χ1O-6pa.s

Η μαζική παροχή ανά μοναδιαίο μήκος της Ζ -διεύθυνσης για το Ξένον υπολογίζεται από τη

σχέση (3.1 .J5) και για Kn =Ο (υδροδυναμική λύση) και Κπ =0.1 δίνει αντίστοιχα

(
') ( ? )3Η3 5.851kg/mJ

• 10--
mYe=~dp= (101225)= 2120.09kg/s

. 12μΧε dx 12.(23.28χl0-6pa.s)
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Σχήμα 3.5: Καταvομ11 ταχύτητας ροής διαμέσου δυο παράλληλων πλακών (plane Poiseuille) με

ρευστό λειτουργίας το He.
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Σχήμα 3.6: Κατανομή ταχύτητας Ρ011ς διαμέσου δυο παράλληλων πλακών (plane Poiseuille) με

ρευστό λειτουργίας το Xe.
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3.2 Ροή διαμi:σου αγωγοί) κυκλικής διατομής (cylindrical
Poiseuille)

Το ρευστό ρέει διαμέσου αγωγού κυκλικής διατομ11ς απείρου μήκους ακτίνας R, λόγω

βαθμίδας πίεσης dp Ι dx στη διεύθυνση Ζ , όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.7. Η ροή όπως και

προηγουμένως θεωρείται μόνιμη, ασυμπίεστη, ισόθερμη και πλήρως ανεπτυγμένη στην Ζ -διεύθυνση.

Η υπόθεση της πλήρως ανεπτυγμένης ροής συνεπάγεται ότι η πίεση (ή η πυκνότητα) μεταβάλλεται

μόνο κατά μήκος της ροής, ενώ παραμένεισταθερή στη διεύθυνση r, δηλαδή Ρ =ρ(Ζ)

επιΦάνεια κυλίνδρου -"--"--'i::---"--"-/-'"/_.+,-/-"--,,/.....'/-4-./...../(.../-,,-'_
1"

...............•...•.••.......•........•......•.............)

ροή αερίου

.........................) :, Ζ

....) Ι

---), :
//// ;) / // // / :// // //// // ///

επιΦάνειακυλίνδρου . Ι------..,.

Σχήμα 3.7: Ροή διαμέσου κυλινδρικού αγωγού (cyIindrical PoiseuiIIe).

Στη συγκεκριμένη ροή με βάση τις παραπάνω υποθέσεις οι συνιστώσες της μακροσκοπικής

ταχύτητας στις διευθύνσεις θ και r είναι μηδενικές και η μόνη μη μηδενική συνιστώσα είναι αυτή

στη διεύθυνση της ροής, δηλαδή u=(O,O,Uz ) όπου Uz =uΖ(r,θ,Ζ).Επίσης, λόγω συμμετρίας ισχύει

ότι au, ι 8θ =Ο συνιστώσα μεταβάλλεται μόνο στη διεύθυνση Υ και παραμένει σταθερή στις άλλες

δύο διευθύνσεις.

Η πλήρως ανεπτυγμένη ροή σε αγωγό κυκλικής διατομής περιγράφεται από την εξίσωση

συνέχειας και την εξίσωση ορμής στη Ζ -διεύθυνση θεωρώντας ότι uy =u= =Ο και Ρ =ρ(χ) .

Εισάγοντας τις παραπάνω σχέσεις στις εξισώσεις (1.2) και (1.9) του Κεφαλαίου 1 και αγνοώντας τις

βαρυτικές δυνάμεις, οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή PoiseuiIIe σε κυλινδρικό αγωγό είναι

8uz =ο
8Ζ

και

1 8 (8UJ Ι 8ρ-- r- ----
r 8r 8r μ 8Ζ

(3.2.1)

(3.2.2)

Σημειώνεται ότι στο συγκεκριμένο πρόβλημα η διαφορά πίεσης θεωρείται αρνητική, οπότε

στην εξίσωση (3.2.2) συμπληρώθηκε ένα (-) στον όρο πίεσης. Για λόγους συντομίας στους

συμβολισμούςδεν χρησιμοποιούμετον δείκτη και γράφουμε u: =u . Η πρώτη εξίσωση σε συνδυασμό
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με την auz / ae =Ο, οδηγεί στο συμπέρασμα u=u(r) δηλαδή ότι η συνιστώσα μεταβάλλεται μόνο

στη διεύθυνση r και παραμένει σταθερή στις άλλες δύο διευθύνσεις. Το παραπάνω αποτέλεσμα έχει

ήδη χρησιμοποιηθεί για τη διατύπωση της δεύτερης εξίσωσης από την οποία θα προκύψει έπειτα από

δυο διαδοχικές ολοκληρώσεις ως προς r η κατανομή της άγνωστης ταχύτητας u.

Οι οριακές συνθήκες που συνοδεύουν την εξίσωση (3.2.2) όταν βρισκόμαστε εκτός τοπικής

θερμοδυναμικής ισορροπίας είναι οι οριακές συνθήκες ολίσθησης

dUIu(R)=-σΡλ-
dr r=R

(3.2.3)

όπου σρ =1.016 είναι ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης και λ η μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή.

Όπως και προηγουμένως είναι χρήσιμο να διατυπώσουμε τη ζητούμενη λύση στη μορφή

u =Uj, +Us (3.2.4)

,όπου Uh είναι η υδροδυναμική λύση και Us η λύση ολίσθησης, δηλαδή η διόρθωση που εισάγεται

στην υδροδυναμική λύση λόγω της ολίσθησης στα τοιχώματα.

Αντικαθιστώντας τη εξίσωση (3.2.4) στην εξίσωση (3.2.2) και στην οριακή συνθήκη (3.2.3)

διατυπώνονται τα εξής δύο προβλήματα:

Πρόβλημα 1:

1 d ( dUh ) _ 1 dp-- r- ----
r dr dr μ dz

dUh Ι = Ο
dr r=O

Ολοκληρώνοντας μια φορά ως προς r παίρνουμε

du II Ι dp r 2

r-=----+c
dr μdz2 1

Κάνοντας χρήση της δεύτερης οριακής συνθήκης

du II Ι = Ο και επομένως cl = Ο
dr r=O

Ολοκληρώνοντας ακόμη μια φορά ως προς r είναι

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)
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Κάνοντας χρήση της πρώτης οριακής συνθήκης και r =R

Επομένως η αναλυτική λύση του υδροδυναμικού προβλήματος είναι

1 dp (2 2)Uh(Y)=-- R -r
4μ dz

Πρόβλημα 2:

~(r dLls J=Ο
dr dr

dUIII dp R
U (R)=-σ λ- :::;σ λ---

.• ρ dr r=R Ρ dz 2μ

dUsl =Ο
dr r=O

Ολοκληρώνοντας ως προς r η (3.2.8) γίνεται

f
d du du
-(r-s)dr=O~r-s=C,
d,· dr d,"

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

Κάνοντας χρήση της δεύτερης οριακής συνθήκης και για r =Ο παίρνουμε C3 = Ο . Όποτε η εξίσωση

απλοποιείται στην

Ολοκληρώνοντας ως προς r για δεύτερη φορά παίρνουμε

Κάνοντας χρήση της δεύτερης οριακής συνθήκης και για r = R παίρνουμε

dp R
u

S
(R)=c4~C4 =σρλ--dz 2μ

Επομένως η αναλυτική λύση του προβλήματος ολίσθησης είναι

dp R
u (r)=σ λ---

s ρ dz 2μ

Με βάση την αρχή της επαλληλίας η ολική λύση είναι

R2
r

2
λ] dp

u=-(I--+2σ - -
4μ R2 Ρ R dz
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Οι δύο πρώτοι όροι εντός της παρένθεσης αντιστοιχούν στη γνωστή λύση με οριακές συνθήκες

μη ολίσθησης, ενώ ο τρίτος όρος είναι η διόρθωση λόγω ολίσθησης. Σημειώνεται ότι η ποσότητα

λ Ι R είναι ο γνωστός αδιάστατος αριθμός Κnudsen και χαρακτηρίζει τον βαθμό αραιοποίησης της

ροής. Βλέπουμε ότι καθώς ο αριθμός Knudsen μικραίνει η συμβολή του όρου ολίσθησης στο

συνολικό αποτέλεσμα μειώνεται και τελικά μηδενίζεται καθώς ο αριθμός Knudsen τείνει στο μηδέν.

Μια σχηματική αναπαράσταση της κατανομής της ταχύτητας δίνεται στο Σχήμα 3.8.

Σχήμα 3.8 Ποιοτική μεταβολή της ταχύτητας διαμέσου ενός κυλινδρικού αγωγού.

Είναι χρήσιμο να αδιαστατοποιήσουμε τα αποτελέσματα εισάγοντας τις αδιάστατες ποσότητες

r
r' =

R'

, Ζ

Ζ=-

R

όπου Χ =..!i dp = _1_ dp και Uo= .j2"Rt η πιο πιθανή μοριακή ταχύτητα, και το r παίρνει τιμές
ρ Ρο dz' Ρο dz

στο διάστημα [0,1].

Τότε τα παραπάνω αποτελέσματα γράφονται σε αδιάστατη μορφή ως εξής

(3.2.14)

(3.2.15)

(3.2.16)
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Η μαζική παροχή Μ που διέρχεται από την επιφάνεια Α μιας τυχαίας διατομής στο

καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων υπολογίζεται από τη γνωστή σχέση

Μ= ffp(u.n)dA= ffp(u.n)dxdy
Α Α

Στο συγκεκριμένο πρόβλημα για να υπολογιστεί η παροχή μάζας στον κυλινδρικό αγωγού σε μια

τυχαία κυκλική διατομή του χρησιμοποιείται πολικό σύστημα συντεταγμένων. Κάνοντας αλλαγή

μεταβλητών χρησιμοποιώντας τους γνωστούς μετασχηματισμούς χ =rcοsθ και Υ =r Sin θ

εφαρμόζουμε τη σχέση

ff f(x,y)dxdy =Π g(r,θ)18(Χ,Υ)ldrdθ
(r) (D) 8(r, θ)

8(Χ,Υ) ax 8Υ ax 8Υ . .
όπου ----'---'-=----- = cοsθrcοsθ-(-rstn θ)slηθ= r

8(r,θ) 8r 8θ 8θ 8r

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω η ροή μάζας υπολογίζεται ως εξής

θ=2πr=R r=R
1\.1= Hp(u.n)dxdy= J Jρu=(r)rdrdθ = 2πρ Juz(r)rdr

Α θ=Ο r=O r=O

r=R R 2 r2 λ]dΡ
=2πρ J-(1--2 +2σρ - -rdr

r=O 4μ R R dz

πρR 2 dp r=R r 3 λ ]
=--- J(r--+2σΡ -r dr

2μ dz r=O R
2

R

2 [2 4 ]r=Ii= πρR dp ~ __r_+σ 3..r2
2μ dz 2 4R2

Ρ R r=O

= πρR
2

dp [R
2

_ R
2

+σ λR] = πρR
4

dp [ι + 4σ 3..]
μ dz 2 4 ρ 8μ dz ρ R

Επομένως η παροχή μάζας Μ κατά μήκος ενός κυλινδρικού αγωγού στη Ζ -διεύθυνση δίνεται

Μ = πρR~ dp[1 +4σ KnJ
8μ dz ρ

(3.2.17)

Σημειώνεται ότι δεύτερος όρος οφείλεται στη διόρθωση ολίσθησης. Συμπερασματικά λοιπόν το

φαινόμενο ολίσθησης αυξάνει τη μαζική παροχή διαμέσου δυο παράλληλων ακίνητων πλακών και

κατά μήκος ενός κυλινδρικού αγωγού.
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Προκειμένου να γίνει καλύτερα αντιληπτή η συμβολή του όρου ολίσθησης είναι χρήσιμο να

αδιαστατοποιήσουμε την μαζική παροχή εισάγοντας τα αδιάστατα μεγέθη

r
r'=

R'
, Ζ 2Ρσ , u

Ζ = ,Ρ=-2' U =--
R Uo uoXp

,όπου Χρ = !i ddP, = _1_ ddfP και Uo = .)2Rt η πιο πιθανή ταχύτητα.
Ρο Ζ Ρο Ζ

Η παροχή μάζας υπολογίζεται ως γνωστόν από τη σχέση

Μ = ff ΡUdA = fσR ρu2πt'dr
Α

Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις αδιαστατοποίησης και αντικαθιστώντας παίρνουμε

Μ =f~( ~; )(U'UΟΧΡ )2π(r'R)d(r'R) = R~:O Xp4f~u'r'dr'

R2p
~Μ =__ο XpGTIIbe

uo

Ο όρος G TIIbe είναι η αδιάστατη μαζική παροχή και για ροή διαμέσου κυλινδρικού αγωγού

ισούται με

ι ι [ ] ΙGpl =4fu'r'dr=4f _1_(1_r'2 +σΡκn)r'dr =_I_f(1-r'2 +σΡκn)r'dr
ο ο 4Kn Kn ο

1 1 1 [,2,4 ,2 ]1,,3 , r r r
~G =-.f(r -r +σ Knr ~r=- ---+σ Kn-

ΡΙ Kn ο ρ f" Kn 2 4 ρ 2 ο

1
~Gpl =--+σρ4Kn

Το πρόβλημα ροής διαμέσου ενός μικροαγωγού κυκλικής διατομής απείρου μήκους μπορεί να

προσομοιωθεί με έναν αγωγό κυκλική διατομής, η ακτίνα του οποίου θα είναι πολύ μικρότερη του

μήκους του. Έστω ένας αγωγός μήκους L , και ακτίνας R, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.9. Σύμφωνα

με τα παραπάνω θα πρέπει να ισχύει R« L. Ορίζεται κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων με τον

άξονα χ παράλληλο στη ροή και αρχή των αξόνωντο κέντρο της διατομής.
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Σχήμα 3.9: Πραγματική διάταξη ροής διαμέσου κυλινδρικού αγωγού (cyIindrical Poiseuille).

Έστω L = 1m και D = lcm οι διαστάσεις του αγωγού, Ρι = latm πίεση στο δοχείο Ι και

~ = Ι ΟΟΡα η πίεση στο δοχείο 2. Ως ρευστό λειτουργίας επιλέγεται πρώτα το Ήλιο (He) και έπειτα το

Ξένον (Xe). Σε ατμοσφαιρική πίεση και σε θερμοκρασία Τ=300Κ το ιξώδες του He είναι

μΗe=19.92·ιο-<iΡa·sec, και η πυκνότητα PHe=0.1786gr/dm3
. Αντίστοιχα για το Xe στις ίδιες

συνθήκες είναι μJ(e = 23.28 χ ΙO-<i Pa .sec και PHe = 5.85Igr· / dm3 [35]. Περισσότερες πληροφορίες

για τα δύο αυτά ευγενή αέρια ο αναγνώστης μπορεί να βρει στο Παράρτημα Γ.

Η βαθμίδα πίεσης στον αγωγό υπολογίζεται ως εξής

_ dp ~_ Ρ2 -~ =_101325 -100 Ρα / m =-101225Ρα / m
d" L Ι

Η κατανομή της ταχύτητας του He σε τυχαία θέση χ του αγωγού και μακριά από την είσοδο,

για Kn =Ο (υδροδυναμική λύση) και έπειτα για Kn =0.1 (ολική λύση) υπολογίζεται από τη σχέση

(3.2.13) ως εξής

R2 r2 dp (0.5.ΙO- 2 m)2 [r2 ]
uHe=-(I--, +2σΡΚn)-= ( ) 1- 2 +2(1.018)(0) (101225Pα/m)

4μΗe R- dz 419.92χΙO-<ipa·s (0.5.1O-2 m)

~ UHe = 31759.851(1- 40000/)

( )

2 [ ]

R2 r· 2 d 0.5·]0-2 n1 r· 2
U He =-(1--, +2σΡΚn)L= ( ) 1- 2 +2(1.018)(0.1) (ΙOI225Pa/m)

4μΗ. R- dz 419.92χlO-<ipa·s (0.5.1O-2 m)

3 1759.85 ](1.2036-40000/)
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Η κατανομή της ταχύτητας του Xe σε τυχαία θέση χ του αγωγού και μακριά από την είσοδο

για Kn = Ο (υδροδυναμική λύση) και έπειτα για Kn = 0.1 (ολική λύση) υπολογίζεται από τη σχέση

(3.2.13) ως εξής

( )
' [ ]R 2 r 2 d 0.5·10-2 m - r 2

uXe =-(I--2 +2σΡΚn)J!...= ( -6) 1- 2 +2(1.018)(0) (101225Pa/m)
4μΗe R dz 4 23.28χ1Ο Pa·s (0.5.1O-2 m)

=>UXe =27176(1-40000Υ2)

, [ ]R2 r 2 d 0.5·10-2 m - r 2

U Xe =-(1--, +2σpKπ)-'!!.~ (( -.)) 1- , +2(1.018)(0.1) (ΙOI225Pa/m)
4μΗ. R- dz 4 23.28 χ 10 Pa· s (0.5 ·10-2 m)

=> UXe = 27176(1.2036- 40000Υ2)

Στα Σχήματα 3.9 και 3.10 παρακάτω δίνονται οι γραφικές παραστάσεις της κατανομής της

ταχύτητας για Kn = Ο (υδροδυναμική λύση) και Kn = 0.1 (ολική λύση) για το He και για το Xe

αντίστοιχα.

Η μαζική παροχή για το Ήλιο υπολογίζεταιαπό τη σχέση (3.2.17), για Kn = Ο (υδροδυναμική

λύση) και έπειτα για Kn = 0.1 δίνει αντίστοιχα

R4 d 3.14(0.1786kg/m3).(0.5.1O-2m)4
MHe = ΠΡΗ. Ρ [1 + 4σΡΚnJ= ( ) (ΙOI225Pa)[1 + 4 ·1.0 Ι8· ο] = 0.2226kg / S

8μΗ. dz 8· 19.92χlO-6pa·s

( ) ( )

4
4 3.14 0.1786ka/m3 ·0.5·10-2m

ΜΗ =ΠΡΗeR dΡ[Ι+4σ KnJ= (<:> ) (101225Pa)[l+4·l.Ol8.0.l]=0.3l33kg/s
e 8μΗe dz Ρ 8· 19.92χΙO-6pa.s

Η μαζική παροχή για το Ξένον υπολογίζεται από τη σχέση (3.2.17), για Kn = Ο (υδροδυναμική

λύση) και στη συνέχεια για Kn =0.1 (ολική λύση) δίνει αντίστοιχα

( ') ( ,)44 3.14 5.851ka/m' ·0.5·1O--m
Μχ =ΠΡΧeR dΡ[Ι+4σ KnJ= (<:> ) (ΙOl225Pa)[1+4·l.Ol8.0]=6.24ΙOkg/s

e 8μΧe dz ρ 8· 23.28χΙO-6pa·s

R4 d 3.14(5.851ka/m3).(0.5.1O-2m)4
Μχ =ΠΡχ. Ρ[Ι+4σ KnJ= (<:> ) (101225Pa)[l+4.1.018·0.1]=8.7823kg/s

e 8μΧe dz ρ 8· 23.28χlO-6pa·s
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(cylindrical Poiseuille) με ρευστό λειτουργίας το He.

Σχιιμα 3.1 Ο: Κατανομ11 ταχύτητας ροής διαμέσου κυλινδρικού αγωγού
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Σxιlμα 3.11: Κατανομ11 ταχύτητας ΡΟΙ1ς διαμέσου κυλινδρικού αγωγού

(cylindrical Poiseuille) με ρευστό λειτουργίας το Xe.
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3.3 Ροή ανάμεσα σε δυο κινούμενες πλ(lκες (plane Couette)

Έστω δυο παράλληλες πλάκες απείρου μήκους που απέχουν μεταξύ τους απόσταση Η και

βρίσκονται στις θέσεις Υ =+Η / 2 .Η πάνω πλάκα κινείται στην χ -διεύθυνση με ταχύτητα U /2, ενώ

η κάτω πλάκα κινείται προς την αντίθετη κατεύθυνση με την ίδια ταχύτητα έτσι ώστε η σχετική

ταχύτητα των πλακών να είναι ίση με U, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.12. Η κίνηση αυτή δημιουργεί

ένα πεδίο ροής διαμέσου των δυο παράλληλων πλακών. Η ροή θεωρείται μόνιμη, ασυμπίεστη,

ισόθερμη και πλήρως ανεπτυγμένη στην χ -διεύθυνση κατά μήκος των πλακών. Σημειώνεται ότι στο

εξεταζόμενο πρόβλημα δεν λαμβάνεται υπόψη διαφορά πίεσης.

άνω πλάκα

Υ

ΊIIII8!Ij--r-__r> Ηί2

iH .Ι__.__._-:>-χ
αεριο

Ηί2';; _

κάτω πλάκα '--.'-----Ι --------,'

Σχήμα 3.12: Ροή διαμέσου δύο παράλληλων κινούμενων πλακών (pIane Coutte).

Στη συγκεκριμένη ροή με βάση τις παραπάνω υποθέσεις οι συνιστώσες της μακροσκοπικής

ταχύτητας στις διευθύνσεις Υ και Ζ είναι μηδενικές και η μόνη μη μηδενική συνιστώσα είναι αυτή

στη διεύθυνση της ροής, δηλαδή u =(Ux ' ο, Ο). Επίσης, αυτή η μη μηδενική συνιστώσα μεταβάλλεται

μόνο στη διεύθυνση Υ και παραμένει σταθερή στις άλλες δύο διευθύνσεις.

Η πλήρως ανεπτυγμένη ροή ανάμεσα σε πλάκες περιγράφεται από την εξίσωση συνέχειας και

την εξίσωση ορμής στη χ κατεύθυνση θεωρώντας ότι u)' = u= = Ο , u = U (Υ) , Oux / ax = Ο και

Ρ =σταθερό. Εισάγοντας τις παραπάνω σχέσεις στις εξισώσεις (1.1) και (1.4) των Πινάκων Ι-Ι και

1-2 του Κεφαλαίου Ι και αγνοώντας τις βαρυτικές δυνάμεις, οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή

Couette ανάμεσα σε πλάκες είναι

au =0
ax

και

(3.3.1)

(3.3.2)
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Για λόγους συντομίας στους συμβολισμούς δεν χρησιμοποιούμε τον δείκτη και γράφουμε

Ux (Υ) =U (Υ) .Η πρώτη εξίσωση οδηγεί στο συμπέρασμα U =U (Υ) που έχει ήδη χρησιμοποιηθεί στη

διατύπωση της δεύτερης εξίσωσης. Η δεύτερη είναι περισσότερο χρήσιμη αφού εάν ολοκληρωθεί δύο

φορές ως προς Υ θα προκύψει η γενική λύση της άγνωστης ταχύτητας u.

Οι οριακές συνθήκες που συνοδεύουν την εξίσωση (3.3.2) όταν βρισκόμαστε εκτός τοπικής

θερμοδυναμικής ισορροπίας είναι οι οριακές συνθήκες ολίσθησης

Η (U dUyJu(±-)=± --σ λ-
2 2 ρ dx

(3.3.3)

όπου σρ είναι ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης και λ η μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή.

Ακολουθώντας τη γνωστή διαδικασία διατυπώνουμε τη ζητούμενη λύση στη μορφή

(3.3.4)

,όπου uh είναι η υδροδυναμική λύση και Us η λύση ολίσθησης.

Αντικαθιστώντας τη εξίσωση (3.3.4) στην εξίσωση (3.3.2) και στην οριακή συνθήκη (3.3.3)

διατυπώνονται τα εξής δύο προβλήματα:

Πρόβλημα 1:

(3.3.5)

(3.3 .6)

Ολοκληρώνοντας δυο φορές ως προς Υ παίρνουμε

Κάνοντας χρήση των οριακών συνθηκών έχουμε

Ο . U Ο
ποτε cI =- και Cz =

Η
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Επομένως η αναλυτική λύση του υδροδυναμικού προβλήματος είναι

Πρόβλημα 2:

d
2

u5 = Ο
d/

Ολοκληρώνονταςδυο φορές ως προς Υ παίρνουμε

Από τις οριακές συνθήκεςολίσθησηςκαι για Υ =±Η / 2

Η Η υ Η
u (-)=c -+c ~-σ λ-=c,-+c52 324 ΡΗ'2 4

Η Η υ Η
u (--)=-c,-+c ~σ λ-=-c -+c

5 2 '2 4 ρ Η 32 4

Προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτουν

υ
C4 =0 και c =-2σ λ-

3 Ρ Η2

Επομένως η αναλυτική λύση του προβλήματος ολίσθησης είναι:

Όμως λόγω της αρχής της επαλληλίας η συνολική λύση είναι

(3.3.7)

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

Χρησιμοποιώντας τη γνωστή σχέση _1_ = Ι - χ - χ2 + ... και δεδομένου ότι ο αριθμός Κn =λ /Η
1+χ

είναι μικρός εφόσον βρισκόμαστε στην υδροδυναμική περιοχή, αποδεικνύεται εύκολα ότι
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Άρα η αναλυτική λύση του συνολικού προβλήματος γίνεται

u(y) =UL(1 + 2σ -.i)-I
Η ΡΗ

(3.3.11)

Σημειώνεται ότι ο λόγος λ / Η ορίζει τον αριθμό Knudsen. Βλέπουμε ότι καθώς ο αριθμός

Κnudsen μικραίνει η συμβολή του όρου ολίσθησης στο συνολικό αποτέλεσμα μειώνεται και τελικά

μηδενίζεται καθώς ο αριθμός Κnudsen τείνει στο μηδέν. Μια σχηματική αναπαράσταση της

κατανομής της ταχύτητας της ροής Couette δίνεται στο Σχήμα 3.13 .

Υ

άνω πλάκα
_φ • __._....-'7υ/2

Η . χ

υ/2 ~••• IIIII

κάτω πλάκα ,'-'-----L-------.,.

Σχήμα 3.13: Ποιοτικό διάγραμμα της ταχύτητας ροής διαμέσου δυο παράλληλων κινούμεων πλακών

(pIane Couette).

Η ροπή στρέψης υπολογίζεται από τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα ως εξής

dlIx U ( λ ) U ( )Ρ =-μ-=-μ- 1+2σ - =-μ- Ι+2σ Kn
Υχ dy Η ΡΗ Η ρ

(3.3.12)

Σημειώνεται ότι ο δεύτερος όρος στην παραπάνω σχέση είναι η διόρθωση ολίσθησης. Είναι φανερό

ότι η τιμή της ροπής στρέψης είναι μειώνεται όταν λαμβάνονται υπόψη φαινόμενα ολίσθησης της

ταχύτητας.

Το πρόβλημα ροής Couette ανάμεσα σε δύο επίπεδες πλάκες απείρου μήκους μπορεί να

προσομοιωθεί ως εξής. Έστω δυο πλάκες μήκους L , πλάτους Β και ύψους Η , όπως φαίνεται στο

Σχήμα 3.14 Θεωρούμε ότι Η«ΒκαιΗ«Ικαι ότι οι δυο πλάκες κινούνται αντίθετα με σχετική

ταχύτητα υ . Έστω L =1m το μήκος των πλακών, Η =lcm η μεταξύ τους απόσταση και

υ =10-3 Jn / s η σχετική τους κίνηση.
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Ως ρευστό λειτουργίας επιλέγεται πρώτα το Ήλιο (He) και έπειτα το Ξένον (Xe). Σε ατμοσφαιρική

πίεση και σε θερμοκρασία Τ =300Κ το ιξώδες του He είναι μΗ. =L9.92 ·lO--{;Pa· sec του Xe στις

ίδιες συνθήκες είναι μχ. =23.28χ lO--{;Pa· sec [35]. Περισσότερες πληροφορίες για τα δύο αυτά

ευγενή αέρια ο αναγνώστης μπορεί να βρει στο Παράρτημα r.

Σχήμα 3.14: Πραγματική διάταξη ροής διαμέσου δυο παράλληλων κινούμενων πλακών (plane
Couette).

Η κατανομή της ταχύτητας του He και του Xe είναι ισοδύναμα καθώς η συνάρτηση της

ταχύτητας είναι ανεξάρτητη από της ιδιότητες του ρευστού λειτουργίας. Οπότε σε τυχαία θέση χ του

αγωγού και μακριά από την είσοδο η κατανομή της ταχύτητας για Kn = Ο (υδροδυναμική λύση) και

έπειτα για Kn = 0.1 (ολική λύση) υπολογίζεται από τη σχέση (3.3 .11) ως εξής

Στο Σχήμα 3.15 στο τέλος της υποενότητας δίνονται οι γραφικές παραστάσεις της κατανομής

της ταχύτητας για Kn =Ο (υδροδυναμική λύση) και Κn =0.1 (ολική λύση) όπως υπολογίστηκαν

παραπάνω.
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Η διατμητική τάση για το He υπολογίζεται από τη σχέση (3.3.12) και για Κn = ο, Κn = 0.1 δίνει

υ --{j ( Ι 0-3 n1 /s) --{j
Ρ"χ(Η")=-μΗ •. Η(I+ 2σI,Κn)=-(Ι9.92χI0 Pa.s) (10-2n1) (1+2(1.018)(0))=-1.992.10 Pa

υ --{j ( Ι 0-3 m / s)
~x(Xel =-1'.1'" Η(Ι+2σ ρΚn)=-(19.92χI0 Pa.s) (ΙO-2 n1) (l+2(1.018)(0.1))=-2.39757.IO--{jPa

Η διατμηΤΙΚ11 τάση για το Xe υπολογίζεταιαπό τη σχέση (3.3. Ι 2) και για Κn = ο, Κn =0.1 δίνει

υ (Ι 0-3 111 / s)
~x(.I'") = -μχ" Η (ι + 2σ"Κn) = -(23.28 χ lO--{j Pa· s) (10-2 n1) (ι + 2(1.0 Ι 8)(0)) = -2.328· ΙO--{jPa

υ (Ι 0-3 111 / s)
~'t(.I'e) = -μ'(. Η (ι + 2σl,Κn) =-(23.28 χ ΙO--{j Pa· s) (10-2 n1) (ι +2(1.018)(0. ι)) = -2.80 Ι 98· ΙO--{jPa

1=0

- KI1=O.l

Υ -ο 04 -ο ο 000 00 004

-ο ο

r--~---:---~o...---~---"------tu(

-ο 004

,,
-ο 04 -ο ο 000 00 004

-χιιμα 3.15: Κατανομιι ταχύτητας ΡOlις διαμέσου δυο παράλληλων κινούμενων πλακών (p1ane
Couette).
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3.4 1)01Ί διαμέσου κινούμενων αγωγόΝ κυκλικής διατομιΊς (cylindrical
Couette)

Έστω δυο ομοαξονικοί κυλινδρικοί αγωγοί με ακτίνες rI < 12 όπου ανάμεσα τους βρίσκεται ένα

αέριο. Ο εσωτερικός κύλινδρος περιστρέφεται με γωνιακή ταχύτητα Ωι και ο εξωτερικός

περιστρέφεται ομόρροπα με γωνιακή ταχύτητα Ω2 , όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.16. Η κίνηση αυτή

δημιουργεί ένα πεδίο ροής διαμέσου των δυο αγωγών. Υποθέτουμε ότι η επιφανειακή ταχύτητα του

εσωτερικού κυλίνδρου, για παράδειγμα η ποσότητα Ωιrι είναι μικρή σχέση με την πιο πιθανή μοριακή

ταχύτητα U o ' Ως χαρακτηριστικό μήκος για τον υπολογισμό του αριθμού Knudsen λαμβάνεται η

ακτίνα του εσωτερικού κυλίνδρου rI ,

Σχήμα 3.16: Ροή Couette διαμέσου δύο κυλινδρικών αγωγών.

Για δισδιάστατη αξονοσυμμετρική ροή συνεπάγεται ότι OOe / σθ =Ο και U= =Ο . Η εξίσωση

συνέχειας σε κυλινδρικές συντεταγμένες δίνεται από την εξίσωση ( 1.2) του Πίνακα 1-1.

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω δίνει 00,. / or = ο . Επειδή οι ταχύτητες στα τοιχώματα έχουν μόνο

εφαπτομενική συνιστώσα ue ισχύει για το τοίχωμα ότι ΙΙ,. = Ο. Σε συνδυασμό με την OOr /8r = Ο

παίρνουμε ότι U r =Ο για κάθε rI < r < r2 . Οπότε η μόνη μη μηδενική συνιστώσα είναι αυτή στη

διεύθυνση θ, δηλαδή u =(ο, Ue' ο) όπου Ue =Ue(r) .Οι εξισώσεις N-S στις διευθύνσεις r και θ

αντίστοιχα με βάση τα παραπάνω δίνουν

d
2

u\r) + .!!.....(!:!.) = Ο
dr- dr r

όπου για απλούστευση αντικαταστήθηκε U =Ue .

(3.4.1)

(3.4.2)
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Οι οριακές συνθήκες που συνοδεύουν τις εξισώσεις N-S έχουν ως εξής

(3.4.3)

όπου σρ =Ι.Ο 16 είναι ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης όπως ορίστηκε στο Κεφάλαιο 2 και λ η

μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή. Ο πρώτος όρος αφορά τις οριακές συνθήκες μη-ολίσθησης και ο

δεύτερος αυτές τις ολίσθησης.

Όπως και προηγουμένως είναι χρήσιμο να διατυπώσουμε τη ζητούμενη λύση στη μορφή

U =uII +u,. (3.4.4)

όπου uII είναι η υδροδυναμική λύση και Us η λύση ολίσθησης, δηλαδή η διόρθωση που εισάγεται

στην υδροδυναμική λύση λόγω της ολίσθησης στα τοιχώματα.

Αντικαθιστώντας τη εξίσωση (3.4.4) στην εξίσωση (3.4.2) και στις οριακές συνθήκες (3.4.3)

διατυπώνονται τα εξής δύο προβλήματα:

Πρόβλημα Ι:

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

Ολοκληρώνοντας την (3.4.5) δύο φορές ως προς r παίρνουμε

Κάνοντας χρήση των οριακών συνθηκών (4.6) και (4.7) προκύπτουν

Επομένως η αναλυτική λύση του υδροδυναμικού προβλήματος είναι

(3.4.8)
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Σημειώνεται ότι στην περίπτωση που ο εξωτερικός κυλινδρικός αγωγός παραμένει ακίνητος, δηλαδή

Ω2 =Ο έχουμε

Πρόβλημα 2:

Ολοκληρώνοντας την (3.4.9) δύο φορές ως προς r παίρνουμε

d?
u (r) - d Ι· +--h - Ι

r

Κάνοντας χρήση των οριακών συνθηκών (4.10) και (4.11) έχουμε αντίστοιχα

Αφαιρώντας κατά μέλη τις παραπάνω προκύπτουν

Επομένως η αναλυτική λύση του προβλήματος ολίσθησης είναι

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)

(3.4.12)
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Με βάση την αρχή της επαλληλίας η ολική λύση είναι

(3.4.13)

Στο σημείο αυτό είναι χρήσιμο να αδιαστοποιήσουμε τα αποτελέσματα ως εξής

,
u

Οπότε η συνάρτηση της ταχύτητας γίνεται

,
r

r

όπου ως χαρακτηριστικό μήκος του προβλήματος θεωρήθηκε η ακίνα του εσωτερικού κυλίνδρου rj •

Η διατμητική τάση υπολογίζεται από τη σχέση

Στην επιφάνεια του εσωτερικού κυλίνδρου και από τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα (εξίσωση Navier

Stokes) παίρνουμε
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Στο Κεφάλαιο αυτό μελετώνται δυο προβλήματα ροών γύρω από στερεά σώματα. Τα

προβλήματα ροών αυτού του είδους συναντώνται στη βιβλιογραφία ως εξωτερικές ροές (external

flows). Η πρώτη εφαρμογή αφορά τη ροή γύρω από έναν περιστρεφόμενο μικροκύλινδρο και η

δεύτερη τη ροή που διέρχεται από μια σταθερή μικροσφαίρα. Και τα δύο προβλήματα παρουσιάζονται

διεξοδικά παρακάτω και διατυπώνονται μαθηματικά με χρήση των διαφορικών εξισώσεων συνέχειας

και ορμής (εξισώσεις Navier-Stokes) συζευγμένες με κατάλληλες συνοριακές συνθήκες ολίσθησης

πρώτης τάξης τύπου Maxwell. Σε κάθε εφαρμογή εξάγεται η κατανομή της ταχύτητας της ροής και

απεικονίζεται γραφικά για διάφορες τιμές του αριθμού Knudsen. Υπολογίζονται βασικά μεγέθη ροής

όπως η διατμητική τάση, η ροπή στρέψης και η οπισθέλκουσα δύναμη. Έπειτα θεωρώντας

πραγματικά (ιξώδη) ρευστά λειτουργίας το Ήλιο (He) και το Ξένον (Xe) γίνεται διαστατοποίηση των

αποτελεσμάτων.

4.1 Ροή γίφω από περιστρεφόμενο μικροκί)λινδρο

Έστω κύλινδρος μεγάλου μήκους και ακτίνας R περιστρέφεται γύρω από τον άξονα του με

γωνιακή ταχύτητα ω, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.1. Το αέριο που βρίσκεται γύρω από τον κύλινδρο

εξαναγκάζεται σε περιστροφή με την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω . Σε πολικές συντεταγμένες το

διάνυσμα θέσης είναι χ = (Γ,θ,Ζ) και το διάνυσμα της ταχύτητας u =(U"ue,u=). Στη συγκεκριμένη

ροή η ακτινική και η αξονική συνιστώσες της ταχύτητας είναι μηδενικές και μόνο η πολική

συνιστώσα είναι μη μηδενική. Επίσης, η πολική συνιστώσα δεν μεταβάλλεται στην πολική και

αξονική κατεύθυνση και εξαρτάται μόνο από την ακτινική κατεύθυνση, δηλαδή Ue=Ue(r) .
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Σχήμα 4.1: Ροή γύρω από περιστρεφόμενο μικροκύλινδρο.

Η εξίσωση συνέχειας για ένα ασυμπίεστο ιξώδες ρευστό σε πολικές συντεταγμένες δίνεται από

την εξίσωση (1.2) του Πίνακα 1-1 του Κεφαλαίου 1. Αφού ur =u: =Ο , η εξίσωση συνέχειας ανάγεται

στη μορφή Ouθ / 8θ =Ο που προφανώς ισχύει αφού η πολική συνιστώσα εξαρτάται μόνο από την

ακτίνα. Η εξίσωση ορμής στη πολική κατεύθυνση θ για ένα ασυμπίεστο ιξώδες ρευστό σε πολικές

συντεταγμένες δίνεται από την εξίσωση (1.8) του Πίνακα 1-3 του Κεφαλαίου 1. Θεωρώντας ότι η ροή

είναι μόνιμη, ur =u: = Ο και Uθ =Uθ (r) απλοποιείται στη μορφή

Σημειώνεται ότι η πίεση δεν εξαρτάται από την γωνία θ και επομένως παίρνουμε την τελική εξίσωση

(4.1.1)

που είναι γνωστή ως εξίσωση Stokes. Οι οριακές συνθήκες που συνοδεύουν την εξίσωση (4.1.1)

περιλαμβάνουν την οριακή συνθήκη μη ολίσθησης στη θέση r =R όπου Uθ (R) =ωR και καθώς το

r -700, όπου lim u(r) =Ο. Στο πλαίσιο της παρούσας διπλωματικής εργασίας η δεύτερη οριακή
r->oo

συνθήκη παραμένει ως έχει ενώ η πρώτη στο τοίχωμα τροποποιείται σε οριακή συνθήκη ολίσθησης

και γράφεται στη μορφή

ιιθ(R)=ωR-σ λ[dUθ ! _ Uθ(R))
ρ dl" r=R R

(4.1.2)

όπου σρ =1.016 είναι ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης και λ η μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή.

Στο σημείο αυτό για λόγους ευκολίας στους συμβολισμούς επιλέγουμε να μην χρησιμοποιούμε

στο εξής τον δείκτη θ στη ταχύτητα και θα γράφουμε u=u(r) (αντί για Uθ = Uθ (r)). Επίσης,

επιλέγουμε να διατυπώσουμε τη ζητούμενη λύση στη μορφή

(4.1.3)

όπου ΙΙι, είναι υδροδυναμική λύση και Us λύση ολίσθησης.

56



Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.1.3) στην εξίσωση (4.1.1) και στην οριακή συνθήκη (4.1.2)

διατυπώνονται τα εξής δύο προβλήματα:

Πρόβλημα 1:

1imuH =Ο
Γ~'"

Ολοκληρώνοντας ως προς r την (4.1.4) προκύπτει

dUH 1
--+-u =C
d

Η Ι

r r

Η παραπάνω διαφορική έχει γενική λύση

Β
uH(r) = Ar +

r

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

Για να πάρει η ταχύτητα την μηδενική τιμή καθώς απομακρυνόμαστε από ην επιφάνεια του

κυλίνδρου, δηλαδή όταν το r γίνει πολύ μεγάλο θα πρέπει η σταθερά Α =Ο .

Οπότε η γενική λύση μειώνεται στην

Χρησιμοποιώντας την πρώτη οριακή συνθήκη και για r =R

Β Β 2
U (R)=- => ωR=-=>Β =ωR
Η R R

Επομένως η αναλυτική λύση του υδροδυναμικού προβλήματος είναι

(4.1.7)

Πρόβλημα 2:

[
dUe Ι ue (R) J ( ωR2 1 ωR

2

]U (R)=σ λ - --- =σ λ -- -- =-2ωσ λ
s ρ dr R ρ r 2 RR ρ

r=R r=R

limus =Ο
Γ~'"

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)
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Ολοκληρώνοντας ως προς r την (4.1.8) προκύπτει

dus- Ι
--+-us =Co
dr r -

Η λύση της παραπάνω στη γενική μορφή της είναι

Όμοια με το υδροδυναμικό πρόβλημα για να πάρει η ταχύτητα την μηδενική τιμή θα πρέπει C = Ο και

η λύση απλοποιείται στην ως εξής

Κάνοντας χρήση της πρώτης οριακής συνθήκης και για ,- = R

Οπότε η αναλυτική λύση του προβλήματος ολίσθησης είναι

2ωσΡλRus(r) = -----'-
r

Με βάση την αρχής της επαλληλίας η συνολική αναλυτική λύση είναι

ωR
2

2ωσ λR ωR2 λ
u=uI,(r)+us(r)=--- ρ =--(1-2σΡR)

r r r

(4.1.11)

Χρησιμοποιώντας τη γνωστή σχέση _1_ =1- χ - χ2 + ... και δεδομένου ότι ο αριθμός Κn =λ / R « Ι
Ι+Χ

είναι μικρός εφόσον βρισκόμαστε στην υδροδυναμική περιοχή, αποδεικνύεται εύκολα ότι

λ λ λ?
1+2σΡ - =1- 2σ - - (2σΡ -γ +... = λ

R Ρ R R Ι+2σ _
PR

Άρα η κατανομή της ταχύτητας στο πρόβλημα του περιστρεφόμενου κυλίνδρου γράφεται

ωR
2

λ
Ιl =--(1 + 2σρ _)-1

r R
(4.1.12)

Ο πρώτος όρος εντός της παρένθεσης αντιστοιχεί στη γνωστή λύση με οριακές συνθήκες μη

ολίσθησης, ενώ ο δεύτερος όρος είναι η διόρθωση λόγω ολίσθησης. Σημειώνεται ότι η ποσότητα

λ / R είναι ο γνωστός αδιάστατος αριθμός Knudsen και χαρακτηρίζει τον βαθμό αραιοποίησης της

ροής. Βλέπουμε ότι καθώς ο αριθμός KntIdsen μικραίνει η συμβολή του όρου ολίσθησης στο

συνολικό αποτέλεσμα μειώνεται και τελικά μηδενίζεται καθώς ο αριθμός KntIdsen τείνει στο μηδέν.

Ένα ποιοτικό διάγραμμα της ταχύτητας δίνεται στο Σχήμα 4.2.
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.r

_I=::::,,---,~~- ... υ(τ)

Σχήμα 4.2: Ποιοτικό διάγραμμα της ταχύτητας ροής γύρω από περιστρεφόμενο κύλινδρο.

Είναι χρήσιμο να αδιαστατοποιήσουμε τα αποτελέσματα εισάγοντας την αδιάστατη απόσταση

ταχύτητα

ι r
r=-

R
και

ι U
U=-

ωR

Τότε το παραπάνω αποτέλεσμαγράφεταιστην αδιάστατη μορφή ως εξής

Uθ (r) R [ J-I Ι [ J-1u~(r)=--2-=- 1+2σΡΚn =-; 1+2σΡΚn
ωR r r

Σημειώνεται ότι το αδιάστατο αποτέλεσμα είναι ανεξάρτητο της γωνιακής ταχύτητας. Στο

Σχήμα 4.3 δίνεται η αδιάστατη κατανομή της ταχύτητας για Kn =Ο (υδροδυναμική λύση) και

Κn = ο. ι (ολική λύση) με σρ = 1.018 (από το κινητικό μοντέλο S).

Η διατμητική τάση υπολογίζεται από τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα ως εξής

(
dUθ Ι Uθ Ι) (ωR

2

λ -Ι ωR
2

λ -1)Ρ =-μ - -- =-μ --(1+2σ -) --(Ι+2σ-)
,θ dl" Ι" R2 Ρ R R 2 Ρ R

r=R r=R

=> ~θ = 2μω(1 + 2σΡΚn)-1

Η ροπή στρέψης υπολογίζεται ως εξής

(4.1.13)

(4.1.14)

όπου L είναι το μήκος του κυλίνδρου το οποίο σύμφωνα με τις παραδοχές που έχουν γίνει θα πρέπει

να είναι πολύ μεγαλύτερο της ακτίνας R, π.χ. Ι» R .

Είναι φανερό ότι ο όρος ολίσθησης αυξάνει την τιμή του παρονομαστή. Επομένως οι τιμές της

διατμητκής τάσης και της ροπής στρέψης μειώνονται όταν λαμβάνονται υπόψη φαινόμενα ολίσθησης

της ταχύτητας.
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- - - I<.n=O

- Κn=o.!

15 t 1 j 15

ι

\
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\.
Ι.

Ι Ο •.

Σχήμα 4.3: Κατανομ11 αδιάστατης ταχύτητας Ρ011ς γύρω από περιστρεφόμενο

κύλινδρο.

Θεωρώντας ως ρευστό λειτουργίας ένα από τα ευγενή αέρια He και Xe, και με γνωστές τις

γεωμετρικές παραμέτρους του προβλήματος υπολογίζονται αριθμητικά η συνάρτηση της ταχύτητας, η

διατμητική τάση και η ροπή στρέψης. Έστω ακτίνα R =0.5 . Ι 0-2 111 και μήκος κυλίνδρου L = 1m .

Η μέγιστη ταχύτητα του ρευστού δηλαδή u =ω· R θα πρέπει να είναι κατά πολύ μικρότερη

της πιο πιθανής μοριακής ταχύτητας 110 = ~2Rga,T .

Η σταθερά κάθε αερίου (individual gas constant) Rga, υπολογίζεται από τη σχέση

όπου Rείναι η καθολική σταθερά των αερίων (universal gas constant) και m η μοριακή μάζα (molar

mass). Για τα δύο αέρια έχουμε αντίστοιχα

R = R = 8.3 Ι 4] . 1110Ι-' . κ-Ι = 2077J / k r. Κ
Hc I1ΙΗ" 4.0026. Ι 0-3 kg· 1110Ι-' g

R = R = 8.3 l4J· n~οΙ-Ι . κ-ι =63.32J / k Γ' Κ
Χ" 111χ" Ι 3 Ι .29·1 ο-ο kg . 1110/-1 g
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Οπότε οι πιο πιθανές ταχύπμες των μορίων του He και του Xe είναι αντίστοιχα

1/1 [( ) J1
/
2

1l
0111

,.) = (2RH,T) -= 2.2077J·kgr- I ·K- I (300Κ) =1 Ι 16.331111s

Άρα οι πιο πιθανές γωνιακές ταχύτητες για τα δύο αέρια θα είναι

ωΟ(Ηe) = 1l0 R = (ι 116.33111/ s)(0.005111) = 55.81rαd Ι S

ωΟ(Χe) = 1lo R = (ι 94.9 Ι .33m Ι S )(0.005111) = 0.97rαd Ι S

Έστω ω= 0.0 15rαd Ι sec η γωνιακή ταχύτητα με την οποία περιστρέφεται ο μικροκύλινδρος. Τότε η

αδιάστατη κατανομή της ταχύτητας και για τα δύο ρευστά υπολογίζεται από τη σχέση (4. 1.12) και

παρουσιάζεται γραφικά στο Σχήμα 4.4. Για Κn =Ο (υδροδυναμΙΚ11 λύση) και για Kn =0.1 (ολική

λύση) έχουμε

ωR2 ι (0.0 Ι 5rαd Ι sec)(0.5.10-2111) -Ι 0.000075
ΙΙ = ΙΙΗ" = 1lx< = --(ι + 2σ ,κπγ = (ι + 2'1.018· Ο) =---

Ι· / r Υ

ωR2 Ι (0.0 Ι 5I"αd Ι sec)(0.5· 10-2111) -Ι 0.00006231
ΙΙ=lΙΗ< =llx< =--(ι+2σI,Κnγ = (1+2.1.018.0.1) =----

r r Υ

- _. ΚJI=()

- ΚJI=o.l

0000 ooo~ 0004 0006 0008 0010 001~ 0014
r O~

020

Ο 15

010

005

020

Ο 15

10

005

Ο o~ 000 Ο ΟOJ Ο 004 Ο 00' Ο 008 Ο 010 Ο 012 0014 u(r)

ΣΧΙ1μα 4.4: Κατανομή ταχύτητας ροής γύρω από περιστρεφόμενο μικροκύλινδρο, ανεξαΡτΊιτως

ρευστού λειτουργίας.
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Η διατμητική τάση για το He υπολογίζεται από τη σχέση (4.1.13), για Κn = Ο (υδροδυναμική

λύση) και για Κn =0.1 (ολική λύση) έχουμε αντίστοιχα

P"e(He) = 2μΗeω(l + 2σΡΚn)-1 = 2(19.92 ·1O--{;Pa· s)(0.015rαd / sec)(l + 2 .1.018.0)-1 = 5.97 ·10-7Ν / m2

P"e(He) = 2μΗeω(l + 2σpΚn)-1 = 2(19.92 ·1O--{;Pa· s)(0.OΙ5I-αd / sec)(1 + 2 ·1.018·0.1 )-1 = 4.96 ·10-7Ν / m2

Η διατμητική τάση για το Xe υπολογίζεται από τη σχέση (4.1.13), για Kn = Ο (υδροδυναμική

λύση) και για Kn =0.1 (ολική λύση) έχου με αντίστοιχα

Η ροπή στρέψης για το He υπολογίζεται από τη σχέση (4.1.14), για Kn = Ο (υδροδυναμική

λύση) και για Kn =0.1 (ολική λύση) έχουμε αντίστοιχα

ΘΗ. =4πR2
Lμω(l + 2σΡΚn)-Ι

=4(3.14)(0.5.\O-2 m)2 (Im)(19.92. ΙO--{;Pa.s)(0.015rαd/ s)(1 +2.1.018.0)-1 =1.876·10-8 Nm

ΘΗ. =4πR2
Ιμω(1 + 2σΡΚnγι

= 4(3.14)(0.5·10-2 m)2 (Im)( 19.92 .\ο--{; Pa .s)(0.01 5rαd / s)(1 + 2 ·1.018· Ο. 1)-1 = 1.559 ·10-8 Nm

Η ροπή στρέψης για το Xe υπολογίζεται από τη σχέση (4.1.14), για Kn = Ο (υδροδυναμική

λύση) και για Κn =0.1 (ολική λύση) έχουμε αντίστοιχα

Θχ. =4πR2Ιμω(1 +2σΡΚn)-Ι

= 4(3.14)(0.5·\0-2 mγ (In1)(23.28 ·\o--{;Pa· s)(0.0 15rαd / s)(1 + 2.1.018.0)-1 = 2.19 .\0-8 Νπι

Θχ. =4πR
2Lμω(l+2σΡΚn)-Ι

= 4(3.14)(0.5·10-2 m)2 (IIn)( 23.28· ΙO--{;Pa·s)(0.0 15rαd / s)(1 + 2 ·1.018· Ο.ιγl = 1.82 ·10-8 Nm
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4.2 Ροή διερχόμενη από σταΟερή μικροσφαίρα

Έστω μια σφαίρα ακτίνας R η οποία είναι σταθερά τοποθετημένη. Ορίζεται σφαιρικό σύστημα

συντεταγμένων με αρχή των αξόνων το κέντρο της σφαίρας. Κάθε σημείο του ρευστού που βρίσκεται

εξωτερικά της σφαίρας περιγράφεται από της σφαιρικές συντεταγμένες (r,θ,φ) ,όπου r η ακτινική

απόσταση, θ η πολική γωνία και φ η αζιμουθιακή γωνία. Η ροή αερίου φτάνει στη σφαίρα με

οριζόντια μόνο συνιστώσα ταχύτητας και με διεύθυνση θ = Ο ( Ζ -διεύθυνση) όπως φαίνεται στο

Σχήμα 4.5. Η ταχύτητα της ροής θεωρείται σταθερή και ίση με U. Στην επιφάνεια της σφαίρας

ασκείταιδύναμη αντίστασηςή οπισθέλκουσα(drag force) D ανάλογη της ταχύτητας της ροής.

υ

")
)

>

Σχήμα 4.5: Ροή διερχόμενη από σταθερή μικροσφαίρα.

Αγνοώντας τις αδρανειακές και τις εξωτερικές δυνάμεις και με Uφ = Ο και 0/ οφ = Ο λόγω

αξονικής συμμετρίας από τις εξισώσεις συνέχειας και N-S για ασυμπίεστη ροή Ρ =σταθ η εξίσωση

συνέχειας για σφαιρικές συντεταγμένες (1.3) του Πίνακα 1- Ι και οι εξισώσεις ορμής (1.1 Ο) και (1.11)

του Πίνακα Ι -4 του Κεφαλαίου Ι γίνονται αντίστοιχα

OUr + 2u,. +~ ΟUθ + Uθ cot θ = Ο

or r r οθ r
(4.2. Ι)

(4.2.3)

όπου ur =Llr(r, θ) και ΙΙθ =uθ(r,θ)η ακτινική και η πολική συνιστώσα της ταχύτητας αντίστοιχα. Οι

οριακές συνθήκες που συνοδεύουν τις παραπάνω εξισώσεις περιλαμβάνουν την οριακή συνθιlκη μη

ολίσθησης στη θέση r =R όπου Uθ (R) =u, (R) = Ο . Στο πλαίσιο της παρούσας διπλωματικής

εργασίας οι δυο τελευταίες οριακές συνθήκες παραμένουν ως έχουν ενώ η πρώτη στο τοίχωμα

τροποποιείται σε οριακή συνθήκη ολίσθησης και γράφεται στη μορφή
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(4.2.4)

όπου σρ = Ι.Ο Ι6 είναι ο συντελεστής ιξώδους ολίσθησης και λ η μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή.

Επιλέγουμε να διατυπώσουμε τη ζητούμενη λύση στη μορφή

(4.2.5)

όπου U(h) είναι υδροδυναμικήλύση και U(s) λύση ολίσθησης.

Ομοίωςγια τον υπολογισμότης πίεσης και της οπισθέλκουσαςδύναμης ισχύει

D =D(h) + D(s)

(4.2.6)

(4.2.7)

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.25) στις (4.2.1)-(4.2.3) διατυπώνονται τα δύο εξής προβλήματα.

Πρόβλημα 1

GU(h) 2U(h) Ι GU(h) U(h) cot θ
_Γ_+_Γ_+__θ_+ θ =0

or r r σθ r
(4.2.8)

Iimu(ll) =Ucοsθ
ι·

,·~oo

IimLI~I1) =-Usίnθ
'0---700

(4.2.11)

(4.2.12)

(4.2.13)

(4.2.14)

Στο εξής για απλούστευση των συμβολισμών χρησιμοποιούμε U(h) =u . Δεδομένου ότι ισχύει η

εξίσωση Stokes V'. u =Ο, υπάρχει οπωσδήποτε ένα διανυσματικό πεδίο A(x,t) τέτοιο ώστε

u=V'xA (4.2.15)

Για ασυμπίεστη ροή και όταν υπάρχουν δυο ανεξάρτητες μεταβλητές το πεδίο αυτό μπορεί γραφεί με

όρους μιας βαθμωτής συνάρτησης της ροϊκής συνάρτησης. Για τρισδιάστατες αξονοσυμετρικές ροές,

η ροϊκή συνάρτηση , συναντάται στη βιβλιογραφία ως ροϊκή συνάρτηση Stokes και δίνεται από τη

σχέση
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Α = Ψ(/',θ) e
rsine φ

όπου το Α πρέπει να είναι στη διεύθυνση φ, αφού u = ιι' (r, e)er + Ue(τ, e)eo. Αντικαθιστώντας στην

εξίσωση (4.2.15) παίρνουμε για την ταχύτητα

U='1χΑ='1χ(ψ(r,θ) e)= 1 α
I'Sine φ r2sine α,·

ο

Άρα οι συνιστώσεςτης ταχύτηταςείναι

α

αθ

ο

rsίηθeφ

α

αφ

ψ

(
1 αψ ) (1 αψ )

= 1·2 Sine αθ er - rsine or eO

1 αψ
U =---

r r 2 sine αθ

1 αψ
ue=--

rsine ατ

(4.2.16)

(4.2.17)

Στο άπειρο η ταχύτητα U στη διεύθυνση Ζ μπορεί να αναλυθεί σε ακτινική και πολική συνιστώσα

1 σψ
ur(r~α:J,e)=Ucose= ? •

r- sIne σθ

U (Τ~α:J θ)=-Usίηθ=__I_αψ
e' rsin θ or

(4.2.18)

(4.2.19)

Χρησιμοποιώντας τη διανυσματική σχέση '1 χ ('1 χ u) = '1 ('1. u) - '12u και τη σχέση '1· u = Ο

παίρνουμε

όπου ω είναι η στροβιλότητα. Χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση προκύπτει και από τη

διαφορική εξίσωση ορμής σε διανυσματική μορφή και

'1χ('1χω)=ο (4.2.20)

Όμως όπως αναφέρθηκε προηγουμένως

στροβιλότητα ισχύει ω =V χ U έχουμε

. '1 (ψ(τ,θ) )
οτι U= χ e

I'Sine φ
και δεδομένου ότι για τη

ω='1χ'1χ(Ψ(Τ,θ)e )=_~(α2ψ + Sine~(_I_αψ))
rsine φ I'Sine στ

2 r2
σθ Sine αθ

Αντικαθιστώνταςστη (4.2.20) παίρνουμε

'1X'1X('1xu)='1X'1['1X('1x ~eφ )]=0
rsLn θ
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Έτσι η εξίσωση ορμής γίνεται βαθμωτή εξίσωση για το Ψ

Οι οριακές συνθήκες για τη ροϊκή συνάρτηση γίνονται

8ΨΙ -ο
8r r=R

8ΨΙ -ο
8θ r=R

ψ(y~oo,θ)= U r2 sin 2 e
2

(4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)

(4.2.24)

όπου οι δύο πρώτες προέκυψαν από τις σχέσεις (4.2.16) και (4.2.17) κάνοντας χρήση των οριακών

συνθηκών (4.2.11) και (4.2.12) ενώ η τελευταία προέκυψε έπειτα από ολοκλήρωση ως προς r της

σχέσης (4.2.19). Αυτή η τελευταία συνοριακή συνθήκη μας προδιαθέτει να αναζητήσουμε λύση της

μορφής

Ψ(Υ,θ) = f(r )sin 2
θ

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (4.2.17) παίρνουμε

Η παραπάνω διαφορική εξίσωση είναι τύπου EuIer, οπότε η λύση της θα είναι της μορφής f(f') =ar
n

.

Αντικαθιστώντας τη γενική μορφή στην παραπάνω παίρνουμε

α[n(n -1)- 2][(n - 2)(n -3)- 2] = Ο

α (n + 1) (n -1) (n - 2) (n - 4) =Ο

Ο βαθμός του πολυωνύμου είναι τέσσερα και οι ρίζες του είναι n =-1,1,2,4. Επομένωςη συνάρτηση

f θα είναι της μορφής

()
Α J 4f r =-+By+Cι-- +Dr
r

Επομένως η ροϊκή συνάρτηση Stokes γράφεται
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ψ(r,θ) = Sin
2θ(:' + Br + Cr 2 + Dr4J

Κάνοντας χρήση της οριακής συνθήκης (4.2.24) παίρνουμε D = Οκαι C = U
2

Κάνοντας χρήση της οριακής συνθήκης (4.2.22) και (4.2.23) έχουμε αντίστοιχα

U Α Β
-+-+-=0
2 R 3 R

Α Β
U--+-=O

R3 R

Προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτουν Α =U R3 και Β =-~UR .'Ετσι η ροϊκή συνάρτηση γίνεται
4 4

Με γνωστή πλέον τη ροϊκή συνάρτηση από τις σχέσεις (4.2.16) και (4.2.17) προκύπτουν οι

συνιστώσες τις ταχύτητας ως λύση του υδροδυναμικού προβλήματος

(h) (3 R Ι R
3

)U =Ucοsθ 1---+--
r 2 r 2 r 3

(h) • ( 3 R 1 R
3

)Uθ =-Usιηθ 1-----3
4 Ι' 4,.

Η οπισθέλκουσα δύναμη υπολογίζεταιως άθροισμα δυο συνιστωσών που προέρχονται από

δυο διαφορετικέςτάσεις. Συγκεκριμέναολοκληρώνονταςσε όλη την επιφάνειατης σφαίρας η δύναμη

που ασκείταιαπό τη ροή στη σφαίρα υπολογίζεταιως εξής

2π π

D(h) =- f f(ΤrθΙR sin θ + (Ρ - ΡΟ)ΙR cοsθ )R2
sin θdθ

ο ο

π

=> D(h) =-2πR2 f(ΤrθΙR sin θ + (Ρ - Ρο )ΙR cοsθ )sin θdθ
ο

όπου ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύειτην τάση λόγω τριβής (viscous stress) και ο δεύτερος την τάση

λόγω πίεσης (pressure stress).

Αντικαθιστώνταςτις συνιστώσες την ταχύτητας στην εξίσωση ορμής στην r -διεύθυνση (4.2.9)

ορ = μURcοs θor r 3
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Ολοκληρώνοντας ως προς r παίρνουμε

(
-3R)

p(ll) =μυ cos θ 2r2 + ρο

T
rO

=μ(.!. OUr + ouo ) =_Uμ Sin θ (ι_3R + 5R: )
r οθ or r 4r 4r

Αντικαθιστώνταςστη σχέση της οπισθέλκουσαςέχουμε

D(lI) =4πμUR +2πμUR =6πμUR

που είναι ο γνωστός νόμος του Stokes (Stokes drag Iaw).

Πρόβλημα 2

OU(s) 2u(s) Ι OU(S) u(s) cot θ
_1'_+_1_+ __0_+ ο =0

or r r οθ r
(4.2.25)

(4.2.27)

u~h)(R)J",=,σ λ ou~h)1 ",=,-σ,λUsίηθ2
R ρ ΟΙ' ι 2R

r=R

u;S)(R) =Ο

Iinn/S
) =U cοsθ

Ι'

1·-400

Iimu~S) =-Usίηθ
,~oo

(4.2.28)

(4.2.29)

(4.2.30)

(4.2.31)

Στο εξής για απλούστευση των συμβολισμών χρησιμοποιούμε u(s) =u, Δεδομένου ότι ισχύει η

εξίσωση Stokes V, u =Ο, υπάρχει οπωσδήποτε ένα διανυσματικό πεδίο A(x,t) τέτοιο ώστε

u=VχA (4.2.32)

Για ασυμπίεστη ροή και όταν υπάρχουν δυο ανεξάρτητες μεταβλητές το πεδίο αυτό μπορεί γραφεί με

όρους μιας βαθμωτής συνάρτησης της ροϊκής συνάρτησης, Για τρισδιάστατες αξονοσυμετρικές ροές,

η ροϊκή συνάρτηση, συναντάται στη βιβλιογραφία ως ροϊκή συνάρτηση Stokes και δίνεται από τη

σχέση

Α = Ψ(r,θ) e
rsin θ φ
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όπου το Α πρέπει να είναι στη διεύθυνση φ, αφού U =Ur (r, θ)er + Ue(r, θ)eο . Αντικαθιστώντας στην

εξίσωση (4.2.15) παίρνουμε για την ταχύτητα

U=V'ΧΑ=V'χ(ψ(r,θ) e J= 1 α
r sin θ φ r 2 sin θ α,·

ο

Άρα οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι

α

αθ

ο

α

αφ

ψ

(
1 αψ] ( 1 αψ]

= r 2sίnθ αθ er
- rsίnθ or e()

1 αψ

u,. = r2 sin θ αθ

1 αψ
U =----
θ rsίnθ or

(4.2.33)

(4.2.34)

Στο άπεφο η ταχύτητα U στη διεύθυνση Ζ μπορεί να αναλυθεί σε ακτινική και πολική συνιστώσα

1 αψ
Ur(r~οο,θ)=Ucοsθ= 2' -

r sιnθ αθ

ue(r ~oo,θ)=-Usίnθ=--!-αψ
rsIn θ or

(4.2.35)

(4.2.36)

Χρησιμοποιώντας τη διανυσματική σχέση V'x (V'X U) = V'(V'. U)- V'2 U και τη σχέση V'. U= Ο

παίρνουμε

V'2 U= -V'X (V'X U) = -V'X ω

όπου ω είναι η στροβιλότητα. Από τη διαφορική εξίσωση ορμής σε διανυσματική μορφή και

χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση προκύπτει

V'x(V'xw)=o (4.2.37)

Όμως όπως αναφέρθηκε προηγουμένως ότι

στροβιλότητα ισχύει ω =V' χ U έχουμε

Ώ (ψ(r,θ) J .U = ν Χ . e και δεδομενου
rsIn θ φ

ότι για τη

ω=V'χV'χ(ψ(r,θ)e J=_~(α2ψ + sίnθ ~(_I_αΨJ)
r sin θ φ r sin θ or2 r 2

αθ sin θ αθ

Αντικαθιστώντας την παραπάνω στη (4.2.18) παίρνουμε

V'x V'x (V'x u) = V'x V'[V'X (V'X ~eφ )] = Ο
rsιnθ

Έτσι η εξίσωση ορμής γίνεται βαθμωτή εξίσωση για το Ψ
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( 2 ( ))2~+Sine~_l_~ ψ=Ο
01,2 1·2 οθ Sin θ οθ

Από τις σχέσεις (4.2.31) και (4.2.32) λύνοντας ως προς Ψ έχουμε

οψ =-rsineu~S)
or

Ολοκληρώνοντας την τελευταία ως προς r προκύπτει

2

ψ(r,θ) =- r
2

Sin eU~S)

(4.2.38)

Κάνοντας χρήση των οριακών συνθηκών (4.2.28) και (4.2.29) για r = R και της οριακής συνθήκης

(4.2.31) και για r ~ 00 οι οριακές συνθήκεςτης ροϊκής συνάρτησηςγίνονται

οψl -ο
οθ r=R

οψΙ λυ . 2 e3R2
- =σρ Sln --

or I'=R 2

(4.2.39)

(4.2.40)

(4.2.41)

Η τελευταία συνοριακή συνθήκη μας προδιαθέτει να αναζητήσουμε λύση της μορφής

ψ(r,θ) =f(r )sin 2
θ

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (4.2.32) παίρνουμε

Η παραπάνω διαφορική εξίσωση είναι τύπου Euler, οπότε η λύση της θα είναι της μορφής f(r) =ar".

Αντικαθιστώνταςτη γενική αυτή μορφή στην παραπάνω εξίσωση παίρνουμε

α[n(n -1)- 2J[(n -2)(n -3)- 2J = Ο

a(n +1)(n-l)(n -2)(n -4) = Ο

Ο βαθμός του πολυωνύμου είναι τέσσερα και οι ρίζες του είναι n =-Ι, Ι, 2, 4. Επομένωςη συνάρτηση

f θα είναι της μορφής
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j(r)= Α +Βr+σ·2 +Dr4

r

Ενώ για τη ροϊκή συνάρτηση Stokes θα ισχύει

ψ(r,θ) = sin
2 θ(:' + Br + 0,2 + DI.4

)

Άρα οι συνιστώσες της ταχύτητας θα είναι από τις σχέσεις (4.2.33) και (4.2.34)

Ι σψ (Α Β ?)ur = ? • =2cοsθ 3+-+C+Dr-
r-sιηθ σθ r r

Ι σψ . ( Α Β 2)U =----=-sιηθ ---::-+-+2C+4Dr
θ rsίηθ CJr r' r

Κάνοντας χρήση της οριακής συνθήκης (4.2.30) και για r ~ooπαίρνoυμε

lim u~S) =U cοsθ ~ lίm 2CΟSθ( ~ + Β + C + Dr2
) =U cοsθ

r-'a) ,~oo r.) r

Οπότε θα πρέπει C =D =Ο και οι συνιστώσες τις ταχύτητας τώρα γίνονται

ΙΙ, = ? Ι. σψ =2CΟSθ(~ + Β)
r- SIn θ σθ r' r

Κάνοντας χρήση της οριακής συνθήκης (4.2.29) και για r = R παίρνουμε

( Α Β) Α ΒUr(R)=0~2cοsθ -,+- =O~-,+-=0
R' R R' R

Κάνοντας χρήση της οριακής συνθήκης (4.2.28) και για r = R παίρνουμε

u (R) =-σ λUSίηθ~~-Sίηθ(-~+Β]=_σ λUsίηθ~
θ ρ 2R R' R ρ 2R

Α Β 3υ
~--,+-=σ λ-

R' R ρ 2R

Προσθέτονταςκατά μέλη τις δυο τελευταίες εξισώσεις προκύπτουν οι σταθερές
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3υ , 3υ 2
Β=σ λ-και Α=-R-Β=-σ λ-R

μ 4 μ 4

Αντικαθιστώντας στις συνιστώσες τις ταχύτητας παίρνουμε τη λύση του προβλήματος ολίσθησης

[
3U, 3UJ-σμλ-R- σμλ- 3 σ R R3

u~S) =-sing - 4 + 4 =-USing--.E...(-+-3)
r3 r 4 δ r r

Η οπισθέλκουσα δύναμη υπολογίζεται ως άθροισμα δυο συνιστωσών που προέρχονται από

δυο διαφορετικές τάσεις. Συγκεκριμένα ολοκληρώνοντας σε όλη την επιφάνεια της σφαίρας η δύναμη

που ασκείται από τη ροή στη σφαίρα υπολογίζεται ως εξής

2π π

D(s) =-f f(Τ,θΙR sing+ ΡrrΙR cosg)R2 singdg
ο ο

π

=-2πR2 f( Τ,θΙR sin θ + ΡrrΙR cosg)R2 sin gdg
ο

όπου ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύειτην τάση λόγω τριβής (viscous stress) και ο δεύτερος την τάση

λόγω πίεσης (pressure stress).

Αντικαθιστώντας τη συνολική λύση του προβλήματος στην εξίσωση ορμής στην r -διεύθυνση (4.2.9)

και ολοκληρώνοντας ως προς r παίρνουμε

Οι τάσεις υπολογίζονται από τις σχέσεις

oo(s) Ι 9 U
P(S) =p(S) -2μ-'- = __Lσ λcοsθ

rr 8r 2 R2 Ρ
,=R

(
1 8 (s) 8 (s) (s) ) 9 U

Τι"~) =-μ _~+-.!:!.L_ ue =__Lσ λsίηθ
lθ r 8θ 8r r 2 R2 μ

1,=11
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Αντικαθιστώντας στη σχέση της οπισθέλκουσας παίρνουμε

Άρα η αναλυτική λύση του συνολικού προβλήματος γίνεται

(/1) (S) ( 3 R Ι R
3

) 3υ (R R
3

)u =u +u =U 1---+--, cοsθ+σ Kn- ---, cosθ
r r r 2 r 2 r' ρ 2 r r'

(h) (s) (3 R 1R
3

) • 3υ (R R
3
).U ='U +u =-U 1------ sιηθ-σ Kn- -+- sιηθ

θ θ θ 4 r 4 r3 Ρ 4 r r 3

(4.2.42)

(4.2.43)

Προκειμένου να κατανοήσουμε τη συμβολή του όρου ολίσθησης στη συνάρτηση της ταχύτητας

είναι απαραίτητο να αδιαστατοποιήσουμε τα αποτελέσματα και να απεικονίσουμε με γράφημα τα

αποτελέσματα. Εισάγοντας τις αδιάστατες ποσότητες

r'
r

R

, u
u=-

U

όπου το r παίρνει τιμές στο διάστημα [1,(0) τα παραπάνω αποτελέσματα γράφονται σε αδιάστατη

μορφή ως εξής

, ( 3 Ι Ι ι J 3( Ι Ι Ju = Ι---+--, cοsθ+σ Kn- ---, cοsθ
r 2 r' 2 r" ρ 2 r' r"

u' =-(I-i~_.!-~JSίηθ-σ κni(~+~JSίηθ
θ 4 ,.' 4 r" ρ 4 r' r"

Στα Σχήματα 4.6 - 4.9 παρακάτω δίνεται η κατανομή των αδιάστατων συνιστωσών της

ταχύτητας για Κn = Ο (υδροδυναμική λύση) και Κn = 0.1 (ολική λύση).
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ΣΧΙ1μα 4.6: Κατανομ11 της αδιάστατης συνιστώσας ιιe(r,θ) της ταχύτητας ροής διερχόμενης από

σταθερή μικροσφαίρα με Ι· = [Ι, Ι Ο] και θ = [Ο, 2π] για Kn = Ο

Σχήμα 4.7: Κατανομή της αδιάστατης συνιστώσας ιιe(r,θ) της ταχύτητας ροής διερχόμενης από

σταθερή μικροσφαίρα με r =[1, 1Ο] και θ = [Ο, 2π] για Kn = Ο. ι

Είναι φανερό από τα παραπάνω σχιιματα ότι ο όρος ολίσθησης αυξάνει το μέτρο της συνιστώσας της

ταχύτητας ιιθ . Επίσης καθώς αυξάνει ο αριθμός Κn τα φαινόμενα ολίσθησης γίνονται πιο έντονα,

συνεπώς αυξάνει και το μέτρο της ΙΙ θ .
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u,(r,B)

.15
U,tI".SI

2:' 3 3;Ι.:'

Σχι1μα 4.8: Κατανομι1 της αδιάστατης συνιστώσας Ι/, (Γ,θ) της ταχύτητας ΡΟ'lς διερχόμενης από

σταθερή μικροσφαίρα με r = [Ι, Ι Ο] και θ =[Ο, 2π] για Kn = Ο .

ur(r,e)

Υ
"

).5

3.5

, 5
5 Ο

"
Σχήμα 4.9: Κατανομή της αδιάστατης συνιστώσας Ι/Υ(Γ,θ) της ταχύτητας ροής διερχόμενης από

σταθερή μικροσφαίρα με r = [Ι, Ι Ο] και θ = [Ο, 2π] για Kn = Ο. ι

Όπως και προηγουμένως, είναι φανερό από τα παραπάνω σχι1ματα ότι ο όρος ολίσθησης αυξάνει το

μέτρο της συνιστώσας της ταχύτητας Mr . Επίσης καθώς αυξάνει ο αριθμός Κn τα φαινόμενα

ολίσθησης γίνονται πιο έντονα, συνεπώς αυξάνει και το μέτρο της ΙΙ ι' .
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Η δύναμη οmσθέλκουσας D του συνολικού προβλήματος είναι

(4.2.44)

Σημειώνεται ότι ο όρος ολίσθησης προκαλεί μεί ση στην οπισθέλκουσα δύναμη ανάλογη του

αριθμού Kn.

Θεωρώντας ως ρευστό λειτουργίας ένα από τα ευγενή αέρια He και Xe, και με γνωστές τις

γεωμετρικές παραμέτρους του προβλήματος υπολογίζονται οι συνιστώσες της ταχύτητας συναρτήσει

της γωνίας θ και της ακτίνας r . Έστω R =0.5 ·10-2 m η ακτίνα της σφαίρας. Η ταχύτητα ροής U θα

πρέπει να είναι κατά πολύ μικρότερη της πιο πιθανής μοριακής ταχύτητας Uo = J2RgasT . Οι πιο

πιθανές μοριακές ταχύτητες υπολογίστηκαν στην Υυποενότητα 3.2.1 ίσες με

)
1/'

U o =(2RH Τ - = Ι J l6.33ml s
(Hr) e

( )
1/2

ιιο . = 2RseT =194.9Imls
Ι'\ΙΟI

Θεωρούμεταχύτητα ροής U = 1m Ι s. Τότε η κατανομή της συνιστώσας ur(r,e) της ταχύτηταςκαι για

τα δύο ρευστά υπολογίζεταιαπό τη σχέση (4.2.42). Για Κn = Ο (υδροδυναμική λύση) και για Κη = 0.1

(ολική λύση) έχουμε αντίστοιχα

(
3 R 1 R

3
) 3υ ( R R

3
)U =uH =ux =U 1---+--, cοsθ+σ Kn- --- cose

r e e 2 r 2 r' ρ 2 r r 3

( )[
3 (0.005m) 1 (0.005n1)3J ( )( )3(lmIS)[(0.005n1) (0.005m)3J

= l1nls 1- +-, cοsθ+ 1.0\8 Ο - , cοsθ
2 r 2 r' 2 r r'

=(1+ 6.25~10-8 _ 0.0075)Cοs[θ]
r r

(
3 R Ι R

3
) /' 3U ( R R

3
)U =u =u =U 1---+--, cοsθ+σ Kn- --- cοsθ

r Ηε Χ. 2 r 2 r' ρ 2 r r 3

( )[
3(0.005111) Ι (0.005m)3J ( )( )3(lmIS)[(0.0051n) (0.005m)3J

= Imls \- +- cοsθ+ 1.018 Ο - 3 COSe
2 Ι' 2 l' 2 r r

=(1+ 6.25~10-8 _ 0.0075)Cοs[θ]+0.1527(_1.25χ3 \0-7 + 0.005)Cos[e]
r r r r

Τότε η κατανομή της συνιστώσας ue(r,θ) της ταχύτητας και για τα δύο ρευστά υπολογίζεται από τη

σχέση (4.2.43). Για ΚI1 =Ο (υδροδυναμική λύση) και για Κη =0.1 (ολική λύση) έχουμε αντίστοιχα
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(
3 R Ι R

3
) . 3υ (R R

3
).U =u =u =-U 1------, sιnθ-σ Kn- -+- sιnθ

θ Ηε Χε 4 r 4 ι- ο "4 r r 3

( / )(
3 (0.005m) Ι (0.005mγ J . ( )( )3(lm/ S)((0.005m) (0.005m)3:.= -1m S 1- - , sιηθ- 1.018 0.1 - slnθ
4 r 4 r J 4 r r 3

( Ι 3.125χιο-8 0.00375)S· [θ]= - + ,+ In
r J r

(
3 R 1 R

3
) . 3U(R R

3
).U =u =u =-U 1------ sιnθ-σ Kn- -+- slnθ

θ Ηε Χε 4 r 4 r 3 "4 r r 3

( )(
3 (0.005m) Ι (0.005mγ J . ( )( )3(lm/S)((0.005m) (0.005m)3J'= -lm/ S 1-- -- , slnθ- 1.018 Ο - , slnθ
4 r 4 r J 4 r r J

=(-1+ 3.125;10-8 + 0.00375)Sίn[θ]_0.07635(1.25χ3 ΙΟ-
7

+ 0.005)Sίn[θ]
r r r r

Η δύναμη οπισθέλκουσας D για Kn =Ο (υδροδυναμική λύση) και για Kn =0.1 (ολική λύση)

πρώτα για το He και έπειτα για το Ξένον υπολογίζεται από τη σχέση (4.2.44) ως εξής

DHe = 6πμΗeUR(I- σ"Κn) = 6(3.14)(19.92 ·ΙΟ-{; Ρα· s)(lm / s )(0.005m)(1- (1.018)(0)) = 1.87 ·ΙΟ-{; Ν

DHe = 6πμΗeUR(1- σΡκn) = 6(3.14)(19.92 ·1O-{; Ρα· s)(lm / s)(0.005m)(1- (1.018)(0.1)) = 1.68·1 Ο-{; Ν

DXe = 6πμΧeUR(l-σμΚn) = 6(3.14)(23.28 ·ΙΟ-{; Ρα· s)(lm / S )(0.005m)(1-(1.018)(0)) = 2.19 ·1O-{;Ν

Dλe = 6πμλeUR(1-σpΚn) = 6(3.14)(23.28 ·1O-{; Ρα· s)(Im / s)(0.005m)(1 - (1.0 18)(0.1)) = 1.96 ·ΙΟ-{; Ν

Όπως ήταν αναμενόμενο ο όρος ολίσθησης προκαλεί μείωση στην οπισθέλκουσα δύναμη ανάλογη

του αριθμού Kn.

Στα Σχήματα 4.10 - 4.13 παρακάτω δίνεται η κατανομή των συνιστωσών της ταχύτητας για

Κn =Ο (υδροδυναμική λύση) και Kn =0.1 (ολική λύση) για ένα πραγματικό ρευστό λειτουργίας (π.χ.

He).
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"r(r,B)

O:l~-~

-05l

0.005 -.-----'-<..
0.006 -------.....-..:.

0.007 -----~...........,

0.008~_
00;;---.-- _

0.01

----.-.

Σχήμα 4.10: Κατανομή της συνιστώσας t/e(r,e) της ταχύτητας Ρ011ς διερχόμενης από σταθερή

μικροσφαίρα με r = [0.005,0.0 Ι] και θ = [Ο, 2π] για Kn = Ο

"r(r,B)

0.01

Σχήμα 4.11: Κατανομή της συνιστώσας Ι/θ (r,e) της ταχύτηταςροής διερχόμενηςαπό σταθερή

μικροσφαίραμε ,. = [0.005,0.0 Ι] και θ = [Ο, 2π] για Kn = 0.1

Όπως 11ταν αναμενόμενο τα παραπάνω σχήματα δείχνουν ότι ο όρος ολίσθησης αυξάνει το μέτρο της

συνιστώσας της ταχύτητας Ι/θ' Επίσης καθώς αυξάνει ο αριθμός Κn τα φαινόμενα ολίσθησης γίνονται

πιο έντονα, συνεπώς αυξάνει και το μέτρο της Ι/θ'
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ΣΧΙ1μα 4.12: Κατανομ11 της συνιστώσας Llr (r, θ) της ταχύτητας Ρ011ς διερχόμενηςαπό σταθερή

μικροσφαίραμε r =[0.005,0.0 Ι] και θ = [Ο, 2π] για Kn = Ο.

",(Ι,θ)

Σχήμα 4.13: Κατανομή της συνιστώσας Ιl,. (Υ,θ) της ταχύτητας ροής διερχόμενης από σταθερή

μικροσφαίρα με r =[0.005,0.0 Ι] και θ = [Ο, 2π] για Kn = Ο. ι

Όπως Ι1ταν αναμενόμενο τα παραπάνω σχήματα δείχνουν ότι ο όρος ολίσθησης αυξάνει το μέτρο της

συνιστώσας της ταχύτητας L/r . Επίσης καθώς αυξάνει ο αριθμός Κn τα φαινόμενα ολίσθησης γίνονται

πιο έντονα, συνεπώς αυξάνει και το μέτρο της Llr .
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Στο Κεφάλαιο αυτό εξετάζονται ροές που οφείλονται σε διαφορές θερμοκρασίας Συγκεκριμένα

στην παράγραφο 5.1 μελετάται το φαινόμενο του θερμικού ερπυσμού (thermaI creep) αρχικά για

ρευστό που βρίσκεται ανάμεσα σε δυο παράλληλες πλάκες απείρου μήκους και έπειτα για ρευστό

εντός ενός κυλινδρικού αγωγού. Πιο συγκεκριμένα στην επιφάνεια του τοιχώματος το οποίο διατηρεί

μια θερμοκρασιακή κατανομή το ρευστό αρχίζει να κινείται από την ψυχρότερη περιοχή της πλάκας

προς την θερμότερη. Η ονομασία προέρχεται από τον ερπυσμό (creeping) του ρευστού. Αν θεωρηθεί

ότι δεν υφίσταται διαφορά πίεσης το φαινόμενο θερμικού ερπυσμού είναι αυτό που διαταράσσει την

τοπική θερμοδυναμική ισορροπία [10]. Στην παράγραφο 5.2 του Κεφαλαίου εξετάζεται το φαινόμενο

Photophoresis που δημιουργείται λόγω θερμοκρασιακής διαφοράς στα δύο ημισφαίρια ενός

σφαιριδίου.

5.1 (~ερμΙKός ερπυσμός

Έστω ένα αραιοποιημένο ασυμπίεστο και σταθερής πίεσης ρευστό που βρίσκεται μεταξύ δυο

ακίνητων παράλληλων πλακών απείρου μήκους που απέχουν μεταξύ τους απόσταση Η και

βρίσκονται στις θέσεις Υ =+Η / 2, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5. Ι. Η πλάκες δεν έχουν σταθερή

θερμοκρασία, είναι δηλαδή Τ =Τ(χ) με την θερμοκρασία να αυξάνεται προς τη διεύθυνση χ. Λόγω

αυτής της θερμοκρασιακής κλίσης δημιουργείται ένα δυναμικό ορμι1ς το οποίο αναγκάζει το τμήμα

του ρευστού που βρίσκεται κοντά στο τοίχωμα να κινηθεί στη διεύθυνση χ από την ψυχρότερη στην

θερμότερη περιοχή.
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γ

Τ=Τ(χ)

Η

'--------χ

Ψυχρή περιοχή θερμή περιοχή

Σχήμα 5.1: POll λόγω Θ.Ε. διαμέσου δυο παράλληλων πλακών.

Στη συγκεκριμένη ροή με βάση τις παραπάνω υποθέσεις οι συνιστώσες της μακροσΚΟΠΙΚ11ς

ταχύτητας στις διευθύνσεις Υ και Ζ είναι μηδενικές και η μόνη μη μηδενΙΚ11 συνιστώσα είναι αυτή

στη διεύθυνση της ρOlις, δηλαδι', ιι =(Ux ' ο, ο). Επίσης, αυηι η μη μηδενική συνιστώσα μεταβάλλεται

μόνο στη διεύθυνση Υ και παραμένει σταθεΡΙΙ στις άλλες δύο διευθύνσεις.

Η ροή ανάμεσα σε πλάκες περιγράφεται από την εξίσωση συνέχειας και την εξίσωση ορμής ση,

χ κατεύθυνση θεωρώντας ότι ιι ν = ΙΙ; = ο, ιι = ΙΙ(Υ) , οιι, / ΟΧ = Ο. Εισάγοντας τις παραπάνω σχέσεις

στις εξισώσεις (1.1) και (1.4) των Πινάκων ι-ι και 1-2 του Κεφαλαίου Ι και αγνοώντας τις βαρυτικές

δυνάμεις και τις διαφορές πίεσης καταλιιγουμε

οιι =ο
οχ

και

(5.1.1)

(5.1.2)

Για λόγους συντομίας στους συμβολισμούς δεν χρησιμοποιούμε τον δείκτη και γράφουμε

ιι., (Υ) = ιι (Υ), Η πρώτη εξίσωση οδηγεί στο συμπέρασμα ιι = ιι (Υ) που έχει ήδη χρησιμοποιηθεί στη

διατύπωση της δεύτερης εξίσωσης.

Οι οριακές συνθήκης ολίσθησης όπως αναφέρθηκε προηγουμένως θα είναι

Η μ dT
ιι(±-)=στ ----

2 ρΤ". d'C
(5.1.3)

όπου στ = Ι .149 είναι ο συντελεσηις ολίσθησης θερμοκρασίας ορίζεται στο Κεφάλαιο 2 και διάφορες

τιμές του μπορούν να βρεθούν στον Πίνακα 2-2. Οπότε το πρόβλημα κλείνει ως εξής
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Πρόβλημα:

d
2
u =0

d/

Η μ dT
ιι(±-)=στ ----

2 ΡΤΙΙ dx

Ολοκληρώνονταςδυο φορές ως προς Υ παίρνουμε

Κάνονταςχρήση της οριακής συνθΙ1κης έχουμε

Η Η JLdT Η
tt(-)=c -+c =::>σ ----=c -+c2 12 2 τ Τ dx 12 2

Ρ 11'

Η Η JLdT Η
ιI(--)=-c -+c =::>σ ----=-c -+c2 12 2 τ Τ dx 12 2

Ρ \jl

μ dT
Οπότε c1 =Ο και c, =στ----

- ρΤ". dx

(5.1.4)

(5.1.5)

Επομένως η αναλυΤΙΚ11 λύση του προβλήματος του θερμικού ερπυσμού για ροή διαμέσου δύο

ακίνητων πλακών απείρου μ11κους είναι

μ dT
ιι=σΤ ----

ΡΤΙΙ ' dγ
(5.1.6)

Παρατηρείται ότι η ταχύτητα του ρευστού είναι σταθερή για δεδομένη απόσταση χ και μάλιστα είναι

ίση με την ταχύτητα του ρευστού κοντά στο τοίχωμα. Μια ποιοτική μεταβολή της ταχύτητας δίνεται

στο Σχήμα 5.2.

Υ

Τ=Τ(χ)

-+

-+
Η -+

ΨυχΡη περιοχη

'---+-----+--7 χ

θερμή περιοχη

ΣΧΙ1μα 5.2: Ποιοτική μεταβολ11 της ταχύτητας λόγω Θ.Ε. διαμέσου δύο παράλληλων πλακών
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Στο σημείο αυτό είναι χρήσιμο να αδιαστατοποιήσουμε την ταχύτητα εισάγοντας τις αδιάστατες

ποσότητες

ι Χ
Χ=

L'
2Ρσ

Ρ=-2 '
Ι/ο

ι

U =
u

όπου Uo = ~2Rt η πιο πιθανή μοριακή ταχύτητα, και το χι παίρνει τιμές στο διάστημα [0,1].

Τότε η ταχύτητα γράφεται σε αδιάστατη μορφή ως εξής

U'=!στΚn dΤ
2 dx'

Παρατηρείται ότι όταν βρισκόμαστε κοντά στη θερμοδυναμική ισορροπία, για ρευστά δηλαδή που

βαθμός αραιοποίησης τους είναι μικρός (Kn ~ Ο) δεν υφίσταταιθερμικόςερπυσμός και ταχύτητα

ροής στη διεύθυνση χ .

Η μαζική παροχή Μ του ρευστού που διέρχεται από μια επιφάνεια Α δίνεται από τη σχέση

Lι2 ΗΙ2 ΗΙ2

Μ = ff ρ (u . η) d4 = f f ρ (u .η) cόιdz = L f ρ (u .η) cόι
Α -L12H12 ΗΙ2

όπου L η απόσταση κάθετη στην επιφάνεια του χαρτιού. Επειδή όμως οι πλάκες έχουν θεωρηθεί

απείρου μήκους Η« L, μας ενδιαφέρει ο υπολογισμός της μαζικής παροχής ανά μονάδας μήκους

της Ζ -διεύθυνσηςm=Μ / L και για L = Ι παίρνουμε

ΗΙ2 ΗΙ2 dT
m= f pu..{y)dy= f ρστL-dΥ

-Η 12 -Η 12 ρΤ", dx

Και επομένως η παροχή μάζας λόγω του θερμικού ερπυσμού διαμέσου δυο ακίνητων πλακών απείρου

μήκους δίνεται από τη σχέση

. ΗμdΤ
m=στ--

Τ'" dx
(5.1.7)

Το φαινόμενο του θερμικού ερπυσμού όταν συμβαίνει σε αγωγό κυκλικής διατομής είναι

επίσης εύκολο να επιλυθεί. Αν θεωρήσουμε ένα αραιοποιημένο ασυμπίεστο και σταθερής πίεσης

ρευστό το οποίο βρίσκεται εντός ενός αγωγού κυκλικής διατομής απείρου μήκους ακτίνας R, το

ρευστό ρέει στη διεύθυνση r λόγω μικρής θερμοκρασιακής κλίσης 8Τ / σι-., όπως φαίνεται στο

Σχήμα 5.3.
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T=T(r)

Η

'-------Ζ

Ψυχρή περιοχή θερμή περιοχή

Σχήμα 5.3: ΡΟΊΙ λόγω Θ.Ε. διαμέσου κυλινδρικού αγωγού.

Με βάση τις παραπάνω υποθέσεις οι συνιστώσες της ταχύτητας στις διευθύνσεις θ και r είναι

μηδενικές και η μόνη μη μηδενική συνιστώσα είναι αυτή στη διεύθυνση της ροής, δηλαδίι

II = (ο,Ο,ι/;) όπου ΙΙ; = Ι/; (Γ,θ,Ζ) . Επίσης, λόγω συμμετρίας ισχύει ότι 8ιι; / 8θ =Ο συνιστώσα

μεταβάλλεται μόνο στη διεύθυνση Υ και παραμένει σταθερΊι στις άλλες δύο διευθύνσεις.

Η ροή σε αγωγό κυκλΙΚΙ1ς διατομής περιγράφεται από την εξίσωση συνέχειας και την εξίσωση

ορμής στη Ζ -διεύθυνση θεωρώντας ότι ΙΙ-" = ΙΙ; = Ο και Ρ = σταθερι1. Εισάγοντας τις παραπάνω

σχέσεις στις εξισώσεις (1.2) και (1.9) των Πινάκων Ι-Ι και 1-4 του Κεφαλαίου Ι και αγνοώντας τις

βαρυτικές δυνάμεις παίρνουμε

8ι/; = Ο

8Ζ

και

.!.~(Γ 8ι/ J= Ο
r 8r 8r

(5.1.8)

(5.1.9)

Για λόγους συντομίας στους συμβολισμούς δεν χρησιμοποιούμε τον δείκτη και γράφουμε

ι/; = Ι/. Η πρώτη εξίσωση σε συνδυασμό με την 8ιι; / 8θ =Ο, οδηγεί στο συμπέρασμα ιι = ιι (r)

δηλαδή ότι η συνιστώσα μεταβάλλεται μόνο στη διεύθυνση r και παραμένει σταθερή στις άλλες δύο

διευθύνσεις.

Οι οριακές συνθήκες ολίσθησης που χρησιμοποιούνται είναι οι ίδιες με τη ροή ανάμεσα σε δύο

πλάκες

μ dT
L/(R) =στ ----

ρΤ" d'(
(5.1.10)

όπου σι = Ι. Ι 49 είναι ο συντελεστ11ς ολίσθησης θερμοκρασίας όπως αυτός ορίζεται στο Κεφάλαιο 2.

Οπότε το πρόβλημα διατυπώνεται ως εξιΊς
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Πρόβλημα:

'!!-(r dtl) = Ο
dr dr

μ dT
u(R) =στ----

ρΤ", dx

dtll _Ο
dr r=O

Ολοκληρώνοντας μια φορά ως προς r παίρνουμε

du
r-=c

dr 1

Κάνοντας χρήση της δεύτερης οριακής συνθήκης

du Ι =Ο και επομένως c, =Ο
dr r=O

Ολοκληρώνοντας ακόμη μια φορά ως προς r είναι

u(r) = C2

Κάνοντας χρήση της πρώτης οριακής συνθήκης

μ dT
u(R) =C2 ~ C2 =στ ----

ΡΤ'Υ dx

(5.1.11)

(5.1.12)

(5.1.13)

Επομένως η αναλυτική λύση του προβλήματος του θερμικού ερπυσμού για ροή διαμέσου ενός

κυλινδρικού αγωγού είναι

μ dT
u(r) =στ ----

ΡΤ'Υ dx
(5.1.14)

Παρατηρείταιότι η ταχύτητα του ρευστού είναι σταθερή για δεδομένη θέση Ζ και μάλιστα είναι ίση

με την ταχύτητα του ρευστού κοντά στην επιφάνεια του κυλίνδρου.

Η μαζική παροχή Μ που διέρχεται από την επιφάνεια Α μιας τυχαίας διατομής στο

καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένωνυπολογίζεταιαπό τη γνωστή σχέση

Μ= ffp(u.n)d4= ff p(u·n)dxdy
Α Α

Κάνοντας αλλαγή μεταβλητών χρησιμοποιώντας τους γνωστούς μετασχηματισμούς χ =rcοsθ και

Υ =r sin θ εφαρμόζουμε τη σχέση
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ff f(x,y)dxdy = ff g(r,θ)lσ(Χ,Υ)ldrdθ
(τ) (Ω) o(r, θ)

σ(Χ, Υ) Οχ ΟΥ Οχ ΟΥ . .
όπου ---'--~=-----= CΟSθrcοsθ-(-rsιηθ)sιηθ = r

G(r, θ) or σθ σθ or

Αντικαθιστώνταςτα παραπάνω η ροή μάζας υπολογίζεται ως εξής

θ=2πr=R r=R

Μ= ffp(u.n)dxdY= f f ρuΖ(r)rdrdθ = 2πρ f uz(r)rdr
Α θ=Ο r=O r=O

r~R μ dT μ dT r=R ΠR2μ dT
=2πρ f στ ----rdr=2πστ-- f rdr=στ---

r=O ρΤ .. dx Τι<, dx T~O Τι<, dx

Και επομένως η παροχή μάζας λόγω του θερμικού ερπυσμού διαμέσου ενός κυλινδρικού αγωγού

δίνεται από τη σχέση

(5.1.15)

Τα αποτελέσματα του φαινομένου του θερμικού ερπυσμού γίνονται καλύτερα αντιληπτά με

τη χρήση ενός αριθμητικού διαστατού παραδείγματος. Εξετάζεται η περίπτωση των παράλληλων

πλακών. Ίδια μεθοδολογία μπορεί να ακολουθήσει ο ενδιαφερόμενος για την περίπτωση του

κυλινδρικού αγωγού. Όπως και προηγουμένως ως ρευστά λειτουργίας θεωρούνται το He και το Xe.

Έστω L =1m το μήκος των πλακών και Η =1cm η μεταξύ τους απόσταση. Ως θερμοκρασία εισόδου

και εξόδου αντίστοιχα θεωρούνται οι τιμές Τι =280Κ και 1; =320Κ . Θα υπολογίσουμε την

κατανομή της ταχύτητας στη θέση Χο = Ο . Η θερμοκρασία σε αυτή τη θέση θεωρείται Τσ :::! 300Κ

Υποθέτοντας γραμμική κλίση της θερμοκρασίας υπολογίζουμε

dT :::! 1; -Τι = 320-280 Κ =40Κ / m
dx L 1 nl

Η κατανομή ταχύτηταςγια το He και το Xe αντίστοιχα στη θέση Χο υπολογίζεται από τη σχέση (5.1.6)

ως εξής

dT (19.92.10-6 Pa.s)
ΙIΗ. = στ -μ--- = (1.149) ( ') (40Κ / In) = 1.70·10-5 m / S

ΡΗ.ΤΟ dx 0.1786kg / m' (300Κ)

μ dT (23.28.10-6 Pa.s)
UXe = στ---= (1.149) ( ') (40Κ / m) = 6.09·10-7 nl / s

PXeTo dx 5.851kg / m' (300Κ)
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Η παΡΟΧΙ1 μάζας λόγω θερμικού ερπυσμού διαμέσου δυο ακίνητων πλακών απείρου μήκους για το He

και το Xe αντίστοιχα στη θέση χο υπολογίζεται από τη σχέση (5. Ι .7)

Ημ dT (0.01m)(19.92 ·ιο-6 Ρα· s)
fI1Ηe =στ -----.!!.!!...-=(1.149) (,,) (40Klm)=3.05·1O-S kgls

ΤΟ dx jOOK

Ημ dT (0.OIm)(23.28. Ι 0-<> Pa.s)
ri1χe =στ -----.!!.!!...-=(Ι.Ι49) () (40Klm)=3.56·ΙO-

S
kgls

ΤΟ dx 300Κ

Σημειώνεται ότι στο παραπάνω διαστατό παράδειγμα ο αριθμός Knudsen είναι κοντά στο

μηδέν, αφού οι μέσες ελεύθερες διαδρομές των μορίων για τα δύο αέρια σε κανονικές συνθήκες είναι

της τάξης των nm. Συγκεκριμένα η μέση ελεύθερη μοριακή διαδρομή σε ατμοσφαιρική πίεση για τα

δυο αέρια υπολογίζεται ως εξής

• Ι

[ J
~

(I9.92χlO-6pa.sec) (2.2077J.kgr-I.K- I)(300K) - -7

(
_ ) =2.22 . 1Ο =222nm

IO'Pa

[ J
~

(23.28 χ Ι 0-6 Pa· sec) (2. 63.32J· kgr-I .Κ-Ι )(300Κ) ,,-s

(
_ ) =4.5j .1Ο =45 .3nm

10'Pa

Άρα από τον ορισμό του αριθμού Knudsen

Κη = λΗ. =222 ·10-9
L

Κη = λχε = 45 ·10-9
L

Από τη σχέση (5.1.6) γίνεται αντιλιπτό ότι καθώς ο αριθμός Κn αυξάνει αυξάνουν και τα

φαινόμενα ολίσθησης επομένως και η ταχύτητα ροής του ρευστού στη διεύθυνση- χ . Για μικρές τιμές

Κn ή για λιγότερο αραιοποιημένα ρευστά όπως φαίνεται από τα παραπάνω αποτελέσματα η ταχύτητα

ροής και η παροχή μάζας είναι αμελητέες.
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5.2 Photophol·esis

Έστω ένα μικρό σωματίδιο με ανομοιόμορφη κατανομιι θερμοκρασίας στην επιφάνεια του, το

οποίο βυθίζεται σε ένα αέριο. Τότε κοντά στη διεπιφάνεια σωματιδίου και ρευστού θα εμφανιστεί το

φαινόμενο του θερμικού ερπυσμού. Σαν αποτέλεσμα στο σωματίδιο ασκείται μια δύναμη ανάλογη του

συντελεσ!11 θερμΙΚllς ολίσθησης, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.5. ΣυΥΊ1θως μια τέτοια ανομοιόμορφη

κατανομή της θερμοκρασίας συμβαίνει όταν η μια πλευρά του σωματιδίου είναι εκτεθειμέV11 σε

κάποια φωτεινή ακτινοβολία ενώ η άλλη υποσκιάζεται. Αυτός είναι και ο λόγος που το φαινόμενο

ονομάζεται photophoresis.

lορια αερίου

Α"τινοβολία

t-φμο

Σχήμα 5.5: Το φαινόμενο Photophoresis.

Έστω ένα σφαιρικό σωματίδιο με την ακόλουθη θερμοκρασιακή κατανομή στην επιφάνεια του

Τ(θ) =ΤΟ + ΔΤcοsθ

Για την επίλυση του προβλήματος επιλέγεται σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων με θ = Ο την

διεύθυνση της ροής. Αγνοώντας τις αδρανειακές και τις εξωτερικές δυνάμεις και με ΙΙφ = Ο και

0/ οφ = Ο λόγω συμμετρίας από τις εξισώσεις συνέχειας και N-S για ασυμπίεστη ροή Ρ = σταθ η

εξίσωση συνέχειας για σφαιρικές συντεταγμένες (Ι.3) του Πίνακα 1- Ι και οι εξισώσεις ορμής (Ι. Ι Ο)

και (Ι. Ι Ι) του Πίνακα 1-4 του Κεφαλαίου Ι γίνονται αντίστοιχα

ΟΙI,. + 2ιι,. +.!. ΟΙΙθ + ΙΙο cot θ =Ο

ΟΙ' Γ {' οθ Ι'
(5.2.1)

0=- ορ + μ[Ο"ΙΙ, +3. οιl, _ 2ιl, +~ ο"ιι, + cοtθ ΟΙΙ, _~ ΟΙΙο _ 2ιιe cοtθ) (5.2.2)
ΟΙ' ο{," Ι· Of' 1'" 1'" οθ" 1'" οθ 1'" οθ 1'"

(5.2.3)
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όπου Ur =Ur (r, θ) και UB =UB(r, θ) η ακτινική και η πολική συνιστώσα της ταχύτητας αντίστοιχα. Οι

οριακές συνθήκες που συνοδεύουν τις παραπάνω εξισώσεις είναι οι οριακές συνθήκες ολίσθησης και

για r =R δίνουν

ll, (R) =Ο

μ aT μ ΔΤ .
uθ(R)=στ RρT aB =-στ Rρτsιnθ

(5.2.4)

(5.2.5)

όπου στ =1.125 είναι ο συντελεστής θερμικής ολίσθησης (TSC) όπως αυτός ορίζεται στο Κεφάλαιο

2, μ το ιξώδες του ρευστού, R η ακτίνα του σφαιρικού σωματιδίου και Ρ η πυκνότητα του.

Σημειώνεται ότι καθώς το r ~ 00 η ταχύτητα εξαφανίζεται και το πρόβλημα πλησιάζει σε

θερμοδυναμικήισορροπία, δηλαδή

ΙίmUθ =0
r-->"

Iimur =0
r-->"

(5.2.6)

(5.2.7)

Εφαρμόζεται η μέθοδος των χωριζομένων μεταβλητών, οπότε αναζητούμε λύσεις τις μορφής [36]

ur(r,B) =f(r)cοsθ

uθ(r,θ) =-g(r)sin θ

p(r, θ) =μh(r)cοsθ

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω συναρτήσεις στις εξισώσεις (5.2.1)-(5.2.3) παίρνουμε

g=!...r1' + f
2

h = !...r 21'" + 3rf" +21'
2

r31''' + 8r2f"' + 81f" - 81' =Ο

Η εξίσωση (5.2.5) είναι τύπου EuIer και έχει γενική λύση

f(r) =r n

(5.2.8)

(5.2.9)

(5.2.10)

όπου το n θα πρέπει να υπολογιστεί. Αντικαθιστώντας την γενική λύση στην εξίσωση (5.2.5)

προκύπτει ένα πολυώνυμο τέταρτης τάξης ως προς n

n(n -l)(n - 2)(n _3)r n
-

i + 8n(n -l)(n - 2)r n
-

i + 8n(n _l)r n
-

i _8nr n
-

l = Ο

=> n (n - 1)(n - 2) (n - 3) + 8n (n - 1) (n - 2) + 8n (n - 1) - 8n =Ο

=> n4 + 2n3
- 5n 2

- 6n = Ο

=> n(n +3)(n +l)(n -2) =Ο
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Όποτε ρίζες του πολυωνύμου είναι n =Ο, -3, -1,2 και η συνάρτηση f παίρνει τη μορφή

Α Β 2
f=-----::;-+-+C+Dr

r' r

Αντικαθιστώντας τη συνάρτηση f στην εξίσωση (5.2.8) η συνάρτηση g γίνεται

r ( 3Α Β ) Α Β 2 3Α Β 2 Α Β 2g=- ----+2Dr +-+-+C+Dr :=;,g=----+2Dr +-+-+C+Dr
2 r 4 r2 r3 r 2r3 2r r 3 r

( -3Α ) 1 (Β ) Ι ? Α Ι Β Ι ?:=;,g= -+Α -----::;-+ --+Β -+(2D+D)r-:=;,g=--3"+--+3Dr-
2 r' 2 r 2 r 2 r

Αντικαθιστώντας τις συναρτήσεις f και g στις συνιστώσες της ταχύτητας έχουμε

U r (r,θ) =(~ + ~ + C + Dr
2)COSθ

U (r θ)=-(- Α ~+ Β ~+3Dr2)Sίηθ
θ , 2 r' 2 r

Για να ικανοποιούνται οι οριακές συνθήκες (5.2.6) και (5.2.7) καθώς το r ~oo

Iimur =o:=;,(~ + Β +C+Dr2 )CΟSθ=0
Γ-->σJ r r

Θα πρέπει C =D =Ο . Οπότε οι συνιστώσες της ταχύτητας μειώνονται ως εξης

Ur (Υ,θ) =(~ + Β)CΟSθ
r' r

( ΑΙ ΒΙ).
U (r θ)=- -------::;-+-- sιηθ
θ , 2 r' 2 r

Κάνοντας χρήση των συνοριακών συνθηκών (5.2.4) και (5.2.5) παίρνουμε

( Α Β) Α Βur (R) =ο:=;, -_ + - cos θ =Ο :=;, -_ + - =Ο
R' R R' R

u (R) =-σ ....!:!:.- ΔΙ sin θ
θ Τ Rp Ι

:=;,_(_ Α ~+ Β ~)Sίηθ=-σ ....!:!:.- ΔΙ sίηθ
2 R' 2 R τ Rp Ι

Α 1 Β 1 μ ΔΙ
:=;,---+--=σ --

2 R 3 2 R τ Rp Ι

Α Β 2μ ΔΙ
:=;,--+-=σ--

R3 R Τ Rp Ι
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Προσθέτοντας κατά μέλη τις παραπάνω παίρνουμε

Άρα οι συνιστώσες της ταχύτητας για ροή λόγω του φαινομένου photophoresis δίνονται από τις

σχέσεις

μ ΔΤ[ Ι R2 JU (r θ)=σ -- ---, cοsθ
r' T R Τ '

Ρ r r

μ ΔΤ[ Ι R2 J.u (r θ)=-σ ---- -+- sιnθ
θ' Τ 2Rp Τ r r 3

Η οπισθέλκουσα δύναμη υπολογίζεται ως εξής

2π π

D= f f(ΤrθΙRsίnθ-ΡrrΙRcosθ)R2sίnθdθ
ο ο

π

=> D =2πR2f(ΤrθΙR sin θ - ΡrrΙR COSθ)R
2

sin θdθ
ο

(5.2.11)

(5.2.12)

όπου ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει την τάση λόγω τριβής (viscous stress) και ο δεύτερος την τάση

λόγω πίεσης (pressure stress). Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.2.11) (5.2.12) στην εξίσωση ορμής

(5.2.3) και ολοκληρώνοντας ως προς θ παίρνουμε

μ2 ΔΤ
ρ=στ--cοsθ

Rp Τ

Η τάση λόγω πίεσης υπολογίζεταιαπό τη σχέση

8ιι, Ι μ2 ΔΤ
ΡΙ" =ρ-2μ-8 =-3σΤ-R2 -cosθ

r r=R Ρ Τ

Η τάση λόγω τριβής υπολογίζεταιως εξής

( ι 8ur 8Uθ uθ)1 μ2 ΔΤ .
Τrθ =-μ --+--- =-3στ -?---sιnθ

f· 8θ 8r r r=R R-Ρ Τ

Αντικαθιστώντας στη σχέση της οπισθέλκουσας παίρνουμε

μ2 ΔΤ
D=-4πσ -

τ Ρ Τ
(5.2.13)

όπου το αρνητικό πρόσημο σημαίνει ότι εάν η δεξιά πλευρά της σφαίρας είναι θερμότερη από την

αριστερή πλευρά, η σφαίρα θα κινηθεί προς τα αριστερά.
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ΣνJ\ιΙΠEPAΣMATA

5.1 Κί)ρια συμπεράσματα

Στην παρούσα διπλωματική εργασία επιλύθηκαν αναλυτικά κλασικά προβλήματα

ρευστομηχανικής στην υδροδυναμική περιοχή και στην περιοχή ολίσθησης. Στην υδροδυναμική

περιοχή χρησιμοποιήθηκαν οι εξισώσεις N-S συνοδευόμενες με οριακές συνθήκες μη ολίσθησης, ενώ

στην περιοχή ολίσθησης χρησιμοποιήθηκαν οριακές συνθήκες ολίσθησης της ταχύτητας και της

θερμοκρασίας τύπου MaxweIl πρώτης τάξης.

Η τιμή του συντελεστής ιξώδους ολίσθησης που εμφανίζεται στις συνθήκες ολίσθησης της

ταχύτητας αντλήθηκε από την κινητική θεωρία (μοντέλο S) ίση με σρ =1.018, ενώ η τιμή του

συντελεστή θερμικής ολίσθησης που εμφανίζεται στις συνθήκες ολίσθησηςτης θερμοκρασίαςεπίσης

από την κινητική θεωρία επιλέχθηκεστην τιμή στ =1.\75.

Σε κάθε πρόβλημαδόθηκαν αριθμητικάδιαστατάπαραδείγματαροών με ρευστά λειτουργίαςτο

Ήλιο (He) και το Ξένον (Xe) στις δυο περιοχές. Συγκεκριμένα στην υδροδυναμική περιοχή

θεωρήθηκε ότι Kn =Ο ενώ στην περιοχή ολίσθησης ότι Kn =0.\ . Έπειτα υπολογίστηκαν αριθμητικά

βασικά μεγέθη ροής όπως η ταχύτητα ροής, η μαζική παροχή, η διατμητική τάση και η οπισθέλκουσα

δύναμη.

Παρατηρήθηκε ότι καθώς αυξάνει ο αριθμός Κnudsen η επίδραση των φαινομένων ολίσθησης

αυξάνει σημαντικά. Τα αποτελέσματα δείχνουν ότι για ροές αραιοποιημένων ρευστών ή για

εφαρμογές σε μικρές γεωμετρίες (της τάξης των μικρών) η επίδραση των φαινομένων ολίσθησης δεν

μπορεί να αγνοηθεί και πρέπει να ληφθεί οπωσδήποτε υπόψη στον παραμετρικό σχεδιασμό στου

προβλήματος.
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5.2 Μελ.λοντική εργασία

Οι εξισώσεις N-S πέρα του πλεονεκτήματος της γρηγορότερης σύγκλισης έναντι των

εξισώσεων τις κινητικής θεωρίας, παρέχουν μια καλύτερη αντίληψη των φυσικών παραμέτρων και

μεγεθών του προβλήματος συμβάλλοντας με αυτόν τον τρόπο σε μια καλύτερη συνολική εποπτεία του

προβλήματος σε σχέση με τις μεθόδους προσομοίωσης. Αυτός είναι και ο λόγος ερευνητές μηχανικοί

προσπαθούν να επεκτείνουν το εύρος της εφαρμοστικότητας των εξισώσεων N-S πέρα του ορίου της

περιοχής ολίσθησης, δηλαδή για πιο αραιοποιημένα ρευστά, χρησιμοποιώντας μοντέλα οριακών

συνθηκών δεύτερης τάξης.

Επέκταση της παρούσας εργασίας θα μπορούσε να είναι η αναλυτική επίλυση των

προβλημάτων ροής με οριακές συνθήκες ολίσθησης 2'1ς τάξης. Επίσης θα μπορούσε να γίνει

σύγκριση των αποτελεσμάτων των λύσεων με συνθήκες ολίσθησης 1'1ς και 2'1ς τάξης με τα αντίστοιχα

αποτελέσματα από τη λύση των εξισώσεων της κινητικής θεωρίας. Επίσης θα μπορούσε να γίνει

σύγκριση μεταξύ των χρόνων σύγκλισης μεταξύ των δυο μεθόδων σε βασικά ή και πιο σύνθετα

προβλήματα ροών.
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ΔΙΑΝVΣlVΙΑΤΙΚΗ ΑΝΑΑΥΣΗ

Παρακάτω απαριθμούνται μερικές διανυσματικές σχέσεις που είναι ιδιαίτερα χρήσιμες στη

μελέτη της μηχανικής των ρευστών. Ο αναγνώστης θα βρει περισσότερο υλικό σε οποιοδήποτε βιβλίο

μαθηματικών που πραγματεύεται το πεδίο της διανυσματικής ανάλυσης.

Α.1 Διανυσμο.τικές ιδι6τητες

Στις παρακάτω σχέσεις, φ είναι οποιοδήποτε βαθμωτό μέγεθος και a, b και c οποιοδήποτε

διάνυσμα.

Υ'χΥ'φ=Ο

Υ' . (φa) = φΥ' . a + a . Υ'φ

Υ'χ (φa) = Υ'φχ a +φ(Υ'χ a)

Y'.(V'χa)=O

]
(a· V')a =-Y'(a·a)-aχ(Y'χa)

2

Υ' χ (a χ b) = a(V'· b) - b(Y' .a) - (a· Y')b + (b· Y')a

Υ' . (a χ b) = b· (Υ' χ a) - a· (Υ' χ b)
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Α.2 Διανυσματικοί τε.λf:στές

Α.2.1 ΥλΙΙΟ1 nupliyroyo..;

Υλική παράγωγος (material derivative) ή Λαγκρασιανή παράγωγος (Lagrangian deriνatiνe)μιας

βαθμωτής συνάρτησης Θ

σε καρτεσιανές συντεταγμένες:
DΘ 8Θ
-=-+υ,\7Θ

Dt 8t

, ,DΘ8Θ OΘuOΘ 8Θ
σε κυλινδρικες συντεταγμενες : - = - + u - + ---lL - + u -

Dt 8t r 8r r 8θ Ζ 8Ζ

DΘ8Θ OΘuOΘ u 8Θ
σε σφαιρικές συντεταγμένες: - = - + u

r
- + ---lL_ + --ψ---

Dt 8t 8r r 8θ rsίηθ 8φ

.'\.2.2. Λtιπλασιανός τελεστή..;

Λαπλασιανός τελεστής (LapIacianoperator) \7, \7, \72 ή Δ μιας διανυσματικής συνάρτησης Ι

82j 821 821
σε καρτεσιανέςσυντεταγμένες: ΔΙ = --2 + --2 + --2

8χ ι3Υ 8Ζ

, , 1 8 ( 81J 1 82Ι 82Ι 82Ι 1 81 1 82Ι 82Ι
σε κυλινδρικες συντεταγμενες: ΔΙ = - - r - + 1'"-? + --2 = -2- + - - + 1'"--? + --2

r 8r 8r ,,- 8θ- 8Ζ 8 r r 8" r- 8θ- 8Ζ

, 'ιf 1 82 (Ι) 1 8 ( , θ 81 J 1 82Ι
σε σφαιρικες συντεταγμενες: Δ =--2 r + ? • SIn - + 2 • 2

r 8r r- sιηθ 8θ 8θ r slηθ 8φ

,όπου φ η αζιμουθιακή και θ η πολική γωνία
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:Β
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΝΑVIER-STOΚES

Σκοπός του παραρτήματος αυτού είναι η λεπτομερής παρουσίαση των εξισώσεων Navier

Stokesστα διάφορα συστήματα συντεταγμένων. Παρόλο που οι εξισώσεις μπορούν να γραφούν ως

ανάπτυγμα τις γενικής τους διανυσματικής μορφής, η ανάγνωση της ανεπτυγμένης εξίσωσης

δυσχεραίνει όταν αντικατασταθεί ο τανυστής τάσης Τ .

Β.Ι Γενική δια\'υσματική μορφή

Στη γενική τους διανυσματική μορφή οι εξισώσεις διατηρούν τη συνεκτικότητα τους,

περιλαμβάνοντας την υλική παράγωγο D / Dt *, την απόκλιση του διανύσματος της ταχύτητας \7. u

και τον λαπλασιανό τελεστή \72 . Οι ανεπτυγμένες μορφές των παραπάνω τελεστών μπορούν να

βρεθούν στο παράρτημα Α.

Β.Ι.1 ΔιαφΟΡΙΚΊΊ εξίσωση συν{χειας

Η διαφορική εξίσωση συνέχειας αποτελεί τη μαθηματική διατύπωση του νόμου διατήρησης της

μάζας για ένα ορισμένο σημείο του χώρου. [παπαιωαwου σελ 380] Η γενική μορφή της σε

ανυσματικό συμβολισμό δίνεται από τη σχέση

σρ
-+ν·ρυ=Ο
σ!

Dp
-+p"V·u=O
Dt

(Β. Ι)

Β.1.2 Διαφορική εξiσωση OΡ~ιl'E

Η διαφορική εξίσωση ορμής είναι ισοδύναμη με το δύτερο νόμο κίνησης του Newton. Η γενική

μορφή της σε ανυσματικό συμβολισμό δίνεται από τη σχέση
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Du [ ου ] [ ου ( υ .υ) ]Ρ-=Ρ -+(υ·\7)υ =ρ -+V - +ux(Vxu)
Dt οΙ οΙ 2

=f + V·T =f - Vp+ VT'

(Β.2)

,όπου Τ ένας συμμετρικός τανυστής τάσης. Οι όροι του τανυστή σε ανεπτυγμένη μορφή για τα

διάφορα συστήματα συντεταγμένωναναφέρονταιπαρακάτω.

Β. Ι.3 ΔιαωOΡlΚ11εξίσωσηορμής, σταΟερ6 ιξ6)δες

Du [ου ] [ου (υ.υ) ]Ρ-=Ρ -+(u,V)u =Ρ -+V - -ux(Vxu)
DI οΙ οΙ 2

= f - VΡ - μΥ' χ [ (Υ' χ υ)] + (Κ + 2μ ) V [Υ' . υ]

= f - Vp +μv2
υ +(Κ+ μ)V(V. υ)

Β.Ι.4 ΔΙ(1ωOΡlΚ11 (;ξίσωση ορμ11ς, ασυμπίεστη ΡΟ1) κω σtαOερ6 ις(Dδες

Du
Ρ- = f - Vp +μv2

υ
Dt

Β.2 Το.νυστήςτιισης

(Β.3)

(Β.4)

Η εντατική κατάσταση περιγράφεται με ένα συμμετρικό τανυστή Τ , οι όροι του οποίου

μπορούν να αναπτυχθούν σε διάφορα συστήματα συντεταγμένων.

Β.2.1-Καρτεσιαν()

Οι όροι του διανύσματος της ταχύτητας (Ux ' Uy ' U;) σε συνδιασμό με το καρτεσιανό σύστημα

συντεταγμένων (Χ,Υ,Ζ)
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J3.2.2. Κυλινδριι-χ"

Οι όροι του διανύσματος της ταχύτητας (u"uθ,uΖ)σε συνδιασμό με το κυλινδρικό σύστημα

συντεταγμένων (r,θ,Ζ)

(Β.6)

Β.2.3. Σφαιρl.κδ

Οι όροι του διανύσματος της ταχύτητας (ur , Uθ ' Uφ ) σε συνδιασμό με το σφαφικό σύστημα

συντεταγμένων (r,θ,φ)

2 oUr .Χ7
Τ" =-ρ+ μ-+Ι\.v·u

or

Τθθ =-P+2μ(~ ~U~ +: JKV,U

(
1 ΟUφ U Uθ cοtθ)

Τ =-ρ+2μ -.--+-!..+ +KV,U
φφ rsιnθ οφ r r

Τ = Τ = μ[r.Ξ..(Uθ J+.!. OU r
]

,θ θ, or r r οθ

Τ,," τ" "μ[ si~e :θ( s~:e)+ rsi~e :: ]

Τ = Τ =μ[_1- OU r + r.Ξ..(Uφ )]
φ, 'φ r sin θ οφ or r

(Β.7)
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Β.3 Καρτεσιανές εξισώσεις Νavier-Stokes, γενική (J.νε1rτυγμένη

μορφή

(Β.8)

Β.3.2 χ-Ορμ11

Du, ορ Ο [OUx ] Ο [ (OUx OU Y )] Ο [ (OU. OUx ]]ρ-'=Ιχ--+- 2μ-+kVυ +- μ -+-' +- μ -'+- (Β.9)
Dt οχ οχ ax ι3Υ ι3Υ ax ΟΖ ax ΟΖ

Β.3.3 Υ-Ορμ11

Duy ορ Ο [OOy
] ο [ (OO Y ou.)] Ο [ (OUx OOy )]p-=j, --+- 2μ-+kVυ +- μ -'+-' +- μ -+- (Β.Ι0)

Dt Υ ι3Υ ι3Υ ι3Υ ΟΖ ΟΖ ι3Υ ax ι3Υ ax

Β.3.4 Ζ-Ορμή

Du= f ορ 0[2 00= k~] Ο [ (OU= σι(χ]] ο [ (OU)' OO=)](B 11)ρ-= .--+- μ-+ νυ +- μ -+- +- μ -+- .
Dt . ΟΖ ΟΖ ΟΖ ax ΟΖ ΟΖ ι3Υ ΟΖ ι3Υ

Β.4Καρτεσιανές εξισώσεις Νavier-Stokes, σταθερό ιξώδί::ς

Β.4.1 χ-Ορμή. σταΟφό ιξ<i)ό~;ς

Du, ορ 2 ( ) ο
ρ-' =j,,--+μVu + μ+κ -ν'υ

Dt χ ΟΧ χ οχ

Β.4.2 Υ-Ορμή,σταΟεμόις(!}δες

Du), ορ 2 Ο
p-=j, --+μνΜ +(μ+κ)-ν·υ

Dt )' ι3Υ J' ι3Υ

Β.4.3 Ζ-Ορμή,σταθφ()ις{οδf:';

DL(= ορ 2 ( ) Ο
ρ-=}:--+μVu. + μ+κ -ν·υ

Dt . ΟΖ' ΟΖ
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(Β.13)

(Β.14)



5 Καρτεσιανές εξισώσεις Navier-Stokes, ασυμπίεστη ροή ι\:αι

σταθερό ιξ<ί>δες

Dux σρ 2
p-=j, --+μVu (Β.15)Dt οΥ 8χ Χ

Β.5.2 Υ-Ορμή,ασυμπίεστη ριηl t-:CΙΙ σταθερό ιξ(()δες

Du)' σρ 2
ρ- = j, -- + μVu (Β.16)

Dt .ν συ .ν

Β.5.3 Ζ-Ορμή,ασυμπίεστη ροή και σταθερ6 ις(i)δες

Β.6Κυλινδρο{ές εξισ6)σεις Navier-Stokes, γενική ανεπτυγμένη

μορφή

Β.6.1 Εξίσωση συνέχειας

σρ 1 σ 1 σ σ
-+--(rpu,)+--(PUθ)+-(pu,) =Ο
at r or r σθ σΖ-

Β.6.1 Ζ-Ορμί}

(Β.18)

(
DUz ) (OUz ouz ouz Uθ auz )

ρ - =ρ -+u -+u -+--
Dt at Ζ σΖ r or r σθ

σρ σ [oU, J 1 σ [ (OUr auz )]=17 --+- 2μ--+KV,U +-- μr --
- σΖ σΖ σΖ r 8r σΖ or

+.!.~[μ(.!. ouz + σuθ )]
r σθ r σθ σΖ

(Β.19)

Β.6.1 Ο-Ορμίι

(
DUr U/ J (OUr OUr OUr Uθ OUr uθ

2 J
ρ --- =Ρ -+u,-+ur-+----

Dt r at - σΖ or r σθ r

=1r - σρ + ~[μ(σUr + au=)] +~[2μ DUr + κV'. UJ (Β.20)
or σΖ σΖ or or or

+.!.~[μ(.!. OUr + σUθ _ Uθ )]+ 2μ [σUr _.!. σUθ _ UrJ
r σθ r σθ or r r or r σθ r

103



-------~ --------------------

Β.6.1 Γ-Ορμτl

Β.7 ΚυλινδρικέςεξισώσειςNavier-Stol{es, σταθερό ιξιί)δες

Β.7.1 χ-Ορμιί

(Β.22)

Β.7.2. Υ-Οι.μή

p[DUr _ uθ
2

)=ρ[σur +u OUr +u OUr + Uθ OUr _ u/)
Dt r at Ζ σΖ r or r σθ r

(Β.23)

j, σρ [2 ur 2 Ouθ ] ( ) σ ( )= ,--+μ \7 Ur---2"- + κ+μ - \7·u
or r2 r σθ or

Β.7.3. Ζ-Ορμlί

(
DUθ UrUθ ) (σUθ σUθ σUθ Uθ σUθ UrUθ )

Ρ -+- =Ρ -+U,-+Ur-+--+-
Dt r at - σΖ or r σθ r

1 σρ [2 Uθ 2 aur ] ( ) 1 σ ( )=!θ---+μ \7 Uθ --+-- + κ+μ -- \7·u
r σθ r 2 r 2

σθ r σθ
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Β.8 Κυλινδρικές εξισ<οσεις Navier-Stol{CS, ασυμπίεστη ροή και

σταθερό ιξώδες

Β.8.! Γ-Ορμή

p(DUr _ U/)=p(8Ur +U, 8ur +Ur 8ur + Uθ 8ur _ u/)
Dt r 8t - 8Ζ 8r r 8θ r

=j, _ 8ρ +μ[\72u _!!.Ι.-_2 8Uθ ]=j, _ 8ρ +μ[~~(r8Ur)_!!.Ι.-+~ 8
2

ur _2 8Uθ + 8
2

Ur ]
r 8r r r 2 r2 8θ r 8r r 8r 8r r2 r2 8θ2 r 2 8θ 8Ζ 2

(Β.25)

Β.8.2. Ο-Ορμή

(Β.27)

Β.9 Σφαιρικές f:ξισ(οσf:ις Navier-Stokes,

μορφή

Β.9.1 Εξίσωση σι)\.'i:χεΗις

γf;νική ανf;πτυγμi':νη

8ρ 1 8 2 1 8 . 1 8
-+?-(r PUr)+-.--(Ριιθsιηθ)+-.---(pu )=0
8t r- 8r rstne 8θ rstne 8φ φ

(Β.28)
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r-----------------------------------------------------.ιιι

Β.9.2 r-Ορμrl

Β.9.3 Ο-ΟρμΙ1

[
DUθ UrUθ u~ cot θ] 1 8ρ 1 8 [ ( 1 8Uθ Ur ) ]

Ρ --+--- =/, ---+-- 2μ --+- +KV"U
Dt r r φ r 8θ r 8θ r 8θ r

+rs;Ώθ ΒΒφ[μS;:θ :θ(S~θ)+ rS~θ ~~]+ :r[μr:(U;)<~] (830)

+μ [2cοtθ 8Uθ _ 2cοtθ 8Uφ _ 2Uθ cot
2
θ + 3r~(Uθ) +~ 8Ur ]

r r 8θ rsίηθ8φ r 8r r r8θ

Β.9.4 φ-Ορμή

( DUφ UφUr UθUφ cοtθ) 1 8ρ 1 8 [ ( 1 8Uφ ur Uθ cοtθ) ]
Ρ --+--+ =/, ----+--- 2μ ---+-+ +κV'·o

Dt r r φ rsίηθ 8φ rsίηθ 8φ rsίηθ 8φ r r

8[ μ 8ur 8 (Uφ )] 18 [μSίηθ 8 (Uφ ) μ 8Uθ ]
+ 8r rsίηθ 8φ +μr 8r ---; +;- 8θ -r-8θ sίηθ +rsίηθ 8φ

+μ[_3_8ur +3r~(Uφ)+ 2cοtθsίηθ 8 (-.!!:L)+ 2cοtθ 8Uθ ]
r rsίηθ 8φ 8r r r 8θ sίηθ ρsίηθ 8φ

(Β.31)

8.10 Σφαιρικές εξισιδσειςNavier-Stokes, σταΘερό ιξιδδες

Β.Ι0.Ι r-ΟρμίΊ
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Β.10.2 Ο-Οριιτl

Ρ(DUθ + UrUθ _ U~cote)=f, _~ 8ρ +μ(V2 11 +~ 8ιι, _ Uθ _ 2cose 8Uφ )
Dt Ι' r φ r 8θ θ ,.2 8θ 1·2 Sin2θ 1·2 Sin2θ 8φ

(Β.33)

Ι 8
+(Κ+ μ)--(v .υ)

r 8θ

Β.10.3 φ-Ορμή

( DU
φ UφUr uθuφcοtθ) 1 8ρ (2 Uφ 2 8ur 2cose 8Uθ )

Ρ --+--+ =!, ----+μ V U - + +---:----:--
Dt r r φ rsίηθ8φ φ r2sine r2sine 8φ r2sin2e 8φ

+(κ+μ)_?__8 (V.u)
rsIn θ 8φ

(Β.34)

Η.Ι1 Σφαιρικές εξισώσ~:ις Navier-Stokes, ασυμπίf;στη ΡΟΙ1 Κ(Η

σταθερό ιξώδες

Β.ΙΙ.1 Γ-Ορμή

(
DUr U~+U~) 8ρ (2 2 8. 2 8Uφ )

ρ -- =!r--+μ V ur - ? -(uθsιηθ)- 2' -
Dt r 8r r- SIn θ 8θ r Sln θ 8φ

(
8ur 8ur Uθ 8ur Uφ 8ur U~ + U~)

~p -+U -+--+---------'-
8t r 8r r 8θ r Sin θ 8φ r

8ρ : (r\ : (r
28;; J) + r 2 S~n θ :θ ( sin θ ~~ J

=!r-8r+ μ
1 82ur 2 8. 2 8Uφ

+? ? ? - 2 (ΙΙθ sιηθ)----=-2--r- sin- θ 8-φ r sin θ 8θ r sin θ 8φ

Β.ΙΙ.2 Ο-Ορμή

(13.35)

(Β.36)
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Β.ΙΙ.3 φ-ΟρμΙ1

( DUφ UφUr UθUφ cote) Ι 8ρ (2 2 8ur 2cote 8Uθ )
Ρ --+--+ =f ----+μ V U + +---

Dt r r φ r sin θ 8φ φ r 2sin θ 8φ r 2sin θ 8φ

(
8Uφ 8Uφ Uθ 8Uφ Uφ 8Uφ UφUr UθUφ cot θ)

~ρ -+u -+--+---+--+ (Β.37)
8t r 8r r 8θ r sin θ 8φ r r

~~(r2 8Uφ)+~~(_1~(u Sine))
1 8ρ r 2 8r 8r r2

8θ sin θ 8θ φ
=f ----+μ

φ rsine 8φ Ι 82Uφ 2 8ur 2cote 8Uθ+? 2 2 + +
r- Sin θ 8φ r 2Sin θ 8φ r 2Sin θ 8φ

Σημειώνεται ότι η Γ-συνιστώσα των εξισώσεων ΝaνieΓ-Stοkesσε σφαιρικές συντεταγμένες

μπορεί να απλοποιηθεί λαμβάνοντας υπόψιν την εξίσωση συνέχειας [1],[2]

[Ι] R.B. Bird, W. Ε. Stewart, and Ε. Ν. Lightfoot, Transport Phenomena, 2th edition. WiIey 2002

[2] R. Β. Bird, R. C. Armstrong, and Ο. Hassager, Dynamics of Polymeric FIuids: Volume 1 Fluid

Mechanics, Wiley: ΝΥ, Ι 987
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ΙΔΙ()ΤΗΤΕΣ Τ!!Ν ΑΕΡΙ!!Ν He, Xe

Το He και το Xe ανήκουν στα ευγενή αέρια (γνωστά και ως αδρανή ή σπάνια αέρια). Γενικά,

είναι μια ομάδα χημικών στοιχείων, με πολύ παρόμοιες ιδιότητες: Υπό συνηθισμένες συνθήκες (

Τ =25° C , Ρ = latm ) είναι άοσμα και άχρωμα μονατομικά αέρια, με πολύ μικρή χημική

δραστικότητα.

Παρακάτω δίνεται ο πίνακας δυναμικού ιξώδους του Ήλιου και του Ξένον σε μΡa' sec για

διάφορες τιμές της θερμοκρασίας σε κλίμακα Κ .

Πίνακας Γ-Ι Δυναμικό ιξώδες σε ατμοσφαιρική πίεση για

το Ήλιο (He) και το Ξένο (Xe)

Θερμοκρασία
Ιξώδες

He Xe

Τ μ ±Δμ μ Ι ±Δμ

(Κ) (μΡa sec) (μΡa sec)

20 3,47 0,1

30 4,41 0,08

40 5,29 0,07

50 6,12 0,05

60 6,90 0,05

100 9,66 0,04

ΙΙΟ 10,28 0,04

120 10,88 0,03

200 15,17 0,02 15,85 0,05

220 16,16 0,02 Ι 7,3\ 0,04

240 Ι 7,12 0,02 18,79 0,04

300 19,92 ~ 23,28 ~

400 24,34 ~I 30,68 ~

500 28,46 I~ 37,64 ~
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