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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Σκοπός της παρούσας διδακτορικής διατριβής είναι η ανάλυση και σχεδίαση 

µικροκυµατικών µεταϋλικών µέσων διάδοσης. Τα µεταϋλικά (metamaterials) εµφανίζουν 

ταυτόχρονα αρνητικές τιµές των συντακτικών τους παραµέτρων ε και µ σε ορισµένο εύρος 

συχνοτήτων, µε αποτέλεσµα αρκετά ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά, όπως η εµφάνιση 

αρνητικού δείκτη διάθλασης, η αντιστροφή του φαινοµένου Doppler και το γεγονός ότι η 

ταχύτητα φάσης και η ταχύτητα οµάδας, που χαρακτηρίζει την κατεύθυνση µετάδοσης της 

ισχύος, έχουν αντίθετες κατευθύνσεις. Η ηλεκτροδυναµική συµπεριφορά υλικών µέσων µε 

αρνητικό δείκτη διάθλασης µελετήθηκε για πρώτη φορά από το Ρώσο επιστήµονα 

Veselago το 1968, ο οποίος κατέληξε στο συµπέρασµα ότι τέτοιου είδους υλικά δεν 

υπάρχουν στη φύση, αλλά είναι δυνατό να κατασκευαστούν τεχνητά. Το θέµα δεν έτυχε 

περαιτέρω διερεύνησης από τη διεθνή επιστηµονική κοινότητα στις επόµενες δεκαετίες, 

µέχρι και το 1999, όταν επανήλθε στο προσκήνιο από την οµάδα του Βρετανού 

επιστήµονα Pendry στο πανεπιστήµιο Imperial, ο οποίος πρότεινε µία µέθοδο για την 

εµφάνιση αρνητικής µαγνητικής διαπερατότητας µ από αγωγούς. Η δοµή που προτάθηκε 

αποτελούνταν από µία συστοιχία διαχωρισµένων δακτυλίων (Split Ring Resonators) και 

εµφάνιζε αρνητικό µ γύρω από ένα στενό εύρος ζώνης συχνοτήτων. Ο συνδυασµός της 

δοµής των διαχωρισµένων δακτυλίων µε λεπτά µεταλλικά σύρµατα παρείχε αρνητική 

µαγνητική διαπερατότητα µ και διηλεκτρική επιτρεπτότητα ε αντίστοιχα, οδηγώντας στην 

ανάπτυξη ενός σύνθετου υλικού µε αρνητικό δείκτη διάθλασης από µία οµάδα ερευνητών 

στο πανεπιστήµιο της Καλιφόρνια (UCSD). Το γεγονός αυτό είχε ως αποτέλεσµα η 

ανάπτυξη µεταϋλικών µέσων να απασχολήσει ιδιαίτερα την επιστηµονική κοινότητα την 

τελευταία δεκαετία.  

Στην παρούσα διατριβή προτείνεται µία τελείως διαφορετική δοµή ως υποψήφιο µεταϋλικό 

µέσο, η οποία καθιστά ευκολότερη τη φυσική του υλοποίηση και προσφέρεται για 

λειτουργία τόσο στις µικροκυµατικές (GHz) όσο και σε υψηλότερες συχνότητες (THz). Η 

δοµή που επιλέγεται για τη µοντελοποίηση του µεταύλικού συνίσταται από ένα 

τρισδιάστατο κυβικό πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, οι οποίες είναι µαγνητικά αδρανείς. 

Η συγκεκριµένη δοµή εκµεταλλεύεται το φαινόµενο του ηλεκτροµαγνητικού συντονισµού 

των σφαιρών που πραγµατοποιείται σε συγκεκριµένες συχνότητες και έχει ως αποτέλεσµα 

τη µεγιστοποίηση του πλάτους του σκεδαζόµενου Η/Μ πεδίου. Σηµειώνεται επίσης ότι το 

µέσο στο σύνολό του εµφανίζει ισοτροπική συµπεριφορά, γεγονός το οποίο σε συνδυασµό 
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µε την περιοδικότητα της δοµής, διευκολύνει την ανάλυση της ηλεκτροµαγνητικής του 

συµπεριφοράς. Αποδεικνύεται ότι η ενεργός µαγνητική διαπερατότητα µeff και η ενεργός 

διηλεκτρική σταθερά εeff της συνολικής δοµής εξαρτώνται άµεσα από το συντονισµό των 

µεµονωµένων σφαιρών και οι τιµές τους εµφανίζουν απότοµες αυξοµειώσεις γύρω από τις 

συχνότητες συντονισµού των µαγνητικών και ηλεκτρικών κυµάτων αντίστοιχα, µε 

αποτέλεσµα να προκύπτουν αρνητικές σε ορισµένο εύρος ζώνης. Την ιδιότητα αυτή 

εκµεταλλευόµαστε στη δηµιουργία ενός µέσου µε αρνητικό δείκτη διάθλασης (µεταϋλικό), 

του οποίου οι συντακτικές παράµετροι ε και µ λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιµές.   

Το 1ο κεφάλαιο της διατριβής ξεκινά µε µία σύντοµη ιστορική ανασκόπηση 

παρουσιάζοντας τα σπουδαιότερα αποτελέσµατα των επιστηµονικών µελετών στο πεδίο 

έρευνας των metamaterials και τις σηµαντικότερες πιθανές εφαρµογές των µεταϋλικών. 

Ιδιαίτερη αναφορά γίνεται στη δυνατότητα ανάπτυξης ενός τέλειου φακού (perfect lens), ο 

οποίος επιτυγχάνει εστίαση µε διακριτική ικανότητα µεγαλύτερη από το φράγµα του 

µήκους κύµατος, καθώς και στα κυκλωµατικά ισοδύναµα των µεταϋλικών που επιτρέπουν 

την κατασκευή διατάξεων µε βελτιωµένα χαρακτηριστικά λειτουργίας.  

Στο 2ο κεφάλαιο µελετώνται διεξοδικά οι φασµατικές ιδιότητες των µεταϋλικών µέσων 

διάδοσης, προκειµένου να καταλήξουµε σε χρήσιµα συµπεράσµατα για την ιδιαίτερη 

ηλεκτροµαγνητική τους συµπεριφορά. Για τις ανάγκες της ανάλυσης θεωρείται µία πλάκα 

από µεταϋλικό. Η µέθοδος ανάλυσης βασίζεται στους µετασχηµατισµούς Fourier και το 

Η/Μ πεδίο εκφράζεται ως επαλληλία επιπέδων κυµάτων. Επίσης, η πλήρης περιγραφή του 

ηλεκτροµαγνητικού πεδίου συνίσταται τόσο από το διακριτό (επιφανειακά κύµατα) όσο 

και από το συνεχές (ακτινοβολούµενα κύµατα) φάσµα ιδιοτιµών. Τα κύρια συµπεράσµατα 

προκύπτουν από την καµπύλη διασποράς του µέσου, όπου απεικονίζεται η  µεταβολή της 

σταθεράς διάδοσης καθώς και της σταθεράς απόσβεσης συναρτήσει της συχνότητας, στο 

εύρος συχνοτήτων όπου οι συντακτικές παράµετροι ε και µ προκύπτουν ταυτόχρονα 

αρνητικές. Συγκεκριµένα, διακρίνονται οι διάφορες κατηγορίες ηλεκτροµαγνητικών 

κυµάτων που είναι δυνατό να υποστηρίξει η πλάκα από µεταϋλικό σε αντίθεση µε τα 

συνήθη υλικά µέσα και προκύπτει το βασικό συµπέρασµα ότι η σταθερά διάδοσης για τα 

διαδιδόµενα και φθίνοντα επιφανειακά κύµατα µειώνεται µε την αύξηση της συχνότητας, 

µε αποτέλεσµα η ταχύτητα οµάδας και η ταχύτητα φάσης να είναι αντιπαράλληλες, 

γεγονός που δεν παρατηρείται στα συνήθη υλικά µε θετικά ε και µ.  

Στο 3ο κεφάλαιο παρουσιάζεται η προτεινόµενη δοµή για τη µοντελοποίηση του 

µεταύλικού µέσου, η οποία αποτελείται από ένα κυβικό πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, οι 
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οποίες είναι µαγνητικά αδρανείς. Η συγκεκριµένη δοµή καθιστά εύκολη τη φυσική 

υλοποίηση του υπό σχεδίαση µεταϋλικού και προσφέρεται για λειτουργία στις 

µικροκυµατικές συχνότητες. Η µέθοδος ανάλυσης που ακολουθείται βασίζεται στη θεωρία 

του ενεργού µέσου (effective medium theory), σύµφωνα µε την οποία ένα µέσο διάδοσης 

χαρακτηρίζεται ως ενεργό όταν ένα προσπίπτον Η/Μ κύµα δεν αντιλαµβάνεται τις 

ασυνέχειες του µέσου. Ο κύριος περιορισµός  που πρέπει να ικανοποιείται είναι ότι το 

µήκος κύµατος ακτινοβολίας στο περιβάλλον µέσο (host medium) πρέπει να είναι αρκετά 

µεγαλύτερο από τη διάµετρο των σφαιρών. Το γεγονός αυτό µας επιτρέπει να 

συσχετίσουµε τις παραµέτρους σκέδασης από µία µεµονωµένη σφαίρα (σκέδαση Mie) µε 

την ενεργό διηλεκτρική επιτρεπτότητα και µαγνητική διαπερατότητα του συνόλου των 

σφαιρών.  

Το κεφάλαιο ξεκινά µε τη µελέτη του προβλήµατος της σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα 

και του φαινοµένου του ηλεκτροµαγνητικού συντονισµού των σφαιρών. Στη συνέχεια, 

παρουσιάζεται η θεωρία του ενεργού µέσου, η οποία βασίζεται στη θεώρηση των σφαιρών 

ως ισοδύναµων ηλεκτρικών και µαγνητικών διπόλων και οδηγεί σε αναλυτικές εκφράσεις 

για την ενεργό διηλεκτρική σταθερά και ενεργό µαγνητική διαπερατότητα του συνόλου 

των σφαιρών. Ο ηλεκτροµαγνητικός συντονισµός των σφαιρών είναι ιδιαίτερα έντονος 

όταν το υλικό των σφαιρών εµφανίζει υψηλή διηλεκτρική σταθερά, της τάξης του 100. 

Θεωρώντας τέτοια υλικά, η ενεργός µαγνητική διαπερατότητα και η ενεργός διηλεκτρική 

σταθερά προκύπτουν αρνητικές σε ένα εύρος συχνοτήτων γύρω από τις συχνότητες 

συντονισµού των µαγνητικών και ηλεκτρικών κυµάτων αντίστοιχα. Ωστόσο, η εµφάνιση 

αρνητικού δείκτη διάθλασης για το σύνολο της δοµής προϋποθέτει η µαγνητική 

διαπερατότητα και η διηλεκτρική σταθερά του µέσου να λαµβάνουν στο ίδιο εύρος ζώνης 

αρνητικές τιµές, δηλαδή να συµπίπτουν οι συχνότητες µαγνητικού και ηλεκτρικού 

συντονισµού, γεγονός που δεν µπορεί να συµβεί αν όλες οι σφαίρες αποτελούνται από το 

ίδιο διηλεκτρικό υλικό και έχουν την ίδια ακτίνα. Το πρόβληµα αντιµετωπίζεται 

θεωρώντας ότι η δοµή αποτελείται από δύο είδη σφαιρών διαφορετικής ακτίνας αλλά από 

το ίδιο υλικό. ∆εδοµένου ότι οι ηλεκτρικοί συντονισµοί µίας σφαίρας εµφανίζονται σε 

συχνότητες µεγαλύτερες από τους αντίστοιχους µαγνητικούς και οι συχνότητες 

συντονισµού είναι αντιστρόφως ανάλογες της ακτίνας της σφαίρας, οι διαστάσεις των 

σφαιρών της δοµής επιλέγονται έτσι ώστε να συµπίπτουν η συχνότητα του πρώτου 

µαγνητικού συντονισµού των σφαιρών µικρής ακτίνας µε τη συχνότητα του πρώτου 

ηλεκτρικού συντονισµού των σφαιρών µεγαλύτερης ακτίνας. Ο δείκτης διάθλασης του 
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συνόλου των σφαιρών υπολογίζεται από τη σχέση eff eff
eff r rn µ ε= ±  και το πραγµατικό 

µέρος του προκύπτει πράγµατι αρνητικό γύρω από τη συχνότητα συντονισµού.  

Στο τέλος του κεφαλαίου πραγµατοποιείται προσοµοίωση της διάταξης (full wave 

simulation) µε τη βοήθεια του λογισµικού πακέτου HFSS (High Frequency Structure 

Simulator), τα αποτελέσµατα της οποίας ποιοτικά επιβεβαιώνουν την αναλυτική 

προσέγγιση µε τη θεωρία του ενεργού µέσου, µε τη διαφορά ότι το εύρος ζώνης στο οποίο 

προκύπτει αρνητικός δείκτης διάθλασης είναι µικρότερο από αυτό που υπολογίζεται µε 

αναλυτικές µεθόδους. Εντούτοις, η µέθοδος ανάλυσης που ακολουθείται στο 3ο κεφάλαιο 

είναι µία πρώτης τάξης προσέγγιση του προβλήµατος που παρέχει αξιόπιστα 

αποτελέσµατα µόνο όταν το µήκος κύµατος στο περιβάλλον µέσο είναι αρκετά µεγαλύτερο 

της διαµέτρου των σφαιρών και δεν αποτελεί την πλήρη λύση, αφού αγνοεί συνεισφορές 

από ανώτερης τάξης ρυθµούς καθώς και τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών.  

Στο 4ο κεφάλαιο παρουσιάζεται η πλήρης λύση του προβλήµατος εφαρµόζοντας τη θεωρία 

της πολλαπλής σκέδασης, σύµφωνα µε την οποία το προσπίπτον πεδίο σε κάθε σφαίρα 

είναι το άθροισµα όλων των κυµάτων που σκεδάζονται από τις υπόλοιπες σφαίρες. Η 

θεωρία της πολλαπλής σκέδασης αποδίδει επακριβώς τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των 

σφαιρών και εφαρµόζεται ανεξαρτήτως περιορισµών, σε αντίθεση µε τη θεωρία του 

ενεργού µέσου. Το κεφάλαιο ξεκινά µε τη µελέτη της σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα 

και της σκέδασης από ένα επίπεδο σφαιρών, περιοδικά διατεταγµένων. Λόγω 

περιοδικότητας της διάταξης, το σκεδαζόµενο κύµα από τη σφαίρα στη θέση R διαφέρει 

από το σκεδαζόµενο κύµα από τη σφαίρα στην αρχή των συντεταγµένων µόνο κατά έναν 

παράγοντα φάσης (Θεώρηµα Bloch) διευκολύνοντας την ανάλυση. Συµπεραίνουµε ότι το 

σκεδαζόµενο κύµα από ένα επίπεδο σφαιρών εκφράζεται συναρτήσει των πινάκων 

σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα, των σταθερών δοµής Ω, οι οποίοι εκφράζουν τις 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών του επιπέδου, καθώς και των συντελεστών 

ανάπτυξης του προσπίπτοντος πεδίου. Οι σταθερές δοµής µελετώνται διεξοδικά 

καταλήγοντας σε αναλυτικούς τύπους και λεπτοµέρειες για τον ιδιαίτερα πολύπλοκο 

υπολογισµό τους. Επιπλέον, προσδιορίζονται οι συντελεστές ανάκλασης και µετάδοσης 

από το επίπεδο σφαιρών εκφράζοντας το σκεδαζόµενο πεδίο ως υπέρθεση επιπέδων 

κυµάτων. Στη συνέχεια, γίνεται µελέτη της σκέδασης από περισσότερα επίπεδα σφαιρών, 

αφού το µεταϋλικό αποτελείται από την επαλληλία εναλλασσόµενων επιπέδων από 

σφαίρες, έτσι ώστε σε κάθε επίπεδο οι σφαίρες να έχουν την ίδια ακτίνα, αλλά στο αµέσως 

επόµενο επίπεδο η ακτίνα των σφαιρών να είναι διαφορετική. Αρχικά υπολογίζονται οι 
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πίνακες διέλευσης και ανάκλασης για δύο επίπεδα σφαιρών συνδυάζοντας τους 

αντίστοιχους πίνακες για κάθε επίπεδο. Θεωρώντας ότι το µεταϋλικό αποτελείται από έναν 

πεπερασµένο αριθµό επαναλαµβανόµενων σύνθετων πλακιδίων, καθένα από τα οποία 

περιέχει δύο επίπεδα σφαιρών διαφορετικής ακτίνας, προσδιορίζονται οι αντίστοιχοι 

πίνακες διέλευσης και ανάκλασης, διπλασιάζοντας τον αριθµό των πλακιδίων σε κάθε 

στάδιο.  

Τέλος, εξάγεται η σχέση διασποράς του µεταϋλικού µέσου, από την οποία συνάγονται 

βασικά συµπεράσµατα για τις ιδιότητες της σύνθετης δοµής. Ειδικότερα, η σχέση 

διασποράς περιγράφει τη µεταβολή του κυµατανύσµατος διάδοσης zk  συναρτήσει της 

συχνότητας λειτουργίας και συνιστά ένα πρόβληµα ιδιοτιµών-ιδιοδιανυσµάτων που 

υπολογίζονται αριθµητικά. Για δεδοµένη συχνότητα από όλες τις ιδιοτιµές του zk , καµία ή 

στην καλύτερη περίπτωση µερικές µόνο προκύπτουν πραγµατικές και οι αντίστοιχες 

ιδιολύσεις παριστάνουν διαδιδόµενα κύµατα µέσα στο σύνθετο µεταϋλικό. Οι υπόλοιπες 

τιµές του zk  είναι µιγαδικές και οι αντίστοιχες ιδιολύσεις αντιπροσωπεύουν φθίνοντα 

κύµατα, το πλάτος των οποίων µειώνεται εκθετικά και σε αντίθεση µε τα διαδιδόµενα 

κύµατα δεν υφίστανται ως φυσικές οντότητες στον άπειρο κρύσταλλο. Οι περιοχές αυτές 

καλούνται φωτονικά χάσµατα (photonic bandgaps). 

Στο κεφάλαιο 5 συνοψίζονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα που λαµβάνονται 

εφαρµόζοντας τη θεωρία πολλαπλής σκέδασης και συγκρίνονται µε τα αντίστοιχα του 

κεφαλαίου 3. Από τη µελέτη της καµπύλης διασποράς προκύπτει ότι υπάρχει ένα εύρος 

ζώνης συχνοτήτων εντός του οποίου η ταχύτητα φάσης και η ταχύτητα οµάδας είναι 

αντιπαράλληλες. Στην περιοχή αυτή ο δείκτης διάθλασης του µέσου προκύπτει αρνητικός, 

δηλαδή το µέσο συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό. Ωστόσο, η ένταση του φαινοµένου και το 

εύρος ζώνης είναι σηµαντικά µικρότερα από ό,τι στην περίπτωση της αναλυτικής 

προσέγγισης. Εντούτοις, µε µικρή τροποποίηση της διάταξης των σφαιρών εντός της 

δοµικής µονάδας, έτσι ώστε να αυξηθεί η σύζευξη µεταξύ των σφαιρών, το εύρος ζώνης 

στο οποίο ο δείκτης διάθλασης προκύπτει αρνητικός αυξάνεται σηµαντικά. Σηµαντική 

αύξηση στο εύρος ζώνης του φαινοµένου παρατηρείται επίσης και µε αύξηση της 

διηλεκτρικής σταθεράς του περιβάλλοντος µέσου, γεγονός ιδιαίτερα επιθυµητό. Ιδιαίτερη 

επίδραση στο φαινόµενο έχουν και οι απώλειες του διηλεκτρικού των σφαιρών, οι οποίες 

έχουν ως αποτέλεσµα το φαινόµενο να µετριάζεται σηµαντικά ως προς την ένταση και να 

εξαφανίζεται για εφαπτοµένη απωλειών µεγαλύτερη από 10-3. Σε γενικές γραµµές πάντως 
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η δοµή εµφανίζει την επιθυµητή συµπεριφορά µεταϋλικού γύρω από τις συχνότητες 

συντονισµού των σφαιρών επιβεβαιώνοντας τους αρχικούς θεωρητικούς µας ισχυρισµούς.  

Στη συνέχεια του 5ου κεφαλαίου παρουσιάζεται µία πιθανή εφαρµογή του µεταϋλικού, που 

αφορά τη χρήση του για τη βελτίωση της ικανότητας εστίασης ενός υβριδικού συστήµατος 

ενδοκρανιακής απεικόνισης και θεραπείας σύµφωνα µε τη µέθοδο της υπερθερµίας. Το 

συγκεκριµένο σύστηµα έχει αναπτυχθεί στο εργαστήριο µικροκυµάτων και οπτικών ινών 

του ΕΜΠ και είναι ένα µη επεµβατικό σύστηµα που χρησιµοποιείται µε στόχο την 

επιλεκτική θέρµανση των περιοχών ενδιαφέροντος του εγκεφάλου (υπερθερµία), ενώ 

παράλληλα παρέχει τη δυνατότητα απεικόνισης της θερµοκρασίας της ακτινοβολούµενης 

περιοχής του εγκεφάλου σε πραγµατικό χρόνο. Η περιοχή συχνοτήτων λειτουργίας του 

απεικονιστικού συστήµατος είναι 1,5-3,5 GHz. Το σύστηµα απεικόνισης βασίζεται στη 

µικροκυµατική ραδιοµετρία, µία τεχνική µέτρησης που εντοπίζει τη φυσική θερµική 

ακτινοβολία που εκπέµπεται από την ύλη, ενώ το σύστηµα θεραπείας βασίζεται στη 

µέθοδο της υπερθερµίας, µίας θεραπευτικής τεχνικής του καρκίνου. Η ανάπτυξη του 

µεταϋλικού που περιγράφηκε παραπάνω έχει ως αποτέλεσµα τη βελτίωση της εστίασης 

του συστήµατος θεραπείας, όσον αφορά στο βάθος διείσδυσης της ακτινοβολίας, καθώς 

και στη χωρική διακριτική ικανότητα του συστήµατος απεικόνισης. Μάλιστα, γίνεται 

προσπάθεια εύρεσης του κατάλληλου υλικού που θα χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή 

των διηλεκτρικών σφαιρών µε στόχο την πειραµατική επιβεβαίωση των υπολογισµών µας. 

Στο κεφάλαιο 6 εξετάζεται το ενδεχόµενο λειτουργίας της δοµής στην περιοχή των THz, 

γεγονός που επιφέρει σηµαντική µείωση στις διαστάσεις του µεταϋλικού. Η δοµή 

τροποποιείται και αποτελείται πλέον από ένα είδος σφαιρών, οι οποίες περιλαµβάνουν δύο 

στρώµατα από διαφορετικά διηλεκτρικά υλικά (coated spheres). Το υλικό του πυρήνα 

διαθέτει υψηλή διηλεκτρική σταθερά της τάξης του 100 οδηγώντας σε ισχυρό µαγνητικό 

συντονισµό, ενώ το υλικό του περιβλήµατος εµφανίζει συµπεριφορά πλάσµατος γύρω από 

τη συχνότητα λειτουργίας  (ε < 0) οδηγώντας σε ηλεκτρικό συντονισµό. Υποψήφια υλικά 

µε την παραπάνω συµπεριφορά είναι κεραµικά υλικά (π.χ. LiTaO3) για το υλικό του 

πυρήνα και ηµιαγωγοί προσµίξεων µε συµπεριφορά πλάσµατος στην περιοχή των THz για 

το υλικό του περιβλήµατος των σφαιρών. Τέλος, ανακεφαλαιώνονται τα κυριότερα 

συµπεράσµατα της διατριβής. 

 

Λέξεις-κλειδιά: µεταϋλικά, συντονισµός σφαιρών, αρνητικός δείκτης διάθλασης, σχέση 

διασποράς, ενεργό µέσο, πολλαπλή σκέδαση, υπερθερµία, µικροκυµατική ραδιοµετρία. 
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Abstract 

 

The main purpose of the dissertation is the analysis and design of microwave metamaterial 

propagation mediums. Metamaterials possess simultaneously negative values of their 

constitutive parameters ε,µ in a certain bandwidth, resulting in a variety of intriguing 

characteristics, such as the exhibition of negative index of refraction, the reversal of 

Doppler effect and the fact that phase velocity and group velocity, characterizing the 

direction of power transmission, are antiparallel. The electrodynamic behaviour of 

mediums with a negative index of refraction was firstly studied by the Russian physicist 

Veselago in 1968, who concluded that such materials cannot exist in nature, but it is 

possible to be artificially manufactured. The subject did not attract the attention of the 

international scientific community during the following decades, until 1999, when British 

scientist Pendry in Imperial College suggested a method to provide negative permeability µ 

from conductors. The suggested structure consisted of an array of split ring resonators and 

possessed negative values of permeability over a narrow bandwidth. The combination of 

the structure of split ring resonators with thin metallic wires provided negative permeability 

µ and permittivity ε respectively, resulting in the development of a composite material with 

negative index of refraction from a research team at the University of California (UCSD). 

As a result, the development of metamaterials triggered the interest of the scientific 

community during the last decade.     

In the following dissertation a totally different structure is suggested as a candidate 

metamaterial medium, which facilitates its physical implementation and can be used for 

operation in microwave (GHz) and higher frequencies (THz) as well. The selected structure 

modeling the metamaterial consists of a cubic lattice of dielectric spheres, that are 

magnetically inactive. The specific structure exploits the phenomenon of electromagnetic 

resonance of spheres, that is present at discrete frequencies and results in the maximization 

of the amplitude of the scattered electromagnetic field. It is noted that the medium exhibits 

isotropic behaviour, a fact that in conjunction with the periodicity of the structure, 

facilitates the analysis of its electromagnetic behaviour. It is shown that the effective 

magnetic permeability µeff  and effective permittivity εeff of the whole structure depend 

strongly on the resonance of the isolated spheres and their values exhibit steep variations 

around the resonant frequencies of the magnetic and electric waves respectively, becoming 

negative in a certain frequeny range. This property is exploited in the development of a 
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medium with negative index of refraction (metamaterial), whose constitutive parameters 

ε,µ  are simultaneously negative. 

The first chapter begins with a short historical review presenting the most important results 

of the scientific studies at the area of research of metamaterials and the major applications 

of metamaterials. Special reference is made to the development of a perfect lens that 

achieves focusing with spatial resolution greater than the wavelength limit and to the 

equivalent circuits of metamaterials allowing the construction of devices with improved 

operation characteristics.   

In the second chapter, the spectrum properties of metamaterial propagation mediums are 

thoroughly examined in order to reach some useful conclusions for their peculiar 

electromagnetic behaviour. In our analysis we assume a slab of metamaterial. The analysis 

method is based on Fourier transforms and the EM field is expressed as a superposition of 

plane waves. Furthermore, the full description of the electromagnetic field consists of the 

discrete (surface waves) and the continuous eigenalue spectrum as well (radiating waves). 

The main results are obtained from the dispersion curve of the medium, representing the 

variation of the propagation constant and the attenuation constant as a function of 

frequency, at the range where ε,µ possess simultaneously negative values. In particular, the 

various kinds of electromagnetic waves that can be excited in the metamaterial slab are 

summarized in contrast with the ones excited in usual mediums and it is concluded that the 

propagation constant for ordinary and evanescent surface waves decreases with the increase 

of frequency. As a result, group velocity ad phase velocity are antiparallel, a fact that is not 

observed in usual mediums with positive ε,µ.    

In the third chapter the suggested metamaterial structure is presented, consisting of a cubic 

lattice of dielectric and non-magnetic spheres. The specific structure is facilitates the 

physical implementation of the metamaterial and can be used for operation at microwave 

frequencies. The analysis method that is followed is based on the effective medium theory, 

according to which a medium is characterized as effective when an incident EM wave 

cannot detect the discontinuities of the medium. The main limitation that needs to be 

satisfied is that the wavelength in the host medium must be much larger than the size of the 

spheres. This fact allows us to correlate the scattering parameters from an isolated sphere 

(Mie scattering) with the effective permittivity and magnetic permeability of the aggregate 

of spheres. 

The chapter begins with the study of scattering from an isolated sphere and the 

phenomenon of electromagnetic resonance of spheres. Then, the effective medium theory is 
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presented, which assumes that spheres behave as equivalent electric and magnetic dipoles 

and results in analytical expressions for the effective permittivity and magnetic 

permeability of the aggregate of spheres. The electromagnetic resonance of spheres 

becomes very intense when the material of spheres has very high dielectric constant,at the 

order of 100. Assuming such materials, the effective magnetic permeability and effective 

permittivity become negative in a bandwidth around the resonance frequencies of the 

magnetic and electric waves respectively. Nevertheless, in order to obtain negative index of 

refraction for the aggregate of the structure, magnetic permeability and dielectric 

permittivity should be simultaneously negative, so that frequencies og magnetic resonance 

and electric resonance coincide. The latter cannot happen if all spheres consist of the same 

material and have the same radius. The problem is faced assuming that the structure 

consists of two kinds of spheres with a different radius, but from the same material. Given 

that electric resonances of spheres appear at larger frequencies than the magnetic ones and 

resonance frequencies are inversely proportional to the radii of spheres, the dimensions pf 

the spheres are selected in such a way that the frequency of the first magnetic resonance of 

the spheres with small radius coincides with the frequency of the first electric resonance of 

the spheres with larger radius. The inde of refraction of the aggregate of spheres is 

calculated from the relation: neff = eff eff
r rµ ε± and its real part becomes negative around the 

resonance frequency. 

At the end of the chapter a full wave simulation of the structure is performed using 

commercial software package HFSS, the results of which qualitatively confirm the 

analytical approximation (effective medium theory), with the difference that the bandwidth 

where the index of refraction becomes negative is smaller than the one calculated by 

analytical methods. The analysis method that is followed at the third chapter is however a 

first order approximation that provides reliable results only when the wavelength in the 

host medium is much larger than the diameter of the spheres and does not characterize the 

full solution, as it neglects hoger order contributions and interactions between spheres. 

In chapter 4, the full solution is presented applying multiple scattering theory, according to 

which the incident EM wave in each sphere is the sum of all the waves scattered from the 

rest of the spheres. Multiple scattering theory takes into account the interactions between 

spheres and is applied without limitations, in contrast with effective medium theory. The 

chapter begins with the study of scattering from an isolated sphere and scattering from a 

plane of spheres, periodically ordered. Due to periodicity of the structure, the scattered 
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wave from the sphere at position R differs from the scattered wave from the sphere at the 

origin only by a phase factor (Bloch theorem) facilitating the analysis. We conclude that 

the scattered wave from a plane of spheres is expressed in terms of scattering matrices from 

an isolated sphere, structure constants Ω, describing the interactions between spheres and 

coefficients of the incident field. Structure constants are thoroughly studied resulting in 

analytical formulas and details for their complex calculation. Furthermore, reflection and 

transmission coefficients from a plane of spheres are determined, expressing the scattered 

field aw a superposition of plane waves. Scattering from more planes of spheres is then 

studied, as the metamaterial consists of the succession of alternating planes of spheres in 

such a way that in each plane spheres have the same radius, but at the next plane sphere 

radius is different. Initially, transmission and reflection matrices for two planes of spheres 

are calculated combining the corresponding matrices for each plane. Assuming that the 

metamaterial consists of a finite number of recurrent complex slices, each of which 

includes two planes of spheres with different radius, the corresponding transmission and 

reflection matrices are determined, by doubling the number of slices in each stage. 

Finally, the dispersion relation for the metamaterial medium is extracted, from which we 

reach to basic conclusions for the properties of the composite structure. Especially, the 

dispersion relation describes the variation of the propagation wavevector kz  as a function 

of the operating frequency and consists an eigenalue-eigenectors problem that are 

calculated using numerical methods. For a given frequency, from all the eigenvalues of kz, 

none or a just a few are real and the corresponding eigensolutions describe propagating 

waves inside the complex metamaterial. The rest of the values are complex and the 

corresponding eigenvalues represent evanescent waves, the amplitude of which is 

exponentially decreased and in contrast with propagating waves, they do not exist as 

physical entities in the infinite crystal. These regions are called photonic bangaps. 

In chapter 5, numerical results are summarized applying multiple scattering theory and are 

compared to the results of chapter 3. Studying the dipersion curve, we observe that inside a 

specific bandwidth phase velocity and group velocity are antiparallel. In this region, inde of 

refraction becomes negative, thus the medium behaves as a metamaterial. However, the 

intensity of the phenomenon and the bandwidth are a lot smaller than the case of the 

analytical approximation. Nevertheless, with a slight modification of the set-up of spheres 

inside the unit cell, in order to increase the coupling between spheres, the bandwidth where 

index of refraction becomes negative is increased significantly. An increase in negative 

refraction index (NRI) bandwidth is also observed with the increase of the dielectric 
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constant of the host medium, which is very desirable. It is also observed that the losses of 

the dielectric of spheres have a special impact on the phenomenon, as they result in the 

decrease of its intensity. The phenomenon disappears for loss tangent greater than 10-3. 

Generally, the structure exhibits the desired metamaterial behaviour around the resonant 

frequencies of the spheres, confirming our initial theoretical assumptions. 

In what follows in the 5th chapter, a possible application of the metamaterial is presented, 

regarding its use to optimize the focusing properties of a brain hybrid monitoring and 

treatment system with the method of hyperthermia. The specific system has been developed 

at the laboratory of microwaves and fiber optics of National Technical University of 

Athens and is a non invasive system that is used for the selective heating of regions of 

interest (hyperthermia), while it can monitor the temperature of the radiated brain region in 

real time. The operating frequency region of the monitoring system is 1.5-3.5 GHz. The 

monitoring system is based on microwave radiometry, a measurement technique detecting 

the natural thermal radiation emitted by matter, while the treatment system is based on 

hyperthermia, a cancer treatment technique. The development of the metamaterial 

described above, results in the enhancement of the focusing properties of the treatment 

system, in terms of penetration depth of the radiation and the spatial resolution of the 

monitoring system. In fact, efforts are made in order to find the appropriate material to be 

used for the construction of the dielectric spheres to experimentally confirm our 

calculations. 

In chapter 6 the possibility of operation of the structure at the area of THz is examined, 

decreasing the dimensions of the metamaterial. The structure is modified consisting of one 

kind of spheres, which incude two layers of different dielectric materials (coated spheres). 

The material of the core has a high dielectric constant, at the order of 100, resulting in a 

strong magnetic resonance, while the material of the coating behaves as a plasma around 

the operating frequency (ε < 0) causing an electric resonance. Candidate materials with the 

above behaviour are ceramic materials (e.g. LiTaO3) for the material of the core and doped 

semiconductors with a plasma behaviour in the range of THz for the material of the coating 

of  the spheres. At the end of the dissertation, the main conclusions are summarized.   

 

Keywords: metamaterials, spheres resonance, negative index of refraction, dispersion 

relation, effective medium, multiple scattering, hyperthermia, microwave radiometry. 

 
T

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-16- 

Ευχαριστίες 

 

Κατά τη διάρκεια της εκπόνησης της διδακτορικής µου διατριβής είχα την ουσιαστική 

στήριξη του αγαπητού µου επιβλέποντα, καθηγητή. κ. Γεώργιου Σταµούλη, καθώς και του 

καθηγητή µου από την περίοδο των προπτυχιακών µου σπουδών στο Εθνικό Μετσόβιο 

Πολυτεχνείο κ.Νικόλαου Ουζούνογλου. Τους ευχαριστώ που µου εµπιστεύτηκαν αυτό το 

πρωτότυπο και ιδιαίτερα ενδιαφέρον ερευνητικό θέµα. Η ηρεµία που ενέπνευσαν στον 

τρόπο δουλειάς µου και η οξυδερκής καθοδήγησή τους υπήρξαν ακρογωνιαίοι λίθοι της 

επιτυχίας του όλου εγχειρήµατος. Θα ήταν επίσης παράλειψη να µην αναφερθώ στην 

πολύτιµη συνεισφορά του κ. Βασίλειου Γιαννόπαπα, επίκουρου καθηγητή του τµήµατος 

Επιστήµης Υλικών του Πανεπιστηµίου Πατρών. Επιπλέον, θα ήθελα να ευχαριστήσω τη 

∆ρ. Ειρήνη Καρανάσιου του ΕΜΠ για την άριστη συνεργασία µας καθ όλη τη διάρκεια της 

διατριβής. Ευχαριστώ θερµά επίσης τους καθηγητές που συµµετείχαν στην επταµελή 

εξεταστική επιτροπή. Τέλος, ευχαριστώ ιδιαίτερα την οικογένειά µου γιατί υποστήριξε µε 

κάθε τρόπο την προσπάθειά µου αυτή και είναι πάντα δίπλα µου. 

     

                                                                                 
S

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-17- 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΑ ΜΕΤΑΫΛΙΚΑ     

1.1 Ιστορική αναδροµή……………………………………………...……………… 20 

1.2 Περιγραφή του πρώτου µεταϋλικού……………………………………………. 21 

1.3 Ιδιότητες και εφαρµογές των µεταϋλικών…………………………………….... 26 

1.3.1 Αριστερόστροφα υλικά………………………………………………….. 26 

1.3.2 Αντιστροφή του νόµου του Snell………………………………………... 28 

1.3.3 Αντιστροφή του φαινοµένου Doppler…………………………………... 30 

1.3.4 ∆ηµιουργία τέλειου φακού……………………………………………… 31 

1.4 Κυκλωµατικά ισοδύναµα των µεταϋλικών-εφαρµογές........................................ 35 

1.4.1 Οµογενής γραµµή µεταφοράς………………………………………….... 36 

1.4.2 Ισοδύναµο δίκτυο LC…………………………………………………… 39 

1.4.3 Συχνότητες αποκοπής δικτύου LC…………………………………….... 43 

1.4.4 Φυσική υλοποίηση µονοδιάστατης γραµµής µεταφοράς……………….. 46 

1.4.5 Εφαρµογές των µεταϋλικών…………………………………………….. 47 

1.5 Σκοπός και οργάνωση της διατριβής………………………………………….... 52 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 – ΦΑΣΜΑΤΙΚΟ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΟ ΜΕΤΑΫΛΙΚΩΝ ΜΕΣΩΝ 

2.1  ∆ιέγερση πλάκας από µεταϋλικό……………………………………………..... 57 

2.2  Υπολογισµός του πεδίου εντός της πλάκας από µεταϋλικό………………….... 62 

2.3  Μελέτη επιφανειακών κυµάτων……………………………………………...... 67 

2.4  Μελέτη µιγαδικών ρυθµών διάδοσης………………………………………….. 79 

2.5  Υπολογισµός διακριτού φάσµατος πεδίου…………………………………….. 88 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 – ΦΥΣΙΚΗ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΚΑΙ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ 

ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΜΕΤΑΫΛΙΚΩΝ ΜΕΣΩΝ 

3.1 Σκέδαση από µεµονωµένη διηλεκτρική σφαίρα……………………………….. 95 

3.2 Μελέτη συντονισµών διηλεκτρικής σφαίρας…………………………………..101 

3.3 Ενεργός µαγνητική διαπερατότητα ενός συνόλου σφαιρών………………...…107 

3.4 Ενεργός διηλεκτρικη΄επιτρεπτότητα ενός συνόλου σφαιρών………………… 116 

3.5 Αρνητική ενεργός µαγνητική διαπερατότητα ενός συνόλου σφαιρών……….. 121 

3.6 Αρνητική ενεργός διηλεκτρική σταθερά ενός συνόλου σφαιρών…………….. 125 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-18- 

3.7 Αρνητικός δείκτης διάθλασης ενός συνόλου σφαιρών……………………….. 128 

3.8 Ανάλυση της δοµής µε τη βοήθεια προσοµοίωσης………………………….... 130 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 – ΠΛΗΡΗΣ ΛΥΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ 

ΣΚΕ∆ΑΣΗΣ ΑΠΟ ΤΟ ΣΥΝΘΕΤΟ ΜΕΤΑΫΛΙΚΟ 

4.1 Ανάλυση προσπίπτοντος πεδίου……………………………………………… 137 

4.2 Σκέδαση από µεµονωµένη σφαίρα………………………………………….... 145 

4.3 Σκέδαση από ένα επίπεδο σφαιρών…………………………………………..  149 

4.4 Υπολογισµός των σταθερών δοµής για την πολλαπλή σκέδαση από ένα επίπεδο 

σφαιρών………………………………………………………………………. 154 

4.5 Προσδιορισµός των συντελεστών ανάκλασης και µετάδοσης από ένα επίπεδο 

σφαιρών………………………………………………………………………. 159 

4.6 Σκέδαση από περισσότερα επίπεδα – ∆ηµιουργία µεταϋλικού………………. 165 

4.7 Σχέση διασποράς του σύνθετου µεταϋλικού…………………………………. 169 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5  – ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΝΑΛΥΣΗΣ – 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΜΕΤΑΫΛΙΚΟΥ 

5.1 Αποτελέσµατα πλήρους λύσης………………………………………………. 173 

5.2 Επίδραση περιβάλλοντος µέσου και απωλειών…………………………….... 183 

5.3 Προτεινόµενη εφαρµογή του µεταϋλικού…………………………………..... 191 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6  – ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΕΡΕΥΝΑ-ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

6.1 Λειτουργία του µεταϋλικού στην περιοχή των THz………………………… 205 

6.2 Σύνοψη συµπερασµάτων…………………………………………………….. 217 

 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

         Α.1   Συνολικό πεδίο εντός της πλάκας από µεταϋλικό…………………………... 222 

         Α.2   Υπολογισµός πρωτογενούς πεδίου………………………………………….. 224 

           Β.   Υπολογισµός των σταθερών δοµής Ω………………………………………. 226 

           Γ.   Υπολογισµός συντελεστών σκέδασης από σφαίρα δύο στρωµάτων………... 230 

 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ…………………………………………………………………....... 234 

 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-19- 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  ΣΤΑ  ΜΕΤΑΫΛΙΚΑ 

 
Ο όρος «µεταϋλικά» (metamaterials) υϊοθετήθηκε προκειµένου να χαρακτηρίσει µία νέα 

κατηγορία υλικών, τα οποία εµφανίζουν αξιοσηµείωτες ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες και 

κατασκευάζονται τεχνητά. Τα µεταϋλικά ορίζονται διεθνώς ως τεχνητές ενεργά οµογενείς 

ηλεκτροµαγνητικές δοµές µε ασυνήθιστες ιδιότητες που δεν παρατηρούνται στη φύση. Μία 

ενεργά οµογενής δοµή είναι µία δοµή στην οποία το µήκος κύµατος της διαδιδόµενης 

ακτινοβολίας είναι αρκετές φορές µεγαλύτερο από το µέσο µέγεθος των δοµικών 

στοιχείων που την αποτελούν.  Η συνθήκη αυτή εξασφαλίζει ότι τα φαινόµενα διάθλασης 

επικρατούν έναντι των φαινοµένων σκέδασης και περίθλασης κατά τη διάδοση ενός 

κύµατος εντός του µεταϋλικού µέσου. Επιπλέον, τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα δεν 

αντιλαµβάνονται τις ασυνέχειες του µέσου διάδοσης και ανιχνεύουν µόνο τις 

µακροσκοπικές (ενεργές) ιδιότητες της δοµής, η οποία είναι ηλεκτροµαγνητικά οµοιογενής 

κατά µήκος της κατεύθυνσης διάδοσης. Οι δύο βασικές µακροσκοπικές ιδιότητες που 

χαρακτηρίζουν το µέσο είναι η διηλεκτρική επιτρεπτότητα ε και η µαγνητική 

διαπερατότητα µ. Ως αριστερόστροφα υλικά (Left Handed Materials) ορίζονται ως τα 

υλικά στα οποία οι παραπάνω ποσότητες λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιµές              

(ε, µ < 0). Όπως θα εξηγηθεί και στη συνέχεια, στα εν λόγω υλικά η ταχύτητα φάσης και η 

ταχύτητα οµάδας είναι αντιπαράλληλες, ενώ ο δείκτης διάθλασης προκύπτει αρνητικός, σε 

αντίθεση µε τα συνήθη υλικά. Για το λόγο αυτό τα υλικά αυτά αναφέρονται επίσης στη 

βιβλιογραφία και ως Double Negative Materials (DNG) ή Negative Refractive Index (NRI) 

Materials, ως συνέπεια των χαρακτηριστικών τους ιδιοτήτων. Σηµειώνεται ωστόσο ότι αν 

και ο όρος µεταϋλικά χρησιµοποιείται συνήθως για να χαρακτηρίσει τα αριστερόστροφα 

υλικά λόγω του πλήθους των εφαρµογών τους, γενικά περιλαµβάνει και άλλες δοµές οι 

οποίες πληρούν τον ορισµό που δόθηκε αρχικά, δηλαδή είναι ενεργά οµογενείς και 

εµφανίζουν ασυνήθιστη ηλεκτροµαγνητική συµπεριφορά. Στην παρούσα διατριβή ως 

µεταϋλικά θα εννοούµε τα αριστερόστροφα υλικά. 
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1.1  Ιστορική  αναδροµή 

 

Η ιδέα για την πιθανή ύπαρξη των µεταϋλικών ανήκει στο Ρώσο επιστήµονα Veselago, ο 

οποίος το 1968 ο δηµοσίευσε ένα άρθρο στο οποίο ανέλυσε την ηλεκτροδυναµική 

συµπεριφορά των υλικών µε ταυτόχρονα αρνητικές τιµές των συντακτικών παραµέτρων 

τους ε και µ, υποθέτοντας την πιθανή ύπαρξή τους [5]. Συγκεκριµένα, προέβλεψε τις 

µοναδικές ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητές τους, όπως η αντιστροφή του νόµου του Snell 

(εµφάνιση αρνητικού δείκτη διάθλασης) και η αντιστροφή του φαινοµένου Doppler. 

Έδειξε ότι τα διανύσµατα του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου σε ένα υλικό «αριστερού 

νόµου» δίνουν διάνυσµα Poynting του οποίου η κατεύθυνση καθορίζεται από τον κανόνα 

του αριστερού χεριού, σε αντίθεση µε τα συνήθη υλικά. Απόρροια του γεγονότος αυτού 

είναι ότι προκειµένου να ισχύει η αρχή διατήρησης της ενέργειας, η ταχύτητα φάσης έχει 

αντίθετη κατεύθυνση από την ταχύτητα οµάδας (διεύθυνση διάδοσης της ισχύος), µε 

αποτέλεσµα την εµφάνιση  κυµάτων που διαδίδονται προς τα πίσω (backward waves). Στο 

σηµείο αυτό πρέπει να διευκρινιστεί ότι ενώ η ενέργεια διαδίδεται αποµακρυνόµενη από 

την πηγή (εξασφαλίζοντας την αιτιότητα), η φάση διαδίδεται αντίθετα, µε κατεύθυνση 

προς την πηγή. Το γεγονός αυτό προκαλεί την εµφάνιση αρνητικού δείκτη διάθλασης. Ο 

Veselago µάλιστα εξέτασε το ενδεχόµενο ύπαρξης στη φύση υλικών µε ταυτόχρονα 

αρνητικές τιµές των παραµέτρων ε και µ και κατέληξε στο συµπέρασµα ότι είναι αδύνατη 

η ύπαρξη τέτοιων υλικών, εκτός και αν κατασκευαστούν µε τεχνητό τρόπο. Ειδικότερα, ο 

Veselago θεώρησε το επίπεδο των ε και µ (4 τεταρτηµόρια) και εξέτασε τι είδους υλικά 

είναι δυνατό να παρατηρηθούν σε κάθε τεταρτηµόριο (Σχήµα 1.1). 

 
Σχήµα 1.1: Κατηγοριοποίηση των υλικών µε βάση τις τιµές των ε και µ. 
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Για τα ισοτροπικά υλικά κατέληξε στο συµπέρασµα ότι υπάρχουν υλικά µε ε < 0 και µ > 0 

(2ο τεταρτηµόριο), όπως το πλάσµα σε συγκεκριµένες περιοχές του φάσµατος. Επίσης 

διάφορα µέταλλα εµφανίζουν παρόµοια συµπεριφορά (ε < 0) στην υπέρυθρη περιοχή και 

σε περιοχές του οπτικού φάσµατος. Υλικά του τέταρτου τεταρτηµορίου (ε > 0, µ < 0) είναι 

διάφορα γυροτροπικά και φερροµαγνητικά υλικά σε ορισµένο εύρος συχνοτήτων, όπου 

όµως οι ποσότητες ε και µ είναι τανυστές, δηλαδή τα υλικά είναι ανισοτροπικά. Για τα 

υλικά του τρίτου τεταρτηµορίου (ε, µ < 0) κατέληξε στο συµπέρασµα ότι δεν είναι δυνατό 

να υπάρξουν στη φύση, εκτός και αν κατασκευαστούν µε τεχνητό τρόπο, µε αποτέλεσµα 

το αντικείµενο των µεταϋλικών να µην τύχει περαιτέρω διερεύνησης από τη διεθνή 

επιστηµονική κοινότητα στις επόµενες δεκαετίες. 

Η πειραµατική επιβεβαίωση των θεωρητικών συλλογισµών του Veselago ήρθε περίπου 3 

δεκαετίες αργότερα από µία οµάδα επιστηµόνων στο πανεπιστήµιο της Καλιφόρνια, San 

Diego (UCSD) µε επικεφαλής τον D.R.Smith [6]. Το υλικό που κατασκευάστηκε ήταν µία 

ενεργά οµογενής δοµή που αποτελούνταν από µία συστοιχία χάλκινων διαχωρισµένων 

δακτυλίων (SRRs) και λεπτών χάλκινων συρµάτων, παρέχοντας αρνητική µαγνητική 

διαπερατότητα µ και διηλεκτρική επιτρεπτότητα ε αντίστοιχα. Κατασκευάζοντας µία δοµή 

σχήµατος σφήνας µε το συγκεκριµένο υλικό, αποδείχθηκε πειραµατικά το φαινόµενο του 

αρνητικού δείκτη διάθλασης. Μία οµάδα επιστηµόνων στο MIT επανέλαβε το πείραµα 

επιβεβαιώνοντας τα πορίσµατα του πανεπιστηµίου UCSD [7]. Στη συνέχεια, αρκετοί 

επιστήµονες ενθαρρύνθηκαν από τα πειραµατικά αποτελέσµατα και µελέτησαν περαιτέρω 

τα χαρακτηριστικά και τις εφαρµογές των υλικών αριστερού νόµου (LHMs) [8]-[10]. 

 

1.2  Περιγραφή του πρώτου µεταϋλικού   

Στο σηµείο αυτό κρίνεται σκόπιµο να παρουσιάσουµε σύντοµα την πρώτη διάταξη που 

κατασκευάστηκε για να λειτουργήσει ως µεταϋλικό, επειδή αποτέλεσε την απαρχή για µία 

σειρά από επιστηµονικές µελέτες γύρω από το νέο αντικείµενο των µεταϋλικών. 

Σηµειώνεται ότι είχε προετοιµαστεί κατάλληλα το έδαφος για την πειραµατική 

επιβεβαίωση του αρνητικού δείκτη διάθλασης από το πανεπιστήµιο UCSD από τις 

πρωτοποριακές εργασίες του John Pendry στο πανεπιστήµιο Imperial του Λονδίνου. Ο 

Pendry εισήγαγε δύο νέες δοµές για την επίτευξη αρνητικής διηλεκτρικής σταθεράς και 

αρνητικής µαγνητικής διαπερατότητας [11,12] για λειτουργία σε µικροκυµατικές 

συχνότητες. Συγκεκριµένα, αρχικά απέδειξε ότι µία συστοιχία λεπτών µεταλλικών 
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συρµάτων (Thin Wires-TW) είναι δυνατό να εµφανίσει αρνητική διηλεκτρική σταθερά ε 

σε ορισµένο εύρος συχνοτήτων. Η διάταξη είχε τη µορφή του Σχήµατος 1.2 (α), όπου η 

διάσταση p του unit cell ήταν πολύ µικρότερη του µήκους κύµατος λ, εποµένως η δοµή 

ήταν ενεργά οµογενής.  

 

                               (α)                                                                (β) 

Σχήµα 1.2:  (α) Συστοιχία λεπτών µεταλλικών συρµάτων (TWs) που παρείχε ε < 0. 

                     (β) Συστοιχία διαχωρισµένων δακτυλίων (SRRs) που παρείχε µ < 0. 

Αν το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο είχε την κατεύθυνση του άξονα των συρµάτων (Ε || z), 

έτσι ώστε να επάγει ένα ρεύµα κατά µήκος τους και να παράγει ισοδύναµες ηλεκτρικές 

διπολικές ροπές, η συνολική δοµή παρουσίαζε µία διηλεκτρική σταθερά τύπου πλάσµατος, 

µε διασπορά ως προς τη συχνότητα, σύµφωνα µε τη σχέση [11]: 

                                            
2 2
pe pe

2 2 2 2

ω ζω
ε (ω) 1                                          (1.1)

ω ζ ω(ω ζ )r i= − +
+ +

 

όπου 2 2
peω 2πc /[p ln(p /α)]= (c: ταχύτητα του φωτός, α: ακτίνα των συρµάτων) είναι η 

ηλεκτρική συχνότητα πλάσµατος, η οποία µπορεί να ρυθµιστεί στην περιοχή των GHz και  

2
0 peζ ε (pω /α) / πσ=  (σ: αγωγιµότητα του µετάλλου) είναι ένας παράγοντας απόσβεσης 

λόγω των απωλειών του µετάλλου. Από την παραπάνω εξίσωση προκύπτει ότι  

                                            2 2 2
r peRe(ε ) 0   για ω ω ζ                                                 (1.2)< < −  

η οποία αν αγνοηθούν τυχόν απώλειες (ζ = 0) απλοποιείται στην ακόλουθη συνθήκη 

                                                  r peε 0   για ω ω                                                           (1.3)< <  

Το µήκος των συρµάτων της παραπάνω διάταξης θεωρείται ότι είναι αρκετά µεγαλύτερο 

από το µήκος κύµατος (θεωρητικά άπειρο).  
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Στη συνέχεια, θεωρώντας τη διάταξη του Σχήµατος 1.2 (β), αποδείχθηκε ότι µία συστοιχία 

διαχωρισµένων δακτυλίων (Split Ring Resonators-SRRs) είναι δυνατό να εµφανίσει 

αρνητική µαγνητική διαπερατότητα σε ορισµένο εύρος συχνοτήτων. Αν το διεγείρον 

µαγνητικό πεδίο Η έχει διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο των δακτυλίων (Η⊥ y), έτσι ώστε 

να επάγει ρεύµατα συντονισµού στο βρόχο και να παράγει ισοδύναµες µαγνητικές 

διπολικές ροπές, τότε η ενεργός µαγνητική διαπερατότητα της συνολικής δοµής λαµβάνει 

τη µορφή 

                           
2 2 2 2

0m
r 2 2 2 2 2 2 2 2

0m 0

Fω (ω ω ) Fω ζ
µ (ω) 1                          (1.4)

(ω ω ) (ωζ) (ω ω ) (ωζ)m

i
−

= − +
− + − +

 

όπου F = π(α/p)2 (α: εσωτερική ακτίνα του µικρού δακτυλίου), 0m 3

3p
ω c

π ln(2wα / δ)
=  

είναι η συχνότητα µαγνητικού συντονισµού, η οποία ρυθµίζεται στην περιοχή των GHz         

(w: πάχος των δακτυλίων, δ: διάκενο µεταξύ των δακτυλίων) και 0ζ 2pR /αµ′=  ο 

συντελεστής απόσβεσης λόγω απωλειών του µετάλλου (R′ : η αντίσταση ανά µονάδα 

µήκους του µετάλλου). Σηµειώνεται ότι η δοµή SRR παρουσιάζει µαγνητική απόκριση 

παρόλο που δεν περιλαµβάνει µαγνητικά αγώγιµα υλικά, εξαιτίας της παρουσίας 

µαγνητικών διπολικών ροπών που επάγονται στους δακτυλίους. Από την εξίσωση (1.4) 

προκύπτει ότι  

                                    0m
r 0m pm

ω
µ (ω) 0       για  ω ω ω                                     (1.5)

1 F
< < < =

−
 

όπου pmω  η συχνότητα µαγνητικού πλάσµατος. Η έκφραση για τη µαγνητική 

διαπερατότητα  παρουσιάζει συµπεριφορά συντονισµού, σε αντίθεση µε την αντίστοιχη 

έκφραση για την ενεργό διηλεκτρική σταθερά.  

Ο συνδυασµός των λεπτών µεταλλικών συρµάτων και της συστοιχίας των διαχωρισµένων 

δακτυλίων είχε ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία µίας σύνθετης τεχνητής διάταξης µε ε, µ 

ταυτόχρονα αρνητικά σε ένα στενό εύρος ζώνης συχνοτήτων από τον D.R.Smith το 2001. 

Το δείγµα που χρησιµοποιήθηκε για τα πειράµατα αποτελούνταν από µία περιοδική 

συστοιχία δύο διαστάσεων, της οποίας η δοµική µονάδα περιείχε τη διάταξη των 

διαχωρισµένων δακτυλίων και των λεπτών συρµάτων (Σχήµα 1.3). Από το τετραγωνικό 

πλέγµα της διάταξης κόπηκε ένα τµήµα πρισµατικού σχήµατος για τη διεξαγωγή του 

πειράµατος.   
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Σχήµα 1.3: Άποψη του πρώτου µεταϋλικού που κατασκευάστηκε 

 

Για τον καθορισµό του δείκτη διάθλασης µετρήθηκε η γωνία εκτροπής µίας 

µικροκυµατικής δέσµης καθώς αυτή διέρχεται µέσα από το πρισµατικό δείγµα. Το δείγµα 

τοποθετήθηκε ανάµεσα σε δύο παράλληλες κυκλικές πλάκες αλουµινίου ακτίνας 15 cm 

των οποίων η απόσταση ήταν 1.2 cm. Ο ανιχνευτής της διάταξης ήταν ένας κυµατοδηγός 

ρυθµισµένος στη ζώνη συχνοτήτων X (8–12 GHz), ο οποίος µπορούσε να περιστρέφεται 

σε βήµατα των 1.5ο προκειµένου να καταγράψει τη µεταδιδόµενη ισχύ σε διάφορες γωνίες 

(Σχήµα 1.4). Το πρίσµα φωτίζόταν από µία µικροκυµατική δέσµη, της οποίας το ηλεκτρικό 

πεδίο είναι πολωµένο παράλληλα στα σύρµατα της δοµικής µονάδας και εγκάρσιο στους 

διαχωρισµένους δακτυλίους (ΤΜ πόλωση).  

Τα κύµατα της δέσµης διαδίδονται µέσα στον κυµατοδηγό, που αποτελείται από δύο 

παράλληλα φύλλα αλουµινίου, ενώ περιορίζονται από κατάλληλη απορροφητική διάταξη 

(microwave absorber). Μετά από τη διάδοσή της µέσα στο πρίσµα, η δέσµη συναντά τη 

διεπιφάνεια διάθλασης, οπότε διαθλάται σε γωνία θ που καθορίζεται από το νόµο του 

Snell. Προκειµένου να µετρηθεί η γωνία εξόδου της δέσµης, περιστρέφεται ο ανιχνευτής–

µετρητής ισχύος µε βήµα 1.5ο και καταγράφεται το φάσµα της µεταδιδόµενης ισχύος σε 

όλη τη ζώνη Χ (8–12 GHz) σε κάθε βήµα µε τη βοήθεια ενός αναλυτή φάσµατος (network 

analyzer). Από τις τιµές της καταγραφόµενης ισχύος που αντιστοιχούν στις διάφορες 

γωνίες σάρωσης επιλέγεται για την εκάστοτε συχνότητα η µεγαλύτερη τιµή, η οποία 

αντιστοιχεί στη γωνία διάθλασης. ∆ιεξήχθηκαν πειράµατα και µε ένα δείγµα 

κατασκευασµένο από Teflon του ίδιου σχήµατος για να συγκριθούν τα αποτελέσµατα. Η 

διεύθυνση της επιφάνειας εξόδου του πρίσµατος σχηµάτιζε γωνία 18.4ο µε τη διεύθυνση 

της επιφάνειας πρόσπτωσης. Στη συχνότητα των 10.5 GHz προέκυψε αρνητική γωνία 

διάθλασης θ = –61ο για το πρίσµα από το σύνθετο µεταϋλικό, ενώ η γωνία διάθλασης για 
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το πρίσµα από Teflon προέκυψε θετική και ίση µε θ = 27ο, όπως άλλωστε αναµενόταν. Τα 

παραπάνω αποτελέσµατα για τη γωνία θ προκύπτουν από το διάγραµµα του Σχήµατος 1.5, 

όπου απεικονίζεται η κανονικοποιηµένη µετρούµενη ισχύς συναρτήσει της γωνίας 

διάθλασης.  

 
 

Σχήµα 1.4: Πειραµατική διάταξη 
 

  
Σχήµα 1.5: Μετρούµενη ισχύς της διαθλώµενης δέσµης ως συνάρτηση της γωνίας διάθλασης.  

 

Στο σχήµα 1.5 παρατηρούµε ότι εµφανίζεται ένα µέγιστο στη µεταδιδόµενη ισχύ για κάθε 

θεωρούµενο υλικό, που αντιστοιχεί στη γωνία διάθλασης. Ο δείκτης διάθλασης του 

πρίσµατος από Teflon προκύπτει από το νόµο του Snell ίσος µε 1.4 ενώ ο αντίστοιχος 

δείκτης διάθλασης για το σύνθετο µεταϋλικό προκύπτει αρνητικός µε τιµή -2.7. 

Σηµειώνεται επίσης ότι η δοµική µονάδα της περιοδικής διάταξης του σύνθετου υλικού 

είχε διάσταση α = 5 mm, ενώ το κεντρικό (για f = 10 GHz) µήκος κύµατος της ζώνης Χ 

είναι 3 cm, δηλαδή λ = 6α, συνθήκη που δείχνει ότι η προσέγγιση του “ενεργού µέσου” 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-26- 

ήταν σχετικά ικανοποιητική. Επιπλέον, επειδή η µετρούµενη µεταδιδόµενη ισχύς της 

διαθλώµενης δέσµης παρουσίαζε µεταβολές ανάλογα µε τη θέση του δείγµατος, στα 

αποτελέσµατα λήφθηκε υπόψη ο µέσος όρος των καταγραφόµενων τιµών ισχύος για 8 

διαφορετικές  θέσεις του δείγµατος.  

Η πειραµατική επιβεβαίωση του αρνητικού δείκτη διάθλασης έδωσε ώθηση για την 

περαιτέρω έρευνα στο αντικείµενο των µεταϋλικών την τελευταία δεκαετία.  

 

1.3 Ιδιότητες και εφαρµογές των µεταϋλικών 

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστούν οι βασικές ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες των 

µεταϋλικών που τα διαφοροποιούν σηµαντικά σε σχέση µε τα συµβατικά µέσα διάδοσης 

και θα αναφερθούν οι σπουδαιότερες εφαρµογές τους.  

 

1.3.1  Αριστερόστροφα υλικά 

Ξεκινώντας από τις εξισώσεις του Maxwell, οι οποίες πρέπει να ικανοποιούνται γενικά για 

το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο σε χώρο χωρίς πηγές και θεωρώντας χρονική εξάρτηση των 

πεδίων της µορφής exp(iωt), λαµβάνουµε 

                                                        ωµ                                                        (1.3.1)i∇× = −E H  

                                                         ωε                                                         (1.3.2)i∇× =H Ε  

                                                            ρ                                                            (1.3.3)∇⋅ =D  

                                                             0                                                            (1.3.4)∇⋅ =Β  

όπου ε=D Ε  και µ=Β Η . Για να εξετάσουµε τη θεµελιώδη απόκριση του µέσου διάδοσης 

θεωρούµε ένα επίπεδο κύµα της µορφής  

                                                    exp( )                                                  (1.3.5)i= − ⋅0Ε Ε k r  

                                                   exp( )                                                  (1.3.6)
ζ

i= − ⋅0ΕH k r  

όπου ζ µ / ε=  η κυµατική αντίσταση και k η σταθερά διάδοσης του µέσου. 

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις στις πρώτες δύο εξισώσεις του Maxwell και µε 

χρήση της διανυσµατικής ταυτότητας ( )f f f∇× = ∇ × + ∇×F F F  και της σχέσης 

kr kr( ) ki ie i e− −∇ = −  λαµβάνουµε ότι 
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                                                     ωµ                                                           (1.3.7)× =k E H  

                                                    ωε                                                          (1.3.8)× = −k H Ε  

Στην περίπτωση συνήθων υλικών µε ε, µ > 0 οι παραπάνω εξισώσεις ορίζουν ότι το 

ηλεκτρικό πεδίο Ε, το µαγνητικό πεδίο Η και το διάνυσµα διάδοσης k ορίζουν ένα 

δεξιόστροφο σύστηµα. Αντίθετα, στην περίπτωση που ε, µ < 0 είναι προφανές ότι τα 

παραπάνω διανύσµατα ορίζουν ένα αριστερόστροφο σύστηµα, γι αυτό και τα υλικά αυτά 

ονοµάζονται υλικά αριστερού νόµου (Left Handed Materials). Το γεγονός αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα η ταχύτητα φάσης, που γενικά ορίζεται από τη σχέση 

                                                           
ω ˆ                                                               (1.3.9)
k

=pu k  

στα υλικά αριστερού νόµου να προκύπτει αντίθετη της ταχύτητας φάσης σε ένα σύνηθες 

υλικό, αφού το διάνυσµα k έχει αντίθετη φορά. Επιπλέον, η σταθερά διάδοσης k είναι 

αρνητική σε ένα µεταϋλικό, όπως και η ταχύτητα φάσης, σε αντίθεση µε τα συνήθη υλικά. 

Συνεπώς, η φάση των κυµάτων διαδίδεται ανάποδα, µε φορά προς την πηγή και σε 

αντίθετη κατεύθυνση από την ενέργεια, που αντιπροσωπεύεται από την ταχύτητα οµάδας 

και διαδίδεται πάντοτε αποµακρυνόµενη από την πηγή. Τα µεταϋλικά εποµένως 

υποστηρίζουν τη διάδοση κυµάτων προς τα πίσω (backward waves). Το γεγονός ότι η 

ταχύτητα φάσης είναι αρνητική (up < 0) δεν παραβιάζει την αρχή της αιτιότητας γιατί 

αφορά τη διάδοση µιας διαταραχής και όχι τη µεταφορά ενέργειας προς την πηγή.  

Σηµειώνεται επίσης ότι η πυκνότητα ηλεκτροµαγνητικής ενέργειας ορίζεται γενικά από τη 

σχέση  

                                                       2 2
em

ε µ
w | | | |                                           (1.3.11)

2 2
= +Ε Η  

από όπου προκύπτει ότι αν τα ε και µ είναι ταυτόχρονα αρνητικά, η πυκνότητα Η/Μ 

ενέργειας προκύπτει αρνητική, παραβιάζοντας την αρχή διατήρησης της ενέργειας. Αν 

αντίθετα οι συντακτικές παράµετροι του µέσου εµφανίζουν διασπορά µε τη συχνότητα, η 

παραπάνω σχέση λαµβάνει τη µορφή 

                                              2 2
em

(εω) (µω)
w | | | |                                    (1.3.12)

ω ω

∂ ∂
= +

∂ ∂
Ε Η   

και προκειµένου η πυκνότητα ενέργειας να είναι θετική  απαιτείται να ισχύουν οι συνθήκες 

(εω)

ω

∂
∂

 > 0 και 
(µω)

ω

∂
∂

 > 0. Συνεπώς, σε ένα µεταϋλικό µέσο οι παράµετροι ε και µ 

εµφανίζουν πάντοτε διασπορά ως προς τη συχνότητα, σε αντίθεση µε τα συνήθη υλικά.  
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Επιπρόσθετα, η σταθερά διάδοσης του µέσου γράφεται στη µορφή 

                                                      0

ω
k k n n                                                         (1.3.10)

c
= =  

όπου r rn ε µ= ±  ο δείκτης διάθλασης του µεταϋλικού. Επειδή σε ένα µέσο αριστερού 

νόµου η σταθερά διάδοσης είναι αρνητική (k < 0), από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι 

και ο δείκτης διάθλασης n του µεταϋλικού θα είναι αρνητικός, δηλαδή επιλέγουµε το 

πρόσηµο “–“ στην τετραγωνική ρίζα. Για το λόγο αυτό τα µεταϋλικά συχνά αναφέρονται 

στη βιβλιογραφία και ως υλικά αρνητικού δείκτη διάθλασης (Negative Refractive Index-

NRI materials).  

 

1.3.2  Αντιστροφή του νόµου του Snell 

Απόρροια της παραπάνω ιδιότητας είναι η αντιστροφή του νόµου του Snell κατά την 

πρόσπτωση ενός κύµατος σε µια διαχωριστική επιφάνεια µεταξύ ενός συνήθους υλικού και 

ενός µεταϋλικού, που περιγράφεται από τη γνωστή σχέση  

                                                   1 1 2 2n sinθ n sinθ                                                    (1.3.11)=  

όπου n1, n2 οι δείκτες διάθλασης του συνήθους υλικού και του µεταϋλικού αντίστοιχα και 

θ1, θ2 οι γωνίες πρόσπτωσης και διάθλασης. Επειδή n2 < 0 προκύπτει ότι η γωνία 

διάθλασης θ2 πρέπει να είναι επίσης αρνητική, δηλαδή η διάθλαση να πραγµατοποιείται 

κατά την αντίθετη κατεύθυνση από ό,τι συνήθως. Εκµεταλλευόµενοι αυτή την ιδιότητα, 

είναι δυνατό να επιτευχθεί διπλή εστίαση µίας προσπίπτουσας δέσµης χρησιµοποιώντας 

µία πλάκα από µεταϋλικό, η οποία λειτουργεί ως ένα είδος φακού. Συγκεκριµένα, όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 1.6, κατά την πρόσπτωση της δέσµης στη διαχωριστική επιφάνεια 

ενός συνήθους υλικού κι ενός µεταϋλικού (LH Material) πραγµατοποιείται διάθλαση κατά 

την αντίθετη κατεύθυνση, µε αποτέλεσµα δύο ακτίνες που εκπέµπονται συµµετρικά από 

την πηγή να εστιάζονται σε ένα σηµείο, αφού διανύσουν απόσταση s εντός της πλάκας από 

µεταϋλικό. Συνεχίζοντας την πορεία τους µέσα στην πλάκα συναντούν τη δεύτερη 

διαχωριστική επιφάνεια και διαθλώνται ξανά κατά την αντίθετη κατεύθυνση µε 

αποτέλεσµα τη σύγκλισή τους για δεύτερη φορά εκτός της πλάκας.  

Αν µάλιστα ο δείκτης διάθλασης του µεταϋλικού έχει τιµή αντίθετη από το δείκτη 

διάθλασης του συνήθους υλικού (nL = – nR), τότε δε συµβαίνει καθόλου ανάκλαση στις 

διαχωριστικές επιφάνειες των δύο µέσων και οι γωνίες πρόσπτωσης και διάθλασης 
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προκύπτουν ίσες, δηλαδή θR = θL. Σε αυτή την περίπτωση οι ακτίνες συγκλίνουν για πρώτη 

φορά εντός της πλάκας από µεταϋλικό σε απόσταση s = l από την πρώτη διαχωριστική 

επιφάνεια και για δεύτερη φορά εκτός της πλάκας σε απόσταση d – l  από τη δεύτερη 

διαχωριστική επιφάνεια. Η επίτευξη εστίασης µε τη συγκεκριµένη γεωµετρία είναι 

προφανώς αδύνατη αν η πλάκα αποτελείται από ένα σύνηθες υλικό µε ε, µ > 0. 

RH (n
R)

nL= nR

πηγή

LH (nL )

s

θLθR

l d d l

RH (n
R)

 
Σχήµα 1.6: ∆ιπλή εστίαση δέσµης µε τη χρήση πλάκας από µεταϋλικό (nL = – nR). 

 

Αντί για δύο συµµετρικά εκπεµπόµενες ακτίνες µπορούµε να θεωρήσουµε ένα σύνολο 

ακτίνων (κυµάτων) ή γενικότερα ένα κυλινδρικό ή σφαιρικό κύµα εκπεµπόµενο από µία 

σηµειακή πηγή. Στην περίπτωση αυτή, όταν τα δύο µέσα έχουν την ίδια ηλεκτροµαγνητική 

πυκνότητα (nL = – nR), κάθε ζεύγος  l  συµµετρικών ακτίνων µε γωνία πρόσπτωσης θR,l 

εστιάζεται στο ίδιο σηµείο, αφού θL,l = θR,l  για κάθε  l, ώστε οι εστιακές αποστάσεις να 

είναι ίδιες για κάθε ζεύγος ακτίνων (sl  = s), όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 1.7 (α). Αν οι 

ηλεκτροµαγνητικές πυκνότητες των δύο µέσων διαφέρουν L R( n n )≠ , τότε ακτίνες µε 

διαφορετικές γωνίες πρόσπτωσης διαθλώνται σε διαφορετικά εστιακά σηµεία µε 

αποτέλεσµα οι εστιακές αποστάσεις sl  να προκύπτουν διαφορετικές. Στην περίπτωση αυτή 

παρατηρείται µία σφαιρική απόκλιση, όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.7 (β) και το 

εστιακό σηµείο εκφυλίζεται σε µία διάχυτη εστιακή κηλίδα (focal spot), της οποίας η 

επιφάνεια αυξάνεται µε την αύξηση της διαφοράς ανάµεσα στους δείκτες διάθλασης των 

δύο µέσων. Το γεγονός αυτό οφείλεται στην έλλειψη προσαρµογής κατά την πρόσπτωση 
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στις διαχωριστικές επιφάνειες και την παρουσία ανακλώµενων δεσµών, οι οποίες έχουν 

παραλειφθεί κατά τη σχεδίαση στο Σχήµα 1.7 (β). 

πηγή
σηµείο
εστίασης

nR
nL= nR

πηγή περιοχή
εστίασης

nR
nL nR

(α) (β)

Σχήµα 1.7:  (α)  Εστίαση σφαιρικής δέσµης σε ένα σηµείο (nL = –nR) 

                                                     (β)  Εστίαση σφαιρικής δέσµης σε µία κηλίδα L R( n n )≠  

 

1.3.3  Αντιστροφή του φαινοµένου Doppler 

Άλλη συνέπεια των ιδιοτήτων των µεταϋλικών είναι η αντιστροφή του φαινοµένου 

Doppler. Θεωρούµε µία πηγή S που κινείται κατά µήκος του άξονα z και ακτινοβολεί 

οµοιοκατευθυντικά ένα κύµα γωνιακής συχνότητας ω, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.8.  

O
S

z
us

O
S

z
us

 
Σχήµα 1.8: Φαινόµενο Doppler (α) σε σύνηθες υλικό µέσο (∆ω > 0) (β) σε µεταϋλικό (∆ω < 0). 

 

Υποθέτουµε ότι η πηγή S κινείται προς τα θετικά του άξονα z µε ταχύτητα us = z / t. Τότε η 

φάση που βλέπει ο παρατηρητής στο σηµείο Ο είναι της µορφής 
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                           s
s s

P

uk
φ ωt kz ωt ku t ω 1 u t ω 1 t                       (1.3.12)

ω u

  = − = − = − = −  
   

 

αφού uP = ω/k. Ο συντελεστής του t είναι η συχνότητα Doppler, που ορίζεται ως η διαφορά 

της συχνότητας ω της ακίνητης πηγής και της ολίσθησης συχνότητας ∆ω (Doppler shift) 

                                                          Dω ω ∆ω                                                       (1.3.13)= −  

όπου ∆ω = ω us/up. Επειδή όπως αποδείχθηκε παραπάνω, στα υλικά αριστερού νόµου η 

ταχύτητα φάσης είναι αρνητική (up < 0), προκύπτει ότι και η ολίσθηση Doppler θα είναι 

αρνητική (∆ω < 0), σε αντίθεση µε τα συνήθη υλικά µέσα. Συνεπώς, σε ένα µεταϋλικό 

µέσο διάδοσης, όταν η πηγή κινείται αποµακρυνόµενη από τον παρατηρητή, αυτός βλέπει 

συχνότητα µεγαλύτερη από τη συχνότητα ω του εκπεµπόµενου κύµατος (Σχήµα 1.8 β). 

Αντίστοιχα, όταν η πηγή κινείται κατευθυνόµενη προς τον παρατηρητή σε ένα µεταϋλικό, 

αυτός θα βλέπει συχνότητα µικρότερη από την εκπεµπόµενη. Εποµένως, στα υλικά 

αριστερού νόµου επιτυγχάνεται αντιστροφή του φαινοµένου Doppler. 

 

1.3.4  ∆ηµιουργία τέλειου φακού 

Στο σηµείο αυτό κρίνεται σκόπιµο να παρουσιαστεί µία πιθανή εφαρµογή των µεταϋλικών, 

που αναφέρεται στη δηµιουργία ενός «υπερφακού», ο οποίος επιτυγχάνει εστίαση κάτω 

από το φράγµα του µήκους κύµατος (subwavelength focusing) καταργώντας το όριο 

περίθλασης των συµβατικών φακών. Η ιδέα αυτή ανήκει στο βρετανό επιστήµονα John 

Pendry του πανεπιστηµίου Imperial [13] και στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τα βασικά 

του επιχειρήµατα.  

Αρχικά, θεωρούµε ένα δίπολο απειροστού µήκους συχνότητας ω µπροστά από ένα φακό. 

Το ηλεκτρικό πεδίο που παράγεται εκφράζεται µε τη βοήθεια του χωρικού 

µετασχηµατισµού Fourier στη µορφή 

                         
x y

x y x y z
,k ,k

(r, t) (k , k )exp[ (k x k y k z ωt)]                     (1.3.14)m
m

i= − + + −∑Ε E  

όπου ο άξονας του φακού επιλέγεται να είναι ο άξονας του z. Τότε, η σταθερά διάδοσης 

κατά τον άξονα z  δίνεται από τη σχέση 

                                  

2 2 2 2 2 2
x y x y

z
2 2 2 2 2 2
x y x y

k (k k ),   k k k
k                                    (1.3.15)

(k k ) k ,   k k k  

i i

i

i ii

 − + + <
= 

− + − + >
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όπου ki  ο κυµαταριθµός του µέσου διάδοσης, i = 1,2 για τον αέρα και το φακό αντίστοιχα.  

                                                       r r

ω
k ε µ                                                        (1.3.16)

ci i i=  

Όλη η πληροφορία της εικόνας που πρόκειται να εστιαστεί από το φακό εµπεριέχεται στις 

φασµατικές συνιστώσες kx και ky, οι οποίες για το λόγο αυτό ονοµάζονται και χωρικές 

συχνότητες (spatial frequencies). Ειδικότερα, µικρές τιµές του kρ, όπου 2 2
ρ x yk k k= + , 

αντιπροσωπεύουν τα βασικά σχηµατικά χαρακτηριστικά της εικόνας (bulk features), ενώ 

µεγάλες τιµές του kρ αντιστοιχούν στις λεπτοµέρειες της εικόνας. Η πληροφορία της 

εικόνας µεταφέρεται στο φακό µέσω ενός διαδιδόµενου κύµατος κατά µήκος του άξονα z, 

της µορφής exp(–ikz z). Από τη σχέση (1.3.15) παρατηρούµε ότι αν kρ < k0  ή  ισοδύναµα   

λρ > λ0, η σταθερά διάδοσης kz προκύπτει πραγµατικός αριθµός επιτρέποντας τη διάδοση 

του κύµατος στον αέρα και τη µετάδοση των χαρακτηριστικών της εικόνας στο φακό προς 

εστίαση. Αν αντίθετα kρ > k0  ή  λρ < λ0,  η σταθερά διάδοσης kz προκύπτει καθαρά 

φανταστικός αριθµός, µε αποτέλεσµα τη διάδοση ενός φθίνοντος κύµατος που εξασθενεί 

κατά µήκος του άξονα z και επηρεάζοντας τη µετάδοση των πληροφοριών της εικόνας. 

Συγκεκριµένα, µόνο τα βασικά της χαρακτηριστικά (χαµηλές συχνότητες) µεταδίδονται 

ικανοποιητικά, ενώ οι λεπτοµέρειες, που αντιπροσωπεύονται από τα φθίνοντα κύµατα, δεν 

είναι δυνατό να αποδοθούν. Εποµένως, ένας συµβατικός φακός λειτουργεί ως βαθυπερατό 

φίλτρο στις χωρικές συχνότητες της εικόνας. Το όριο µετάδοσης των χωρικών συχνοτήτων 

δίνεται από τη σχέση kρ = k0 και αντιστοιχεί στο όριο περίθλασης της κλασικής οπτικής. 

Συνεπώς, η διακριτική ικανότητα ∆ ενός οπτικού συστήµατος δεν µπορεί να προκύψει 

µεγαλύτερη από  

                                           ρ,min 0
ρ,max 0

2π 2π
λ λ                                             (1.3.17)

k k
∆ ≈ = = =  

Το παραπάνω όριο δεν µπορεί να ξεπεραστεί όσο τέλεια κατασκευασµένος να είναι ένας 

συµβατικός φακός. Τα υλικά αριστερού νόµου (µεταϋλικά), όπως θα αποδειχθεί στη 

συνέχεια, καταρρίπτουν το παραπάνω φράγµα της διακριτικής ικανότητας επιτρέποντας 

την ενίσχυση των φθίνοντων κυµάτων. Για το σκοπό αυτό θεωρούµε µία πλάκα από 

µεταϋλικό (LH slab) πάχους d µε δείκτη διάθλασης n = -1 (εr = µr = -1) και υποθέτουµε ότι 

προσπίπτει πάνω της ένα φθίνον κύµα (evanescent wave) της µορφής 

                                    0 x y zˆE exp[ (k x k y k z ωt)]                                  (1.3.18)in i= − + + −Ε x  
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όπου 2 2 2
z x y 0k k k ki= − + − , 2 2

x y 0k k k+ >  (Σχήµα 1.9). Λόγω ανάκλασης στη 

διαχωριστική επιφάνεια z = 0, στην περιοχή (1) δηµιουργείται ανακλώµενο κύµα της 

µορφής 

                                 0 x y zˆ  RE exp[ (k x k y k z ωt)]                                  (1.3.19)r i= − + − −Ε x  

Άρα στην περιοχή (1) ( z < 0) το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο είναι 

                     [ ](1)
0 x y z zˆE exp[ (k x k y ωt)] exp( k z) R exp( k z)                (1.3.20)i i i= − + − − +Ε x  

Το αντίστοιχο µαγνητικό πεδίο προκύπτει 

                   [ ](1) 0
x y z z

0

E
ˆ exp[ (k x k y ωt)] exp( k z) R exp( k z)                (1.3.21)
ζ

i i i= − + − − −Η y  

όπου R ο συντελεστής ανάκλασης και 0 0 zζ ωµ / k=  η κυµατική αντίσταση ελευθέρου 

χώρου.  

d

z

(1) (2) (3)

Ein

Er

Et

ε,µε ,µ00 ε ,µ00

 

Σχήµα 1.9: Μετάδοση σε πλάκα από µεταϋλικό µε εr = µr = -1. 

Στην περιοχή (2) (0 < z < d) έχουµε αντίστοιχα 

                  [ ](2)
0 x y z zˆE exp[ (k x k y ωt)] exp( k z) Βexp( k z)                (1.3.22)i i i′ ′= − + − Α − +Ε x         

[ ](2) 0
x y z z

E
ˆ               exp[ (k x k y ωt)] exp( k z) Βexp(k z)                (1.3.23)
ζ

i i i′ ′= − + − Α − −Η y  

όπου 0 r zζ ωµ µ /k′=  η κυµατική αντίσταση του µεταϋλικού µέσου, ενώ η σταθερά διάδοσης 

των κυµάτων εντός της πλάκας είναι 
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                                           2 2 2
z x y 0 r rk k k k ε µ                                                   (1.3.24)i′ = − + −  

ώστε να παριστάνει φθίνοντα κύµατα. Στην περιοχή (3) (z > d) οι αντίστοιχες εκφράσεις 

είναι 

                      (3)
0 x y zˆE exp[ (k x k y ωt)] Texp[ k (z d)]                           (1.3.25)i i= − + − − −Ε x    

(3) 0
x y z

0

E
ˆ                   exp[ (k x k y ωt)] T exp[ k (z d)]                           (1.3.26)
ζ

i i= − + − − −H y        

όπου Τ ο συντελεστής µετάδοσης. Οι συντελεστές ανάκλασης και µετάδοσης R και T 

προσδιορίζονται από τις οριακές συνθήκες του πεδίου στις διαχωριστικές επιφάνειες z = 0 

και z = d, που απαιτούν τη συνέχεια των εφαπτοµενικών συνιστωσών του συνολικού 

ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου και είναι οι ακόλουθες. 

                                               1 R A B                                                           (1.3.27)+ = +                                      

                                 

0

1 1
(1 R) (A B)                                                    (1.3.28)

ζ ζ
− = −  

                                 z zAexp( k d) Bexp( k d) T                                              (1.3.29)i i′ ′− + =  

                                    [ ]z z
0

1 1
A exp( k d) Bexp( k d) T                                      (1.3.30)

ζ ζ
i i′ ′− − =  

Από τη λύση του παραπάνω συστήµατος εξισώσεων προκύπτει ο συντελεστής µετάδοσης 

                                   0 z
2 2

0 0 z

4ζ ζexp( k d)
T                                         (1.3.31)

(ζ ζ ) (ζ ζ ) exp( 2 k d)

i

i

′−
=

′+ − − −
 

Στην περίπτωση που r rε µ 1= = −  για το θεωρούµενο µεταϋλικό η σταθερά διάδοσης και η 

κυµατική αντίσταση εντός της πλάκας προκύπτουν 

                                                2 2 2
z x y 0 zk k k k k                                            (1.3.32)i′ = − + − =   

                                         0 r z 0 z 0ζ ωµ µ / k ωµ / k ζ                                         (1.3.33)′= = − = −  

οπότε ο συντελεστής µετάδοσης λαµβάνει την παρακάτω απλοποιηµένη µορφή 

                            2 2 2
z z x y 0T exp( k d) exp( k d) exp( k k k d)                          (1.3.34)i i′= = = + −  

όπου 2 2 2
x y 0k k k+ > . Το παραπάνω αποτέλεσµα είναι ιδιαίτερα σηµαντικό γιατί αποδείχθηκε 

ότι η πλάκα από µεταϋλικό προκαλεί την ενίσχυση κατά πλάτος των φθίνοντων κυµάτων. 

Το γεγονός αυτό έχει ως αποτέλεσµα να επιτυγχάνεται εστίαση κάτω από το όριο του 
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µήκους κύµατος (λρ < λ0), καταρρίπτοντας το φράγµα περίθλασης της κλασικής οπτικής. 

Επιπλέον, η πλάκα-φακός είναι πλέον δυνατό να εστιάσει στις λεπτοµέρειες της αρχικής 

εικόνας. Αν αντίθετα η πλάκα αποτελούνταν από ένα σύνηθες υλικό (π.χ. εr = µr = 1), τότε 

z zk k′ =  και 0ζ ζ= , οπότε ο συντελεστής µετάδοσης θα προέκυπτε ίσος µε 

( )2 2 2
x y 0exp k k k d− + −  προκαλώντας την εκθετική εξασθένηση του κύµατος εντός της 

πλάκας, όπως άλλωστε αναµενόταν.  

Η εστίαση κάτω από το µήκος κύµατος µε τη χρήση της πλάκας από µεταϋλικό έχει 

θεωρητικά άπειρη διακριτική ικανότητα, οδηγώντας στη δηµιουργία ενός τέλειου φακού. 

Στην πράξη, το φαινόµενο περιορίζεται από το γεγονός ότι απαιτείται οι συντακτικές 

παράµετροι της πλάκας εr και µr να έχουν ακριβώς την τιµή -1. Σε περίπτωση που η 

συνθήκη αυτή δεν ικανοποιείται, παρατηρούνται σφαιρική απόκλιση της δέσµης (spherical 

aberration) καθώς και απώλειες από την έλλειψη προσαρµογής, η οποία οδηγεί σε 

ανακλάσεις στις διεπιφάνειες των δύο µέσων διάδοσης. Η επίδραση αυτών των 

φαινοµένων έχει µελετηθεί [14,15] και γίνεται εντονότερη όσο µεγαλύτερη είναι η 

διαφορά ανάµεσα στους δείκτες διάθλασης του αέρα και της πλάκας, µειώνοντας αισθητά 

τις ικανότητες εστίασης της πλάκας-φακού. Η εστίαση κάτω από το µήκος κύµατος έχει 

επιτευχθεί πειραµατικά στις δοµές που εισήγαγαν ο Lagarkov [15] και ο Eleftheriades [16], 

όπως επίσης και η αναγέννηση των φθίνοντων κυµάτων από έναν “υπερφακό” [17].  

 
 
1.4  Κυκλωµατικά ισοδύναµα των µεταϋλικών-εφαρµογές 
 
Η κατασκευή των µεταϋλικών από διατάξεις συντονισµού όπως οι διαχωρισµένοι 

δακτύλιοι (SRRs), όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 1.2, παρουσιάζει το µειονέκτηµα ότι οι 

διατάξεις λειτουργούν σε στενό εύρος ζώνης, µε αποτέλεσµα να είναι δαπανηρή η 

υλοποίησή τους σε µικροκυµατικές συχνότητες. Λύση στο παραπάνω πρόβληµα αποτελεί 

η προσέγγιση σύµφωνα µε τη θεωρία των ισοδύναµων γραµµών µεταφοράς (TL approach), 

η οποία οδηγεί σε διατάξεις µε µικρότερες απώλειες και µεγαλύτερο εύρος ζώνης 

λειτουργίας [23-25]. 
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1.4.1 Οµογενής γραµµή µεταφοράς    
  
Το οµογενές µοντέλο γραµµής µεταφοράς χωρίς απώλειες ενός συµβατικού υλικού (Right 

Handed Material) αποτελείται από µία εν σειρά αυτεπαγωγή RL′  µε µία εγκάρσια 

χωρητικότητα RC′  ανά µονάδα µήκους (µονάδες H/m και F/m αντίστοιχα), όπου ο δείκτης 

R υποδηλώνει ότι πρόκειται για υλικό ‘‘ δεξιού νόµου’’. Το αντίστοιχο µοντέλο για υλικό 

‘‘ αριστερού νόµου’’ είναι το δυϊκό του προηγούµενου και περιλαµβάνει µία εν σειρά 

χωρητικότητα LC′  και µία εγκάρσια αυτεπαγωγή LL′  µε µονάδες F⋅m και H⋅m αντίστοιχα. 

Σηµειώνεται ότι στην πραγµατικότητα δεν είναι δυνατή η κατασκευή ενός καθαρά 

αριστερού νόµου υλικού επειδή εµφανίζονται παρασιτική εν σειρά αυτεπαγωγή RL′ και 

εγκάρσια χωρητικότητα RC′  λόγω ροής ρεύµατος κατά µήκος του µετάλλου και διαφοράς 

δυναµικού αντίστοιχα. Το σύνθετο µεταϋλικό που προκύπτει από το συνδυασµό των δύο 

παραπάνω τύπων υλικών περιλαµβάνει εποµένως µία αυτεπαγωγή RL′  σε σειρά µε µία 

χωρητικότητα LC′  και µία εγκάρσια χωρητικότητα RC′  παράλληλα µε µία αυτεπαγωγή LL′ , 

όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.10 (Composite Right–Left Handed Metamaterial, CRLH) 

LR∆z

LL ∆z

CL ∆z

CR∆z

Z

Y

∆z

                                        Σχήµα 1.10: ∆οµική µονάδα µεταϋλικού 

 

Η σταθερά διάδοσης γ = α + iβ της ισοδύναµης γραµµής µεταφοράς στο µοντέλο του 

σύνθετου µεταϋλικού δίνεται από τη σχέση γ ′ ′= Ζ Υ  όπου ′Ζ  και ′Υ  είναι αντίστοιχα η 

ανά µονάδα µήκους σύνθετη αντίσταση και σύνθετη αγωγιµότητα. Στην περίπτωσή µας  

                                    2 R R
R R 2

L L L L

L C 1
γ ω L C                                   (1.4.1)

L C ω L C
i

 ′ ′ 
′ ′= ± − + + ′ ′ ′ ′ 

 

 
Από την παραπάνω σχέση διασποράς φαίνεται ότι όταν το υπόρριζο είναι θετικό προκύπτει  

πραγµατική τιµή για τη σταθερά διάδοσης β και έχουµε κυµατοδήγηση, ενώ όταν το 
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υπόρριζο είναι αρνητικό η σταθερά διάδοσης γίνεται καθαρά φανταστική και δε συµβαίνει 

κυµατοδήγηση, αλλά παρατηρούνται φθίνοντα κύµατα των οποίων το πλάτος εξασθενεί 

εκθετικά (evanescent waves). Για να είναι το υπόρριζο θετικό θα πρέπει  

                                           2 R R
R R 2

L L L L

1 L C
ω L C 0                                  (1.4.2)

ω L C L C

 ′ ′ 
′ ′ + − + > ′ ′ ′ ′ 

 

από όπου προκύπτει ότι  

    2

R L L R

1 1
ω max , ω

L C L C

 
> =  ′ ′ ′ ′ 

  ή  1

R L L R

1 1
ω min , ω                  (1.4.3)

L C L C

 
< =  ′ ′ ′ ′ 

 

 

Η σταθερά διάδοσης των κυµάτων ορίζεται εποµένως ως εξής  

                          

2

2 R R
R R 2

L L L L

2 R R
R R 12

L L L L

1 L C
ω L C  ,  ω ω

ω L C L C
β(ω)                         (1.4.4)

1 L C
ω L C  , ω ω

ω L C L C

  ′ ′ 
′ ′ + − + ′ ′ ′ ′  

= 
  ′ ′ 

′ ′− + − + <  ′ ′ ′ ′ 

>

 

 
Για συχνότητες στο εύρος ω1 < ω < ω2  βρίσκεται  η ζώνη αποκοπής της διάταξης και δεν 

παρατηρείται κυµατοδήγηση. Η καµπύλη διασποράς ω–β για το σύνθετο µεταύλικό 

φαίνεται στο Σχήµα 1.11, όπου διακρίνουµε ότι στην περιοχή συχνοτήτων ω > ω2 είναι 

R Rβ(ω) ω L C′ ′= και το σύνθετο υλικό συµπεριφέρεται ως ένα σύνηθες υλικό, αφού η 

ταχύτητα φάσης  up = ω/β και η ταχύτητα οµάδας ug = dω/dβ είναι θετικές, ενώ στην 

περιοχή συχνοτήτων ω < ω1 διακρίνουµε συµπεριφορά υλικού αριστερού νόµου (Left 

handed), αφού pu 0<  και gu 0> , δηλαδή οι ταχύτητες φάσης και οµάδας είναι 

αντιπαράλληλες. Επίσης, παρουσιάζεται και µία ζώνη αποκοπής (ω1 < ω < ω2).  

 
Σχήµα 1.11: Καµπύλη διασποράς σύνθετου υλικού 
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Σε περίπτωση που επιλεγούν κατάλληλα οι παράµετροι της γραµµής µεταφοράς, ώστε να 

ισχύει η σχέση συµµετρίας  

                                                          R L L RL C L C                                                        (1.4.5)′ ′ ′ ′=  
 
τότε εξισορροπούνται οι συνεισφορές «αριστερού και δεξιού νόµου», µε αποτέλεσµα η 

σχέση διασποράς να λαµβάνει την απλοποιηµένη µορφή 

                                      R R R L

L L

1
β(ω) ω L C β β                                     (1.4.6)

ω L C
′ ′= − = +

′ ′
 

δηλαδή να διαχωρίζονται πλήρως οι συνεισφορές από τα υλικά δεξιού και αριστερού 

νόµου. Επιπλέον, εξαφανίζεται η ζώνη αποκοπής και η µετάβαση από την περιοχή 

αριστερού στην περιοχή δεξιού νόµου πραγµατοποιείται στη συχνότητα µετάβασης ω0    

(όπου β = 0), η οποία δίνεται από τη σχέση 

                                              0
4

R R L L R L

1 1
ω                                           (1.4.7)

L C L C L C
= =

′ ′ ′ ′ ′ ′
 

 
Άλλο ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του παραπάνω ισοδύναµου κυκλωµατικού µοντέλου είναι 

ότι η χαρακτηριστική αντίσταση µίας ισοσταθµισµένης γραµµής µεταφοράς 

( R L L RL C L C′ ′ ′ ′= ) δίνεται από τη σχέση  

                                       
2

R L
0 L L R2

L R

Z L C ω 1
Z Z Z Z                                  (1.4.8)

Y L C ω 1

′ ′ ′ −
= = = =

′ ′ ′ −
 

όπου L L LZ L / C′ ′=  και. R R RZ L / C′ ′=  Συνεπώς, προκύπτει το συµπέρασµα ότι η 

χαρακτηριστική αντίσταση στη γενική µη ισοσταθµισµένη περίπτωση εµφανίζει διασπορά 

µε τη συχνότητα, αλλά στην ισοσταθµισµένη γραµµή µεταφοράς προκύπτει ανεξάρτητη 

της συχνότητας, επιτρέποντας την προσαρµογή πάνω σε ένα πολύ µεγάλο εύρος ζώνης. 

Τέλος, µπορούµε να συσχετίσουµε τις συντακτικές παραµέτρους ε και µ του σύνθετου 

µεταϋλικού µε τις παραµέτρους της ισοδύναµης γραµµής µεταφοράς, λαµβάνοντας υπόψη 

τις σχέσεις για τη µιγαδική σταθερά διάδοσης  γ και τη χαρακτηριστική αντίσταση 0Ζ .  

                                              2γ β ω εµ                                      (1.4.9)i′ ′ ′ ′= Ζ Υ = ⇒ Ζ Υ = −  

                                               0
µ µ

                                           (1.4.10)
ε ε

′ ′Ζ Ζ
Ζ = = ⇒ =

′ ′Υ Υ
 

Από το σύστηµα των παραπάνω εξισώσεων προκύπτουν οι συντακτικές παράµετροι ε, µ 

συναρτήσει των παραµέτρων της γραµµής µεταφοράς 
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                                                   R 2
L

1
µ(ω) L                                                     (1.4.11)

ω C
′= −

′
 

                                                   R 2
L

1
ε(ω) C                                                      (1.4.12)

ω L
′= −

′
 

Ο δείκτης διάθλασης του µέσου ορίζεται από τη σχέση  

                                                     
p

c cβ
n                                                              (1.4.13)

u ω
= =  

και προκύπτει αρνητικός στην περιοχή «αριστερού νόµου», όπου β < 0.  

 
 
 
1.4.2  Ισοδύναµο δίκτυο LC 
 

Το µοντέλο της οµογενούς γραµµής µεταφοράς είναι ιδανικό και δε συναντάται στην 

πράξη. Ωστόσο, µία γραµµή µεταφοράς θεωρείται ενεργά οµογενής όταν υλοποιείται ως 

ένα δίκτυο LC, το οποίο συνίσταται από την περιοδική επανάληψη µίας βασικής 

στοιχειώδους δοµικής µονάδας (unit cell). Στην περίπτωσή µας η δοµική µονάδα 

αποτελείται από την εν σειρά σύνδεση µίας αυτεπαγωγής LR και µιας χωρητικότητας CL, 

καθώς και από την παράλληλη σύνδεση µίας χωρητικότητας CR και µιας αυτεπαγωγής LL 

στον εγκάρσιο κλάδο (Σχήµα 1.10). Η αυτεπαγωγή LL στον εγκάρσιο κλάδο και η 

χωρητικότητα CL του εν σειρά κλάδου είναι ενδεικτικές της αριστερόστροφης 

συµπεριφοράς της διάταξης (Left Handedness).  

Σηµειώνεται ότι το φυσικό µήκος της δοµικής µονάδας p πρέπει να είναι αρκετά µικρό 

συγκρινόµενο µε το µήκος κύµατος του κύµατος που διαδίδεται στο µεταϋλικό. Η συνθήκη 

αυτή εξασφαλίζει ότι το µέσο είναι ενεργά οµογενές στο σύνολό του. Συνεπώς, ένα 

προσπίπτον Η/Μ κύµα δεν “αντιλαµβάνεται” τις ασυνέχειες του σύνθετου µέσου που 

αποτελείται από την επανάληψη Ν όµοιων δοµικών µονάδων (δίκτυο LC). Αποφεύγονται 

µε τον τρόπο αυτό ανεπιθύµητα φαινόµενα σκέδασης και περίθλασης στις ασυνέχειες της 

διάταξης κατά τη διάδοση ενός κύµατος στο µέσο. Στην πράξη, η συνθήκη p < λg / 4 

εξασφαλίζει τα παραπάνω, αν και θεωρητικά πρέπει p 0→ . Στην περίπτωση που                

p << λg / 4, το δίκτυο LC ισοδυναµεί µε µία οµογενή ιδανική γραµµή µεταφοράς µήκους d 

= Np, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.12. 
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Σχήµα 1.12: Περιοδικό LC δίκτυο µήκους d ισοδύναµο µε οµογενή γραµµή µεταφοράς για p 0→ . 

Προκειµένου να µελετηθούν τα χαρακτηριστικά του δικτύου LC χρησιµοποιούµε στοιχεία 

από τη θεωρία ανάλυσης δικτύων και συγκεκριµένα τη µέθοδο ανάλυσης µέσω του πίνακα 

µεταφοράς (Transmission Matrix Analysis). Η µήτρα µεταφοράς του LC δικτύου 

υπολογίζεται εύκολα από τη µήτρα µεταφοράς που αντιστοιχεί στη δοµική µονάδα, η 

οποία θεωρείται ως ένα δίθυρο δίκτυο (Σχήµα 1.13) και συνδέει την τάση και το ρεύµα 

εισόδου Vin, Ιin µε την τάση και το ρεύµα εξόδου Vout, Iout σύµφωνα µε τη σχέση  

                                                  outin

outin

VV A B
                                                 (1.4.14)

II C D

    
=     
    

   

 
Σχήµα 1.13: Η δοµική µονάδα του δικτύου LC ως δίθυρο δίκτυο. 

 

∆εδοµένου ότι η δοµική µονάδα αποτελείται από µία εν σειρά σύνθετη αντίσταση Ζ και 

µία εγκάρσια σύνθετη αγωγιµότητα Υ (Σχήµα 1.10), ο πίνακας µεταφοράς προκύπτει  

                                   
A B 1 Z 1 0 1 ZY Z

                               (1.4.15)
C D 0 1 Y 1 Y 1

+       
= =       

       
 

και λόγω των σχέσεων ορισµού των Ζ,Υ λαµβάνουµε τελικά την ακόλουθη µορφή του 

πίνακα µεταφοράς για τη δοµική µονάδα 

                                    

2
se

L

2
sh

L

(ω/ω ) 1
1 x

ωCA B
                                   (1.4.16)

C D (ω/ω ) 1
1

ωL

i

i

 −
− 

   =   − 
 
  
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όπου οι παράµετροι se

R L

1
ω

L C
=  και sh

L R

1
ω

L C
=  ορίζονται για ευκολία στους 

συµβολισµούς και παριστάνουν αντίστοιχα τις συχνότητες συντονισµού του εν σειρά 

(series) και του εγκάρσιου (shunt) κλάδου της δοµικής µονάδας του δικτύου LC, ενώ η 

αδιάστατη παράµετρος x ορίζεται από τη σχέση 

                                              
2 2

2L
L

R

ω ω
x ZY κω                                    (1.4.17)

ω ω

   = − = + −   
  

 

µε R L L Rκ L C L C= +  (s/rad)2. Στην ειδική περίπτωση που η γραµµή µεταφοράς είναι 

ισοσταθµισµένη (σχέση 1.4.5), προκύπτει ότι ωse = ωsh  και οι παραπάνω εκφράσεις 

απλοποιούνται στη µορφή 

                                               
2

L
R L

R

ω ω
x ,   κ 2/(ω ω )                                      (1.4.18)

ω ω

 
= − = 
 

 

Η δοµική µονάδα του Σχήµατος 1.10 παρουσιάζει ωστόσο ασυµµετρία, προκαλώντας 

προβλήµατα προσαρµογής σε τυχόν συνδέσεις µε εξωτερικές θύρες, επειδή οι αντιστάσεις 

εισόδου και εξόδου σε µία ασύµµετρη υλοποίηση του δικτύου LC προκύπτουν 

διαφορετικές (Zin ≠  Zout), σε αντίθεση µε µία συµµετρική υλοποίηση όπου Zin = Zout. 

Εποµένως, ένα ασύµµετρο δίκτυο LC θα απαιτούσε διαφορετικές σύνθετες τερµατικές 

αντιστάσεις (port impedances) για προσαρµογή, γεγονός που το καθιστά µη πρακτικό. Για 

το λόγο αυτό επιλέγεται µία συµµετρική δοµική µονάδα, όπως για παράδειγµα το δίκτυο Τ 

του Σχήµατος 1.14. 

LR

LL

CL

CR

Z

Y

p

2 2
2

CL2 LR 2

Z 2

 
Σχήµα 1.14: Συµµετρική δοµική µονάδα του δικτύου LC. 

 

Στην περίπτωση αυτή ο πίνακας µεταφοράς της δοµικής µονάδας διαµορφώνεται ως εξής 
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2
se

L

2
sym sh

L

(ω/ω ) 1x xZY ZY 1 11 Z 1
2 ωC 4A B 2 4             (1.4.19)

C D (ω/ω ) 1 xZY
1Y 1

ωL 22

i

i

 −     − −+ +            = =   −   −+       

 

Ο υπολογισµός του πίνακα µεταφοράς ΤΝ του συνολικού δικτύου LC που αποτελείται από 

Ν στοιχειώδεις δοµικές µονάδες γίνεται πολλαπλασιάζοντας τις µήτρες µεταφοράς κάθε 

δοµικής µονάδας, αφού αυτές συνδέονται αλυσιδωτά. Επειδή οι δοµικές µονάδες είναι 

πανοµοιότυπες µεταξύ τους έχουµε  

                                                      
N

N

A B
T                                                       (1.4.20)

C D

 
=  
 

 

Σηµαντικές πληροφορίες για τη συµπεριφορά του δικτύου LC προκύπτουν µέσω του 

πίνακα σκέδασης SN, ο οποίος συνδέεται µε τον πίνακα ΤΝ µε την ακόλουθη σχέση 

N
N N 0 N N N N N

011 12

N21 22 NN
N N 0 N N N 0 N

0 0

B
A C Z D 2(A D B C )

ZS S 1
   (1.4.21)

BS S BA C Z D 2 A C Z D
Z Z

 + − − −    = ⋅     + + + − + − + 
 

 

όπου Z0 η σύνθετη αντίσταση τερµατισµού των δύο θυρών, η οποία είναι συνήθως 

πραγµατική και της τάξης των 50 ή των 75 Ω. Ιδιαίτερη σηµασία έχει ο προσδιορισµός του 

συντελεστή S21,N που παριστάνει το συντελεστή µετάδοσης ενός κύµατος που διαδίδεται 

σε ένα µικροκυµατικό δίθυρο. Ο συντελεστής S21,N είναι µιγαδικός αριθµός και η 

µεταβολή του µέτρου του ως συνάρτηση της συχνότητας µας παρέχει χρήσιµες 

πληροφορίες σε συνδυασµό και µε τη µεταβολή του µέτρου του συντελεστή ανάκλασης 

S11,Ν.  

Θεωρώντας για παράδειγµα τις ακόλουθες αριθµητικές τιµές για τις παραµέτρους του 

δικτύου LC [18]: N = 10, LR = 2 nH, LL = 2.5 nH, CR = 1 pF, CL = 0.75 pF και Z0 = 50 Ω, 

ο συντελεστής µετάδοσης S21,N  προσδιορίζεται από τη σχέση  

                                          21,N
N N 0 N 0 N

2
S                                           (1.4.22)

A B /Z C Z D
=

+ + +
 

όπου ΑΝ, ΒΝ, CN, DN είναι τα στοιχεία του συνολικού πίνακα µεταφοράς 
10

A   B

C   D

 
 
 

 και οι 

παράµετροι Α, Β, C, D από την εξίσωση (1.4.19). Μετά από αριθµητική επεξεργασία 

λαµβάνουµε την παρακάτω γραφική παράσταση του µέτρου του S21,N και του S11,N σε dB 

συναρτήσει της συχνότητας λειτουργίας σε GHz (Σχήµα 1.15).  
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                                   Σχήµα 1.15: Μεταβολή του µέτρου των συντελεστών ανάκλασης  

                                   και µετάδοσης συναρτήσει της συχνότητας. 

Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής µετάδοσης S21 µεγιστοποιείται κατά µέτρο (λίγο 

µικρότερο από 0 dB) σε ορισµένο εύρος συχνοτήτων που αντιστοιχεί στη ζώνη διέλευσης, 

αλλά λαµβάνει πολύ µικρές τιµές  για συχνότητες εκτός της παραπάνω περιοχής (ζώνη 

αποκοπής), ενώ ο συντελεστής ανάκλασης παρουσιάζει ακριβώς τις αντίθετες µεταβολές. 

Στο παράδειγµά µας η γραµµή δεν είναι ισοσταθµισµένη ( R L L RL C L C≠ ), µε αποτέλεσµα 

την ύπαρξη της ζώνης αποκοπής. Στην περίπτωση ισοσταθµισµένης γραµµής 

se sh 0ω ω ω= =  και το δίκτυο LC συµπεριφέρεται ως ένα ζωνοπερατό φίλτρο µε ζώνη 

διέλευσης cL cRω ω ω< < . Οι συχνότητες cLω  και cRω  συµβολίζουν αντίστοιχα τη 

συχνότητα αποκοπής του υψιπερατού φίλτρου λόγω της συνεισφοράς του 

αριστερόστροφου τµήµατος της δοµικής µονάδας και τη συχνότητα αποκοπής του 

βαθυπερατού φίλτρου λόγω της συνεισφοράς του δεξιόστροφου τµήµατος της δοµικής 

µονάδας και µπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά προκειµένου να καθοριστεί το 

διαθέσιµο δυνατό εύρος ζώνης του δικτύου LC και κατ’ επέκταση του µεταϋλικού που 

µοντελοποιείται κατά αυτό τον τρόπο. 

 

1.4.3  Συχνότητες αποκοπής του δικτύου LC 

 

Ο προσδιορισµός των συχνοτήτων αποκοπής του δικτύου LC γίνεται χρησιµοποιώντας την 

έκφραση της αντίστασης εισόδου του, η οποία υπολογίζεται αν θεωρήσουµε 

προσεγγιστικά ότι το δίκτυο LC έχει άπειρο µήκος (Σχήµα 1.16). Τότε η αντίσταση 

εισόδου είναι η ίδια σε κάθε κόµβο του δικτύου, οπότε δίνεται από τη σχέση 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-44- 

                                                in
in in

in

1 Z / Y
Z Z || Z Z                                      (1.4.23)

Y 1/ Y Z
 = + = +  + 

 

 
Σχήµα 1.16: Αντίσταση εισόδου περιοδικού κλιµακωτού δικτύου απείρου µήκους 

 

Η παραπάνω σχέση επιλύεται ως προς Zin και προκύπτει η έκφραση 

                        
2

in in in

Z Z 4(Z/ Y) Z 4
Z 1 1 R X                         (1.4.24)

2 2 ZY
j

 ± +
= = ± + = + 

 
  

Το πραγµατικό µέρος της αντίστασης εισόδου πρέπει να είναι µη µηδενικό ( inR 0≠ ) 

προκειµένου να υποστηρίζεται η διάδοση κατά µήκος του δικτύου LC, δεδοµένου ότι η 

αντίσταση τερµατισµού των θυρών του δικτύου είναι πραγµατική (π.χ. Ζ0 = 50 Ω). 

Πράγµατι, αν υποθέσουµε in inZ Xj= , το µέτρο του συντελεστή ανάκλασης στο σηµείο 

σύνδεσης µίας θύρας προκύπτει 
2 2
in 0in 0

2 2
in 0 in 0

X Z| X Z |
|ρ |  = 1

| X Z | X Z

j

j

+−
= =

− +
 (µέγιστο) αποτρέποντας 

τη διάδοση.  

 

Στην ιδανική περίπτωση που το δίκτυο LC δεν εµφανίζει απώλειες η σύνθετη αντίσταση Ζ 

της εξίσωσης (1.4.24) είναι καθαρά φανταστικός αριθµός, µε αποτέλεσµα η συνθήκη 

inR 0≠  να ικανοποιείται µόνο όταν το υπόρριζο της παράστασης 
4

1
ZY

+  είναι αρνητικό. Η 

αντίστοιχη ζώνη συχνοτήτων είναι ζώνη διέλευσης του φίλτρου, ενώ η ζώνη όπου το 

υπόρριζο είναι θετικό αποτελεί τη ζώνη αποκοπής. Οι µηδενισµοί του υπορρίζου 

προσδιορίζονται από τη λύση της εξίσωσης 

                                     4 2 2 2 2
R L R LZY 4 ω ω (4 κω )ω (ω ω ) 0                         (1.4.25)= − ⇔ − + + =  

από την οποία τελικά λαµβάνουµε  

                               
2 2 2 2 4

L 0 L 0
cL 0

[κ (2 /ω ) ]ω [κ (2 /ω ) ] ω 4
ω ω                        (1.4.26)

2

+ − + −
=      

                           
2 2 2 2 4

L 0 L 0
cR 0

[κ (2 /ω ) ]ω [κ (2 /ω ) ] ω 4
ω ω                            (1.4.27)

2

+ + + −
=      
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όπου 2
0 R Lω ω ω=  και  R L L Rκ L C L C= + . Στην περίπτωση της ισοσταθµισµένης γραµµής, οι 

εκφράσεις των συχνοτήτων αποκοπής CL CRω ,  ω  απλοποιούνται σηµαντικά  

                                                                       
bal L
cL R

R

ω
ω ω 1 1                                                      (1.4.28)

ω
= − +    

                                                                        
bal L
cR R

R

ω
ω ω 1 1                                                    (1.4.29)

ω

 
= + +  

 
    

Συνεπώς, το διαθέσιµο εύρος ζώνης µετάδοσης ενός κύµατος µέσα στο δίκτυο LC, που 

αναπαριστά την κυκλωµατική µοντελοποίηση του µεταϋλικού, καθορίζεται κατά 

προσέγγιση από τις σχέσεις (1.4.26-1.4.29), οι οποίες όµως ισχύουν µε την προϋπόθεση ότι 

το δίκτυο LC έχει άπειρο µήκος, γεγονός που δε συµβαίνει στην πράξη. Ωστόσο, όταν το 

πλήθος των στοιχειωδών δοµικών µονάδων του δικτύου είναι αρκετά µεγάλο (Ν ~ 10), οι 

παραπάνω σχέσεις δίνουν ιδιαίτερα ακριβή αποτελέσµατα. Όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 

1.17, µε την αύξηση του πλήθους των unit cells η ζώνη διέλευσης καθίσταται ολοένα και 

περισσότερο ευδιάκριτη, αφού αντιστοιχεί στην κατακόρυφη άνοδο του µέτρου του S21, 

ενώ και η ενδιάµεση ζώνη αποκοπής λόγω έλλειψης ισοστάθµισης του δικτύου LC 

τονίζεται ιδιαίτερα (πτώση περίπου 25 dB για Ν = 12). Οι αριθµητικές τιµές των 

παραµέτρων έχουν επιλεγεί όπως στο Σχήµα 1.15. Οι συχνότητες αποκοπής  fCL και fCR του 

απείρου δικτύου LC από τις σχέσεις (1.4.26, 1.4.27) προκύπτουν αντίστοιχα ίσες µε 1.51 

και 8.68 GHz, ενώ από το Σχήµα 1.17 για N = 12 προκύπτουν οι τιµές  fCL = 1.52 GHz και  

fCR = 8.64 GHz, οι οποίες απέχουν ελάχιστα από τις προηγούµενες. Συνεπώς, για Ν της 

τάξης του 10 και πάνω η προσέγγιση του δικτύου απείρου µήκους δίνει ιδιαίτερα ακριβή 

αποτελέσµατα.    

 
Σχήµα 1.17:  Μεταβολή του πλάτους του συντελεστή µετάδοσης S21 

                                 για διαφορετικό πλήθος των unit cells 
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1.4.4  Φυσική υλοποίηση µονοδιάστατης γραµµής µεταφοράς  
 
Το δίκτυο LC που παρουσιάστηκε προηγουµένως χρειάζεται να υλοποιηθεί µε φυσικά 

στοιχεία που να αντιστοιχούν στις απαιτούµενες χωρητικότητες CR, CL και αυτεπαγωγές 

LR, LL. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιείται η τεχνική των κατανεµηµένων στοιχείων 

(distributed components) που κατασκευάζονται µε τη βοήθεια µικροταινίας, ή 

ταινιογραµµής. Ένα παράδειγµα κατασκευής µονοδιάσταστης γραµµής µεταφοράς 

φαίνεται στο Σχήµα 1.18. Η διάταξη υλοποιείται πάνω σε µικροταινία και αναπτύσσονται 

χωρητικότητες λόγω των διακένων µεταξύ των µεταλλικών τµηµάτων µαιανδρικού 

σχήµατος (interdigital capacitors) και αυτεπαγωγές εξαιτίας της ροής ρεύµατος κατά µήκος 

των στελεχών (stub inductors), τα οποία συνδέονται στο επίπεδο γείωσης. Η δοµική 

µονάδα της διάταξης είναι ισοδύναµη µε τη δοµική µονάδα του δικτύου LC, δηλαδή 

περιλαµβάνει εν σειρά αυτεπαγωγή LR και χωρητικότητα CL και παράλληλα συνδεδεµένα 

στον εγκάρσιο κλάδο χωρητικότητα CR και αυτεπαγωγή LL .  

 

 
Σχήµα 1.18:  Μικροταινιακή γραµµή µεταφοράς 

 
Η αυτεπαγωγή LR προκαλείται από τη µαγνητική ροή που παράγεται από τη ροή ρεύµατος 

στα µεταλλικά µαιανδρικά οριζόντια τµήµατα, ενώ η χωρητικότητα CL από τη διαφορά 

δυναµικού που αναπτύσσεται στα διάκενα µεταξύ των µεταλλικών τµηµάτων. Αντίστοιχα, 

ο εγκάρσιος κλάδος περιλαµβάνει αυτεπαγωγή LL λόγω ροής ρεύµατος και κατ’ επέκταση 

µαγνητικής ροής κατά µήκος του εγκάρσιου στελέχους (stub) και χωρητικότητα CR µεταξύ 

του ίχνους του στελέχους και του επιπέδου γείωσης. Μία ισοσταθµισµένη µικροταινιακή 

γραµµή µεταφοράς αποτελούµενη από 24 δοµικές µονάδες (unit cells) φαίνεται στο Σχήµα 

1.19 (α). Οι γεωµετρικές παράµετροι της δοµικής µονάδας έχουν τις εξής τιµές: p = 6.1 

mm, lc = 5 mm, wc = 2.4 mm, ls = 8 mm, ws = 1 mm, ενώ σε κάθε unit cell υπάρχουν 5 

ζεύγη µαιανδρικών µεταλλικών τµηµάτων µε πλάτος 0.15 mm το καθένα και µεταξύ τους 
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διάκενα 0.1 mm (Σχήµα 1.19 β). Οι αντίστοιχες τιµές που προκύπτουν για τις παραµέτρους 

L,C είναι: LL = 3.38 nH, CL = 0.68 pF, LR = 2.45 nH και CR = 0.5 pF [19]. 

 
 

Σχήµα 1.19: (α) Μικροταινιακή γραµµή µεταφοράς από 24 unit cells (β) Παράµετροι δοµικής µονάδας. 

 
 
1.4.5  Εφαρµογές των µεταϋλικών  
 
Η γραµµή µεταφοράς από το σύνθετο µεταϋλικό που περιγράφηκε παραπάνω έχει 

οδηγήσει στην ανάπτυξη αρκετών νέων µικροκυµατικών εφαρµογών και συσκευών. Οι 

εφαρµογές αυτές χωρίζονται σε κατηγορίες ανάλογα µε το είδος των κυµάτων ή την 

ιδιότητα των µεταϋλικών που εκµεταλλευόµαστε. Στη συνέχεια αναφέρουµε ενδεικτικά 

δύο τέτοιες εφαρµογές. 

                                                             
Κατευθυντικός συζεύκτης “οπισθοδροµικού” κύµατος  
 

Οι συνήθεις κατευθυντικοί συζεύκτες λειτουργούν σε αρκετά µεγάλο εύρος ζώνης, αλλά 

εµφανίζουν σχετικά χαµηλά ποσοστά σύζευξης της τάξης των –10 dB ή και λιγότερο. 

Αντίθετα, ένας κατευθυντικός συζεύκτης αποτελούµενος από µία γραµµή µεταφοράς από 

σύνθετο µεταϋλικό (CRLH line) και µία συµβατική µικροταινιακή γραµµή µεταφοράς 

(CµS line) επιτυγχάνει οποιοδήποτε ποσοστό σύζευξης σε µεγάλο εύρος ζώνης 

λειτουργίας. Στο Σχήµα 1.20 φαίνεται ο συζεύκτης νέου τύπου, ο οποίος αποτελείται από 9 

δοµικές µονάδες πανοµοιότυπες µε εκείνες που χρησιµοποιήθηκαν για την υλοποίηση της 

µικροταινιακής γραµµής µεταφοράς του σχήµατος 1.19 (α) [20]. Το µήκος του συζεύκτη 

είναι  d = 62 mm και το διάκενο µεταξύ των γραµµών σύζευξης s = 0.3 mm. 

Λειτουργώντας το συζεύκτη στην περιοχή ‘‘ αριστερού νόµου’’ (LH region) επιτυγχάνεται 

οπίσθια σύζευξη. Όταν δηλαδή εφαρµοστεί ένα σήµα εισόδου στη θύρα 1, η ισχύς 

διαδίδεται προς τη θύρα 2 (διάνυσµα Poynting S), αλλά η φάση διαδίδεται προς τη θύρα 1 
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(σταθερά διάδοσης β), υποδηλώνοντας ότι η ταχύτητα φάσης είναι αντιπαράλληλη µε την 

ταχύτητα οµάδας. Επειδή η σύζευξη µε τη συµβατική µικροταινιακή γραµµή 

πραγµατοποιείται µέσω των αποσβεννύµενων κυµάτων (evanescent waves) στην εγκάρσια 

διεύθυνση, η ισχύς σύζευξης θα οδεύει προς τη θύρα 3. Το σηµαντικό στοιχείο της νέας 

διάταξης είναι ότι το απαιτούµενο µήκος του συζεύκτη για µέγιστη σύζευξη που δίνεται 

γενικά από τη σχέση 

                                                     
C π

max
π

                                                     (1.4.30)
|β β |

d =
−

 

όπου βC και βπ οι σταθερές διάδοσης των ρυθµών c και π αντίστοιχα, προκύπτει µικρότερο 

γιατί βC = βCRLH < 0 στην περιοχή λειτουργίας ‘‘ αριστερού νόµου’’ ( βπ = βCµS ). Τότε 

προκύπτει 
CRLH CµS

max
π

|β | β
d =

+
 που είναι σαφώς µικρότερο από ό,τι στην περίπτωση του 

συµβατικού συζεύκτη. Ο παραπάνω συζεύκτης επιτυγχάνει ποσοστό σύζευξης –0.7 dB στο 

εύρος 2.2 – 3.8 GHz , σε αντίθεση µε τον αντίστοιχο συµβατικό που παρέχει ποσοστό 

σύζευξης –10 dB. Μάλιστα, µεταβάλλοντας τον αριθµό των δοµικών µονάδων που 

συγκροτούν τη διάταξη ή το διάκενο µεταξύ των γραµµών, µπορεί να επιτευχθεί 

οποιοδήποτε ποσοστό σύζευξης.    

 

 
Σχήµα 1.20: Κατευθυντικός συζεύκτης  
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Κεραία διαρρέοντος κύµατος   
 
Η ισοσταθµισµένη µικροταινιακή γραµµή µεταφοράς του Σχήµατος 1.19 (α) µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή µίας κεραίας διαρρέοντος κύµατος (Leaky wave 

antenna). Προτού παρουσιάσουµε τη διάταξη της κεραίας από µεταϋλικό, περιγράφουµε τη 

γενική αρχή λειτουργίας των συµβατικών κεραιών διαρρέοντος κύµατος. Μία τέτοια 

κεραία απεικονίζεται στο Σχήµα 1.21, όπου φαίνεται ότι στο χώρο πάνω από τον 

κυµατοδηγό  το διαδιδόµενο κύµα έχει τη µορφή  

                      0 0 yγz βz αz kψ(x,z) ψ exp( ) ψ exp( )exp( )exp( y)                     (1.4.31)i i− − − −= =  

 
Σχήµα 1.21: Γενική µορφή κεραίας διαρρέοντος κύµατος.  

 

όπου γ = α + iβ η µιγαδική σταθερά διάδοσης κατά µήκος του κυµατοδηγού και ky η 

σταθερά διάδοσης κατά την εγκάρσια διεύθυνση που δίνεται από τη σχέση 

                                                      ( )1/ 22 2
y 0k k β                                                     (1.4.32)= −  

Σε περίπτωση δηλαδή που η ταχύτητα φάσης του κύµατος είναι µικρότερη από την 

ταχύτητα του φωτός (β < c, slow wave) ή ισοδύναµα β > k0, τότε ky = i Im(ky), µε       

Im(ky) < 0 και παρατηρείται εκθετική εξασθένιση του κύµατος κατά την εγκάρσια 

διεύθυνση y. Αντίθετα, αν uP > c (fast wave) ή β < k0, τότε ky πραγµατικός προκαλώντας 

τη διάδοση του κύµατος κατά την εγκάρσια διεύθυνση, δηλαδή έχουµε την εµφάνιση 

διαρρέουσας ακτινοβολίας. Η περιοχή της καµπύλης διασποράς όπου β < k0 αποτελεί 

εποµένως την περιοχή ακτινοβολίας. Η γωνία του κύριου λοβού της ακτινοβολούµενης 

δέσµης προσδιορίζεται από τη σχέση (Σχήµα 1.21) 

                                                         ΜΒ 0sinθ β / k                                                     (1.4.33)=  

Όταν εποµένως η σταθερά διάδοσης είναι συνάρτηση της συχνότητας, η γωνία κύριου 

λοβού µεταβάλλεται επίσης µε τη µεταβολή της συχνότητας, φαινόµενο που καλείται 

σάρωση συχνότητας (frequency scanning).  
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Η νέου τύπου κεραία διαρρέοντος κύµατος προκύπτει από τη µικροταινιακή γραµµή 

µεταφοράς που µοντελοποιεί το µεταϋλικό, όπως φαίνεται ενδεικτικά στο Σχήµα 1.22   

[21-22]. 

 
Σχήµα 1.22: Κεραία διαρρέοντος κύµατος από µικροταινιακή γραµµή µεταφοράς. 

 

Η καµπύλη διασποράς της παραπάνω διάταξης έχει τη µορφή 

                                            R R

L L

1 1
β(ω) ω L C                                     (1.4.34)

p ω L C

 
= −  

 
 

όπου p η περίοδος επανάληψης της στοιχειώδους δοµικής µονάδας. Το διάγραµµα που 

αντιστοιχεί στην παραπάνω καµπύλη φαίνεται στο Σχήµα 1.23, όπου διακρίνουµε την 

ύπαρξη τεσσάρων περιοχών: την περιοχή διάδοσης αριστερού νόµου (Ι), την περιοχή 

διαρρέουσας ακτινοβολίας αριστερού νόµου (ΙΙ), την περιοχή διαρρέουσας ακτινοβολίας 

δεξιού νόµου (ΙΙΙ) και την περιοχή διάδοσης δεξιού νόµου (IV). Στη συχνότητα ωBF 

επιτυγχάνεται ακτινοβολία από το οπίσθιο άκρο της κεραίας (θ = -90ο), που αντιστοιχεί σε 

σταθερά διάδοσης β = –k0 (σηµείο Α). Η κεραία ακτινοβολεί µετωπικά (θ = 0ο) στη 

συχνότητα ω0 όπου β = 0 (σηµείο Β), ενώ ακτινοβολία από το εµπρόσθιο άκρο της κεραίας 

συµβαίνει για στη συχνότητα ωEF όπου β = k0 (σηµείο C).  
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Σχήµα 1.23: Καµπύλη διασποράς της µικροταινιακής διάταξης. 

Συνεπώς, η νέου τύπου κεραία παρέχει τη δυνατότητα συνεχούς σάρωσης από το πίσω 

µέχρι το εµπρόσθιο άκρο (backfire to endfire frequency scanning) ανάλογα µε τη 

συχνότητα λειτουργίας. Η ιδιότητα αυτή επιβεβαιώθηκε πειραµατικά [22] και αποτελεί ένα 

πολύ ιδιαίτερο χαρακτηριστικό που δεν µπορεί να υποστηριχθεί από µία συµβατική 

κεραία, η οποία εκτελεί σάρωση µόνο για θετικές γωνίες, αφού η σταθερά διάδοσης β 

προκύπτει θετική. Επιπλέον, η νέου τύπου κεραία διαρρέοντος κύµατος είναι σε θέση να 

ακτινοβολεί µετωπικά (θ = 0ο) για ω = ω0, σε αντίθεση µε τις συµβατικές κεραίες, όπου η 

ταχύτητα οµάδας µηδενίζεται για β = 0, µην επιτρέποντας τη διάδοση κυµάτων.  

Άλλο βασικό πλεονέκτηµα της νέου τύπου κεραίας είναι το γεγονός ότι λειτουργεί στο 

βασικό της ρυθµό λόγω της µορφής της καµπύλης διασποράς ω – β (Σχήµα 1.23), όπου 

φαίνεται ότι |β| < k0 για συγκεκριµένο εύρος συχνοτήτων. Η δυνατότητα αυτή δεν 

υποστηρίζεται από µία συµβατική κεραία διαρρέοντος κύµατος, η οποία όταν λειτουργεί 

στο βασικό της ρυθµό έχει σταθερά διάδοσης β µεγαλύτερη από τη σταθερά διάδοσης 

ελευθέρου χώρου (β > k0), µε αποτέλεσµα να διεγείρονται µόνο διαδιδόµενα κύµατα 

(guided waves) και όχι κύµατα ακτινοβολίας, τα οποία εµφανίζονται σε ρυθµούς ανώτερης 

τάξης. Εποµένως, η συµβατική κεραία απαιτεί µία πιο σύνθετη και λιγότερο αποδοτική 

διάταξη τροφοδότησης.  

Σηµειώνουµε τέλος ότι προκειµένου η κεραία να ακτινοβολεί αποδοτικά, η µικροταινιακή 

γραµµή µεταφοράς τερµατίζεται µε κατάλληλο φορτίο (προσαρµογή) προς αποφυγή 

ανακλάσεων που θα δηµιουργούσαν δευτερεύοντες ανεπιθύµητους πλευρικούς λοβούς.    
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1.5   Σκοπός και οργάνωση της διατριβής 

Σκοπός της παρούσας διατριβής είναι η ανάλυση και σχεδίαση µικροκυµατικών 

µεταϋλικών µέσων διάδοσης. Σε αντίθεση µάλιστα µε τις διατάξεις που περιγράφηκαν 

παραπάνω, οι οποίες προκύπτουν ως ισοδύναµες κυκλωµατικές αναπαραστάσεις των 

µεταϋλικών µέσω του µοντέλου των γραµµών µεταφοράς ή αποτελούνται από πολύπλοκα 

δοµικά στοιχεία (π.χ. SRRs), προτείνεται µία τελείως διαφορετική δοµή ως υποψήφιο 

µεταϋλικό µέσο, η οποία καθιστά ευκολότερη τη φυσική του υλοποίηση και προσφέρεται 

για λειτουργία τόσο στις µικροκυµατικές (GHz) όσο και σε υψηλότερες συχνότητες (THz). 

Η δοµή που επιλέγεται για τη µοντελοποίηση του µεταύλικού συνίσταται από ένα 

τρισδιάστατο κυβικό πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, οι οποίες είναι µαγνητικά αδρανείς. 

Σηµειώνεται επίσης ότι το µέσο στο σύνολό του εµφανίζει ισοτροπική συµπεριφορά, 

γεγονός το οποίο σε συνδυασµό µε την περιοδικότητα της δοµής, διευκολύνει την ανάλυση 

της ηλεκτροµαγνητικής του συµπεριφοράς. Η συγκεκριµένη δοµή εκµεταλλεύεται το 

φαινόµενο του ηλεκτροµαγνητικού συντονισµού των σφαιρών που πραγµατοποιείται σε 

συγκεκριµένες συχνότητες και έχει ως αποτέλεσµα τη µεγιστοποίηση του πλάτους του 

σκεδαζόµενου ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Αποδεικνύεται ότι η ενεργός µαγνητική 

διαπερατότητα µeff και η ενεργός διηλεκτρική σταθερά εeff της συνολικής δοµής 

εξαρτώνται άµεσα από το συντονισµό των µεµονωµένων σφαιρών και οι τιµές τους 

εµφανίζουν απότοµες αυξοµειώσεις γύρω από τις συχνότητες συντονισµού των 

µαγνητικών και ηλεκτρικών κυµάτων αντίστοιχα, µε αποτέλεσµα να προκύπτουν 

αρνητικές σε ορισµένο εύρος ζώνης. Την ιδιότητα αυτή εκµεταλλευόµαστε στη δηµιουργία 

ενός µέσου µε αρνητικό δείκτη διάθλασης (µεταϋλικό), του οποίου οι συντακτικές 

παράµετροι ε και µ λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιµές. Η διάρθρωση των κεφαλαίων 

της διατριβής έχει ως εξής. 

Το 1ο κεφάλαιο της διατριβής ξεκινά µε µία σύντοµη ιστορική ανασκόπηση 

παρουσιάζοντας τα σπουδαιότερα αποτελέσµατα των επιστηµονικών µελετών στο πεδίο 

έρευνας των µεταϋλικών µέσων και τις σηµαντικότερες πιθανές εφαρµογές τους. Ιδιαίτερη 

αναφορά γίνεται στη δυνατότητα ανάπτυξης ενός τέλειου φακού (perfect lens), ο οποίος 

επιτυγχάνει εστίαση µε διακριτική ικανότητα µεγαλύτερη από το φράγµα του µήκους 

κύµατος, καθώς και στα κυκλωµατικά ισοδύναµα των µεταϋλικών που επιτρέπουν την 

κατασκευή διατάξεων µε βελτιωµένα χαρακτηριστικά λειτουργίας (κεραίες, κατευθυντικοί 

συζεύκτες, κ.α).  
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Στο 2ο κεφάλαιο µελετώνται διεξοδικά οι φασµατικές ιδιότητες των µεταϋλικών µέσων 

διάδοσης, προκειµένου να καταλήξουµε σε χρήσιµα συµπεράσµατα για την 

ηλεκτροµαγνητική τους συµπεριφορά, η οποία διαφοροποιείται σηµαντικά σε σχέση µε τα 

συµβατικά µέσα διάδοσης. Για τις ανάγκες της ανάλυσης θεωρείται µία πλάκα από υλικό 

που να προσοµοιάζει τη συµπεριφορά ενός metamaterial, δηλαδή σε ορισµένο εύρος 

συχνοτήτων η διηλεκτρική σταθερά και η µαγνητική διαπερατότητα του υλικού να 

λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιµές. Η µέθοδος ανάλυσης που ακολουθείται βασίζεται 

στους µετασχηµατισµούς Fourier και το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο εκφράζεται ως 

επαλληλία επιπέδων κυµάτων, ενώ η πλήρης περιγραφή του πεδίου συνίσταται τόσο από 

το διακριτό (επιφανειακά κύµατα) όσο και από το συνεχές (ακτινοβολούµενα κύµατα) 

φάσµα ιδιοτιµών. Τα κύρια συµπεράσµατα προκύπτουν από την καµπύλη διασποράς του 

µέσου, όπου απεικονίζεται η  µεταβολή της σταθεράς διάδοσης και της σταθεράς 

απόσβεσης συναρτήσει της συχνότητας, στο εύρος συχνοτήτων όπου οι συντακτικές 

παράµετροι του µέσου ε και µ προκύπτουν ταυτόχρονα αρνητικές. Συγκεκριµένα, 

διακρίνονται οι διάφορες κατηγορίες ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων που είναι δυνατό να 

υποστηρίξει η πλάκα από µεταϋλικό  σε αντίθεση µε τα συνήθη υλικά µέσα και προκύπτει 

το βασικό συµπέρασµα ότι η ταχύτητα οµάδας και η ταχύτητα φάσης είναι 

αντιπαράλληλες, γεγονός που δεν παρατηρείται στα συνήθη υλικά µε θετικά ε και µ.  

Στο 3ο κεφάλαιο παρουσιάζεται η προτεινόµενη δοµή για τη µοντελοποίηση του 

µεταύλικού µέσου, που αποτελείται από ένα κυβικό πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, οι 

οποίες είναι µαγνητικά αδρανείς. Το κεφάλαιο ξεκινά µε τη µελέτη του προβλήµατος της 

σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα και του φαινοµένου του ηλεκτροµαγνητικού 

συντονισµού των σφαιρών. Στη συνέχεια, παρουσιάζεται η θεωρία του ενεργού µέσου, η 

οποία βασίζεται στη θεώρηση των σφαιρών ως ισοδύναµων ηλεκτρικών και µαγνητικών 

διπόλων και οδηγεί σε αναλυτικές εκφράσεις για την ενεργό διηλεκτρική σταθερά και 

ενεργό µαγνητική διαπερατότητα του συνόλου των σφαιρών. Ο ηλεκτροµαγνητικός 

συντονισµός των σφαιρών είναι ιδιαίτερα έντονος όταν το υλικό των σφαιρών εµφανίζει 

ιδιαίτερα υψηλή διηλεκτρική σταθερά, της τάξης του 100. Θεωρώντας τέτοια υλικά, η 

ενεργός µαγνητική διαπερατότητα και η ενεργός διηλεκτρική σταθερά προκύπτουν 

αρνητικές σε ένα εύρος συχνοτήτων γύρω από τις συχνότητες συντονισµού των 

µαγνητικών και ηλεκτρικών κυµάτων αντίστοιχα. Επειδή ωστόσο η εµφάνιση αρνητικού 

δείκτη διάθλασης για το σύνολο της δοµής προϋποθέτει η µαγνητική διαπερατότητα και η 

διηλεκτρική σταθερά του µέσου να λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιµές, η 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-54- 

προτεινόµενη δοµή αποτελείται από δύο είδη σφαιρών διαφορετικής ακτίνας αλλά από το 

ίδιο υλικό. ∆εδοµένου µάλιστα ότι οι ηλεκτρικοί συντονισµοί µίας σφαίρας εµφανίζονται 

σε συχνότητες µεγαλύτερες από τους αντίστοιχους µαγνητικούς και οι συχνότητες 

συντονισµού είναι αντιστρόφως ανάλογες της ακτίνας της σφαίρας, οι διαστάσεις των 

σφαιρών της δοµής επιλέγονται έτσι ώστε να συµπίπτουν η συχνότητα του πρώτου 

µαγνητικού συντονισµού των σφαιρών µικρής ακτίνας µε τη συχνότητα του πρώτου 

ηλεκτρικού συντονισµού των σφαιρών µεγαλύτερης ακτίνας. Ο δείκτης διάθλασης του 

συνόλου των σφαιρών υπολογίζεται από τη σχέση eff eff
eff r rn µ ε= ±  και το πραγµατικό 

µέρος του προκύπτει πράγµατι αρνητικό γύρω από τη συχνότητα συντονισµού. Στο τέλος 

του κεφαλαίου πραγµατοποιείται προσοµοίωση της διάταξης (full wave simulation) µε τη 

βοήθεια του λογισµικού πακέτου HFSS (High Frequency Structure Simulator), τα 

αποτελέσµατα της οποίας ποιοτικά επιβεβαιώνουν την αναλυτική προσέγγιση µε τη θεωρία 

του ενεργού µέσου, µε τη διαφορά ότι το εύρος ζώνης στο οποίο προκύπτει αρνητικός 

δείκτης διάθλασης είναι µικρότερο από αυτό που υπολογίζεται µε αναλυτικές µεθόδους. 

Εντούτοις, η µέθοδος ανάλυσης που ακολουθείται στο 3ο κεφάλαιο είναι µία πρώτης τάξης 

προσέγγιση του προβλήµατος που παρέχει αξιόπιστα αποτελέσµατα µόνο όταν το µήκος 

κύµατος στο περιβάλλον µέσο είναι αρκετά µεγαλύτερο της διαµέτρου των σφαιρών και 

δεν αποτελεί την πλήρη λύση, αφού δε λαµβάνει υπόψη συνεισφορές από ανώτερης τάξης 

ρυθµούς ούτε και τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών.  

Στο 4ο κεφάλαιο παρουσιάζεται η πλήρης λύση του προβλήµατος εφαρµόζοντας τη θεωρία 

της πολλαπλής σκέδασης, η οποία αποδίδει επακριβώς τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των 

σφαιρών και εφαρµόζεται ανεξαρτήτως περιορισµών, σε αντίθεση µε την προσεγγιστική 

θεωρία του ενεργού µέσου. Το κεφάλαιο ξεκινά µε τη µελέτη της σκέδασης από 

µεµονωµένη σφαίρα και της σκέδασης από ένα επίπεδο σφαιρών, περιοδικά 

διατεταγµένων. Συµπεραίνουµε ότι το σκεδαζόµενο κύµα από ένα επίπεδο σφαιρών 

εκφράζεται συναρτήσει των πινάκων σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα, των σταθερών 

δοµής Ω, οι οποίοι εκφράζουν τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών του επιπέδου, 

καθώς και των συντελεστών ανάπτυξης του προσπίπτοντος πεδίου. Οι σταθερές δοµής 

περιγράφουν ουσιαστικά το φαινόµενο της πολλαπλής σκέδασης και µελετώνται διεξοδικά 

καταλήγοντας σε αναλυτικούς τύπους για τον ιδιαίτερα πολύπλοκο υπολογισµό τους. 

Επιπλέον, προσδιορίζονται οι συντελεστές ανάκλασης και µετάδοσης από το επίπεδο 

σφαιρών εκφράζοντας  το σκεδαζόµενο πεδίο ως υπέρθεση επιπέδων κυµάτων. Στη 

συνέχεια, γίνεται µελέτη της σκέδασης από περισσότερα επίπεδα σφαιρών, αφού το 
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µεταϋλικό αποτελείται από την επαλληλία εναλλασσόµενων επιπέδων από σφαίρες, έτσι 

ώστε σε κάθε επίπεδο οι σφαίρες να έχουν την ίδια ακτίνα, αλλά στο αµέσως επόµενο 

επίπεδο η ακτίνα των σφαιρών να είναι διαφορετική. Τέλος, εξάγεται η σχέση διασποράς 

του µεταϋλικού µέσου, από την οποία συνάγονται βασικά συµπεράσµατα για τις ιδιότητες 

της σύνθετης δοµής. Η σχέση διασποράς περιγράφει τη µεταβολή της σταθεράς διάδοσης 

zk  συναρτήσει της συχνότητας λειτουργίας και συνιστά ένα πρόβληµα ιδιοτιµών-

ιδιοδιανυσµάτων που υπολογίζονται αριθµητικά. Για δεδοµένη συχνότητα, από όλες τις 

ιδιοτιµές του zk ,καµία ή στην καλύτερη περίπτωση µερικές µόνο προκύπτουν πραγµατικές 

και οι αντίστοιχες ιδιολύσεις παριστάνουν διαδιδόµενα κύµατα στο σύνθετο µεταϋλικό. Οι 

υπόλοιπες τιµές του zk  είναι µιγαδικές και οι αντίστοιχες ιδιολύσεις αντιπροσωπεύουν 

φθίνοντα κύµατα, το πλάτος των οποίων µειώνεται εκθετικά. Οι περιοχές αυτές καλούνται 

φωτονικά χάσµατα (photonic bandgaps). 

Στο κεφάλαιο 5 συνοψίζονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα που λαµβάνονται 

εφαρµόζοντας τη θεωρία πολλαπλής σκέδασης και συγκρίνονται µε τα αντίστοιχα του 

κεφαλαίου 3. Από τη µελέτη της καµπύλης διασποράς προκύπτει ότι υπάρχει ένα εύρος 

ζώνης συχνοτήτων εντός του οποίου η ταχύτητα φάσης και η ταχύτητα οµάδας είναι 

αντιπαράλληλες και ο δείκτης διάθλασης του µέσου προκύπτει αρνητικός. Ωστόσο, η 

ένταση του φαινοµένου και το εύρος ζώνης είναι σηµαντικά µικρότερα από ό,τι στην 

περίπτωση της αναλυτικής προσέγγισης. Εντούτοις, µε µικρή τροποποίηση της διάταξης 

των σφαιρών εντός της δοµικής µονάδας, έτσι ώστε να αυξηθεί η σύζευξη µεταξύ των 

σφαιρών, το εύρος ζώνης στο οποίο ο δείκτης διάθλασης προκύπτει αρνητικός αυξάνεται 

σηµαντικά. Σηµαντική αύξηση στο εύρος ζώνης του φαινοµένου παρατηρείται επίσης και 

µε αύξηση της διηλεκτρικής σταθεράς του περιβάλλοντος µέσου, γεγονός ιδιαίτερα 

επιθυµητό. Παρατηρείται ακόµη ότι ιδιαίτερη επίδραση στο φαινόµενο έχουν οι απώλειες 

του διηλεκτρικού των σφαιρών, οι οποίες έχουν ως αποτέλεσµα το φαινόµενο να 

µετριάζεται σηµαντικά ως προς την ένταση και να εξαφανίζεται για τιµές της εφαπτοµένης 

απωλειών µεγαλύτερες από 10-3. Σε γενικές γραµµές πάντως η δοµή εµφανίζει την 

επιθυµητή συµπεριφορά µεταϋλικού γύρω από τις συχνότητες συντονισµού των σφαιρών 

επιβεβαιώνοντας τους αρχικούς θεωρητικούς µας ισχυρισµούς.  

Στη συνέχεια του 5ου κεφαλαίου παρουσιάζεται µία πιθανή εφαρµογή του µεταϋλικού, η 

οποία αναφέρεται στη χρήση του µε σκοπό τη βελτίωση της ικανότητας εστίασης ενός 

υβριδικού συστήµατος ενδοκρανιακής απεικόνισης και θεραπείας σύµφωνα µε τη µέθοδο 

της υπερθερµίας. Πρόκειται για ένα µη επεµβατικό σύστηµα που έχει αναπτυχθεί στο 
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εργαστήριο µικροκυµάτων και οπτικών ινών του ΕΜΠ και χρησιµοποιείται µε στόχο την 

επιλεκτική θέρµανση των περιοχών ενδιαφέροντος του εγκεφάλου (υπερθερµία), ενώ 

παράλληλα παρέχει τη δυνατότητα απεικόνισης της θερµοκρασίας της ακτινοβολούµενης 

περιοχής του εγκεφάλου σε πραγµατικό χρόνο. Η περιοχή συχνοτήτων λειτουργίας του 

απεικονιστικού συστήµατος είναι 1.5-3.5 GHz. Η ανάπτυξη του µεταϋλικού που 

περιγράφηκε παραπάνω θα έχει ως αποτέλεσµα τη βελτίωση της εστίασης του συστήµατος 

θεραπείας, όσον αφορά στο βάθος διείσδυσης της ακτινοβολίας, καθώς και στη διακριτική 

ικανότητα του συστήµατος απεικόνισης.  

Στο κεφάλαιο 6 εξετάζεται το ενδεχόµενο λειτουργίας της δοµής στην περιοχή των THz 

και των οπτικών συχνοτήτων, γεγονός που επιφέρει σηµαντική µείωση στις διαστάσεις του 

µεταϋλικού. Συγκεκριµένα, η δοµή του µεταϋλικού τροποποιείται και αποτελείται πλέον 

από ένα είδος σφαιρών, οι οποίες όµως περιλαµβάνουν δύο στρώµατα από διαφορετικά 

διηλεκτρικά υλικά (coated spheres). Το υλικό του πυρήνα διαθέτει υψηλή διηλεκτρική 

σταθερά της τάξης του 100 οδηγώντας σε ισχυρό µαγνητικό συντονισµό, ενώ το υλικό του 

περιβλήµατος εµφανίζει συµπεριφορά πλάσµατος γύρω από τη συχνότητα λειτουργίας     

(ε < 0) οδηγώντας σε ηλεκτρικό συντονισµό. Υποψήφια υλικά µε την παραπάνω 

συµπεριφορά είναι φερροηλεκτρικά υλικά (π.χ. LiTaO3) για το υλικό του πυρήνα και 

ηµιαγωγοί προσµίξεων µε συµπεριφορά πλάσµατος στην περιοχή των THz για το υλικό 

του περιβλήµατος των σφαιρών. Τέλος, ανακεφαλαιώνονται τα κυριότερα συµπεράσµατα 

της διατριβής, ενώ γίνεται προσπάθεια εύρεσης του κατάλληλου υλικού που θα µπορούσε 

να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή των διηλεκτρικών σφαιρών µε στόχο την 

πειραµατική επιβεβαίωση των υπολογισµών µας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

ΦΑΣΜΑΤΙΚΟ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΟ ΜΕΤΑΫΛΙΚΩΝ ΜΕΣΩΝ  

 

Σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι η µελέτη των φασµατικών ιδιοτήτων των 

µεταϋλικών µέσων διάδοσης προκειµένου να καταλήξουµε σε χρήσιµα συµπεράσµατα για 

την ηλεκτροµαγνητική συµπεριφορά τους, η οποία διαφοροποιείται σηµαντικά σε σχέση 

µε τα συµβατικά µέσα διάδοσης. Ουσιαστικά δηλαδή εξετάζουµε τι είδους κύµατα είναι 

δυνατό να υποστηρίξει ένα µεταϋλικό µέσο, τα οποία δε διεγείρονται στα συνήθη υλικά.  

 

2.1  ∆ιέγερση πλάκας από µεταϋλικό  

Για τις ανάγκες της ανάλυσης θεωρούµε µία πλάκα από υλικό που να προσοµοιάζει τη 

συµπεριφορά ενός µεταϋλικού, δηλαδή σε ορισµένο εύρος συχνοτήτων η διηλεκτρική 

σταθερά και η µαγνητική διαπερατότητα του υλικού να λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές 

τιµές. Η πλάκα έχει πάχος d, εκτείνεται απεριόριστα κατά τους άξονες y και z και οι 

συντακτικές της παράµετροι ε, µ εµφανίζουν διασπορά ως προς τη συχνότητα. Για τη 

διέγερση της πλάκας θεωρούµε µία άπειρη γραµµική πηγή ρεύµατος µε απειροστά µικρό 

εµβαδό διατοµής, αλλά µε πεπερασµένη πυκνότητα ρεύµατος που δίνεται από τη σχέση 

                                               δ(x x ) δ(z z )                                            (2.1.1)′ ′= ⋅ − −J y  

και η οποία εφαρµόζεται στο σηµείο (x ,z )′ ′ εντός της πλάκας (Σχήµα 2.1).  

                 

Σχήµα 2.1:  ∆ιέγερση πλάκας από µεταϋλικό από γραµµική πηγή ρεύµατος. 
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Μία τέτοια πηγή στην πράξη εµφανίζεται στην περίπτωση των ηµιαγωγικών Laser ή των 

διόδων εκποµπής φωτός (LED). Ο χώρος πάνω και κάτω από την πλάκα υποτίθεται 

οµοιόµορφος µε χαρακτηριστικά 0ε και 0µ . Υποθέτουµε επίσης ότι η χρονική εξάρτηση 

όλων των πεδιακών ποσοτήτων είναι της µορφής exp(iωt) και παραλείπεται στην ανάλυση 

που ακολουθεί. Η µέθοδος ανάλυσης που υιοθετούµε βασίζεται στους µετασχηµατισµούς 

Fourier και έχει εισαχθεί στην ηλεκτροµαγνητική θεωρία από τον Sommerfeld για την 

ανάλυση της ακτινοβολίας ενός διπόλου πάνω από επίπεδη γη µε πεπερασµένη 

αγωγιµότητα. Σύµφωνα µε αυτή, το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο εκφράζεται ως ένα 

ολοκληρωτικό άθροισµα επιπέδων κυµάτων (Sommerfeld integral). Η έκφραση αυτή είναι 

κατάλληλη γιατί το συνολικό πεδίο δεν είναι ένα επίπεδο κύµα και εποµένως χρειάζεται να 

αναλυθεί σε επιµέρους επίπεδα κύµατα. Η µέθοδος αποτελείται από τα ακόλουθα βήµατα: 

i) Εκφράζουµε µε κατάλληλο ανάπτυγµα Fourier το πεδίο που θα προκαλούσε η 

πυκνότητα ρεύµατος J αν βρισκόταν στον ελεύθερο χώρο µε χαρακτηριστικά ε(ω), µ(ω). 

και ονοµάζουµε το πεδίο αυτό πρωτογενές. 

ii) Λόγω της ύπαρξης των διαχωριστικών επιφανειών για x d / 2= ± εµφανίζονται 

ανακλώµενα κύµατα µέσα στην πλάκα, καθώς και διαθλώµενα κύµατα έξω από την πλάκα. 

Το πεδίο που συγκροτείται από αυτού του είδους τα κύµατα ονοµάζεται δευτερογενές, ενώ 

τα κύµατα εκφράζονται ως ολοκληρώµατα Fourier. Με κατάλληλη εφαρµογή των οριακών 

συνθηκών στις διαχωριστικές επιφάνειες x d / 2= ± προσδιορίζονται οι τιµές των 

συντελεστών ανάκλασης και µετάδοσης, συνεπώς καθορίζονται πλήρως τα πεδία.  

Συνεπώς, το συνολικό ηλεκτροµαγνητικό πεδίο προκύπτει από το άθροισµα του 

πρωτογενούς και δευτερογενούς πεδίου, καθένα από τα οποία υπολογίζεται ανεξάρτητα. 

Σηµειώνεται ότι η συγκεκριµένη µέθοδος ανάλυσης επιτρέπει τη γενίκευση των 

αποτελεσµάτων στην περίπτωση διέγερσης από τυχαία κατανεµηµένες ρευµατικές πηγές. 

Περιγραφή πρωτογενούς πεδίου 

Υποθέτουµε έναν άπειρο χώρο µε χαρακτηριστικά παντού ε(ω), µ(ω) και θεωρούµε τη 

ρευµατική διέγερση στη θέση (x ,z )′ ′ . Ο χώρος διαιρείται ουσιαστικά σε δύο ηµιάπειρα 

επίπεδα x x′>  και x x′< . Επειδή η ρευµατική διέγερση είναι παράλληλη στον άξονα y 

έχουµε µόνο µία συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου την Εy. Εποµένως, το ηλεκτρικό πεδίο 

είναι της µορφής TE (Transverse Electric), αφού δεν υπάρχει συνιστώσα του πεδίου κατά 
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τη διεύθυνση της διάδοσης (Ez = 0). Το ηλεκτρικό πεδίο γράφεται ως επαλληλία επιπέδων 

κυµάτων για τις περιοχές x x′>  και x x′<  

                                  y1 1 z z z[ (z z )] dkE (x,z) A (k ,x)exp k ,  x x                    (2.1.2)i
∞

−∞
′− − ′= >∫  

                                  y2 2 z z z[ (z z )] dkE (x,z) A (k ,x)exp k ,  x x                    (2.1.3)i
∞

−∞
′− − ′= <∫  

όπου 1 zA (k , x) , 2 zA (k , x)  συναρτήσεις προς προσδιορισµό και zk  η σταθερά διάδοσης 

κατά τον άξονα z. Επιπλέον, επειδή τόσο η αρχική διέγερση όσο και η γεωµετρία της 

διάταξης εµφανίζουν ανεξαρτησία από τη µεταβλητή y, οι συνιστώσες του 

ηλεκτροµαγνητικού πεδίου είναι επίσης ανεξάρτητες από τη µεταβλητή y, δηλαδή στις 

εξισώσεις του Maxwell θεωρούµε 
Ψ

0
y

∂
=

∂
 για όλες τις πεδιακές συνιστώσες Ψ. Επειδή 

όµως οι συνιστώσες των πεδίων πρέπει να ικανοποιούν την κυµατική εξίσωση προκύπτει 

                                         
2 2

2
y2 2

k E (x,z) 0
x z

 ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ 

 για (x,z) (x ,z )′ ′≠                   (2.1.4) 

όπου 0k k n=  και 0 0 0k ω ε µ=  (n ο δείκτης διάθλασης της πλάκας). Αντικαθιστώντας 

στην κυµατική εξίσωση τις εκφράσεις του ηλεκτρικού πεδίου από τις σχέσεις (2.1.2) και 

(2.1.3) λαµβάνουµε τη σχέση 

                                              
2

1,2 z 2
1 z 1,2 z2

d A (k ,x)
g (k )A (k ,x) 0                               (2.1.5)

dx
− =  

όπου ορίζουµε την εγκάρσια σταθερά διάδοσης εντός της πλάκας: ( )1/22 2 2
1 z z 0g (k ) k k n= − . 

Από τη λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης λαµβάνουµε 

                                           1 z 1A (k ,x) Texp[ g (x x )], x x (2.1.6)                                ′ ′− − >=  

                                              2 z 1A (k ,x) Rexp[g (x x )], x x (2.1.7)                                ′ ′− <=  

Σηµειώνεται ότι στις παραπάνω εκφράσεις πρέπει Re[ 1 zg (k ) ] > 0, ώστε να µηδενίζεται το 

πεδίο σε άπειρη απόσταση από την πηγή, δηλαδή yE (x ) 0→±∞ =  (συνθήκη ακτινοβολίας 

Sommerfeld-Muller). Οι Τ ,R  είναι άγνωστες σταθερές που προσδιορίζονται από τις 

οριακές συνθήκες στην επιφάνεια x x′= : 

                                                   y1 y2E (x ,z) E (x ,z) Τ R                                     (2.1.8)′ ′= ⇔ =  

                         1 2 z1 z2ˆ [ (x ,z) (x ,z)] H (x ,z) H (x ,z) δ(z z )          (2.1.9)′ ′ ′ ′ ′⋅ − = ⇔ − = − −x H H J  

όπου zH
ωµ(ω)

yi

x

∂Ε
=

∂
. Επιπλέον, λόγω της παρακάτω σχέσης ορισµού της συνάρτησης δ 
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                                       z z

1
δ(z z ) exp[ k (z z )] dk                                   (2.1.10)

2π
i

∞

−∞
′ ′− − −= ∫  

προκύπτει τελικά ότι 

                                                  
z1

                                                         (2.1.11)
ωµ(ω)

T R
4πg (k )
i

= = −  

Εποµένως, το πρωτογενές πεδίο γράφεται τελικά στην ακόλουθη µορφή 

                        
1

1

z z

z

y0

exp[ x x ]
z z (2.1.12)

g (k )

ωµ(ω)
exp k ( )] dk

4π
[                

gi
i

+∞

−∞

′− −
′Ε −= − −∫  

 

Περιγραφή δευτερογενούς πεδίου 

Λόγω µεταβολής του δείκτη διάθλασης στα επίπεδα x d / 2= ±  εµφανίζονται δευτερογενή 

πεδία. Οι εκφράσεις του ηλεκτρικού πεδίου σε κάθε περιοχή του χώρου σε µορφή 

ολοκληρωµάτων επαλληλίας είναι 

                           0 z zy1 1 z zexp[ g x d/2 ] exp[ k ( )]dk x d/2          (2.1.13)E Β ( ) ,  i
+∞

−∞

′− − >= − −∫  

                 [ ]1 1 2 1 z zy2 z zcosh(g x) A sinh(g x) exp[ k ( )] dk , x d/2 (2.1.14)E  | |         i
+∞

−∞

′Α + − <= −∫  

                        0 z zy3 2 z zexp[g x d/2 ] exp[ k ( )] dk x d/2 (2.1.15)E Β ( ) ,           i
+∞

−∞

′+ − < −= −∫  

όπου ορίζεται η σταθερά εγκάρσιας διάδοσης ελευθέρου χώρου ( )1/ 22 2
0 z z 0g (k ) k k= − µε 

0 zRe[g (k )] 0> , ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη ακτινοβολίας για x → ±∞ . Οι άγνωστοι 

συντελεστές  Α1, Α2, Β1, Β2 προσδιορίζονται από την εφαρµογή των οριακών συνθηκών 

στις επιφάνειες x d / 2= ±  για το συνολικό πεδίο, που αποτελείται από την υπέρθεση του 

πρωτογενούς και δευτερογενούς πεδίου. Οι οριακές συνθήκες είναι 

                                                y0 y2 y1x d / 2 x d /2[E E ] [E ]                                         (2.1.16)= =+ =  

                                 ( ) y1
y0 y2

0x d /2 x d/2

Ε
E E                       (2.1.17)

ωµ(ω) x ωµ x

i i

= =

∂ ∂ + =   ∂ ∂   
  

                                               y0 y2 y3x d /2 x d/2[E E ] [E ]                                    (2.1.18)=− =−+ =  

                                   ( ) y3
y0 y2

0x d /2 x d /2

Ε
E E                   (2.1.19)

ωµ(ω) x ωµ x

i i

=− =−

∂ ∂ + =   ∂ ∂   
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από τις οποίες προκύπτουν αντίστοιχα οι παρακάτω σχέσεις για τους άγνωστους 

συντελεστές Α1, Α2, Β1, Β2 . 

                 
1 1

1 1

1 z

1 1 2

ωµ(ω) g d g d
exp( g d/2)exp(g ) A cosh A sinh (2.1.20)

4πg (k ) 2 2
B x         

i
− ′= − + +  

               
1 1

1 1

1 z

2 1 2

ωµ(ω) g d g d
exp( g d/2)exp( g ) A cosh A sinh (2.1.21)

4πg (k ) 2 2
B x         

i
− − ′= − + −  

  
1 0 1 1

1 1

0 z 0

0
1 1 2

ωµ g µ g d g d
exp( g d/2)exp(g ) A sinh A co h (2.1.22)

4πg (k ) g µ(ω) 2 2
B x s        

i
− −

 ′= − + 
 

 

1 0 1 1
1 1

0 z 0

0
2 1 2

ωµ g µ g d g d
exp( g d/2)exp( g ) A sinh A co h (2.1.23)

4πg (k ) g µ(ω) 2 2
B x s        

i
− − −

 ′= − − 
 

 

Από τις σχέσεις (2.1.20) και (2.1.22) προκύπτει 

1 1

1 0 1 01 1 1 1
1 2

0 0

0

0 1

exp( g d/2) exp(g )

g µ g µg d g d g d g d
A cosh sinh A sinh cosh

2 g µ(ω) 2 2 g µ(ω) 2

µω µ(ω)
x                                                         (2.1.

4π g g

i
−

          + + + =          
          

 
′= − − 
 

24)

 

Οµοίως από τις (2.1.21) και (2.1.23) λαµβάνουµε 

1 1

1 0 1 01 1 1 1
1 2

0 0

0

0 1

exp( g d/2) exp( g )

g µ g µg d g d g d g d
A cosh sinh A sinh cosh

2 g µ(ω) 2 2 g µ(ω) 2

µω µ(ω)
x                                                             

4π g g

i
− −

          + − + =          
          

 
′= − − 
 

(2.1.25)

 

Από τη λύση του συστήµατος των δύο παραπάνω σχέσεων προσδιορίζονται οι συντελεστές 

Α1 και Α2  

1
0 1

1 0
1 11

0 1 0

exp( g d/2)
gωµ(ω) cosh(g x )

A µ µ(ω)          (2.1.26)
g d g d4π g g µ(ω)cosh gµ sinh
2 2

 

i
−

  ′
= − −       +   

   
     

1
0 1

2 0
1 11

0 1 0

exp( g d/2)
gωµ(ω) sinh(g x )

A µ µ(ω)          (2.1.27)
g d g d4π g g µ(ω)sinh gµ cosh
2 2

 

i
−

  ′
= − −       +   

   
 

όπου πρέπει να ισχύουν οι συνθήκες 1 0Re[g (λ)] 0 και Re[g (λ)] 0> > . Συνεπώς, η έκφραση 

του δευτερογενούς ηλεκτρικού πεδίου εντός της πλάκας είναι της µορφής 
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                     [ ]1 1 2 1 z zy2 z zE cosh(g x) A sinh(g x) exp[ k ( )] dk (2.1.28)               i
+∞

−∞

′Α + −= −∫  

όπου οι συντελεστές A1 και Α2 ορίστηκαν παραπάνω. Παρατηρούµε ότι διεγείρονται τόσο 

άρτιοι όσο και περιττοί ρυθµοί ΤΕ, γεγονός αναµενόµενο αφού η θέση της πηγής εντός της 

πλάκας (x , z )′ ′ είναι τυχαία δίχως να προκύπτει από αυτήν κάποιου είδους συµµετρία. 

 

2.2  Υπολογισµός του πεδίου εντός της πλάκας από µεταϋλικό 

Το συνολικό πεδίο εντός της πλάκας αποτελείται από το άθροισµα του πρωτογενούς και 

του δευτερογενούς πεδίου, τα οποία είναι εκφρασµένα ως ολοκληρώµατα επαλληλίας. 

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι η µετατροπή των πολύπλοκων εκφράσεων των πεδίων σε 

µία µορφή που προσφέρεται για υπολογισµό. Το πρωτογενές πεδίο θα δείξουµε ότι είναι 

δυνατό να εκφραστεί σε κλειστή µορφή καθιστώντας εύκολο τον υπολογισµό του. 

Αντίθετα, για τον προσδιορισµό του δευτερογενούς πεδίου πρέπει να χρησιµοποιηθεί η 

θεωρία των µιγαδικών συναρτήσεων. Συγκεκριµένα, για τον υπολογισµό του 

ολοκληρώµατος της σχέσης (2.1.28) χρειάζεται να οριστεί κατάλληλος κλειστός δρόµος 

ολοκλήρωσης στο µιγαδικό επίπεδο kz. Σηµειώνεται επίσης ότι η ολοκληρωτέα παράσταση 

περιέχει τις σταθερές εγκάρσιας διάδοσης 2 2 1/2
0 z z 0g (k ) (k k )= − και 2 2 2 1/2

1 z z 0g (k ) (k k n )= − , 

οι οποίες γενικά δεν είναι µονότιµες συναρτήσεις. Για το σκοπό αυτό πρέπει να οριστούν 

κατάλληλες βροχοτοµές που να ορίζουν µονοσήµαντα το πρόσηµο των παραπάνω 

συναρτήσεων. Το ολοκλήρωµα κατά µήκος του κλειστού δρόµου ολοκλήρωσης, σύµφωνα 

µε το θεώρηµα του Cauchy, θα αποτελείται τότε από τη συνεισφορά των πόλων που 

περικλείονται στο εσωτερικό της καµπύλης ολοκλήρωσης καθώς και από το ολοκλήρωµα 

κατά µήκος των βροχοτοµών. Στη συνέχεια θα προσδιορίσουµε τις εξισώσεις των 

βροχοτοµών στο µιγαδικό επίπεδο kz. 

Η τετραγωνική ρίζα 2 2 1/2
0 z z 0g (k ) (k k )= −  γράφεται γενικά στη µορφή        

( )
( )

( )

1 2

1 2

1/2 1/2
1/2 z 0 z 02 2

0 z z 0 1/2 1/2 [
z 0 z 0

θ +θ /2

θ +θ /2+π]

k k k k e
g (k ) k k =                                   (2.2.1)

k k k k e

i

i

 − +
= − 

− +
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όπου 1 2θ θ

z 0 z 0 z 0 z 0k k = k k e ,  k k = k k ei i− − + + . Για την εξαγωγή της εξίσωσης της 

βροχοτοµής θεωρούµε ότι το διηλεκτρικό του χώρου εκτός της πλάκας εµφανίζει µικρές 

απώλειες, εποµένως η διηλεκτρική σταθερά του δίνεται από τη σχέση 

                                                              0

σ
ε ε                                                        (2.2.2)

ω
i= −  

Το γεγονός αυτό µας επιτρέπει να γράψουµε την έκφραση της σταθεράς διάδοσης 

ελευθέρου χώρου στη µορφή:     

                                                             0 0 0k k k                                                       (2.2.3)i′ ′′= −  

όπου 0k′ 0 0ω ε µ= > 0 και 0k 0′′ > . H σταθερά διαµήκους διάδοσης θεωρείται επίσης 

µιγαδικός αριθµός, οπότε 

            2 2 2 2 2 2 2
0 z 0 z z 0 0 z z 0 0g k k Re (k ) Im (k ) k k 2 [Re(k )Im(k ) k k ]           (2.2.4)i′ ′′ ′ ′′= − = − − + + +  

Όµως ισχύει ότι               

                                        ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 0g Re g Im g 2 Re g Im g                          (2.2.5)i= − +  

Εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη των σχέσεων (2.2.4) και (2.2.5) λαµβάνουµε το ακόλουθο 

σύστηµα εξισώσεων: 

                           
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2
0 0 z z 0 0

0 0 z z 0 0

Re g Im g Re k Im k k k                        (2.2.6)

Im g Re g Re k Im k k k                                           (2.2.7)

′ ′′ − = − − +


′ ′′= +
 

Επειδή όµως η έκφραση του ηλεκτρικού πεδίου στην περιοχή πάνω από την πλάκα 

περιέχει τον παράγοντα της µορφής 
( )0g x d/2e− −

, πρέπει ( ) ( )0 0Re g 0 και Im g 0> > , ώστε 

για x →+∞  να προκύπτουν κύµατα που µηδενίζονται σε πλάτος (συνθήκη ακτινοβολίας), 

καθώς επίσης να αποµακρύνονται από την πηγή προς το άπειρο. Αν αντίθετα 

( )0Re g 0 < παραβιάζεται η συνθήκη ακτινοβολίας. Συνεπώς, η βροχοτοµή ορίζεται ως ο 

γεωµετρικός τόπος των σηµείων του µιγαδικού επιπέδου kz για τα οποία ( )0Re g 0= . Η 

σχέση (2.2.7) λόγω της συνθήκης ( )0Re g 0=  καταλήγει στη σχέση 

                                                   ( ) ( )z z 0 0Re k Im k k k                                              (2.2.8)′ ′′= −  

που είναι και η ζητούµενη εξίσωση της βροχοτοµής που ορίζεται για τον παράγοντα 0g  

και παριστάνει υπερβολή, η οποία βρίσκεται στο δεύτερο και τέταρτο τεταρτηµόριο. 

Επιπλέον, η σχέση (2.2.6) λόγω της συνθήκης ( )0Re g 0=  και σε συνδυασµό µε τη (2.2.8) 

διαµορφώνεται ως εξής: 
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       ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 20 0 0
0 z 0 0 0 z2 2

z z

k k k
Im g Re (k ) k k k Re (k ) 1            (2.2.9)

Re (k ) Re (k )

′ ′′ ′′ 
′ ′′ ′ = − + − = − +  

 
 

Επειδή όµως πρέπει σε κάθε περίπτωση ( )2
0Im g 0≥  προκύπτει τελικά η συνθήκη: 

                                          2 2
0 z 0 z 0k Re (k ) k Re(k ) k                                     (2.2.10)′ ′ ′≥ ⇔ − ≤ ≤  

η οποία έχει ως αποτέλεσµα η ζητούµενη εξίσωση της βροχοτοµής στο µιγαδικό επίπεδο kz  

να είναι η υπερβολή που παριστάνεται από τη σχέση (2.2.8) υπό τον περιορισµό της 

(2.2.10), δηλαδή ένα ορισµένο τµήµα της παραπάνω υπερβολής. Μάλιστα, επειδή στην 

ανωτέρω ανάλυση θεωρήσαµε ότι το διηλεκτρικό του χώρου εκτός της πλάκας έχει µικρές 

απώλειες, για τη σωστή εξαγωγή της εξίσωσης της βροχοτοµής, πρέπει στη συνέχεια να 

θεωρήσουµε σχεδόν τέλειο διηλεκτρικό (σ 0→ ), αφού η σταθερά διάδοσης k0 αναφέρεται 

στον κενό χώρο. Τότε έπεται ότι 0k 0′′→  και η εξίσωση της βροχοτοµής προκύπτει 

                                                          ( ) ( )z zRe k Im k 0                                            (2.2.11)=  

που σηµαίνει ουσιαστικά ότι τα τµήµατα των υπερβολών της βροχοτοµής τείνουν να 

γίνουν εφαπτοµενικά στους άξονες των συντεταγµένων. Οι βροχοτοµές σχεδιάζονται στο 

Σχήµα 2.2 στην εκφυλισµένη  µορφή τους, δηλαδή ως τµήµατα υπερβολών που ξεκινούν 

από τα κλαδικά σηµεία 0k± (branch points) και τείνουν να γίνουν εφαπτοµενικά των 

αξόνων.  

k0k0 Re(kz)

Im(kz)

 
Σχήµα 2.2: Ορισµός βροχοτοµών  
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Με παρόµοια διαδικασία είναι δυνατό να οριστούν βροχοτοµές και για την παράσταση 

2 2 2 1/2
1 z z 0g (k ) (k k n )= − . Ωστόσο, αν θεωρήσουµε την έκφραση του συνολικού πεδίου εντός 

της πλάκας, αποδεικνύεται ότι προκύπτει άρτια συνάρτηση του 1g , όπως παρουσιάζεται 

αναλυτικά στο Παράρτηµα. Συνεπώς, η παράσταση είναι ανεξάρτητη του προσήµου του 

1g  και δε χρειάζεται να οριστεί βροχοτοµή που να την ορίζει µονοσήµαντα.  

Μετά τον ορισµό των βροχοτοµών προσδιορίζεται η µορφή του κλειστού δρόµου 

ολοκλήρωσης στο µιγαδικό επίπεδο kz. Ο δρόµος ολοκλήρωσης πρέπει να βρίσκεται 

εξολοκλήρου στο κατάλληλο επίπεδο Riemann (proper Riemann sheet), ώστε να 

ικανοποιείται η συνθήκη ακτινοβολίας για x → ±∞ . Επειδή στους χώρους εκτός της 

πλάκας τα πεδία εξαρτώνται από το x σύµφωνα µε τους όρους της µορφής 0g (x d/2)e− −
και  

0g (x d/2)e + (πάνω και κάτω από την πλάκα αντίστοιχα), οι σχέσεις που πρέπει να 

ικανοποιούνται είναι 0Re(g ) 0>  και 0Im(g ) 0> , ώστε για x →+∞  να έχουµε κύµατα που 

µηδενίζονται σε πλάτος, ενώ διαδίδονται από την πηγή προς το άπειρο. Άρα, το κατάλληλο 

επίπεδο Riemann ορίζεται από τη συνθήκη 0 0Re(g ) Im(g ) 0⋅ > . Από τη σχέση (2.2.7) στο 

όριο 0k 0′′→  προκύπτει ότι  

                                              ( ) ( ) ( ) ( )0 0 z zRe g Im g Re k Im k                                   (2.2.12)=  

Εποµένως, το κατάλληλο επίπεδο Riemann ορίζεται από τη σχέση ( ) ( )z zRe k Im k 0> , µε 

αποτέλεσµα ο δρόµος ολοκλήρωσης να πρέπει να βρίσκεται εξολοκλήρου στο 1ο και 3ο 

τεταρτηµόριο του επιπέδου kz. Επιπλέον, ο δρόµος ολοκλήρωσης σχεδιάζεται έτσι ώστε να 

µην τέµνει σε κανένα σηµείο την καµπύλη της βροχοτοµής, αλλά να περιελίσσεται γύρω 

από αυτή, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 2.3, όπου ο δρόµος ολοκλήρωσης αντιστοιχεί 

στην καµπύλη C.  

Για να υπολογίσουµε όµως το ολοκλήρωµα στην έκφραση του δευτερογενούς ηλεκτρικού 

πεδίου µέσα στην πλάκα πρέπει να κλείσουµε την καµπύλη C µε ένα ηµικύκλιο R πολύ 

µεγάλης ακτίνας, θεωρητικά άπειρης. Όταν όµως η ακτίνα του ηµικυκλίου τείνει στο 

άπειρο, είναι δυνατό µε κατάλληλη επιλογή του kz η συµβολή στην ολοκλήρωση από το 

ηµικύκλιο R να µηδενίζεται λόγω µηδενισµού της ολοκληρωτέας συνάρτησης. Ειδικότερα, 

επειδή επί του ηµικυκλίου είναι θ

zk Rei= , ο εκθετικός παράγοντας διάδοσης του πεδίου 

γράφεται ως εξής 

                                                 zk (z z ) Rcosθ(z z ) Rsinθ(z z )                           (2.2.13)e e ei i− − − − −′ ′ ′=  
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Στην περίπτωση που z z′>  πρέπει sinθ 0< , ώστε να µηδενίζεται ο εκθετικός παράγοντας 

καθώς R→+∞ . Συνεπώς, το ηµικύκλιο πρέπει να βρίσκεται στο 3ο και 4ο τεταρτηµόριο 

του µιγαδικού επιπέδου kz. Αντίστοιχα, σε περίπτωση που z z′<  πρέπει sinθ 0>  και το 

ηµικύκλιο πρέπει να βρίσκεται στο 1ο και 2ο τεταρτηµόριο. Έχοντας υπόψη ότι ο κλειστός 

δρόµος ολοκλήρωσης δεν µπορεί να τέµνει πουθενά τις βροχοτοµές, περιελίσσεται γύρω 

από αυτές, όπως φαίνεται από τα τµήµατα B+  και B− . Τελικά, ο δρόµος ολοκλήρωσης για 

την περίπτωση που z z′>  είναι όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 2.3 [2].  

k0k0 Re(kz)

Im(kz)

B+B

C

RR

 

Σχήµα 2.3: ∆ρόµος ολοκλήρωσης στο µιγαδικό επίπεδο kz. 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα του Cauchy το ολοκλήρωµα κατά µήκος µίας κλειστής καµπύλης 

µίας αναλυτικής συνάρτησης µε εξαίρεση n ανώµαλα σηµεία δίνεται από το άθροισµα των 

ολοκληρωτικών υπολοίπων των n ανωµάλων σηµείων, όταν η καµπύλη διαγράφεται κατά 

τη θετική – ανθωρολογιακή φορά. Στην περίπτωσή µας είναι  

z z z z zm z z z z z z

n

y2
m 1C R

dk dk dk   (2.2.14)E f(k ) 2π Res f(k ),k k f(k )dk f(k ) f(k )i
+ −

= Β Β

− −  = = − = −∑∫ ∫ ∫ ∫   

όπου f(kz) η προς ολοκλήρωση συνάρτηση, η οποία δίνεται από τη σχέση 
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1 1 1 1

0
z z 1 0

1

1 1 1 1

0 1 0 0 1 0

(z z )]

g d g d g d g d

2 2 2 2

gωµ(ω)
 (k ) exp[ k exp( g d/2)µ µ(ω)  

4π g

cosh(g x )cosh(g x) sinh(g x )sinh(g x)
           

g µ(ω)cosh gµ sinh gµ(ω)sinh gµ cosh

i
f i ′−

 
= − − − 

 

 
 ′ ′

+ 
        + +                

−

     (2.2.15)

 

∆ηλαδή, το ολοκλήρωµα κατά µήκος του δρόµου C προκύπτει από τη συνεισφορά των 

ολοκληρωτικών υπολοίπων της ολοκληρωτέας συνάρτησης καθώς και από τα 

ολοκληρώµατα γύρω από τις βροχοτοµές. Το ολοκλήρωµα κατά µήκος του ηµικυκλίου 

ισούται µε µηδέν λόγω µηδενισµό της ολοκληρωτέας συνάρτησης όταν η ακτίνα του τείνει 

στο άπειρο. Σηµειώνεται ότι η παρουσία του αρνητικού προσήµου στη σχέση (2.2.14) 

δικαιολογείται από το γεγονός ότι η φορά διαγραφής του δρόµου C είναι αρνητική 

(ωρολογιακή). 

Τέλος, το πρωτογενές πεδίο εκφράζεται σε συνεπτυγµένη µορφή που καθιστά εύκολους 

τους υπολογισµούς ως εξής 

                                                    (2)
y0 0 0

ωµ(ω)
E H (k R)                                          (2.2.16)

4
= −  

όπου (2)
0H  η συνάρτηση Hankel µηδενικής τάξης και 2 2R (x x ) (z z )′ ′= − + −  η απόσταση 

του τυχαίου σηµείου παρατήρησης από την πηγή. Στην παραπάνω σχέση καταλήγουµε µε 

µία διαδικασία που περιγράφεται αναλυτικά στο Παράρτηµα. 

    

2.3  Μελέτη επιφανειακών κυµάτων 
 
Σκοπός της ενότητας είναι ο προσδιορισµός των πόλων της ολοκληρωτέας συνάρτησης 

(σχέση 2.2.15) προκειµένου να εξεταστεί τι είδους κύµατα είναι δυνατό να υποστηρίξει µία 

πλάκα από µεταϋλικό. Οι πόλοι της συνάρτησης ολοκλήρωσης ικανοποιούν τις παρακάτω 

εξισώσεις 

                                            1 1
0 1 0

g d g d

2 2
g µ(ω)cosh gµ sinh 0                              (2.3.1)   + =   

   
     

                                            1 1
0 1 0

g d g d

2 2
g µ(ω)sinh gµ cosh 0                              (2.3.2)   + =   

   
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που χαρακτηρίζουν αντιστοίχως τα άρτια και περιττά κύµατα, αφού αποτελούν τους 

παρονοµαστές των κλασµατικών όρων που εµπεριέχουν την άρτια (cosh(g1x)) και περιττή 

εξάρτηση από το x (sinh(g1x)). 

Στη  συνέχεια θα προσδιορίσουµε τις δυνατές λύσεις ως προς kz των παραπάνω εξισώσεων 

εξετάζοντας το ενδεχόµενο ύπαρξης και µιγαδικών λύσεων εκτός από πραγµατικές  λύσεις, 

οι οποίες αντιστοιχούν στα διαδιδόµενα κύµατα εντός της πλάκας (propagating waves) [3]. 

Οι λύσεις αυτές βέβαια εξαρτώνται κατά κύριο λόγο από το µοντέλο που θα υϊοθετηθεί για 

την περιγραφή της εξάρτησης της µαγνητικής διαπερατότητας από τη συχνότητα, δηλαδή 

από τη σχέση διασποράς µ(ω). Επικεντρώνουµε µάλιστα την προσοχή µας σε εκείνη τη 

ζώνη συχνοτήτων για την οποία οι χαρακτηριστικές παράµετροι του µέσου διάδοσης 

λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιµές (Double Negative Material), µε αποτέλεσµα ο 

δείκτης διάθλασης του µέσου να προκύπτει αρνητικός (n < 0). Στην ανάλυση που 

ακολουθεί θεωρείται το µοντέλο των Pendry et Al [11, 12] σύµφωνα µε το οποίο οι 

συντακτικές παράµετροι του µέσου περιγράφονται από τις σχέσεις 

                                                        
2

r 2 2
0

                                                     (2.3.3)
Fω

µ (ω) 1
ω ω

= −
−

 

                                                            
2
ep

r 2                                                           (2.3.4)
ω

ε (ω) 1
ω

= −  

όπου F = 0.56, 0f 4 GHz=  και epf 10 GHz= . Η περιοχή στην οποία ο δείκτης διάθλασης 

προκύπτει αρνητικός είναι τότε η ζώνη συχνοτήτων 4 6.03 GHz− .  

Σε περίπτωση που αναζητούµε πραγµατικές λύσεις των παραπάνω εξισώσεων, οι οποίες 

αντιστοιχούν στους πραγµατικούς πόλους της ολοκληρωτέας συνάρτησης, οι σταθερές 

εγκάρσιας διάδοσης 0 zg (k ) και 1 zg (k )  λαµβάνουν διαφορετική µορφή ανάλογα µε την 

περιοχή τιµών στην οποία βρίσκεται η σταθερά διαµήκους διάδοσης των κυµάτων kz. 

∆ιακρίνουµε εποµένως τις ακόλουθες περιπτώσεις:  

 

1η περίπτωση: Αν zk ∈ℝ  µε 0 zk k k< <  (όπου 0k , k οι κυµαταριθµοί στους χώρους 

εκτός και εντός της πλάκας αντίστοιχα) τότε 2 2
0 z z 0g (k ) k k= −  και 2 2

1 z zg (k ) k ki= ± −  

Σηµειώνεται ότι οι αντίστοιχες αρνητικές τιµές της σταθεράς διάδοσης kz δε λαµβάνονται 

υπόψη στην ανάλυση επειδή δεν περικλείονται στο εσωτερικό του κλειστού δρόµου 

ολοκλήρωσης που ορίστηκε στο Σχήµα 2.3, συνεπώς δε χρειάζεται να υπολογιστούν τα 
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αντίστοιχα ολοκληρωτικά υπόλοιπα. Το πρόσηµο της παράστασης g1(kz) µπορεί να 

επιλεγεί αυθαίρετα, αφού όπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη ενότητα, δεν επηρεάζει το 

συνολικό πεδίο εντός της πλάκας. Στη συνέχεια επιλέγεται τυχαία το θετικό πρόσηµο και η 

σχέση (2.3.1) διαµορφώνεται ως εξής 

           
2 2 2 2

z z2 2 2 2
z 0 r z

d d

2 2

k k k k
k k µ (ω) cos k k  sin 0                (2.3.5)

   − −
   − − − =
   
   

 

 Αν στην παραπάνω σχέση θέσουµε 
2 2

zk k d
u

2

−
=   (όπου u αδιάστατη παράµετρος), τότε                                          

( )
1/ 21/ 2 2 2 22

0 r r2 2 2 2
z 0 0 2

k d ε µ 1 4u4u
k k k k

d d

 − −   − = − − = 
 

 και η σχέση (2.3.5) γίνεται  

                                          ( )
1/ 22

2 2
0 r r r

d
k ε µ 1 u µ (ω) u tanu                               (2.3.6)

4

 
− − = 

 
 

Για να ικανοποιείται η ανωτέρω εξίσωση µε u R∈  πρέπει r rε µ 1> , διαφορετικά το 1ο 

µέλος προκύπτει φανταστικός αριθµός, ενώ το 2ο πραγµατικός, πράγµα αδύνατο. Άρα, η 

εξίσωση λαµβάνει τη µορφή 

                                                  2 2
ru tan u µ (ω) α u                                                (2.3.7)= −  

όπου ορίζεται η αδιάστατη παράµετρος 0 r r

d
α k ε µ 1

2
= − . Η ίδια διαδικασία εφαρµόζεται 

στην εξίσωση προσδιορισµού των πόλων για τα ΤΕ περιττά κύµατα (σχέση 2.3.2), η οποία 

µετασχηµατίζεται στη σχέση 

                                                  2 2
ru cot u µ (ω) α u                                              (2.3.8)= − −  

Οι πραγµατικές ρίζες των παραπάνω εξισώσεων προσδιορίζονται για διάφορες συχνότητες 

στις οποίες rµ (ω) 0< . Με τον τρόπο αυτό λαµβάνουµε την καµπύλη διασποράς για τα 

συνήθη διαδιδόµενα επιφανειακά κύµατα (ordinary real surface waves). Οι αντίστοιχοι 

πόλοι βρίσκονται πάντα στο κατάλληλο επίπεδο Riemann. Σηµειώνεται ωστόσο ότι για 

συγκεκριµένες συχνότητες δεν υπάρχει καµία πραγµατική λύση για το u. Η απουσία 

πραγµατικών λύσεων συµβαίνει επίσης για τις συχνότητες εκείνες για τις οποίες r rε µ 1< . 

Η συνθήκη απουσίας  πραγµατικών λύσεων δίνει ότι  

                                              r rε (ω)µ (ω) 1 5,2 GHz                                       (2.3.9)f< ⇔ >  

Στο συγκεκριµένο εύρος ζώνης συχνοτήτων είναι δυνατή η ύπαρξη µόνο µιγαδικών ριζών, 

όπως θα παρουσιαστεί και στην επόµενη ενότητα.  
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Όσον αφορά στη διαδικασία εύρεσης των ριζών, εξαιτίας της ιδιαίτερης συµπεριφοράς των 

συναρτήσεων tanu u  και cotu u , διευκολύνεται σηµαντικά από τη γραφική απεικόνιση 

των συναρτήσεων στα δύο µέλη των εξισώσεων (2.3.7) και (2.3.8). Στα σχήµατα 2.4 και 

2.5 απεικονίζονται ενδεικτικά οι γραφικές παραστάσεις των αντίστοιχων συναρτήσεων 

στην περίπτωση που η συχνότητα λειτουργίας ισούται µε 4,2 GHz και το πάχος της πλάκας        

d = 20 mm. Συγκεκριµένα, οι συναρτήσεις tanu u  και cotu u  παριστάνονται µε συνεχή 

γραµµή, ενώ οι συναρτήσεις 2 2
rµ (ω) α u− και 2 2

rµ (ω) α u− − µε διακεκοµµένη γραµµή. 

      Σχήµα 2.4: Γραφικός προσδιορισµός ριζών για τα            Σχήµα 2.5: Γραφικός προσδιορισµός ριζών για 

       ΤΕ συνήθη άρτια κύµατα,  f = 4.2 GHz.                              τα ΤΕ συνήθη περιττά κύµατα,  f = 4.2 GHz.                                               

        

Η εξίσωση (2.3.7) έχει µία µόνο ρίζα, αφού υπάρχει ένα µόνο σηµείο τοµής των γραφικών 

παραστάσεων των δύο συναρτήσεων (Σχήµα 2.4). Για τον ακριβή προσδιορισµό της ρίζας 

αυτής ορίζεται ως διάστηµα αναζήτησης το [1.6, 2] και προκύπτει u = 1.657.  Η τιµή 1,6 

επιλέγεται ως κάτω όριο του διαστήµατος αναζήτησης επειδή η συνάρτηση tanu u  

απειρίζεται για u = 0,5π = 1,57 ενώ εµφανίζει και ασυνέχεια αφού
u  π /2
lim tanu u

−→
= +∞  και 

u  π /2
lim tanu u

+→
= −∞ . Συνεπώς, η διαδικασία προσδιορισµού της λύσης θα οδηγούνταν σε 

σφάλµα αν η τιµή π/2 περιλαµβανόταν στο διάστηµα αναζήτησης. Η λύση αυτή 

χρησιµοποιείται στη συνέχεια για τον προσδιορισµό της τιµής της σταθεράς διάδοσης kz, 

σύµφωνα µε τη σχέση 

                                                    
2

2
z 0 r r 2

4u
k k ε µ                                                (2.3.10)

d
= ± −  

Προκύπτει zk 392,46= ±  m-1 ή εναλλακτικά σε κανονικοποιηµένη αδιάστατη µορφή        

kz / k0 = ± 4,46.   
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Με παρόµοια διαδικασία, από το Σχήµα 2.5 διακρίνουµε την ύπαρξη δύο λύσεων (δύο 

σηµεία τοµής) της εξίσωσης (2.3.8), οι οποίες προκύπτουν 1 3.420u =  και 2 4.133u = . Για 

τον προσδιορισµό της πρώτης ρίζας επιλέγουµε το κάτω όριο του διαστήµατος αναζήτησης 

µε τιµή µεγαλύτερη του π, όπου εµφανίζεται ασυνέχεια και απειρισµός της συνάρτησης  

cotu u , ενώ για τη δεύτερη ρίζα επιλέγουµε ως κάτω όριο του διαστήµατος αναζήτησης 

οποιαδήποτε τιµή µεγαλύτερη της πρώτης λύσης, δηλαδή της τιµής 3.42 και ως άνω όριο 

µια τιµή µικρότερη του α, δηλαδή του 4.168. Οι τιµές της σταθεράς διάδοσης kz 

προκύπτουν πάλι σύµφωνα µε τη σχέση (2.3.10) σε αδιάστατη µορφή z 0k / k 2,887= ± και 

z 0k / k 1,174= ± . 

Γενικά, το διάστηµα αναζήτησης των ριζών των εξισώσεων (2.3.7) και (2.3.8) είναι 

πάντοτε ένα υποσύνολο του διαστήµατος [0,α] στο οποίο ορίζεται η συνάρτηση 2 2α u−  

και προσδιορίζεται αποκλείοντας εκείνες τις τιµές του u, για τις οποίες οι συναρτήσεις 

tanu u  και cotu u  απειρίζονται ή παρουσιάζουν ασυνέχεια. Οι τιµές του u που 

υπολογίζονται χρησιµοποιούνται στη συνέχεια για τον καθορισµό των αντίστοιχων τιµών 

της σταθεράς διαµήκους διάδοσης των κυµάτων kz µέσω της σχέσης (2.3.10). Οι αρνητικές 

τιµές του kz δεν περικλείονται εντός της κλειστής καµπύλης ολοκλήρωσης του Σχήµατος 3 

(σε περίπτωση που z z′> ) και αγνοούνται στην ανάλυση. Θεωρώντας ότι το πάχος της 

πλάκας είναι d = 20 mm, τα αριθµητικά αποτελέσµατα της ανάλυσής µας συνοψίζονται 

στους πίνακες 2.1 και 2.2 και αντιστοιχούν στα άρτια και περιττά ΤΕ επιφανειακά κύµατα. 

Σηµειώνεται ότι στους πίνακες αυτούς απεικονίζονται οι κανονικοποιηµένες τιµές της 

σταθεράς διάδοσης κατά τη διεύθυνση του άξονα z, z 0k / k  για ένα διακριτό αριθµό 

συχνοτήτων εντός του εύρους 4-6,03 GHz, στο οποίο ο δείκτης διάθλασης της πλάκας 

προκύπτει αρνητικός.  

Πίνακας 2.1: Κανονικοποιηµένη σταθερά διάδοσης για τα συνήθη ΤΕ άρτια κύµατα 

f (GHz) 4.1 4.15 4.2 4.25 4.3 4.35 4.4 

kz/k0 7.0 5.44 4.46 3.75 3.17 2.64 1.04 1.79 1.51 

 

Πίνακας 2.2: Κανονικοποιηµένη σταθερά διάδοσης για τα συνήθη ΤΕ περιττά κύµατα 

f (GHz) 4.1 4.15 4.2 4.22 4.73 4.8 4.82 

kz/k0 6.22 4.35 2.89 1.17 2.02 1.67 1.0 1.12 1.25 

 

Στον πίνακα 2.1 παρατηρούµε την απουσία πραγµατικών ριζών για συχνότητες 

µεγαλύτερες από 4.4 GHz, αφού οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις δεν παρουσιάζουν 
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σηµεία τοµής. Το γεγονός αυτό εξηγείται εξαιτίας της µορφής των καµπυλών του 

Σχήµατος 2.4: καθώς αυξάνει η συχνότητα λειτουργίας µειώνεται η τιµή της σταθεράς α, 

έτσι ώστε µετά από κάποια συχνότητα να ισχύει α < α* , όπου α* (π/2, π)∈  η τιµή εκείνη 

του α για την οποία οι δύο γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων tanu u  και 

2 2
rµ (ω) α u− εφάπτονται µεταξύ τους. Εποµένως, για τιµές του α µικρότερες από α* δεν 

έχουν κανένα κοινό σηµείο.  

Οµοίως, από τον πίνακα 2.2 προκύπτει ότι για συχνότητες µεγαλύτερες από  4.22 GHz δεν 

εντοπίζονται πραγµατικές ρίζες µέχρι τη συχνότητα των  4.75 GHz, όπου εµφανίζονται 

ξανά πραγµατικοί πόλοι στο στενό εύρος ζώνης 4.75-4.82 GHz. Το γεγονός αυτό εξηγείται 

µαθηµατικά από την ίδια τη µορφή της εξίσωσης (2.3.8). Από τη γραφική παράσταση των 

συναρτήσεων που απεικονίζουν τα δύο µέλη της εξίσωσης (Σχήµα 2.5) προκύπτει το 

συµπέρασµα ότι καθώς αυξάνει η συχνότητα, λόγω µείωσης της τιµής της παραµέτρου α, η 

καµπύλη που περιγράφεται από το 2ο µέλος της εξίσωσης δεν εµφανίζει σηµεία τοµής µε 

τη συνάρτηση ucot(u) για u > π. Καθώς όµως µειώνεται περαιτέρω η τιµή της παραµέτρου 

α, προκύπτουν σηµεία τοµής µε τη συνάρτηση ucotu για 0 < u < π/2 τα οποία αντιστοιχούν 

στις πραγµατικές λύσεις για 4.75 f 4.82< < . Η φυσική σηµασία των λύσεων αυτών είναι 

ότι αντιπροσωπεύουν έναν ΤΕ ρυθµό ανώτερης τάξης για τα περιττά κύµατα. Επιπλέον, 

παρατηρούµε ότι σε ορισµένες συχνότητες και στους δύο πίνακες εντοπίζονται 

περισσότερες από µία πραγµατικές λύσεις. Ωστόσο, οι ρίζες αυτές δεν αντιπροσωπεύουν 

ένα ρυθµό ανώτερης τάξης, σε αντίθεση µε τα συνήθη υλικά.   

 

2η περίπτωση:  Αν kz > k > k0 τότε οι σταθερές εγκάρσιας διάδοσης ορίζονται ως εξής: 

2 2
0 z z 0g (k ) k k= −  και 2 2

1 z zg (k ) k k= − . Η εξίσωση προσδιορισµού των πραγµατικών 

πόλων για τα ΤΕ άρτια κύµατα (σχέση 2.3.1) λαµβάνει τη µορφή 

                   
2 2 2 2
z z2 2 2 2

z 0 z 0

k k d k k d
k k  µ(ω)cosh k k µ sinh 0            (2.3.11)

2 2

− −
− + − =    

η οποία γράφεται ισοδύναµα ως εξής 

                                               2 2
r z 0

d
tanh µ (ω) k k                                         (2.3.12)

2
u u = − −  

όπου 2 2
z

d
k k

2
u = − . Τότε η σταθερά εγκάρσιας διάδοσης 0 zg (k )γράφεται στη µορφή 
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2 2 2
0 r r2 2

z 0

k d (ε µ 1) 4
 k k                                   (2.3.13)

d

u− +
− =  

και µε αντικατάσταση στη σχέση (2.3.11) προκύπτει η εξίσωση 

                                       ( )
2 2

20
r r r

k d
tanh µ (ω) ε µ 1                                  (2.3.14)

4
u u u= − − +  

Η ίδια διαδικασία εφαρµόζεται στην εξίσωση προσδιορισµού των πόλων για τα ΤΕ περιττά 

κύµατα (σχέση 2.3.2), η οποία µετασχηµατίζεται στη σχέση 

                                       ( )
2 2

20
r r r

k d
coth µ (ω) ε µ 1                                  (2.3.15)

4
u u u= − − +  

Παρατηρούµε ότι είναι δυνατό να ισχύει τόσο η σχέση r rε µ 1>  όσο και η σχέση r rε µ 1<  

προκειµένου το υπόρριζο στο 2ο µέλος των εξισώσεων να είναι θετικό, σε αντίθεση µε την 

προηγούµενη περίπτωση όπου έπρεπε r rε µ 1>  για να έχει η εξίσωση πραγµατικές ρίζες. 

Επιπλέον, επειδή επικεντρωνόµαστε στην περιοχή συχνοτήτων για την οποία µ(ω) < 0, το 

2ο µέλος των σχέσεων (2.3.14) και (2.3.15) προκύπτει θετικό, όπως και το 1ο µέλος που 

είναι πάντα θετικό. Συνεπώς, υπάρχουν πραγµατικές λύσεις των παραπάνω εξισώσεων, σε 

αντίθεση µε την περίπτωση ενός συνήθους ισοτροπικού υλικού µε µ > 0, γιατί τότε το 2ο 

µέλος θα ήταν αρνητικό. Άρα, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι τα υλικά µε µ < 0, όπως 

τα µεταϋλικά, είναι δυνατό να υποστηρίξουν αποσβεννύµενα κύµατα µε σταθερά διάδοσης 

kz > k (evanescent real proper waves), σε αντίθεση µε τα συνήθη υλικά µε µ > 0. Μάλιστα, 

οι εξισώσεις προσδιορισµού των πόλων (σχέσεις 2.3.14 και 2.3.15) τροποποιούνται 

κατάλληλα ανάλογα µε το αν r rε µ 1> . 

                                         
2 2

r r r

2 2
r r r

µ (ω) α ,  ε µ 1
tanh                                  (2.3.16)

µ (ω) b ,  ε µ 1

u
u u

u

− + >
= 

− − <
 

                                         
2 2

r r r

2 2
r r r

µ (ω) α ,  ε µ 1
coth                                  (2.3.17)

µ (ω) b ,  ε µ 1

u
u u

u

− + >
= 

− − <
 

όπου 0
r r

k d
α ε µ 1

2
= −  και 0

r r

k d
b 1 ε µ

2
= − . Όταν r rε µ 1<  επιπλέον ισχύει ότι z 0k k<  

µε αποτέλεσµα η σταθερά διαµήκους διάδοσης να ανήκει στην περιοχή τιµών z 0k k k> > . 

Στη συνέχεια, θα θεωρήσουµε τη συχνότητα των 4.8 GHz  προκειµένου να παρουσιάσουµε 

κάποια αριθµητικά αποτελέσµατα που θα βοηθήσουν στην κατανόηση των διεγειρόµενων 

επιφανειακών κυµάτων. Για f = 4.8 GHz είναι r rε µ 1>  και οι εξισώσεις προσδιορισµού 
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των πραγµατικών πόλων µετά από αντικατάσταση των αριθµητικών τιµών των 

παραµέτρων εr, µr και  k0  λαµβάνουν τη µορφή  

                                            2 2tanh 0.8327 1.342                                          (2.3.18)u u u= +  

                                            2 2coth 0.8327 1.342                                          (2.3.19)u u u= +  

 

    Σχήµα 2.6: Γραφικός προσδιορισµός ριζών για τα         Σχήµα 2.7: Γραφικός προσδιορισµός ριζών για  

    ΤΕ φθίνοντα άρτια κύµατα,  f = 4.8 GHz.                        τα ΤΕ φθίνοντα περιττά κύµατα,  f = 4.8 GHz.   

Οι συναρτήσεις tanhu u  και cothu u  παριστάνονται µε συνεχή γραµµή, ενώ η συνάρτηση 

2 2
rµ (ω) α u− + µε διακεκοµµένη γραµµή. ∆ιακρίνουµε την ύπαρξη µίας µόνο λύσης τόσο 

για τα άρτια όσο και για τα περιττά ΤΕ κύµατα (ένα σηµείο τοµής). Συγκεκριµένα για τα 

άρτια φθίνοντα κύµατα προκύπτει η ρίζα  2.198u = , ενώ για τα περιττά φθίνοντα κύµατα 

η ρίζα 1.618u = , µε αντίστοιχες τιµές για την κανονικοποιηµένη σταθερά διάδοσης 

z 0k / k 2.75= ±  και z 0k / k 2.32= ± .  

Η διαδικασία αναζήτησης πραγµατικών λύσεων διεξάγεται σε όλο το εύρος συχνοτήτων 

όπου µ(ω) < 0 και ε(ω) < 0 , δηλαδή για 4 < f < 6.03 GHz. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα 

για την κανονικοποιηµένη σταθερά διαµήκους διάδοσης για τα άρτια και περιττά 

αποσβεννύµενα κύµατα παρουσιάζονται στον πίνακα 2.3. Παρατηρούµε ότι για 

συχνότητες µικρότερες των 4,75 GHz δεν υπάρχουν πραγµατικές ρίζες, καθώς επίσης ότι 

για τα περιττά κύµατα οι πραγµατικές ρίζες εµφανίζονται µόνο στο στενό εύρος ζώνης 

4,75-4,82 GHz. Αυτό εξηγείται αν λάβουµε υπόψη τη µορφή των γραφικών παραστάσεων 

που παριστάνουν τα δύο µέλη των εξισώσεων (2.3.18) και (2.3.19), σύµφωνα µε τα 

Σχήµατα 2.6 και 2.7. 
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kz/k0 f (GHz) 
Άρτια Περιττά 

4,75 4,05 3,98 
4,80 2,75 2,32 
4,82 2,58 1,86 
4,85 2,26   
4,90 1,97   
4,95 1,76   
5,00 1,58   
5,05 1,44   
5,10 1,31   
5,15 1,19   
5,20 1,06   

1   5,21 
1,03   

Πίνακας 2.3 

 

Καθώς αυξάνει η συχνότητα, µειώνονται οι τιµές των αδιάστατων παραµέτρων α και µr(ω), 

µε αποτέλεσµα η καµπύλη 2 2
rµ (ω) α u− +  να µετατοπίζεται προς τα κάτω µέχρι να 

εµφανιστούν σηµεία τοµής µε την καµπύλη tanhu u  (άρτια κύµατα) ή cothu u  (περιττά 

κύµατα). Το γεγονός αυτό παρατηρείται για συχνότητες µεγαλύτερες από 4,75 GHz και 

µέχρι τη συχνότητα των 5,2 GHz. Για συχνότητες µεγαλύτερες των 5,2 GHz ισχύει ότι 

r rε µ 1<  και η καµπύλη 2 2
rµ (ω) bu− −  τέµνει την καµπύλη tanhu u  µόνο στην 

περίπτωση που 5.21 GHzf = , όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 2.8. 

 
Σχήµα 2.8: Γραφικός προσδιορισµός ριζών για  f = 5.21 GHz. 

Η καµπύλη tanhu u  παριστάνεται µε συνεχή γραµµή, ενώ η καµπύλη 2 2
rµ (ω) bu− −  µε 

διακεκοµµένη. Παρατηρούµε ότι εµφανίζονται δύο σηµεία τοµής των καµπυλών που 
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αντιστοιχούν σε δύο λύσεις για τη σταθερά διάδοσης. Ειδικότερα, ο ακριβής υπολογισµός 

των ριζών δίνει 1 0.195u =  και 2 0.324u =  µε αντίστοιχες τιµές για την κανονικοποιηµένη 

σταθερά διάδοσης z 0k / k 1= ±  και z 0k / k 1,03= ± . Για τον προσδιορισµό της πρώτης ρίζας 

το κάτω όριο του διαστήµατος αναζήτησης επιλέγεται ελαφρώς µεγαλύτερο από την τιµή  

b = 0,1654 για την οποία η συνάρτηση 2 2
rµ (ω) bu− −  µηδενίζεται, ενώ για τη δεύτερη 

ρίζα το κάτω όριο του διαστήµατος αναζήτησης επιλέγεται ελαφρά µεγαλύτερο από την 

τιµή της πρώτης ρίζας, δηλαδή 0.195. Ωστόσο, µε την αύξηση της συχνότητας επέρχεται 

αύξηση της τιµής της παραµέτρου b, µε αποτέλεσµα η καµπύλη 2 2
rµ (ω) bu− −  να 

µετατοπίζεται προς τα δεξιά, έτσι ώστε να µην προκύπτει πλέον κανένα σηµείο τοµής µε 

την καµπύλη tanhu u . Το φαινόµενο αυτό παρατηρείται για πρώτη φορά στη συχνότητα 

των 5,22 GHz και εξακολουθεί να υφίσταται όσο αυξάνει η συχνότητα, αφού η καµπύλη  

2 2
rµ (ω) bu− − µετατοπίζεται ολοένα και περισσότερο προς τα δεξιά. Στη συνέχεια 

παραθέτουµε ενδεικτικά έναν πίνακα (πίνακας 2.4) που περιέχει τις τιµές των παραµέτρων 

µr, εr, k0 και α καθώς µεταβάλλεται η συχνότητα από 4.75 ως 5.21 GHz. Μάλιστα, κατά 

τον υπολογισµό της παραµέτρου α λαµβάνεται υπόψη ότι για f > 5.2 GHz ισχύει η 

τροποποιηµένη έκφραση 0
r r

k d
b 1 ε µ

2
= − , επειδή r rε µ 1< . 

f (GHz) µr εr k0 (1/m) α 

4,75 -0,92533 -3,43213 99,48377 1,467467 

4,80 -0,83273 -3,34028 100,531 1,341831 

4,85 -0,75109 -3,25125 101,5782 1,219781 

4,90 -0,6786 -3,16493 102,6254 1,099447 

4,95 -0,61381 -3,08122 103,6726 0,978745 

5,00 -0,55556 -3 104,7198 0,855033 

5,05 -0,50291 -2,92118 105,767 0,724401 

5,10 -0,4551 -2,84468 106,8142 0,579781 

5,15 -0,41151 -2,77038 107,8613 0,403633 

5,20 -0,37159 -2,69822 108,9085 0,056008 

5,21 -0,36401 -2,68404 109,118 0,165393 

Πίνακας 2.4 

Στο σηµείο αυτό ολοκληρώνεται η ανάλυση των αποσβεννύµενων ΤΕ κυµάτων, αλλά 

αξίζει να σηµειωθεί ότι ο όρος αυτός χρησιµοποιείται επειδή τα κύµατα στο εσωτερικό της 

πλάκας είναι δυνατό να εξασθενούν κατά την εγκάρσια διεύθυνση. Αυτό οφείλεται στη 

µορφή του ηλεκτρικού πεδίου µέσα στην πλάκα, η οποία για kz > k δίνεται από τη σχέση 
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             ( ) ( )1 2
z 2 2 2 2

y2 z z z
(z z )k cosh A sinhE dk k k x k k x              (2.3.20)e i

+∞

−∞

− − ′= Α + − ⋅ − ⋅  ∫  

Αν για παράδειγµα οι συντελεστές Α1 και Α2 είναι θετικοί, τότε ο όρος µέσα στην αγκύλη 

είναι αύξουσα συνάρτηση του x, µε αποτέλεσµα το πεδίο να αυξάνεται εντός της πλάκας 

στη διαδροµή d/2 x d/2− ≤ ≤ . Οµοίως, αν Α1, Α2 < 0 το πεδίο ελαττώνεται εντός της 

πλάκας για d/2 x d/2− ≤ ≤ . Τέλος, αν οι συντελεστές Α1 και Α2 είναι ετερόσηµοι τότε το 

πεδίο µπορεί να είναι είτε γνησίως µονότονο είτε να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε 

εσωτερικό σηµείο της πλάκας. Πάντως, σε καµία περίπτωση δεν ταλαντώνεται κατά την 

εγκάρσια διεύθυνση, όπως συµβαίνει µε τα συνήθη πραγµατικά επιφανειακά κύµατα 

(ordinary real surface waves), όπου k0 < kz < k . 

 

3η περίπτωση: Αν z 0k k<  τότε η σταθερά εγκάρσιας διάδοσης ελευθέρου χώρου  

λαµβάνει τη µορφή ( )1/ 22 2 2 2
0 z 0 0 zg k k k ki= − = −  εξασφαλίζοντας ότι Im(g0) > 0, όπως 

απαιτείται για να προκύπτουν κύµατα αποµακρυνόµενα από την πηγή προς το άπειρο. 

∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες υποπεριπτώσεις. 

i) Αν k > k0, δηλαδή αν ισοδύναµα r rε µ 1> , τότε ( )1/22 2 2 2
1 z z zg (k ) k k k ki= − = − , όπου 

το θετικό πρόσηµο επιλέγεται αυθαίρετα, αφού το πρόσηµο του g1 δεν επηρεάζει το 

συνολικό πεδίο εντός της  πλάκας. Οι εξισώσεις προσδιορισµού των πόλων (2.3.1) και 

(2.3.2) διαµορφώνονται ως εξής 

                               
2 2 2 2

z z2 2 2 2
0 z r z

k k d k k d
k k  µ (ω)cos k k sin             (2.3.21)

2 2
i

− −
− = −  

                     
2 2 2 2

z z2 2 2 2
z r 0 z r

k k d k k d
k k  µ (ω)cos k k  µ (ω)sin             (2.3.22)

2 2
i

− −
− = −  

Οι παραπάνω εξισώσεις είναι αδύνατες στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών, αφού το 

πρώτο µέλος τους είναι καθαρά φανταστικός αριθµός ενώ το δεύτερο µέλος πραγµατικός 

αριθµός. Συνεπώς, δεν υπάρχουν πραγµατικοί πόλοι για  kz < k0 < k. 

ii) Αν k < k0 ( r rε µ 1< ) τότε η σταθερά εγκάρσιας διάδοσης γράφεται στη µορφή 

                                        ( )
2 2

1/ 2 z z2 2
1 z z

2 2
z z

k k ,  k k
g (k ) k k                           (2.3.23)

k k ,  k k

i − >
= − = 

− <

 

Για k > kz  έχουµε ξανά την περίπτωση (i), οπότε δεν υπάρχουν πραγµατικές ρίζες, ενώ για 

k < kz  oι εξισώσεις (2.3.1) και (2.3.2) γίνονται αντίστοιχα 
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2 2 2 2
z z2 2 2 2

r 0 z z

k k d k k d
µ (ω) k k cosh k k sinh                 (2.3.24)

2 2
i

− −
− = − −  

                      
2 2 2 2
z z2 2 2 2

0 z r z

k k d k k d
k k µ (ω)sinh k k cosh                (2.3.25)

2 2
i

− −
− = − −  

 

Είναι φανερό ότι και στις δύο περιπτώσεις οι εξισώσεις δεν έχουν πραγµατικές ρίζες, αφού 

έχουµε ισότητα φανταστικού µε πραγµατικό αριθµό, πράγµα βεβαίως αδύνατο. Συνεπώς, 

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι για λ < k0 δεν υπάρχουν πραγµατικές ρίζες. 

 

Στο σηµείο αυτό κρίνουµε σκόπιµο να παρουσιάσουµε την καµπύλη διασποράς των ΤΕ 

κυµάτων (άρτιων και περιττών), όπου θα διακρίνεται η µεταβολή της κανονικοποιηµένης 

σταθεράς διάδοσης kz/k0 συναρτήσει της συχνότητας για τα συνήθη διαδιδόµενα (ordinary 

guided waves) και φθίνοντα (evanescent waves) κύµατα. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.9 

γίνεται διάκριση µεταξύ άρτιων και περιττών κυµάτων, ανάλογα µε το αν οι λύσεις για τη 

σταθερά διάδοσης kz είναι ρίζες της εξίσωσης (2.3.1) ή (2.3.2) αντίστοιχα. Τα συνήθη 

κύµατα εµφανίζουν φανταστική σταθερά διάδοσης κατά την εγκάρσια διεύθυνση 

2 2
1 z zg (k ) k ki= −  και παρουσιάζουν ταλαντωτική συµπεριφορά εντός της πλάκας, αφού η 

ολοκληρωτέα συνάρτηση του ηλεκτρικού πεδίου χαρακτηρίζεται από µία σχέση της 

µορφής C1cos(g1x) + C2sin(g1x). Αντίθετα, τα αποσβεννύµενα κύµατα έχουν πραγµατική 

σταθερά διάδοσης 2 2
1 z zg (k ) k k= −  και µέσα στην πλάκα εµφανίζουν είτε γνησίως 

µονότονη συµπεριφορά είτε ένα τοπικό ακρότατο σε εσωτερικό σηµείο της πλάκας.  

Βασικό χαρακτηριστικό των καµπυλών των διαφόρων κυµάτων είναι ότι η σταθερά 

διάδοσης kz µειώνεται µε την αύξηση της συχνότητας, γεγονός που δεν παρατηρείται στα 

συνήθη υλικά µε ε, µ > 0, στα οποία η σταθερά διάδοσης αυξάνεται µονότονα µε την 

αύξηση της συχνότητας για κάθε ρυθµό. Εξαιτίας αυτής της ασυνήθιστης συµπεριφοράς, η 

ταχύτητα οµάδας που ορίζεται γενικά από τη σχέση g
z

dω
u

dk
=  και είναι αντιστρόφως 

ανάλογη της κλίσης της κάθε καµπύλης στα διάφορα σηµεία της, λαµβάνει αρνητικές 

τιµές, ενώ η ταχύτητα φάσης p
z

ω
u

k
=  προκύπτει θετική, αν θεωρήσουµε µόνο τις θετικές 

πραγµατικές τιµές της σταθεράς διάδοσης kz που περικλείονται στο εσωτερικό του 

κλειστού δρόµου ολοκλήρωσης (π.χ. αν z z′> ). Αν εναλλακτικά θεωρήσουµε τη 
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συνεισφορά των πόλων µε αρνητικές πραγµατικές τιµές του kz (π.χ. αν z z′< ), τότε 

προκύπτει gu 0>  ενώ pu 0< . Συνεπώς, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι µέσα στην 

πλάκα από µεταϋλικό η ταχύτητα οµάδας και η ταχύτητα φάσης είναι αντιπαράλληλες, µε 

αποτέλεσµα η ενέργεια των κυµάτων να διαδίδεται στην αντίθετη κατεύθυνση από τη 

φάση τους.   

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

6

4.15 4.25 4.35 4.45 4.55 4.65 4.75 4.85 4.95 5.05 5.15 5.25

f (GHz)

kz
/k

o

TE1 ordinary even

TE1 ordinary odd

TE2 ordinary odd

TE1 evanescent even

TE1 evanescent odd

Σχήµα 2.9: Καµπύλη διασποράς ΤΕ διεγειρόµενων επιφανειακών κυµάτων σε πλάκα από µεταϋλικό. 

 

2.4  Μελέτη µιγαδικών ρυθµών διάδοσης  
 
Στην ανάλυση που πραγµατοποιήθηκε µέχρι στιγµής αγνοήσαµε την ύπαρξη µιγαδικών 

πόλων της ολοκληρωτέας συνάρτησης (σχέση 2.2.15). Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουµε 

το ενδεχόµενο ύπαρξης µιγαδικών πόλων καθώς και το αν αυτοί βρίσκονται στο 

κατάλληλο επίπεδο Riemann, ώστε να συνυπολογιστεί η συνεισφορά τους στην 

ολοκλήρωση στο µιγαδικό επίπεδο kz [3]. Θα ξεκινήσουµε την ανάλυση θεωρώντας 

µιγαδική τη σταθερά διάδοσης των κυµάτων κατά µήκος του άξονα z, δηλαδή στη µορφή 

z z zk β αi= −  όπου βz η σταθερά φάσης και αz η σταθερά απόσβεσης. Οι σταθερές 

εγκάρσιας διάδοσης 0 zg (k ) και 1 zg (k )  προκύπτουν τότε µιγαδικοί αριθµοί. Οι εξισώσεις 
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προσδιορισµού των πόλων για τα ΤΕ άρτια και περιττά κύµατα λαµβάνουν αντίστοιχα τη 

µορφή 

                   01 1 1 1
0 r 1

r

g dg d g d 1 g d g d
g µ (ω)cosh g sinh 0 tanh                (2.4.1)

2 2 2 µ (ω) 2 2
+ = ⇔ = −  

                   01 1 1 1
0 r 1

r

g dg d g d 1 g d g d
g µ (ω)sinh g cosh 0 coth                (2.4.2)

2 2 2 µ (ω) 2 2
+ = ⇔ = −  

Θέτουµε 0g d
w u v

2
i= = +  και  1g d

z x y
2

i= = +  οπότε η εξίσωση (2.4.1) γίνεται 

x x

x x
r r

1 1 e (cosy siny) e (cosy siny)
w z tanhz (x y)

µ (ω) µ (ω) e (cosy siny) e (cosy siny)

i i
i

i i

−

−

+ − −
= − ⋅ = − +

+ + −
 

η οποία γράφεται ισοδύναµα ως εξής 

r

x y cosysinhx sinycoshx
w

µ (ω) cosycoshx sinysinhx

i i

i

+ +
= − =

+
 

2 2 2 2

2 2 2 2
r (ω)

x y sinhxcoshx(sin y cos y) sinycosy(cosh x sinhx)
µ cos ycosh x sin ysinh x

i i+ + + −= −
+

 

 

Τελικά προκύπτουν οι εκφράσεις 

                                        
2 2 2 2

r

1 xsinhx coshx ysinycosy
                                (2.4.3)

µ (ω) cos ycosh x sin ysinh x
u

−
=

+
−    

                                    
2 2 2 2

r

1 ysinhx coshx xsinycosy
v                                  (2.4.4)

µ (ω) cos ycosh x sin ysinh x

+
=

+
−  

Προκειµένου να ικανοποιείται η συνθήκη ακτινοβολίας πρέπει να ισχύει η συνθήκη 

0Re(g ) 0> , δηλαδή u > 0. Επειδή για τις συχνότητες λειτουργίας που εξετάζουµε είναι 

rµ (ω) 0< , λόγω και της σχέσης (2.4.3) στην οποία ο παρονοµαστής είναι πάντα θετικός, 

αρκεί ισοδύναµα να ισχύει ότι 

                                               xsinhxcoshx ysinycosy 0                                          (2.4.5)− >  

Τότε οι µιγαδικοί πόλοι θα βρίσκονται στο κατάλληλο επίπεδο Riemann και συνεπώς θα 

πρέπει να υπολογίσουµε τη συνεισφορά τους στο ολοκλήρωµα επαλληλίας της έκφρασης 

του δευτερογενούς ηλεκτρικού πεδίου. Προφανώς, η παραπάνω ανισότητα δεν αληθεύει 

για κάθε τιµή των µεταβλητών x,y άρα δε βρίσκονται όλοι οι µιγαδικοί πόλοι στο 

κατάλληλο επίπεδο Riemann. Η παραπάνω διαδικασία εφαρµόζεται και για την εξίσωση 

(2.4.2) για τα περιττά ΤΕ κύµατα, η οποία καταλήγει στις παρακάτω εκφράσεις 
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2 2 2 2

r

1 xsinhx coshx ysinycosy
                                (2.4.6)

µ (ω) cos ycosh x sin ysinh x
u

+
=

+
−  

                                    
2 2 2 2

r

1 ysinhx coshx xsinycosy
v                                  (2.4.7)

µ (ω) cos ycosh x sin ysinh x

−
=

+
−  

και η αντίστοιχη συνθήκη που πρέπει να ικανοποιείται είναι 

                                            xsinhxcoshx ysinycosy 0                                             (2.4.8)+ >  

Στη συνέχεια, θα προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε τις µιγαδικές ρίζες των εξισώσεων 

(2.4.1) και (2.4.2). Οι λύσεις αυτές ουσιαστικά προέρχονται από τις αντίστοιχες 

πραγµατικές και αναζητώνται στις συχνότητες εκείνες για τις οποίες έχουµε διαπιστώσει 

στην ανάλυση που προηγήθηκε την απουσία πραγµατικών ριζών. Για τα άρτια κύµατα το 

γεγονός αυτό παρατηρείται για συχνότητες µεγαλύτερες από 4,41 GHz και για τα περιττά  

κύµατα για συχνότητες µεγαλύτερες από 4,22 GHz. Για την εύρεση των µιγαδικών πόλων 

χρησιµοποιείται το λογισµικό πακέτο Mathematica 4.0. Ειδικότερα, γίνεται χρήση της 

συνάρτησης FindRoot η οποία υπολογίζει για την εκάστοτε µη γραµµική εξίσωση της 

µορφής  f [u] = 0 την πλησιέστερη µιγαδική ρίζα στην αρχική µιγαδική τιµή (x0, y0) που 

εισάγεται ως παράµετρος. Στην ανάλυση που ακολουθεί µας αρκεί η εύρεση µίας 

µιγαδικής λύσης για κάθε συχνότητα λειτουργίας και µάλιστα εκείνης της λύσης που 

αντιστοιχεί στη µικρότερη αριθµητικά τιµή της ανηγµένης σταθεράς διάδοσης βz / k0. Για 

το σκοπό αυτό στην πρώτη κλήση της συνάρτησης FindRoot, που αντιστοιχεί στη 

µικρότερη συχνότητα για την οποία εµφανίζονται µιγαδικές ρίζες, το πραγµατικό µέρος 

του σηµείου εκκίνησης (x0, y0) επιλέγεται πλησιέστερα στην τιµή της πραγµατικής ρίζας 

που υπολογίστηκε στην αµέσως µικρότερη συχνότητα. Για να γίνει το παραπάνω σκεπτικό 

αντιληπτό θεωρούµε για παράδειγµα την εξίσωση (2.3.1), η οποία στην περίπτωση των 

συνήθων διαδιδόµενων κυµάτων (ordinary guided waves) γράφεται στη µορφή 

                                                     2 2
rtan µ (ω) α                                              (2.4.9)u u u= −  

Η µεγαλύτερη συχνότητα για την οποία η εξίσωση αυτή εµφανίζει πραγµατικές ρίζες είναι 

f = 4.41 GHz. Μάλιστα, η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές λύσεις: u1 = 2.223, u2 = 2.372. 

Προκειµένου τώρα να αναζητήσουµε τυχόν µιγαδικές ρίζες για f = 4.42 GHz, το αρχικό 

σηµείο (2.3, 1) είναι µία κατάλληλη επιλογή, αφού το πραγµατικό του µέρος βρίσκεται 

µεταξύ των u1, u2. Η συνάρτηση επιστρέφει τη ρίζα 2.287 0.176u i= − , ενώ η αντίστοιχη  

τιµή της σταθεράς διάδοσης kz  υπολογίζεται από τη σχέση 

                                                     
2

2
z 0 r r 2

4
k k ε µ                                                 (2.4.10)

d

u
−= ±  
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Η τιµή της κανονικοποιηµένης σταθεράς διάδοσης προκύπτει z 0k / k (1.62 0.29)i= ± − . Το 

φανταστικό µέρος του kz  πρέπει να είναι αρνητικό σε περίπτωση που z z′>  ή θετικό όταν 

z z′<  προκειµένου να περικλείεται ο εκάστοτε µιγαδικός πόλος στο εσωτερικό του 

δρόµου ολοκλήρωσης.  

Στο σηµείο αυτό σηµειώνεται ότι οι εξισώσεις (2.4.1) και (2.4.2) έχουν γενικά µιγαδικές 

ρίζες, οι οποίες εµφανίζουν συµµετρία και ως προς τους δύο άξονες, εποµένως 

σχηµατίζουν τετράδες στο µιγαδικό επίπεδο kz. Έτσι, αν u1 = x + iy είναι µία λύση, τότε 

επίσης λύσεις θα είναι και οι 2 x yu i= − + , 3 x yu i= − − και 4 x yu i= − . Οι λύσεις u1 και u3 

αφήνουν αµετάβλητη την έκφραση του 2
zk , ενώ οι u2, u4 δίνουν το συζυγή µιγαδικό του 

2
zk . Από κάθε τιµή της έκφρασης 2

zk  προκύπτουν 2 τιµές για τη σταθερά διάδοσης zk , άρα 

συνολικά λαµβάνουµε 4 τιµές για το zk , όπως και στην περίπτωση του u. Ωστόσο, µόνο 2 

από τις 4 αυτές περικλείονται στο εσωτερικό της καµπύλης ολοκλήρωσης. Συνεπώς, 

υπάρχει πάντοτε ένα ζεύγος µιγαδικών πόλων µε αρνητικό φανταστικό µέρος βρισκόµενοι 

εντός του δρόµου ολοκλήρωσης του σχήµατος 3 (για z z′> ), οι οποίοι είναι επίσης 

συµµετρικοί ως προς τον y άξονα. 

Το επόµενο αριθµητικό παράδειγµα που θα παρουσιαστεί αναφέρεται στη συχνότητα 

λειτουργίας των 4,45 GHz. Επιλέγουµε το ίδιο αρχικό σηµείο (x0, y0) µε προηγουµένως και 

ελέγχουµε αν η νέα λύση απέχει αρκετά από την προηγούµενη (για f = 4,42 GHz). Στην 

περίπτωση αυτή µεταβάλλουµε λίγο το αρχικό σηµείο και δοκιµάζουµε ξανά. Στο 

παράδειγµά µας λαµβάνουµε την τιµή 2.256 0.378u i= + , η οποία δεν απέχει ιδιαίτερα από 

την προηγούµενη 2.287 0.176u i= − . Η κανονικοποιηµένη σταθερά διάδοσης προκύπτει 

τότε z 0k / k 1.57 0.63i= ± − , όπου το φανταστικό µέρος είναι αρνητικό γιατί υποθέτουµε 

ότι z z′> . Με παρόµοιο τρόπο υπολογίζουµε τις τιµές z 0k / k  για καθεµιά από τις 

υπόλοιπες συχνότητες εντός του εύρους στο οποίο ο δείκτης διάθλασης της πλάκας είναι 

αρνητικός (DNG range). 

Εντούτοις, για κάθε τιµή του u που υπολογίζεται πρέπει πάντοτε να εξετάζουµε αν ο 

εκάστοτε µιγαδικός πόλος βρίσκεται στο κατάλληλο επίπεδο Riemann χρησιµοποιώντας 

τις κατάλληλες συνθήκες για τα άρτια και περιττά κύµατα (σχέσεις 2.4.6 και 2.4.8). 

Μάλιστα, καθεµιά από τις παραπάνω συνθήκες είναι άρτια ως προς τις µεταβλητές x και y, 

µε αποτέλεσµα να αρκεί να γίνει ο έλεγχος για τις τιµές x και y που προκύπτουν και όχι για 

καθεµία από τις 4 συµµετρικές λύσεις για το u.  
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Επιστρέφοντας στο αριθµητικό παράδειγµα για  f = 4.42 GHz (άρτια κύµατα) το κριτήριο 

Re(g0) > 0 (σχέση 2.4.6) για x = 2.287 και y = –0.1763 ικανοποιείται αφού 

xsinhxcoshx ysinycosy− = 55.44 > 0 

Οµοίως, στο παράδειγµα για  f = 4.45 GHz είναι x = 2.256 και y = 0.3783 οπότε η συνθήκη 

(2.4.8) ισχύει επίσης διότι xsinhxcoshx ysinycosy− = 51.24 > 0. Εποµένως, οι 

συγκεκριµένοι µιγαδικοί πόλοι ανήκουν στο κατάλληλο επίπεδο Riemann. 

Με παρόµοιο τρόπο υπολογίζονται οι µιγαδικές ρίζες πρώτης τάξης για τα περιττά ΤΕ 

κύµατα. Η εξίσωση (2.3.2) στην περίπτωση των συνήθων διαδιδόµενων κυµάτων γράφεται 

στη µορφή 

                                                 2 2
rcot µ (ω) α                                             (2.4.11)u u u= − −  

Οι λύσεις αναζητώνται στη µορφή x yu i= + για συχνότητες µεγαλύτερες από 4.22 GHz. Η 

παραπάνω εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ρίζες τις u1 = 3.62 και  u2 = 3.755. Για τον 

προσδιορισµό των µιγαδικών ριζών για f = 4.23 GHz, ως αρχικό σηµείο επιλέγεται ένα 

σηµείο µε τετµηµένη ανάµεσα στις τιµές 3.62 και 3.755. Ένα τέτοιο σηµείο είναι το      

(3.7, 1) και η προκύπτουσα µιγαδική ρίζα 3.65 0.21u i= − , µε αντίστοιχη τιµή για την 

ανηγµένη σταθερά διάδοσης z 0k / k 1.76 0.56i= ± − . Επιπλέον, η συνθήκη (2.4.8) µε          

x = 3.65 και y = –0.21 ικανοποιείται, αφού sinh cosh sin cos 1350.81 0x x x y y y+ = > . 

Συνεχίζοντας µε τη συχνότητα των 4.3 GHz και το ίδιο αρχικό σηµείο (3.7, 1) λαµβάνουµε  

u = 3.47 + i0.51, z 0k / k 1.38 1.58i= ± −  ενώ η συνθήκη (2.4.8) δίνει (x = 3.47, y = 0.51) 

xsinhxcoshx ysinycosy 896 0+ = > (ισχύει). Εφαρµόζοντας την παραπάνω διαδικασία σε 

µεγαλύτερες συχνότητες εντός του εύρους 4 – 6.03 GHz µε βήµα 0.05 GHz για τα άρτια 

και τα περιττά µιγαδικά κύµατα συνοψίζουµε τα αριθµητικά αποτελέσµατα, που 

παρατίθενται ενδεικτικά στον πίνακα 2.5. Μάλιστα, όλοι οι µιγαδικοί πόλοι που 

περιλαµβάνονται στον πίνακα προκύπτει ότι ανήκουν στο κατάλληλο επίπεδο Riemann 

(proper complex waves), αφού ικανοποιούν τα αντίστοιχα κριτήρια για τα άρτια και τα 

περιττά κύµατα. Με τον τρόπο αυτό προκύπτουν η κανονικοποιηµένη σταθερά φάσης βz/k0  

και η σταθερά απόσβεσης αz/k0 ως συναρτήσεις της συχνότητας οδηγώντας σε αρκετά 

ενδιαφέροντα συµπεράσµατα για τις ιδιότητες των κυµάτων που διεγείρονται µέσα στην 

πλάκα από µεταϋλικό.  
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Πίνακας 2.5: Σταθερές διάδοσης και απόσβεσης µιγαδικών κυµάτων 

Complex odd waves 

f βz / k0 αz / k0 

4,23 1,76 0,56 

4,3 1,38 1,58 

4,35 1,26 1,96 

4,4 1,2 2,24 

4,45 1,21 2,45 

4,5 1,26 2,62 

4,55 1,36 2,78 

4,6 1,5 2,94 

4,65 1,73 3,16 

4,7 2 3,74 

4,75 1,52 4,3 

4,8 1,17 4,35 

4,85 0,96 4,35 

4,9 0,82 4,35 

4,95 0,7 4,33 

5 0,61 4,31 

5,05 0,53 4,29 

5,1 0,47 4,26 

5,15 0,42 4,24 

5,2 0,37 4,21 

5,25 0,33 4,18 

5,3 0,29 4,15 

5,35 0,25 4,12 

5,4 0,22 4,09 

5,45 0,19 4,06 

5,5 0,17 4,04 

5,55 0,15 4,01 

5,6 0,13 3,98 

5,65 0,11 3,95 

5,7 0,09 3,92 

 

Complex even waves 

f βz / k0 αz / k0 

4,42 1,63 0,29 

4,45 1,57 0,63 

4,5 1,51 0,95 

4,55 1,49 1,19 

4,6 1,51 1,41 

4,65 1,57 1,65 

4,7 1,63 2 

4,75 1,45 2,4 

4,8 1,18 2,57 

4,85 0,98 2,64 

4,9 0,84 2,68 

4,95 0,72 2,7 

5 0,63 2,71 

5,05 0,55 2,714 

5,1 0,49 2,716 

5,15 0,43 2,713 

5,2 0,38 2,71 

5,25 0,34 2,7 

5,3 0,3 2,69 

5,35 0,26 2,68 

5,4 0,23 2,67 

5,45 0,2 2,66 

5,5 0,177 2,65 

5,55 0,15 2,63 

5,6 0,13 2,62 

5,65 0,11 2,61 

5,7 0,093 2,59 
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Στο σχήµα 2.10 απεικονίζεται η µεταβολή της σταθεράς φάσης βz/k0 συναρτήσει της 

συχνότητας για όλα τα είδη των κυµάτων (επιφανειακά και µιγαδικά) που είναι δυνατό να 

διεγερθούν εντός της πλάκας, καταλήγοντας στην καµπύλη διασποράς του µεταϋλικού. 

Συνοψίζοντας, διακρίνουµε τις εξής βασικές κατηγορίες κυµάτων που αναπτύσσονται: 

i) ∆ιαδιδόµενα άρτια και περιττά ΤΕ κύµατα (Ordinary even & odd waves) 

ii ) Αποσβεννύµενα (φθίνοντα) ΤΕ άρτια και περιττά κύµατα (Evanescent even & odd 

waves) 

iii) Κύµατα  µε µιγαδική σταθερά διάδοσης (Complex even & odd waves) 
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Σχήµα 2.10: Συνολική καµπύλη διασποράς 

 

Επιπλέον, στο Σχήµα 2.11 απεικονίζεται η µεταβολή της κανονικοποιηµένης σταθεράς 

απόσβεσης αz/k0 συναρτήσει της συχνότητας για τα κύµατα µε µιγαδική σταθερά διάδοσης.  
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Σχήµα 2.11: Μεταβολή της σταθεράς απόσβεσης των µιγαδικών κυµάτων συναρτήσει της συχνότητας 

 

Από τις παραπάνω καµπύλες προκύπτουν τα ακόλουθα χρήσιµα συµπεράσµατα 

 

• Το κύριο χαρακτηριστικό των καµπυλών για τα συνήθη διαδιδόµενα (ordinary 

guided) και φθίνοντα (evanescent) κύµατα είναι το γεγονός ότι η σταθερά φάσης βz 

µειώνεται µε την αύξηση της συχνότητας, φαινόµενο το οποίο δεν παρατηρείται 

στα συνήθη υλικά µέσα µε ε, µ > 0 όπου η σταθερά φάσης αυξάνει µονότονα µε 

την αύξηση της συχνότητας για κάθε ρυθµό. Εξαιτίας αυτής της ασυνήθιστης 

ηλεκτροµαγνητικής συµπεριφοράς, η ταχύτητα οµάδας που ορίζεται ως 

g zdω / dku =  και είναι αντιστρόφως ανάλογη της κλίσης κάθε καµπύλης, λαµβάνει 

αρνητικές τιµές, ενώ η ταχύτητα φάσης p zω / ku =  είναι θετική. Τα παραπάνω 

ισχύουν θεωρώντας µόνο τις θετικές πραγµατικές τιµές της σταθεράς διάδοσης kz 

που περικλείονται στο εσωτερικό του κλειστού δρόµου ολοκλήρωσης (π.χ. σε 

περίπτωση που z z′> ). Αν εναλλακτικά θεωρήσουµε τη συνεισφορά των πόλων µε 

αρνητικές πραγµατικές τιµές του kz (π.χ. αν z z′< ), τότε προκύπτει gu 0>  ενώ 

pu 0< . Συνεπώς, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι εντός της πλάκας από 

µεταϋλικό η ταχύτητα οµάδας και η ταχύτητα φάσης προκύπτουν πάντοτε 

αντιπαράλληλες, µε αποτέλεσµα η ενέργεια των κυµάτων να διαδίδεται στην 

αντίθετη κατεύθυνση από τη φάση τους. Για το λόγο αυτό τα κύµατα που 
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διαδίδονται εντός των µεταϋλικών καλούνται και «οπισθοδροµικά» (backward 

waves). Επιπρόσθετα, σηµειώνουµε ότι για κάθε είδος κυµάτων υπάρχει µία 

συχνότητα στην οποία η κλίση των καµπυλών zdk / dω  απειρίζεται, εποµένως η 

ταχύτητα οµάδας τείνει στο µηδέν, καταπιέζοντας τη διάδοση επιφανειακών 

κυµάτων. Πέρα από αυτή τη συχνότητα είναι δυνατή η διάδοση αποκλειστικά και 

µόνο κυµάτων µε µιγαδική σταθερά διάδοσης, που συχνά ονοµάζονται διαρρέοντα 

κύµατα (leaky waves). Η συµπεριφορά αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι σε 

ορισµένες συχνότητες (π.χ.  f  = 4.4 GHz) προκύπτουν δύο διακριτές τιµές της 

κανονικοποιηµένης σταθεράς διάδοσης που αντιστοιχούν στον ίδιο ΤΕ ρυθµό, σε 

αντίθεση µε την περίπτωση των συνήθων υλικών µέσων, στα οποία η παραπάνω 

συµπεριφορά παρατηρείται σε διαφορετικούς ρυθµούς διάδοσης. 

• Η «οπισθοδροµική» φύση των κυµάτων παρατηρείται επίσης στην περίπτωση των 

κυµάτων µε µιγαδική σταθερά διάδοσης µε κάποιες εξαιρέσεις (π.χ. στο εύρος 

4.45< f < 4.7 GHz), όπου η σταθερά διάδοσης αυξάνεται µε την αύξηση της 

συχνότητας. Ωστόσο, αυτή δεν είναι ιδιότητα των επιφανειακών κυµάτων, για τα 

οποία η σταθερά διάδοσης πρέπει να είναι πραγµατική. Επιπλέον, λόγω της 

«οπισθοδροµικής» φύσης της πλειονότητας των µιγαδικών κυµάτων, η σταθερά 

φάσης βz µειώνεται µε την αύξηση της συχνότητας, µε αποτέλεσµα η γωνία θ της 

ακτινοβολούµενης δέσµης των διαρρέοντων κυµάτων (leaky waves) να µειώνεται. 

Η τελευταία ορίζεται από τη σχέση z 0tanθ β / g= , όπου 0g  η εγκάρσια σταθερά 

διάδοσης στο χώρο εκτός της πλάκας. Εποµένως, η ακτινοβολούµενη δέσµη 

κατευθύνεται κατά µέτωπο µε την αύξηση της συχνότητας (broadside radiation).    

• Τα κύµατα µε µιγαδική σταθερά διάδοσης αρχίζουν να εµφανίζονται µετά από τις 

ονοµαζόµενες συχνότητες “διαχωρισµού” (splitting–point frequencies) όπου η 

ταχύτητα οµάδας µηδενίζεται και κάτω από τις οποίες η σταθερά διάδοσης είναι 

πραγµατική. Μάλιστα, οι συχνότητες διαχωρισµού εµφανίζονται σε συχνότητες 

µεγαλύτερες από τη συχνότητα αποκοπής του εκάστοτε πραγµατικού ρυθµού, για 

την οποία προφανώς ισχύει ότι βz / k0 = 1, αφού όπως προέκυψε από την ανάλυση 

της ενότητας 2.3 για βz < k0 δεν είναι δυνατό να υπάρξουν πραγµατικοί ρυθµοί. 

Αντίθετα, η σταθερά διάδοσης βz για τους µιγαδικούς ρυθµούς µπορεί να προκύψει 

µεγαλύτερη από τη σταθερά διάδοσης ελευθέρου χώρου k0, αλλά πρωτίστως είναι 

βz < k0. ∆ιακρίνουµε επίσης περιοχές συχνοτήτων όπου παρατηρείται καταπίεση 

κάθε είδους επιφανειακών κυµάτων (surface–waves suppression). Στις ζώνες αυτές, 
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στην περίπτωσή µας στο εύρος 4.42-4.73 GHz, καθώς και για συχνότητες 

µεγαλύτερες από 5.21 GHz, απουσιάζουν τα κύµατα µε πραγµατική σταθερά 

διάδοσης και παρατηρούνται µόνο κύµατα µε µιγαδική σταθερά διάδοσης (complex 

proper waves). Στις συγκεκριµένες ζώνες συχνοτήτων µάλιστα, η 

κανονικοποιηµένη σταθερά απόσβεσης αz/k0 παρουσιάζει ιδιαίτερη άνοδο και 

λαµβάνει ιδιαίτερα υψηλές τιµές για συχνότητες µεγαλύτερες από 5.21 GHz τόσο 

για τα άρτια όσο και για τα περιττά ΤΕ κύµατα (Σχήµα 2.11). Το γεγονός αυτό έχει 

ως συνέπεια να µην αναµένεται σηµαντική συνεισφορά των κυµάτων αυτών στο 

ακτινοβολούµενο πεδίο. Επιπλέον, οι εν λόγω µιγαδικοί ρυθµοί δεν αναµένεται να 

προκαλέσουν ακτινοβολία µε υψηλή κατευθυντικότητα. Σε χαµηλότερες 

συχνότητες λειτουργίας όµως (π.χ. f  = 4.43 GHz) η ακτινοβολούµενη δέσµη θα 

είναι περισσότερο κατευθυντική, αφού η σταθερά απόσβεσης των ΤΕ άρτιων 

κυµάτων είναι πολύ µικρότερη από ό,τι σε µεγαλύτερες συχνότητες. Ουσιαστικά, 

µε την αύξηση της συχνότητας (π.χ. στο εύρος 4.43-4.6 GHz) η συνεισφορά των 

ΤΕ άρτιων κυµάτων στο ηλεκτρικό πεδιό είναι πολύ µεγαλύτερη από την 

αντίστοιχη των περιττών κυµάτων, τα οποία εµφανίζουν αρκετά υψηλότερη 

σταθερά απόσβεσης, όπως προκύπτει από το Σχήµα 2.11. 

 

2.5  Υπολογισµός διακριτού φάσµατος πεδίου 
 
Στην ενότητα αυτή θα υπολογιστεί το διακριτό φάσµα ιδιοτιµών του ηλεκτρικού πεδίου 

(discrete spectrum), που παριστάνει το σύνολο των επιφανειακών κυµάτων (surface waves) 

που διεγείρονται εντός της πλάκας από µεταϋλικό, µε σκοπό τη µελέτη της µεταβολής του 

ηλεκτρικού πεδίου στην εγκάρσια διεύθυνση (άξονας x). Όπως περιγράφηκε στην ενότητα 

2.2, το ηλεκτρικό πεδίο µέσα στην πλάκα αποτελείται από το άθροισµα του πρωτογενούς 

και δευτερογενούς πεδίου: y y0 y2E E E= + , όπου το δευτερογενές πεδίο αποτελείται από τη 

συνεισφορά των πόλων (πραγµατικών και µιγαδικών) που περικλείονται στο εσωτερικό 

της κλειστής καµπύλης ολοκλήρωσης καθώς και από τη συνεισφορά των ολοκληρωµάτων 

κατά µήκος των βροχοτοµών σύµφωνα µε τη σχέση 

z z z z z z z z

n

zmy2
m 1C

dk dk     (2.5.1)E (k ) 2π  Res (k ),k k (k ) dk (k )f i f f f
+ −= Β Β

  = = − = + +∑∫ ∫ ∫
 

όπου η ολοκληρωτέα συνάρτηση  f (kz) ορίζεται από τη σχέση  
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1 1 1 1

0
z z 1 0

1

1 1 1 1

0 1 0 0 1 0

(z z )]

g d g d g d g d

2 2 2 2

gωµ(ω)
 (k ) exp[ k exp( g d/2)µ µ(ω)  

4π g

cosh(g x )cosh(g x) sinh(g x )sinh(g x)
           

g µ(ω)cosh gµ sinh gµ(ω)sinh gµ cosh

i
f i ′−

 
= − − − 

 

 
 ′ ′

+ 
        + +                

−

       (2.5.2)

 

Ο πρώτος όρος της σχέσης (2.5.1), που αποδίδεται από τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα, 

αποτελεί το διακριτό φάσµα ιδιοτιµών, αφού έχει τη µορφή πεπερασµένου αθροίσµατος 

όρων. Ο δεύτερος όρος αντίθετα παριστάνει τα ακτινοβολούµενα κύµατα (radiated waves) 

και αποτελεί το συνεχές φάσµα ιδιοτιµών. Στη συνέχεια, θα επικεντρωθούµε στον 

υπολογισµό του διακριτού φάσµατος. 

Για το σκοπό αυτό η συνάρτηση z (k )f  γράφεται στη µορφή z z z (k ) P(k ) / Q(k )f = , όπου 

1z 0 1 1
z r 0 r 1 1 1

1

1 1
0 r 1 1 1

k (z z ) g d /2 g
1 µ (ω)

g

ωµ(ω) g d g d
P(k ) e g µ (ω)sinh g cosh cosh(g x )cosh(g x)

4π 2 2

g d g d
g µ (ω)cosh g sinh sinh(g x )sinh(g x)                                           

2 2

ii − − ′ − −
    ′= − +   

  

  ′+ +  
  

              (2.5.3)

 

1 1 1 1
z 0 r 1 0 r 1

g d g d g d g d
Q(k ) g µ (ω)sinh g cosh gµ (ω)cosh g sinh                            (2.5.4)

2 2 2 2
  = + +  
  

 

Τότε τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα της συνάρτησης  f(kz) προκύπτουν από τη σχέση 

                                           [ ] zm
z z zm

zm

P(k )
Res (k ), k k                                          (2.5.5)

Q (k )
f = =

′
 

όπου zmk  οι πόλοι της συνάρτησης ολοκλήρωσης που περικλείονται εντός του κλειστού 

δρόµου ολοκλήρωσης και zmQ (k )′  η παράγωγος του παρονοµαστή για z zmk k= . 

∆εδοµένου ότι  2 2 1/2
0 z z 0g (k ) (k k )= −  και  2 2 1/ 2

1 z zg (k ) (k k )= −  προκύπτει ότι 

1 1 1 1
z 0 r 1 1 1 r 0 0 r 1

1 1 1 1
0 r 1 1 1 r 0 0 r 1

d g d d g d g d g d
Q (k ) g µ g g sinh g 1 µ g cosh gµ (ω)cosh g sinh

2 2 2 2 2 2

d g d d g d g d g d
g µ g g cosh g 1 µ g sinh gµ (ω)sinh g cosh      (2.

2 2 2 2 2 2

      ′ ′ ′ ′= + + + ⋅ +      
      

      ′ ′ ′+ + + + ⋅ +            
5.6)

 

όπου z
0 z

0 z

k
g (k )

g (k )
′ =  και  z

1 z
1 z

k
g (k )

g (k )
′ = . Τελικά λαµβάνουµε την έκφραση 
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( )2 0 0 r 01
z z r r 0 1 z r r 1

0 1

g d g µ g dg
Q (k ) k 1 µ µ g d sinh(g d) k µ µ 1 cosh(g d)    (2.5.7)

g 2 g 2

    ′ = + + + + + +    
    

 

Εποµένως, τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα της συνάρτησης z (k )f σε µία δεδοµένη συχνότητα 

µπορούν να υπολογιστούν άµεσα, αφού όλοι οι πόλοι της έχουν προσδιοριστεί, σύµφωνα 

µε τη διαδικασία που παρουσιάστηκε στις προηγούµενες ενότητες. Για παράδειγµα, στη 

συχνότητα των 4.2 GHz διεγείρονται µονάχα συνήθη διαδιδόµενα κύµατα (ordinary guided 

waves) και οι πόλοι της ολοκληρωτέας συνάρτησης προκύπτουν zm 0k / k 4.46=  για τα 

άρτια ΤΕ κύµατα και { }zm 0k / k 2.89, 1.17=  για τα περιττά κύµατα (δύο λύσεις). Οι 

σταθερές εγκάρσιας διάδοσης για καθεµιά από τις παραπάνω τιµές του kz δίνονται από τις 

σχέσεις 2 2
1 zm zmg (k ) k ki= −  και 2 2

0 zm zm 0g (k ) k k= − .Για τον υπολογισµό του ηλεκτρικού 

πεδίου που προκύπτει από τις συνεισφορές των ολοκληρωτικών υπολοίπων (διακριτό 

φάσµα) ισχύει η σχέση 

                                            
n

zm
DS

m 1 zm

(x,z)                                                (2.5.8)
P(k )

E 2π  
Q (k )

i
=

= −
′∑  

όπου ο δείκτης DS υποδηλώνει το διακριτό φάσµα (Discrete Spectrum). Επειδή το 

ηλεκτρικό πεδίο είναι συνάρτηση δύο µεταβλητών και θέλουµε να µελετήσουµε τη 

µεταβολή του ηλεκτρικού πεδίου στην εγκάρσια διεύθυνση, η µεταβλητή z πρέπει να 

καθοριστεί, καθώς επίσης και η θέση της πηγής ρεύµατος (x ,z )′ ′ εντός της πλάκας. 

Θεωρώντας ότι z = 1.4 m και (x , z ) (0.002,1)′ ′ = υπολογίζεται το ηλεκτρικό πεδίο εντός της 

πλάκας, το πλάτος του οποίου απεικονίζεται στο Σχήµα 2.12 συναρτήσει της µεταβλητής 

x, που βρίσκεται στο διάστηµα [ d / 2,d / 2]− (όπου d το πάχος της πλάκας). Σηµειώνεται ότι 

z z′> , οπότε ο κλειστός δρόµος ολοκλήρωσης είναι όπως στο Σχήµα 2.3. 
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     Σχήµα 2.12: Συνεισφορά ολοκληρωτικών υπολοίπων στο ηλεκτρικό πεδίο εντός 

                            της πλάκας για  f = 4.2 GHz. Θέση πηγής: (0.002,1), z =1.4 m, d = 20 mm. 

 

Για συχνότητα λειτουργίας  f  =  4.9 GHz διεγείρονται άρτια φθίνοντα κύµατα µε σταθερά 

διάδοσης z 0k / k 1.97= , καθώς και κύµατα µε µιγαδική σταθερά διάδοσης 

z 0k / k 0.84 2.68i= ± −  (complex even) και z 0k / k 0.82 4.35i= ± − (complex odd). Για την 

ίδια θέση της πηγής µε προηγουµένως και για z = 1.005 m η µεταβολή του πλάτους του 

ηλεκτρικού πεδίου ως συνάρτηση της απόστασης x µέσα στην πλάκα παρουσιάζεται στο 

Σχήµα 2.13. 

 
   Σχήµα 2.13: Συνεισφορά ολοκληρωτικών υπολοίπων στο ηλεκτρικό πεδίο εντός 

                           της πλάκας για  f = 4.9 GHz. Θέση πηγής: (0.002,1), z =1.005 m, d = 20 mm. 
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Από τα σχήµατα 2.12 και 2.13 παρατηρούµε ότι για f = 4.2 GHz, εξαιτίας της παρουσίας 

διαδιδόµενων συνήθων κυµάτων, το ηλεκτρικό πεδίο εµφανίζει ταλαντωτική συµπεριφορά 

εντός της πλάκας, ως αποτέλεσµα της µορφής της εξάρτησής του από το x: 

( ) ( )2 2 2 2
1 z 2 zC cos k k  x C sin k k  x− + − , αφού zk k< και 2 2

1 z zg (k ) k ki= − . Αντίθετα, 

για f = 4.9 GHz, λόγω της παρουσίας αποσβεννύµενων και διαρρεόντων κυµάτων, το 

ηλεκτρικό πεδίο διαφοροποιείται. Σηµειώνεται επίσης ότι στο Σχήµα 2.13 η τιµή του z 

επιλέγεται ελαφρώς µεγαλύτερη από την τιµή του z′ (z = 1.005 m), αφού για µεγαλύτερες 

τιµές του z η συνεισφορά των µιγαδικών κυµάτων εξαφανίζεται λόγω της γρήγορης 

εξασθένισης του ηλεκτρικού πεδίου µε την απόσταση z, η οποία είναι της µορφής: 

zexp[Im(k )(z z )]′− , µε zIm(k ) 0<  και z z′> . 

Η µέθοδος ανάλυσης που ακολουθήθηκε στην παρούσα ενότητα επιτρέπει τη γενίκευση 

των αποτελεσµάτων στην περίπτωση της διέγερσης από τυχαία κατανεµηµένες ρευµατικές 

πηγές.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  

Φυσική υλοποίηση και προσεγγιστική θεωρία ανάλυσης µεταϋλικών 

µέσων 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο µελετήθηκαν διεξοδικά οι φασµατικές ιδιότητες των 

µεταϋλικών υποστρωµάτων και καταλήξαµε σε χρήσιµα συµπεράσµατα για την 

ηλεκτροµαγνητική συµπεριφορά τους, η οποία διαφοροποιείται σηµαντικά σε σχέση µε τα 

συµβατικά µέσα διάδοσης. Ωστόσο, για τις ανάγκες της ανάλυσης δεν παρουσιάστηκε 

κάποιο ρεαλιστικό µοντέλο κατασκευής του µεταϋλικού, αλλά θεωρήθηκε µία πλάκα από 

υλικό που να προσοµοιάζει τη συµπεριφορά ενός µεταϋλικού, δηλαδή σε ορισµένο εύρος 

συχνοτήτων η διηλεκτρική σταθερά και η µαγνητική διαπερατότητα του υλικού να 

λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιµές, οδηγώντας έτσι στην εµφάνιση αρνητικού δείκτη 

διάθλασης.  

Σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι η εισαγωγή µίας δοµής που να καθιστά εύκολη τη 

φυσική υλοποίηση του υπό σχεδίαση µεταϋλικού. Η δοµή που επιλέγεται για τη 

µοντελοποίηση του µεταύλικού στην παρούσα διατριβή αποτελείται από ένα τρισδιάστατο 

κυβικό πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, οι οποίες είναι µαγνητικά αδρανείς. Η επιλογή της 

συγκεκριµένης δοµής πραγµατοποιήθηκε λαµβάνοντας υπόψη δύο βασικά κριτήρια:  

� Η κατασκευή του σύνθετου υλικού µε αρνητικό δείκτη διάθλασης είναι αρκετά 

απλή σε σχέση µε την ιδιαίτερα πολύπλοκη δοµή των πρώτων υποψήφιων 

µεταϋλικών που προτάθηκε στο τέλος της προηγούµενης δεκαετίας από τους 

Pendry et. Al. Η δοµή εκείνη αποτελούνταν από συστοιχίες λεπτών µεταλλικών 

συρµάτων που παρείχαν αρνητική διηλεκτρική επιτρεπτότητα [11] και 

διαχωρισµένων δακτυλίων (split ring resonators) για την επίτευξη αρνητικής 

µαγνητικής διαπερατότητας σε ένα εύρος ζώνης γύρω από τη συχνότητα 

συντονισµού [12]. 

� Παρέχει τη δυνατότητα ηλεκτροµαγνητικού συντονισµού των σφαιρών σε 

συγκεκριµένες συχνότητες, µε αποτέλεσµα τη µεγιστοποίηση του πλάτους του 

σκεδαζόµενου Η/Μ πεδίου. Όπως θα γίνει φανερό στη συνέχεια του κεφαλαίου, η 

ενεργός µαγνητική διαπερατότητα µeff  και η ενεργός διηλεκτρική σταθερά εeff  της 

συνολικής δοµής εξαρτώνται άµεσα από το συντονισµό των µεµονωµένων σφαιρών 
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και οι τιµές τους εµφανίζουν απότοµες αυξοµειώσεις γύρω από τις συχνότητες 

µαγνητικού και ηλεκτρικού συντονισµού αντίστοιχα, µε αποτέλεσµα να 

προκύπτουν αρνητικές σε ορισµένο εύρος συχνοτήτων. Την ιδιότητα αυτή 

εκµεταλλευόµαστε στη δηµιουργία ενός µέσου µε αρνητικό δείκτη διάθλασης 

(µεταϋλικό), του οποίου οι συντακτικές παράµετροι ε και µ λαµβάνουν ταυτόχρονα 

αρνητικές τιµές. 

Σηµειώνεται τέλος ότι το µέσο στο σύνολό του θα εµφανίζει ισοτροπική συµπεριφορά, 

γεγονός το οποίο σε συνδυασµό µε την περιοδικότητα της δοµής, διευκολύνει την ανάλυση 

της ηλεκτροµαγνητικής του συµπεριφοράς.   

Η µέθοδος ανάλυσης που ακολουθείται στο παρόν κεφάλαιο βασίζεται στη θεωρία του 

ενεργού µέσου (effective medium theory), σύµφωνα µε την οποία ένα µέσο διάδοσης 

χαρακτηρίζεται ως ενεργό όταν ένα προσπίπτον Η/Μ κύµα δεν “αντιλαµβάνεται” τις 

ασυνέχειες του µέσου. Ο κύριος περιορισµός που πρέπει ωστόσο να ικανοποιείται 

προκειµένου η προτεινόµενη δοµή του µεταϋλικού να συµπεριφέρεται ως ένα ενεργό µέσο 

είναι ότι το µήκος κύµατος ακτινοβολίας στο περιβάλλον µέσο (host medium) πρέπει να 

είναι αρκετά µεγαλύτερο από τη διάµετρο των σφαιρών. Το γεγονός αυτό µας επιτρέπει να 

συσχετίσουµε τις παραµέτρους σκέδασης από µία µεµονωµένη σφαίρα (σκέδαση Mie) µε 

την ενεργό διηλεκτρική επιτρεπτότητα και µαγνητική διαπερατότητα του συνόλου των 

σφαιρών [26]. Εποµένως, οι µακροσκοπικές ιδιότητες του µέσου διάδοσης περιγράφονται 

από τις ιδιότητες των “δοµικών στοιχείων” που το αποτελούν. Εντούτοις, η συγκεκριµένη 

µέθοδος ανάλυσης είναι µία πρώτης τάξης προσέγγιση του προβλήµατος που, όπως θα 

φανεί και στα επόµενα κεφάλαια, παρέχει αξιόπιστα αποτελέσµατα µόνο όταν το µήκος 

κύµατος στο περιβάλλον µέσο είναι αρκετά µεγαλύτερο της διαµέτρου των σφαιρών και 

δεν αποτελεί την πλήρη λύση, αφού δε λαµβάνει υπόψη συνεισφορές από ανώτερης τάξης 

ρυθµούς ούτε και τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών.  

Το κεφάλαιο ξεκινά µε τη µελέτη του προβλήµατος της σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα 

και του φαινοµένου του ηλεκτροµαγνητικού συντονισµού των σφαιρών. Στη συνέχεια, 

παρουσιάζεται η θεωρία του ενεργού µέσου, σύµφωνα µε την οποία προσδιορίζονται οι 

µακροσκοπικές ιδιότητες του υποψήφιου µεταϋλικού µέσου (εeff και µeff) συναρτήσει των 

παραµέτρων σκέδασης από µία µεµονωµένη σφαίρα. Αποδεικνύεται ότι µε κατάλληλη 

επιλογή των διαστάσεων και του υλικού των σφαιρών, σε ένα εύρος ζώνης γύρω από τις 

συχνότητες µαγνητικού και ηλεκτρικού συντονισµού, η ενεργός µαγνητική διαπερατότητα 

και η ενεργός διηλεκτρική σταθερά του συνόλου της δοµής προκύπτουν αντίστοιχα 
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ταυτόχρονα αρνητικές, επιβεβαιώνοντας τους αρχικούς µας ισχυρισµούς για τη 

δυνατότητα επίτευξης αρνητικού δείκτη διάθλασης. Στο τέλος του κεφαλαίου 

πραγµατοποιείται προσοµοίωση της διάταξης (full wave simulation) µε τη βοήθεια του 

λογισµικού πακέτου HFSS (High Frequency Structure Simulator), τα αποτελέσµατα της 

οποίας ποιοτικά επιβεβαιώνουν την αναλυτική προσέγγιση µε τη θεωρία του ενεργού 

µέσου. 

 

3.1  Σκέδαση από µεµονωµένη διηλεκτρική σφαίρα 
 
Σκοπός της παρούσας ενότητας είναι ο προσδιορισµός του σκεδαζόµενου ηλεκτρικού και 

µαγνητικού πεδίου από µία µεµονωµένη σφαίρα, καθώς και του αναπτυσσόµενου Η/Μ 

πεδίου εντός της σφαίρας. Η σφαίρα έχει ακτίνα α, αποτελείται από διηλεκτρικό σχετικής 

διηλεκτρικής σταθεράς sε  και θεωρείται µαγνητικά αδρανής, ενώ το περιβάλλον µέσο 

είναι οµογενές µε ιδιότητες h hε ,µ . 

Θεωρούµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι το προσπίπτον επίπεδο κύµα διαδίδεται κατά 

την κατεύθυνση +z και είναι πολωµένο κατά τη διεύθυνση x, εποµένως γράφεται στη 

µορφή: 

                                       0 0k z k z0
0

h

E
E e ,  e                                      (3.1.1)

ζ

i i
i i

− −= ⋅ = ⋅E x H y  

όπου h h hζ µ / ε=  και 0 h hk ω ε µ=  είναι αντίστοιχα η κυµατική αντίσταση και η 

σταθερά διάδοσης στο περιβάλλον µέσο (host medium). Στην παραπάνω σχέση, όπως και 

σε όλες τις εκφράσεις των ΗΜ πεδίων του παρόντος κεφαλαίου της διατριβής, θεωρήθηκε 

χρονική εξάρτηση της µορφής exp(ωt)i , η οποία παραλείπεται στα επόµενα. Στο σφαιρικό 

σύστηµα συντεταγµένων είναι z cosθr= . Η συνάρτηση 0k rcosθ( ,θ) ir eψ −=  ικανοποιεί την 

εξίσωση Helmholtz ( )2 2
0k ( ,θ) 0rψ∇ + = , εποµένως επιδέχεται ανάπτυγµα σε σφαιρικές 

ιδιοσυναρτήσεις υπό τη µορφή: 

                                               0 n n 0 n
n 0

exp( k cosθ) c (k r)P (cosθ)                          (3.1.2)i r j
∞

=

− =∑   

Στην παραπάνω έκφραση λήφθηκε υπόψη ότι πρόκειται για κύµα πεπερασµένο στη θέση   

r = 0, καθώς και για θ = 0 ή θ = π, συνεπώς αποκλείεται η χρήση των συναρτήσεων ny (kr)  

και nQ (cosθ) , οι οποίες απειρίζονται στα συγκεκριµένα σηµεία, ενώ σηµειώνεται και η 
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ανεξαρτησία από τη γωνία φ (m = 0). Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (3.1.2) µε 

Nsinθ P (cosθ)⋅  και ολοκληρώνοντας ως προς θ από θ = 0 µέχρι θ = π, προκύπτει 

             
π π

0 Ν Ν

n 00 0

exp( cosθ) P (cosθ) sinθdθ c (kr) P (cosθ)P (cosθ)sinθdθ      (3.1.3)n n nik r j
∞

=

− =∑∫ ∫  

 
Η σχέση (3.1.3) µε τη βοήθεια της σχέσης ορθογωνιότητας των πολυωνύµων Legendre 

                                             
π

N
N

0

2δ
P (cosθ)P (cosθ)sinθdθ                                  (3.1.4)

2 1
n

n n
=

+∫       

και της σχέσης ορισµού των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel [27] 

                                       
π

N 0 0 ΝN
0

1
(k ) exp( cosθ) P (cosθ) sinθdθ               (3.1.5)

2( )
j r ik r

i
= −

− ∫  

καταλήγει στον προσδιορισµό των άγνωστων συντελεστών Nc  

                                                         N
Nc ( ) (2N 1)                                                (3.1.6)i= − +  

οπότε µε αντικατάσταση στη σχέση (3.1.2) προκύπτει τελικά το ανάπτυγµα 

                               0 0
n 0

exp( cosθ) (2 1)( ) (k r)P (cosθ)                         (3.1.7)n
n nik r n i j

∞

=

− = + −∑    

Το επίπεδο προσπίπτον κύµα µπορεί να αναλυθεί σε σφαιρικές συνιστώσες καθιστώντας 

ευκολότερη την εφαρµογή των οριακών συνθηκών στη συνέχεια. Με τη βοήθεια των 

σχέσεων  

                                         

sinθcosφ sinθsinφ cosθ                                (3.1.8)

cosθcosφ cosθsinφ sinθ                              (3.1.9)

sinφ cosφ                                                   

= ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ − ⋅

= − ⋅ + ⋅

r x y z

θ x y z

φ x y     (3.1.10)

                                               

 
οι σφαιρικές συνιστώσες προκύπτουν 
 

i i
0 0E E exp( k cosθ) sinθ cosφ                                                                    (3.1.11)r i r= ⋅ = −E r  

0k cosθi i
θ 0E E e cosθ cosφ                                                                                  (3.1.12)i r−= ⋅ =E θ  

0k cosθi i
φ 0E E e sinφ                                                                                        (3.1.13)i r−= ⋅ = −E φ  

0k cosθi i 0
r

h

E
H e sinθ sinφ                                                                                 (3.1.14)

ζ

i r−= ⋅ =H r                                                                                  

0k cosθi i 0
θ

h

E
H e cosθ sinφ                                                                                (3.1.15)

ζ

i r−= ⋅ =H θ  

0k cosθi i 0
φ

h

E
H e cosφ                                                                                       (3.1.16)

ζ

i r−= ⋅ =H φ  
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Το επίπεδο κύµα προκύπτει ότι έχει µη µηδενικές αµφότερες τις ακτινικές συνιστώσες i
rE  

και i
rH , συνεπώς µπορεί να θεωρηθεί ως υπέρθεση κυµάτων rTM  και rTE , τα οποία 

αναπαριστάνονται µε τα βαθµωτά δυναµικά του Hertz i
rπ  και i

mrπ , µέσω των παρακάτω 

σχέσεων [27, 28] 

2 2
2 2r mr

r r r mr2 2

(rπ ) (rπ )
E k (rπ )                (3.1.17)    H k (rπ )             (3.1.18)

r r

∂ ∂
= + = +

∂ ∂
 

2 2
r mr mr r

θ θ

1 (rπ ) 1 π 1 (rπ ) 1 π
E ωµ   (3.1.19)    Η ωε    (3.1.20)

r r θ sinθ φ r θ sinθ φ
i i

r

∂ ∂ ∂ ∂
= − = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

2 2
r mr mr r

φ φ

1 (rπ ) π 1 (rπ ) π
E ωµ    (3.1.21)     Η ωε     (3.1.22)

rsinθ r φ θ rsinθ r φ θ
i i

∂ ∂ ∂ ∂
= + = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 

όπου 2 2k ω εµ= . Επειδή όµως οι συναρτήσεις i
rπ  και i

mrπ  ικανοποιούν τη βαθµωτή 

εξίσωση Helmholtz, επιδέχονται  αναπτύγµατα της µορφής 

                     i TM TM
0

0 0

π (k r)P (cosθ)[C cos( φ)  D sin( φ)]                      (3.1.23)
n

m
r n n mn mn

n m

j m m
∞

= =

= +∑∑  

                    
n

i TE TE
0

n 0 m 0

π (k r)P (cosθ)[C cos( φ)  D sin( φ)]                      (3.1.24)m
mr n n mn mnj m m

∞

= =

= +∑∑  

 
όπου TM TM TE TE

mn mn mn mnC ,D ,C ,D  είναι συντελεστές ανάπτυξης που υπολογίζονται στη συνέχεια. 

Μάλιστα, στα παραπάνω αναπτύγµατα δεν περιλαµβάνονται οι συναρτήσεις ny (kr)  και 

m
nQ (cosθ) , οι οποίες απειρίζονται για r = 0 και θ = 0, θ = π επειδή το επίπεδο κύµα (άρα 

και τα δυναµικά του) έχει πεπερασµένη τιµή σε κάθε σηµείο του χώρου. Η ακτινική 

συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου γράφεται στη µορφή 0k cosθi 0

0

E
E cosφ e

k r θ

i r
r i

−∂
=

∂
 και µε 

τη βοήθεια της (3.1.7) 

                                i 1 10
0

00

E
E (2 1)( ) (k ) P (cosθ) cosφ                      (3.1.25)

k
n

r n n
n

n i j r
r

∞
−

=

= − + −∑  

αφού 1dP (cosθ)
P (cosθ)

dθ
n

n=  

Λόγω όµως της σχέσης που συνδέει το i
rE  µε το i

rπ  λαµβάνουµε  

2 i n
i 2 i TM TEr
r 0 r 02

n 0 m 0

( π ) ( 1)
E k ( π ) (k )P (cosθ)[C cos( φ) D sin( φ)]  (3.1.26)m

n n mn mn

r n n
r j r m m

r r

∞

= =

∂ +
= + = +

∂ ∑∑   
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Στο τελευταίο βήµα καταλήξαµε λόγω της σχέσης ορισµού της σφαιρικής συνάρτησης 

Bessel, σύµφωνα µε την οποία [29] 

2
2 20 0

0 02

d (k ) d (k )
2 [(k ) ( 1)] (k ) 0

d d
n n

n

j r j r
r r r n n j r

r r
+ + − + =  

22
2 20 0
0 0 0 0 02 2

d (k ) d (k )d ( 1)
k [ (k )] 2 k  (k ) (k )      (3.1.27)

d d d
n n

n n n

j r j r n n
rj r r r j r j r

r r r r

  +
⇒ + = + + = 
 

 
Οι συντελεστές ανάπτυξης προσδιορίζονται µε εξίσωση των δύο εκφράσεων για την 

ακτινική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου. Συγκρίνοντας τις σχέσεις (3.1.25) και (3.1.26) 

προκύπτει ότι 

TM
mnD 0=  , TM 10

1n
0

E
( 1)C ( ) (2 1)

k
nn n i n−+ = − − +   και  TM

mnC (m 1) 0≠ =  

 
Τότε, οι εκφράσεις  για τα βαθµωτά δυναµικά του Hertz λαµβάνουν τη µορφή 

                                     i n 1 10
r 02

n 00

E 2 1 ˆrπ ( ) (k r)P (cosθ)cosφ                  (3.1.28)
k ( 1) n n

n
i j

n n

∞
−

=

+
= − −

+∑  

                                     i n 1 10
mr 02

n 0h 0

E 2 1 ˆrπ ( ) (k )P (cosθ) sinφ             (3.1.29)
ζ k ( 1) n n

n
i j r

n n

∞
−

=

+
= − −

+∑  

όπου ορίζουµε 0 0 0
ˆ (k ) k  (k )n nj r r j r= (Ricatti-Bessel function). 

Οι  παραπάνω εκφράσεις για το προσπίπτον πεδίο χρησιµεύουν για την περιγραφή του 

σκεδαζόµενου και µεταδιδόµενου πεδίου στις περιοχές εκτός (r > α) και εντός της σφαίρας 

(r < α) αντίστοιχα. Εντελώς ανάλογα έχουµε τα αναπτύγµατα 

                             sc 1 (2) 10
r n 02

n 00

E 2 1 ˆrπ A ( ) h (k )P (cosθ) cosφ                 (3.1.30)
k ( 1)

n
n n

n
i r

n n

∞
−

=

+
= − −

+∑  

                                sc 1 (2) 10
mr n 02

n 0h 0

E 2 1 ˆrπ Β ( ) h (k )P (cosθ) sinφ           (3.1.31)
ζ k ( 1)

n
n n

n
i r

n n

∞
−

=

+
= − −

+∑  

                                   tr 1 10
r s2

n 0s

E 2 1 ˆrπ C ( ) (k )P (cosθ) cosφ              (3.1.32)
k ( 1)

n
n n n

n
i j r

n n

∞
−

=

+
= − −

+∑  

                              tr 1 10
mr s2

n 0s s

E 2 1 ˆrπ D ( ) (k )P (cosθ) sinφ                (3.1.33)
ζ k ( 1)

n
n n n

n
i j r

n n

∞
−

=

+
= − −

+∑  

Στις παραπάνω σχέσεις οι δείκτες sc και tr συµβολίζουν το σκεδαζόµενο (scattered) και το 

µεταδιδόµενο (transmitted) πεδίο αντίστοιχα, ενώ οι n n n nA ,B ,C ,D  είναι άγνωστοι 

συντελεστές ανάπτυξης που θα προσδιοριστούν µέσω των συνθηκών συνεχείας του 

συνολικού πεδίου στην επιφάνεια της σφαίρας r = α. Σηµειώνεται ότι στις σχέσεις που 
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δίνουν το πεδίο εκτός της σφαίρας η ακτινική εξάρτηση εκφράζεται µέσω των σφαιρικών 

συναρτήσεων Hankel β’ είδους, οι οποίες παρουσιάζουν την κατάλληλη ασυµπτωτική 

συµπεριφορά για ένα εξερχόµενο σφαιρικό κύµα, αφού όταν r →∞ : 

(2) 1 0
0

0

exp( k )
h (k )

k
n

n

i r
r i

r
− −

≈ − . Αν είχε επιλεγεί χρονική εξάρτηση των πεδίων της µορφής 

exp( ωt)i−  θα επιλέγονταν συναρτήσεις Hankel πρώτου είδους. Αντίθετα, το πεδίο εντός 

της σφαίρας εκφράζεται µέσω των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel επειδή πρέπει να 

παριστάνει εισερχόµενο κύµα. Επιπλέον, η σταθερά διάδοσης και η κυµατική αντίσταση 

στο εσωτερικό της σφαίρας είναι  s s 0 0 s 0 s 0k ω ε ε µ , ζ µ / ε ε= = αντίστοιχα. 

Επειδή η εύρεση των συντελεστών ανάπτυξης µε εφαρµογή των συνθηκών συνεχείας του 

ολικού πεδίου στην επιφάνεια της σφαίρας είναι ιδιαίτερα περίπλοκη, καταφεύγουµε σε 

µια ισοδύναµη και ιδιαίτερα απλή διατύπωση των οριακών συνθηκών µε χρήση των 

βαθµωτών δυναµικών ως εξής.  

Η συνέχεια των εγκάρσιων συνιστωσών 
θ φE ,Ε  του ολικού πεδίου εξασφαλίζεται από τη 

συνέχεια της παραγώγου r(rπ )

r

∂
∂

 και της ποσότητας m rµπ . Οµοίως, η συνέχεια των 
θ φ

H ,Η  

εξασφαλίζεται από τη συνέχεια της παραγώγου mr(rπ )

r

∂
∂

 και της ποσότητας rε π . Συνεπώς: 

 

• i sc tr
r r r α r r α[rπ rπ ] [rπ ]

rr = =

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 από την οποία λόγω των σχέσεων (3.1.28), (3.1.30) 

και (3.1.32) προκύπτει 

                               (2)
n 0 n n 0 n n s

0 s

1 1ˆˆ ˆ[ (k α) A h (k α)] C (k α)                            (3.1.34)
k k

j j′ ′ ′+ =  

• i sc tr
0 mr mr r α 0 mrµ [π π ] µ π (α)=+ =  από την οποία λόγω των σχέσεων (3.1.29), (3.1.31) 

και (3.1.33) λαµβάνουµε 

                                      (2)
0 n n 0 n s2 2

h 0 s s

1 1ˆˆ ˆ[ (k α) B h (k α)] D (k α)                (3.1.35)
ζ k ζ kn nj j+ =  

• i sc tr
mr mr r α mr r α[rπ rπ ] [rπ ]

r r= =

∂ ∂
+ =

∂ ∂
 ⇒  

                                       (2)
0 n n 0 n s

h 0 s s

1 1ˆˆ ˆ[ (k α) B h (k α)] D (k α)              (3.1.36)
ζ k ζ kn nj j′ ′ ′+ =  

• i sc tr
0 r r r α s rε [π π ] ε π (α)=+ =   ⇒   (2)

0 n n 0 n s
ˆˆ ˆ(k α) A h (k α) C (k α)               (3.1.37)n nj j+ =  
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Με διαίρεση κατά µέλη των σχέσεων (3.1.34), (3.1.37) προσδιορίζεται ο συντελεστής Αn 

                               0 0 s s s 0
n (2) (2)

s s n 0 0 s n 0

ˆ ˆ ˆ ˆk (k α) (k α) k (k α) (k α)
A                            (3.1.38)

ˆ ˆˆ ˆk (k α) h (k α) k (k α) h (k α) 
n n n n

n n

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

Με αντικατάσταση της (3.1.38) στην (3.1.37) προκύπτει  

                               
(2) (2)

0 n 0 0 n 0
n s (2) (2)

s s n 0 0 s n 0

ˆ ˆˆ ˆ (k α) h (k α)  (k α) h (k α) 
C k                       (3.1.39)

ˆ ˆˆ ˆk (k α) h (k α) k (k α) h (k α) 
n n

n n

j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

Οµοίως, από το σύστηµα των (3.1.35) και (3.1.36) προκύπτουν οι συντελεστές  Βn και Dn .  

                               0 s n 0 s 0 s
n (2) (2)

s n s n 0 0 s n 0

ˆ ˆ ˆ ˆk  (k α) (k α) k (k α) (k α)
B                             (3.1.40)

ˆ ˆˆ ˆk (k α) h (k α) k (k α) h (k α)
n n n

n

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

 

                               
(2) (2)

0 n 0 0 n 0
n s (2) (2)

s s n 0 0 s n 0

ˆ ˆˆ ˆ(k α) h (k α) (k α) h (k α)
D k                         (3.1.41)

ˆ ˆˆ ˆk (k α) h (k α) k (k α) h (k α)
n n

n n

j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

 
Οι συντελεστές n n n nA ,B ,C ,D  καθορίζουν πλήρως τις συνιστώσες των πεδίων εντός και 

εκτός της σφαίρας και θα χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια για τη µελέτη του φαινοµένου 

των ηλεκτρικών και µαγνητικών συντονισµών της σφαίρας. Μάλιστα, οι συντελεστές An, 

Cn περιγράφουν τα ηλεκτρικά (ΤΜ) κύµατα, ενώ οι συντελεστές Βn, Dn τα µαγνητικά (ΤΕ) 

κύµατα. Ο ακριβής προσδιορισµός των συχνοτήτων συντονισµού είναι ιδιαίτερα 

σηµαντικός γιατί η συµπεριφορά του µεταϋλικού (εµφάνιση αρνητικού δείκτη διάθλασης) 

παρουσιάζεται σε ένα εύρος ζώνης γύρω από αυτές τις συχνότητες. 

 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-101- 

3.2  Μελέτη συντονισµών διηλεκτρικής σφαίρας 
 
Το φαινόµενο του συντονισµού µίας διηλεκτρικής σφαίρας, όπως θα φανεί στην παρούσα 

ενότητα, εµφανίζεται σε συγκεκριµένες συχνότητες ως ισχυρή συµβολή από ένα ορισµένο 

κύµα, ηλεκτρικό ή µαγνητικό, ενώ συγχρόνως η συµβολή από τα υπόλοιπα κύµατα είναι 

ασήµαντη. Η µελέτη των συντονισµών της σφαίρας θα πραγµατοποιηθεί χωριστά για τα 

ηλεκτρικά (ΤΜ) και τα µαγνητικά (ΤΕ) κύµατα.  

– Ηλεκτρικοί συντονισµοί 

Για τον προσδιορισµό των ηλεκτρικών συντονισµών, πρέπει να εξετάσουµε τη µορφή του 

συντελεστή σκέδασης Αn, που ορίζεται από τη σχέση (3.1.38). Ο συντελεστής Αn µπορεί 

να γραφεί ισοδύναµα στην ακόλουθη µορφή, λαµβάνοντας υπόψη ότι 

(2)ĥ (x) ( ) y ( )n n nj x i x= −  και ορίζοντας για ευκολία στους υπολογισµούς τις αδιάστατες 

παραµέτρους 1 0 2 sx k α , x k α= = .  

 2 n 2 n 1 1 n 1 n 2
n

2 n 2 n 1 1 n 1 n 2 2 n 2 n 1 1 n 2 n 1

ˆ ˆ ˆ ˆx (x ) (x ) x  (x ) (x )
A            (3.2.1)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆx (x ) (x ) x (x ) (x ) [x (x ) y (x ) x (x ) y (x )]

j j j j

j j j j i j j

′ ′−
= −

′ ′ ′ ′− − −
 

Ορίζουµε τη φάση αn ως εξής [1] 

                                       2 n 2 n 1 1 n 1 n 2
n

2 n 2 n 1 1 n 2 n 1

ˆ ˆ ˆ ˆx (x ) (x ) x  (x ) (x )
tanα                              (3.2.2)

ˆ ˆˆ ˆx (x )y (x ) x (x )y (x )

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

 
οπότε προκύπτει η παρακάτω απλοποιηµένη έκφραση για το συντελεστή Αn 

                                                       n
n

1
A                                                    (3.2.3)

1 cotαi
= −

−
 

η οποία µπορεί να γραφεί και ως εξής 

                                                      ( )n
n

2 α1
A 1 e                                                  (3.2.4)

2
i−= − −  

Θεωρώντας ότι το µήκος κύµατος ακτινοβολίας στο περιβάλλον µέσο (host medium) είναι 

αρκετά µεγαλύτερο από τη διάµετρο των σφαιρών ( hλ α>> ) προκύπτει ότι 1x 1<< , µε 

αποτέλεσµα να είναι δυνατός ο προσεγγιστικός υπολογισµός του συντελεστή σκέδασης Αn 

των ηλεκτρικών κυµάτων, µε τη βοήθεια των παρακάτω προσεγγιστικών σχέσεων για τις 

σφαιρικές συναρτήσεις Bessel και Neumann [29].  
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n 1
1

n 1

n n
1 1

n 1 1 n 1 n 1 1 n 1

xˆ (x )                                                                                                            (3.2.5)
(2n 1)!!

x nx (ˆ (x ) [x (x )] (x ) x (x )  
(2n 1)!! (2n 1)!!

j

j j j j

+

≅
+

′ ′ ′= = + ≅ + =
+ +

n
1n 1)x

                  (3.2.6)
(2n 1)!!

+
+

n 1 n
1

(2n 1)!!
ŷ (x )                                                                                                          (3.2.7)

x

−
≅ −

n 1 n 1 1 n 1 n 1 n 1 n 1
1 1 1

(2n 1)!! (n 1)(2n 1)!! n(2n 1)!!
ŷ (x ) y (x ) x y (x )                        (3.2.8)

x x x+ + +

− + − −′ ′= + ≅ − + =

 

όπου ορίζουµε  

(2)
n n n n n nẑ (x) x z (x),    z (x) { (x), (x), h (x)}j y=≜  και  

1 3 5... n,   n: περιττός
n!!

2 4 6... n,  n: άρτιος

⋅ ⋅ ⋅
= 

⋅ ⋅ ⋅
 

Τότε η σχέση (3.2.2) για τη φάση των ηλεκτρικών κυµάτων γίνεται 

                                
2n 1 2
1 2 n 2 1 n 2

n 2
2 n 2 1 n 2

ˆ ˆx [x (x )(n 1) x (x )]
tanα                         (3.2.9)

ˆ ˆ(2n 1)!!(2n 1)!![nx (x ) x (x )]

j j

j j

+ ′+ −
≅

′+ − +
 

Συνεπώς, παρατηρούµε ότι για 1x 1<<  η εφαπτοµένη της φάσης είναι της τάξης 2n 1
1x +  και 

τείνει στο µηδέν καθώς το 1x 0→ , εκτός και αν µηδενιστεί ο παρονοµαστής, οπότε στην 

περίπτωση αυτή, ανεξάρτητα από το πόσο µικρό είναι το 1x , θα έχουµε απειρισµό της 

ntan α  µε αποτέλεσµα η φάση nα  να λαµβάνει τις τιµές  π / 2± , µεγιστοποιώντας την 

τιµή του µέτρου του συντελεστή σκέδασης nA . Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται 

συντονισµός της  διηλεκτρικής σφαίρας και πραγµατοποιείται σε ορισµένες συχνότητες, 

τις οποίες και θα προσδιορίσουµε. Πράγµατι, είναι  

    n2i α
n n n n n

1 1 1
A e 1 cos(2α) 1 sin(2α ) 2 2cos(2α ) sinα         (3.2.10)

2 2 2
i−= − = − − = − =  

το οποίο µεγιστοποιείται για nα π / 2= ± . Σε περίπτωση όµως που δεν έχουµε µηδενισµό 

του παρονοµαστή της σχέσης (3.2.9), η φάση nα  τείνει στο µηδέν, αφού 1x 0→ , οπότε 

και ο συντελεστής σκέδασης nA  τείνει στο µηδέν, καθιστώντας ασήµαντη τη συµβολή 

από τα υπόλοιπα κύµατα. 

Ο ακριβής προσδιορισµός των συχνοτήτων ηλεκτρικού συντονισµού της διηλεκτρικής 

σφαίρας προκύπτει από τη λύση της εξίσωσης µηδενισµού του παρονοµαστή της ntanα  
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                                                      2
2 n 2 1 n 2
ˆ ˆnx (x ) x (x ) 0                                        (3.2.11)j j′+ =  

 
Σε πρώτη προσέγγιση, αφού 2

1x 1<< , οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης θα είναι κοντά στις 

ρίζες της εξίσωσης n 2(x ) 0j = , που συµβολίζονται µε e
nx l , οπότε οι συχνότητες 

συντονισµού θα δίνονται από τη σχέση 

                                                     n
n n

0 0

e
e e

s

x
ω ω (0)                                         (3.2.12)

ε ε µ α

l
l l= =  

όπου α η ακτίνα της σφαίρας και  1,2,3,...l =  Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται 

ενδεικτικά ορισµένες ρίζες e
nx l  της εξίσωσης n (x) 0j = . 

x n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 

l = 1 4,4931 5,7635 6,9879 8,1826 9,3558 

l = 2 7,7253 9,0950 10,4171 11,7049 12,9665 

l = 3 10,9041 12,3229 13,6980 15,0397 16,3547 

l = 4 14,0662 15,5146 16,9236 18,3013 19,6532 

l = 5 17,2208 18,6890 20,1218 21,5254 22,9046 

l = 6 20,3713 21,8539 23,3043 24,7276 26,1278 
Πίνακας 3.1: Ρίζες της εξίσωσης n(x) 0j =  για τα ηλεκτρικά κύµατα 

Σε δεύτερη προσέγγιση, η συχνότητα ηλεκτρικού συντονισµού δίνεται από τη σχέση [1] 

                                                       e e
n nω ω (0)(1 δ)                                                  (3.2.13)l l= +  

όπου δ << 1. Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (3.2.11) όπου 2 n
ex x (1 δ)l= +  υπολογίζεται η 

τιµή του δ. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε τα παρακάτω αναπτύγµατα Taylor, 

λαµβάνοντας υπόψη ότι e
n n(x ) 0lj = .   

                          e e e e 2 e e
n n n n n n n n n n(x (1 δ)) (x ) (x ) δx Ο(δ ) (x ) δx            (3.2.14)l l l l l lj j j j′ ′+ = + ⋅ + ≅ ⋅  

                                           e e e e
n n n n n n n

ˆ ˆ ˆ(x (1 δ)) (x ) δx (x )                               (3.2.15)l l l lj j j′ ′ ′′+ ≅ + ⋅  

Λόγω όµως της παρακάτω αναδροµικής σχέσης των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel [29] 

                                             n n n 1(n 1) (x) x (x) x (x)                                      (3.2.16)j j j −′+ + =  

και αφού e
n n(x ) 0lj =  προκύπτει ότι  

                                                      e e
n n n 1 n(x ) (x )                                                  (3.2.17)l lj j −′ =  

Επιπλέον, εξ ορισµού είναι n n n n
ˆ (x) (x (x)) (x) x (x)j j j j′ ′ ′= = + , η οποία σε συνδυασµό µε 

τη σχέση (3.2.17) δίνει ότι  

                                                     e e e
n n n n 1 n

ˆ (x ) x (x )                                               (3.2.18)l l lj j −′ =  
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Οµοίως έχουµε n n n n n
ˆ (x) ( (x) x (x)) 2 (x) x (x)j j j j j′′ ′ ′ ′ ′′+ = +≙  οπότε  

                                                  e e e e
n n n 1 n n n n

ˆ (x ) 2 (x ) x (x )                                  (3.2.19)l l l lj j j−′′ ′′= +  

Για τον υπολογισµό της e
n n(x )lj′′  παραγωγίζουµε την (3.2.16) και λαµβάνουµε  

                              

e e e e e e
n n n n n n 1 n n n 1 n

(3.2.17)
e e e e e
n n n n n 1 n n 1 n

(n 2) (x ) x  (x ) (x ) x  (x )

   x  (x ) x  (x ) (n 1) (x )                         (3.2.20)

l l l l l l

l l l l l

j j j j

j j j

− −

− −

′ ′′ ′+ + = +

′′ ′⇒ = − +
 

Με τη βοήθεια επιπλέον της παρακάτω αναδροµικής σχέσης [29] 

                          e e e
n 1 n 1 n n n 1 n n 1 n

n 1
(x) (x) (x) x (x ) (n 1) (x )          (3.2.21)

x l l lj j j j j− − − −

− ′ ′− = ⇒ = −                  

Συνδυάζοντας τις (3.2.19)-(3.2.21) προκύπτει τελικά ότι   

                                                              e
n n

ˆ (x ) 0                                                      (3.2.22)lj′′ =  

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3.2.17), (3.2.18) και (3.2.22) στα αναπτύγµατα Taylor των 

(3.2.14) και (3.2.15) λαµβάνουµε 

                                                 e e e
n n n 1 n n(x (1 δ)) (x ) δx                                       (3.2.23)l l lj j −+ ≅ ⋅  

                                                  e e e
n n n n 1 n

ˆ (x (1 δ)) x (x )                                         (3.2.24)l l lj j −′ + ≅   

µε αποτέλεσµα η εξίσωση προσδιορισµού των συχνοτήτων ηλεκτρικού συντονισµού να 

διαµορφώνεται ως εξής 

                                            2 e e e e 2 e
1 n n 1 n n n n 1 nx x (x ) nδx [x (1 δ)] (x ) 0                  (3.2.25)l l l l lj j− −+ + =   

Από την παραπάνω σχέση, λαµβάνοντας υπόψη ότι 2δ 1<< , προκύπτει τελικά η τιµή του δ 

                                                 
2 2

01
e 2
n s s

k1 x 1 1
δ                                  (3.2.26)

n x n k nεl

 
= − = − = − 

 
 

Συνεπώς, η συχνότητα ηλεκτρικού συντονισµού (ΤΜ κύµατα) σε δεύτερη προσέγγιση 

δίνεται από τη σχέση [1] 

                                                    e e
n n

s

1
ω ω (0) 1                                               (3.2.27)

nεl l

 
= − 

 
 

όπου η e
nω (0)l  υπολογίζεται από τη σχέση (3.2.12). 

 
– Μαγνητικοί συντονισµοί 
 
Με εντελώς παρόµοια διαδικασία ο προσδιορισµός των συχνοτήτων µαγνητικού 

συντονισµού της σφαίρας προκύπτει από τη µελέτη της έκφρασης για το συντελεστή 

σκέδασης nB . Σύµφωνα µε τη σχέση (3.1.40), ο συντελεστής Βn γράφεται στη µορφή 
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                                              ( )n2 β

n
n

1 1
B 1 e                                   (3.2.28)

1 cotβ 2
i

i
−= − = − −

−
 

όπου η φάση nβ ορίζεται από τη σχέση 

                                      1 n 2 n 1 2 n 1 n 2
n

1 n 2 n 1 2 n 2 n 1

ˆ ˆ ˆ ˆx (x ) (x ) x  (x ) (x )
tanβ                             (3.2.29)

ˆ ˆˆ ˆx (x ) y (x ) x (x ) y (x )

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

Για 1x 1<<  έχουµε ότι 

                               
2n 1
1 n 2 2 n 2

n
n 2 2 n 2

ˆ ˆx (x ) (n 1) x  (x )
tanβ                    (3.2.30)

ˆ ˆ(2n 1)!!(2n 1)!! n (x ) x (x )

j j

j j

+ ′+ −
≅

′+ − +
 

Σε περίπτωση µηδενισµού του παρονοµαστή, ανεξάρτητα από το πόσο µικρό είναι το 1x , 

θα έχουµε απειρισµό της ntanβ , µε αποτέλεσµα η φάση nβ  να λαµβάνει τις τιµές  π / 2± , 

µεγιστοποιώντας την τιµή του µέτρου του συντελεστή σκέδασης nΒ (συντονισµός για τα 

ΤΕ – µαγνητικά κύµατα). Σε περίπτωση όµως που δεν έχουµε µηδενισµό του παρονοµαστή 

της σχέσης (3.2.30), η φάση nβ  τείνει στο µηδέν, αφού 1x 0→ , οπότε και ο συντελεστής 

σκέδασης nΒ  τείνει στο µηδέν, καθιστώντας ασήµαντη τη συµβολή από τα υπόλοιπα 

κύµατα. 

Οι συχνότητες µαγνητικών συντονισµών προκύπτουν από το µηδενισµό του παρονοµαστή 

της σχέσης (3.2.30) ως ρίζες της εξίσωσης 

                                                           n 2 2 n 2
ˆ ˆn (x ) x (x ) 0                                      (3.2.31)j j′+ =  

η οποία γράφεται ισοδύναµα στη µορφή 

                                                       n 2 2 n 2(n 1) (x ) x  (x ) 0                                  (3.2.32)j j′+ + =  

Με τη βοήθεια της αναδροµικής σχέσης (3.2.16) η παραπάνω σχέση απλοποιείται ως εξής 

                                                               2 n 1 2x  (x ) 0                                              (3.2.33)j − =  

Εποµένως, οι συχνότητες συντονισµού των µαγνητικών (ΤΕ) κυµάτων προκύπτουν τελικά 

από τη λύση της εξίσωσης n 1 2(x ) 0j − =  και υπολογίζονται από τη σχέση 

                                                            
m
, n 1m

, n

s 0 0

x
ω                                               (3.2.34)

ε ε µ α

l
l

−=                                                      

όπου α η ακτίνα της σφαίρας και 1,2,3,...l =  Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται 

ενδεικτικά ορισµένες ρίζες  m
n 1xl −  της εξίσωσης n 1(x) 0j − = . 
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x n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 

l = 1 3,1416 4,4931 5,7635 6,9879 8,1826 

l = 2 6,2832 7,7253 9,0950 10,4171 11,7049 

l = 3 9,4248 10,9041 12,3229 13,6980 15,0397 

l = 4 12,5664 14,0662 15,5146 16,9236 18,3013 

l = 5 15,7080 17,2208 18,6890 20,1218 21,5254 

l = 6 18,8496 20,3713 21,8539 23,3043 24,7276 
Πίνακας 3.2: Ρίζες της εξίσωσης n 1(x) 0j − =  για τα µαγνητικά κύµατα 

Παρατηρούµε ότι οι συχνότητες συντονισµού ηλεκτρικών και µαγνητικών κυµάτων 

συνδέονται µε τη σχέση  

                                                                 m
n n 1
eω ω                                                     (3.2.35)l l +<
ɶ

 

όπου µε το σύµβολο <
ɶ

 εννοούµε ότι οι συχνότητες βρίσκονται στην πραγµατικότητα πολύ 

κοντά η µία στην άλλη. Όπως προκύπτει από τους πίνακες 1 και 2, η σειρά των διαφόρων 

συντονισµών είναι  

                 m m m m m m m
11 11 12 12 13 21 13 14 21 22 14 14

e e e e eω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω           (3.2.36)< < < < < < < < < < <
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

 

 
Συνεπώς, η χαµηλότερη συχνότητα συντονισµού εµφανίζεται στο µαγνητικό ρυθµό µε   

(l,n) = (1,1) (ΤΕ111), ενώ η αµέσως µεγαλύτερη αντιστοιχεί στον ηλεκτρικό ρυθµό ΤΜ111. 

Υπάρχει µάλιστα σαφής διαχωρισµός µεταξύ των δύο συχνοτήτων, σε αντίθεση µε τους 

ανώτερης τάξης ΤΕ και ΤΜ ρυθµούς, των οποίων οι συχνότητες συντονισµού βρίσκονται 

πολύ κοντά η µία στην άλλη, σύµφωνα µε τη σχέση (3.2.35). Γενικά παρατηρούµε ότι 

µόνο οι µαγνητικοί ρυθµοί m
1ωl  είναι αποµακρυσµένοι από ηλεκτρικούς συντονισµούς.  

Για n 1≠ , η απόσταση στο πεδίο συχνότητας των γειτονικών ηλεκτρικών και µαγνητικών 

ρυθµών είναι [1] 

m m n
n 1 n n 1 n

e
e e

s

ω (0)
ω ω ω ω (0)

nε
l

l l l l+ +− = − +  

Επειδή όµως m
n n 1

eω (0) ωl l +=  προκύπτει ότι   

                                                       
m
n 1 n

m
n 1

e

s

ω ω 1
                                                  (3.2.37)

ω nε
l l

l

+

+

−
=  

Τα αποτελέσµατα της µελέτης του φαινοµένου των συντονισµών µίας µεµονωµένης 

διηλεκτρικής σφαίρας, όπως θα φανεί στην επόµενη ενότητα, χρησιµεύουν στον 

προσδιορισµό της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας και της ενεργού διηλεκτρικής 

σταθεράς ενός συνόλου διηλεκτρικών σφαιρών, οι οποίες συνθέτουν το υπό σχεδίαση 

µεταϋλικό µέσο. 
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3.3  Ενεργός µαγνητική διαπερατότητα ενός συνόλου σφαιρών 
 

Σκοπός της παρούσας ενότητας είναι η περιγραφή των ηλεκτροµαγνητικών ιδιοτήτων του 

προτεινόµενου µεταϋλικού µέσου, το οποίο αποτελείται από ένα κυβικό πλέγµα 

διηλεκτρικών σφαιρών. Οι παράµετροι σκέδασης από µία µεµονωµένη σφαίρα (σκέδαση 

Mie), που προσδιορίστηκαν στην ενότητα 3.1, είναι δυνατό να συσχετιστούν µε την ενεργό 

διηλεκτρική επιτρεπτότητα και µαγνητική διαπερατότητα του συνόλου των σφαιρών, 

σύµφωνα µε τη θεωρία του ενεργού µέσου (effective medium theory). Ένα µέσο διάδοσης 

χαρακτηρίζεται ως ενεργό όταν ένα προσπίπτον ηλεκτροµαγνητικό κύµα δεν 

“αντιλαµβάνεται” τις ασυνέχειες του µέσου και οι µακροσκοπικές του ιδιότητες 

περιγράφονται από τις ιδιότητες των “δοµικών στοιχείων” που το αποτελούν. Προκειµένου 

ωστόσο η υπό µελέτη δοµή του µεταϋλικού να συµπεριφέρεται ως ένα ενεργό µέσο, ο 

κύριος περιορισµός που πρέπει να ικανοποιείται είναι ο εξής: το µήκος κύµατος 

ακτινοβολίας στο περιβάλλον µέσο (host medium) πρέπει να είναι αρκετά µεγαλύτερο από 

τη διάµετρο των σφαιρών και τη σταθερά του πλέγµατος, έτσι ώστε το προσπίπτον Η/Μ 

κύµα να µην αντιλαµβάνεται τις ασυνέχειες της συνολικής δοµής. 

Η µελέτη της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας eff
rµ  του κυβικού πλέγµατος 

διηλεκτρικών σφαιρών θα επικεντρωθεί γύρω από τις συχνότητες µαγνητικού συντονισµού 

των σφαιρών, αφού σε ένα εύρος ζώνης γύρω από αυτές τις συχνότητες αναµένονται 

απότοµες αυξοµειώσεις στο πλάτος των συντελεστών σκέδασης µαγνητικών κυµάτων Βn, 

όπως περιγράφηκε στην ενότητα 3.2. Η θεωρία του ενεργού µέσου συνδέει τους εν λόγω 

συντελεστές σκέδασης µε την ενεργό µαγνητική διαπερατότητα του συνόλου των σφαιρών, 

µε αποτέλεσµα το φαινόµενο των µαγνητικών συντονισµών να επιδρά άµεσα στις τιµές του 

µεγέθους eff
rµ . ∆εδοµένου ότι ισχύει η υπόθεση του ενεργού µέσου, η κυριότερη 

συνεισφορά στο σκεδαζόµενο µαγνητικό πεδίο πηγάζει από τον πρώτο µαγνητικό 

συντονισµό (ρυθµός ΤΕ111), γεγονός που µας επιτρέπει ισοδύναµα να θεωρήσουµε µόνο 

τον πρώτο όρο (µε n = 1) στο ανάπτυγµα της έκφρασης του σκεδαζόµενου µαγνητικού 

πεδίου, απλοποιώντας τους υπολογισµούς. Γύρω από τη συχνότητα του πρώτου 

µαγνητικού συντονισµού οι σφαίρες συµπεριφέρονται ουσιαστικά ως µαγνητικά δίπολα. 

Οµοίως, για τον προσδιορισµό της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς eff
rε  του συστήµατος 

των σφαιρών, αρκεί να θεωρήσουµε µόνο τον πρώτο όρο του αναπτύγµατος της έκφρασης 

του σκεδαζόµενου ηλεκτρικού πεδίου, ενώ στην περίπτωση αυτή οι σφαίρες ισοδυναµούν 

µε ηλεκτρικά δίπολα. 
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Το σκεδαζόµενο µαγνητικό πεδίο προκύπτει από την υπέρθεση ΤΕ και ΤΜ ρυθµών 

συναρτήσει των βαθµωτών δυναµικών του Hertz σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.1.18), (3.1.20) 

και (3.1.22). Οι συνιστώσες του γράφονται στη µορφή αναπτυγµάτων  

              sc n 1 1 (2) (2)
r 0 n n n 0 n 0

n 1

2n 1 ˆ ˆH H sinφ ( ) B P (cosθ)[h (k r) h (k r)]                (3.3.1)
n(n 1)

i
∞

−

=

 + ′′= − − + 
+ 

∑  

  
1

sc n 1 (2) (2) 10 n n
θ n n 0 n 0 n

n 10

H sinφ 2n 1 dP (cosθ) Aˆ ˆH ( ) B h (k r) h (k r)P (cosθ)    (3.3.2)
k r n(n 1) dθ sinθ

i
i

∞
−

=

 +
′= − − + 

+  
∑  

  
1

sc n 1 (2) (2) 10 n n
φ n n 0 n 0 n

n 10

H cosφ 2n 1 dP (cosθ) Bˆ ˆH ( ) A h (k r) h (k r)P (cosθ)     (3.3.3)
k r n(n 1) dθ sinθ

i i
∞

−

=

 +
′= − − 

+  
∑  

∆εδοµένου όµως ότι κινούµαστε γύρω από τη συχνότητα του πρώτου µαγνητικού 

συντονισµού, η οποία µάλιστα απέχει αρκετά από την αµέσως επόµενη συχνότητα του 

ηλεκτρικού συντονισµού (σχέση 3.2.36), οι συντελεστές Αn
 
είναι ουσιαστικά αµελητέοι 

και µπορούν να αγνοηθούν, ενώ παράλληλα η υπόθεση του ενεργού µέσου διάδοσης µας 

επιτρέπει να θεωρήσουµε µόνο τον κατώτερο µαγνητικό ρυθµό µε n = 1 στα παραπάνω 

αναπτύγµατα, που απλοποιούνται ως εξής 

                               sc 1 (2) (2)
r 1 0 1 1 0 1 0

3 ˆ ˆH B H sinφ P (cosθ)[h (k r) h (k r)]                       (3.3.4)
2

′′= − +  

                                     
(2) 1

sc 1 0 1
θ 1 0

0

ĥ (k r)3 dP (cosθ)
H B H sinφ                                   (3.3.5)

2 k r dθ

′
= −  

                                       
(2)

sc 11 0
φ 1 0 1

0

ĥ (k r)3
H B H cosφ P (cosθ)                                   (3.3.6)

2 k r sinθ

′
= −  

 
Από τον ορισµό όµως των προσαρτηµένων συναρτήσεων Legendre και της σφαιρικής 

συνάρτησης Hankel δευτέρου είδους έχουµε [28,29] 

  

                                      1 1
1

dP (cosθ) d(cosθ)
P (cosθ) sinθ                                  (3.3.7)

dθ dθ
= = = −  

                 
x x

(2) (2)
1 1 2

e e 2
h (x) 1     (3.3.8)            h (x) 2 x      (3.3.9)

x x x x

i ii
i

− −     ′= − + = − − + −        
   

              
x

(2) (2) (2) (2)
1 1 1 1

d e 1
ĥ (x) [xh (x)] h (x) x h (x) 1 x                    (3.3.10)

dx x x

i

i
−   ′ ′= + = − −    

≜  

                                     (2) x
1 2 2

2 2
ĥ (x) e 1 1                                          (3.3.11)

x x x
i i−   ′′ = − + −    

 

 
Εποµένως, προκύπτουν οι ακόλουθες εκφράσεις για το σκεδαζόµενο µαγνητικό πεδίο 
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0k r

sc
r 1 0 03 2

0

e 1
H 3 B H sinφ sinθ k                                 (3.3.12)

k r r

i

i i
−  = + 

 
 

                               ( )
0k r

sc 2 21 0
θ 0 03 3

0

B H3 e
H sinφ cosθ 1 k r k r                         (3.3.13)

2 k r

ii
i

−

= − − +    

                                   ( )
0k r

sc 2 21 0
φ 0 03 3

0

B H3 e
H cosφ 1 k r k r                               (3.3.14)

2 k r

ii
i

−

= − − +    

Επειδή γύρω από τη συχνότητα του πρώτου µαγνητικού συντονισµού οι σφαίρες 

ισοδυναµούν µε µαγνητικά δίπολα, η παραπάνω έκφραση πρέπει να ταυτίζεται µε την 

αντίστοιχη σχέση που δίνει το µαγνητικό πεδίο ακτινοβολίας ενός µαγνητικού διπόλου. Η 

µαγνητική διπολική ροπή συνδέεται µε το συντελεστή µαγνητικής πολωσιµότητας αm 

σύµφωνα  µε τη  σχέση  

                                                           m iα (z 0)                                               (3.3.15)= =m H  
 

Μάλιστα, επειδή το προσπίπτον µαγνητικό πεδίο είναι της µορφής 0k z
0 ˆH e i

i
−=H y , η 

µαγνητική διπολική ροπή προκύπτει  

                                                        0 0 m 0ˆm ,  m α H                                           (3.3.16)= =m y  

Για τον προσδιορισµό του µαγνητικού πεδίου ακτινοβολίας ενός µαγνητικού διπόλου 

τοποθετηµένου στην αρχή των αξόνων και προσανατολισµένου κατά τον άξονα y, το 

µαγνητικό δίπολο υποκαθίσταται από ισοδύναµο ρεύµα Ι κατά µήκος ενός κυκλικού 

βρόχου πολύ µικρής ακτίνας α, που βρίσκεται στο επίπεδο xz. Τότε  

                                                       2
0m I πα ,  α 0                                              (3.3.17)= ⋅ →  

Το µαγνητικό πεδίο του διπόλου προσδιορίζεται µέσω του διανυσµατικού δυναµικού 

σύµφωνα µε τη γνωστή σχέση 

                                                          
0

1
                                                     (3.3.18)

µ
= ∇×H A  

Το διανυσµατικό δυναµικό που δηµιουργεί το µαγνητικό δίπολο στην αρχή των αξόνων 

στο τυχαίο σηµείο του χώρου µε συντεταγµένες (r,θ,φ) δίνεται από τη σχέση [30] 

                                     
02π k R

0

0

µ Ια e
ˆ ˆdθ ( sinθ cosθ)                                   (3.3.19)

4π R

i−

′ ′ ′= − +∫A z x    

όπου 2 2 2R (x x ) y (z z )′ ′= − + + −  η απόσταση του τυχαίου σηµείου παρατήρησης         

(x, y, z) από το σηµείο του κυκλικού βρόχου ( x ,0,z′ ′ ) που βρίσκεται επί του επιπέδου xz.  
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Σε σφαιρικές συντεταγµένες είναι: x sinθcosφ, y sinθ sinφ, z cosθr r r= = = . Εξάλλου, 

στο επίπεδο xz είναι αr′ =  και  φ 0′ = , άρα x αsinθ′ ′= , z αcosθ′ ′= . Τότε 

                                 2 2R α 2α (sinθcosφsinθ cosθcosθ )                   (3.3.20)r r ′ ′= + − +  

και επειδή αr >>  λαµβάνουµε ότι 

   ( ) ( )
1/2

2α
R r 1 cosφsinθsinθ cosθcosθ r α cosφsinθsinθ cosθcosθ     (3.3.21)

r
 ′ ′ ′ ′≅ − + ≅ − +  

 

Επιπλέον, ο κυκλικός βρόχος είναι ηλεκτρικά µικρός, δηλαδή ισχύει ότι 0k α 1<< , οπότε 

έχουµε διαδοχικά [30] 

 
00

1/ 2k rk R
0[1 k α(cosφsinθsinθ cosθcosθ )]e 2α

1 (cosφsinθsinθ cosθcosθ )
R r r

ii e i
−−− ′ ′+ +  ′ ′≅ − +  

      

0k r

0

α
[1 k α(cosφsinθsinθ cosθcosθ)] 1 (cosφsinθsinθ cosθcosθ)

r r

ie
i

−  ′ ′ ′ ′≅ + + + +  
0k r

0

e 1
1 α k (cosφsinθsinθ cosθcosθ )                                                    (3.3.22)

r r

i

i
−    ′ ′≅ + + +    

  

Με αντικατάσταση στη σχέση (3.3.19) λαµβάνουµε το διανυσµατικό δυναµικό  

                                    
0k r2

0
0

µ Ια e 1
ˆ ˆk ( cosθ cosφsinθ)                     (3.3.23)

4 r r

i

i
−  = + − 

 
A x z    

όπου έγινε χρήση των βασικών σχέσεων  
 

    
2π 2π

2 2

0 0

cosθ dθ sin θ dθ  π′ ′ ′ ′= =∫ ∫   και  
2π 2π 2π

0 0 0

cosθ dθ sinθ dθ sinθ cosθ dθ  0     (3.3.24)′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =∫ ∫ ∫  

 
Στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων οι συνιστώσες του διανυσµατικού δυναµικού 

προκύπτουν 

0 0

r x z

k r k r2 2
0 0

0 0

A cosφsinθ A cosθ A

µ Ια µ Ιαe 1 e 1
k cosφsinθcosθ k cosφsinθcosθ 0          (3.3.25)

4 r r 4 r r

i i

i i
− −

= ⋅ + ⋅ =

   = + − + =   
   

 

( )
0 0

θ x z

k r k r2 2
2 20 0

0 0

A cosφcosθ A sinθ A

µ Ια µ Ια cosφe 1 e 1
k cosφcosθ cosφsin θ k             (3.3.26)

4 r r 4 r r

i i

i i
− −

= ⋅ − ⋅ =

   = + + = +   
   

 

0k r2
0

φ x 0

µ Ια sinφcosθe 1
A sinφ A k                                                     (3.3.27)

4 r r

i

i
−  = − ⋅ = − + 

 
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Εποµένως οι συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου του διπόλου προκύπτουν εύκολα µε 

εφαρµογή της σχέσης (3.3.18) 

           0k rθ 0
r φ 02

Α m sinφsinθ1 1 1
H (sinθΑ ) e k                    (3.3.28)

rsinθ θ rsinθ φ 2π r r
i i−∂∂  = − = + ∂ ∂  

 

                    ( )0k r 2 20
θ φ 0 03

m sinφcosθ1
H (rΑ ) e 1 k r k r                           (3.3.29)

r r 4π r
i i−∂

= − = − + −
∂

 

                            0k r 2 20
φ θ 0 03

1 m cosφ
H (rΑ ) e (1 k r k r)                               (3.3.30)

r r 4π r
i i−∂

= =− − +
∂

 

 
Οι παραπάνω εκφράσεις πρέπει να ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες που περιγράφουν το 

σκεδαζόµενο µαγνητικό πεδίο (σχέσεις 3.3.12-3.3.14). Με εξίσωση των αντίστοιχων 

συνιστωσών λαµβάνουµε 

  ( ) ( )
0 0k r k r

2 2 2 21 0 0
0 0 0 03 3 3

0

B H m sinφcosθ3 e e
sinφcosθ 1 k r k r 1 k r k r        (3.3.31)

2 k r 4π r

i ii
i i

− −

− − + = − − +  

 
όπου 0 m 0m α H=  η µαγνητική διπολική ροπή. Συνεπώς, ο συντελεστής µαγνητικής 

πολωσιµότητας του διπόλου συνδέεται µε το συντελεστή σκέδασης Β1 των µαγνητικών 

κυµάτων σύµφωνα µε τη σχέση  

                                                         m 13
0

6π
α B                                                          (3.3.32)

k

i
=  

Στη συνέχεια, προκειµένου να συσχετίσουµε την ενεργό µαγνητική διαπερατότητα του 

κυβικού πλέγµατος των διηλεκτρικών σφαιρών µε το συντελεστή µαγνητικής 

πολωσιµότητας της µεµονωµένης σφαίρας ακολουθούµε την εξής διαδικασία. 

Η µαγνήτιση του συνολικού µέσου (πλέγµα σφαιρών) δίνεται από τη σχέση 

                                                            m 0χ                                                         (3.3.34)=M H  

όπου χm η µαγνητική επιδεκτικότητα του µέσου και 0H  το µέσο µακροσκοπικό µαγνητικό 

πεδίο. Σηµειώνεται ότι το µακροσκοπικό µαγνητικό πεδίο χαρακτηρίζει συνολικά το µέσο 

διάδοσης και διαφέρει από το µαγνητικό πεδίο που επιδρά σε κάθε µεµονωµένη σφαίρα. 

Το τελευταίο συνίσταται από το µέσο µακροσκοπικό µαγνητικό πεδίο 0H , καθώς και από 

το τοπικής κλίµακας µαγνητικό πεδίο ocHl  (local field) που δηµιουργείται από τη 

µαγνήτιση των γειτονικών σφαιρών, οι οποίες συµπεριφέρονται ως µαγνητικά δίπολα. Το 

τοπικό µαγνητικό πεδίο µε τη σειρά του µπορεί να γραφεί ως διαφορά δύο όρων [27] 

                                                     oc near M                                                    (3.3.35)l = −H H H  
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όπου το nearH  παριστάνει την πραγµατική συνεισφορά των γειτονικών σφαιρών-διπόλων 

και το MH  προκαλείται από τη µαγνήτιση του συνολικού µέσου, που θεωρείται 

οµοιόµορφη. Ουσιαστικά δηλαδή το τοπικό πεδίο που εφαρµόζεται σε µία µεµονωµένη 

σφαίρα είναι απαλλαγµένο από τη µακροσκοπική συνεισφορά των γειτονικών της 

µαγνητικών διπόλων.   

Για τον προσδιορισµό του πεδίου MH  θεωρούµε µια νοητή σφαίρα ακτίνας R που 

περικλείει στο εσωτερικό της όλες τις σφαίρες-δίπολα του εξεταζόµενου µέσου. Η σφαίρα 

αυτή θεωρείται ότι αποτελεί το όριο ανάµεσα στο µακροσκοπικό και µικροσκοπικό 

περιβάλλον του µέσου και έχει όγκο τέτοιον, που η µαγνήτιση στο εσωτερικό της να 

µπορεί να θεωρηθεί πρακτικά σταθερή. Αν εποµένως υποθέσουµε ότι η σφαίρα είναι 

οµοιόµορφα µαγνητισµένη µε 0ˆM=M z , τότε στην επιφάνειά της επάγεται “µαγνητικό” 

φορτίο µε πυκνότητα M 0 0 0ˆσ µ µ M cosθ= ⋅ =r M . Ο προσδιορισµός του µαγνητικού πεδίου 

MH  γίνεται µέσω της έννοιας του βαθµωτού µαγνητικού δυναµικού, το οποίο ικανοποιεί 

την εξίσωση του Laplace σε κάθε σηµείο του χώρου (αφού Mρ 0= ), δηλαδή  

                                                             2
Mφ 0                                                        (3.3.36)∇ =  

Τότε το βαθµωτό µαγνητικό δυναµικό γράφεται στη µορφή 

                                           

n
n n

n 0
M

(n 1)
n n

n 0

A r P (cosθ),  r R                                   (3.3.37)

φ (r,θ)

B r P (cosθ),  r R                              (3.3.38)

∞

=

∞
− +

=


<

= 
 ≥


∑

∑
 

Επιπλέον πρέπει να ικανοποιεί τις παρακάτω οριακές συνθήκες στην επιφάνεια της 

σφαίρας, µέσω των οποίων προσδιορίζονται οι άγνωστοι συντελεστές  Αn
  και Βn. 

                                                  M Mφ (r R ) φ (r R )                                          (3.3.39)+ −= = =    

                                       M M M

0

φ φ σ
(r R ) (r R )                                    (3.3.40)

r r µ

+ −∂ ∂
= − = = −

∂ ∂
 

Από την εφαρµογή των οριακών συνθηκών προκύπτουν οι σχέσεις 

                                                      n (n 1)
n nA α B α                                                     (3.3.41)− +=  

                            n 1 (n 2)
n n n n 0nA α P (cosθ) Β (n 1)α P (cosθ) Μ cosθ                 (3.3.42)− − +− − + = −  

 

Από τον ορισµό όµως των πολυωνύµων Legendre προκύπτει ότι 1P (cosθ) cosθ= , 

εποµένως για τους συντελεστές  Αn, Βn  λαµβάνουµε τελικά 
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                                                              0
1

M
A                                                         (3.3.43)

3
=   

                                                             30
1

M
B R                                                      (3.3.44)

3
=  

ενώ n nA B 0, n 1= = ≠ . Συνεπώς, το βαθµωτό µαγνητικό δυναµικό είναι της µορφής 

                                                

0

M 3
0

2

M
rcosθ, r R                                          (3.3.45)

3
φ (r,θ)

M α
cosθ, r R                                        (3.3.46)

3r

 <
= 
 ≥


 

 

Συνεπώς, το µαγνητικό πεδίο εντός της σφαίρας ακτίνας R προσδιορίζεται από τη σχέση 

                                                       Μ Mφ                                                           (3.3.47)= −∇H   

από την οποία προκύπτει 

                                         0 0
Μ

M Μ ˆˆcosθ sinθ                                          (3.3.48)
3 3

= − ⋅ + ⋅H r θ  

Στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων είναι 

               
( ) ( )

( )

Μ r θ r θ

0
r θ

ˆ ˆsinθcosφ Η cosφcosθ Η sinθsinφ Η sinφcosθ Η

M
ˆ ˆ      H cosθ H sinθ                                                             (3.3.49)

3

= + ⋅ + + ⋅

+ − ⋅ = − ⋅

H x y

z z
 

Εποµένως, το µαγνητικό πεδίο που αναπτύσσεται στο εσωτερικό των σφαιρών-διπόλων 

λόγω της οµοιόµορφης µαγνήτισης του µέσου διάδοσης είναι 

                                                   Μ                                                           (3.3.50)
3

= −
M

H  

Το µαγνητικό πεδίο nearH  που εφαρµόζεται σε µία µεµονωµένη σφαίρα λόγω των 

γειτονικών σφαιρών προκύπτει από την υπέρθεση των πεδίων όλων των µαγνητικών 

διπόλων. Οι σφαίρες-δίπολα βρίσκονται διατεταγµένες σε ένα κυβικό πλέγµα και 

εµφανίζουν την ίδια µαγνητική διπολική ροπή m (Σχήµα 3.1). Οι θέσεις των διπόλων 

δίνονται από τις συντεταγµένες ijkr (ib, jb, kb), όπου b η σταθερά του πλέγµατος, ενώ οι 

δείκτες i, j, k λαµβάνουν εξίσου θετικές και αρνητικές τιµές. Θεωρώντας ότι η µεµονωµένη 

σφαίρα βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων, για το κοντινό µαγνητικό πεδίο ισχύει η 

έκφραση [27] 

                                              
2

near 5
, ,

3( )
                                        (3.3.51)

4π
ijk ijk ijk

i j k ijk

r

r

⋅ −
=∑

m r r m
H  
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b

m

m

m

m

m

m

m

m

b

b

                       
Σχήµα 3.1: Μαγνητικά δίπολα σε απλό κυβικό πλέγµα 

Η x-συνιστώσα του πεδίου για παράδειγµα γράφεται στη µορφή 

           
2 2 2 2

x y z xnear
x 3 2 2 2 5/2

, ,

3( m m m ) ( )m
H                         (3.3.52)

4πb ( )i j k

i ij ik i j k

i j k

+ + − + +
=

+ +∑  

Λόγω κυβικής συµµετρίας της διάταξης των γειτονικών διπόλων, οι δείκτες i, j, k 

λαµβάνουν εξίσου θετικές και αρνητικές τιµές, µε αποτέλεσµα οι όροι του αθροίσµατος 

που περιέχουν τις ποσότητες  ymij  και zmik  να µηδενίζονται. Επίσης λόγω συµµετρίας 

                 
2 2 2

2 2 2 5/ 2 2 2 2 5/ 2 2 2 2 5/ 2
, , , , , ,

                 (3.3.53)
( ) ( ) ( )i j k i j k i j k

i j k

i j k i j k i j k
= =

+ + + + + +∑ ∑ ∑  

εποµένως από τη σχέση (3.3.52) προκύπτει ότι near
xH 0= . Με ακριβώς παρόµοιο τρόπο 

προκύπτει ότι near near
y zH H 0= = , ώστε τελικά το “κοντινό“ µαγνητικό πεδίο near 0=H  για 

ένα κυβικό πλέγµα διπόλων.  

Συνεπώς, το τοπικής κλίµακας µαγνητικό πεδίο που ορίστηκε στην (3.3.35) είναι  

                                                             
oc                                                           (3.3.54)

3l =
M

H  

οπότε το συνολικό µαγνητικό πεδίο που εφαρµόζεται σε κάθε µεµονωµένη σφαίρα είναι 

ίσο µε 0 ocl+H H . Το γεγονός αυτό έχει ως αποτέλεσµα η µαγνήτιση του συνολικού µέσου 

διάδοσης, που αποτελείται από Ν µαγνητικά δίπολα ανά µονάδα όγκου, να δίνεται από τη 

σχέση 

                                                    m ocα ( )                                               (3.3.55)lN= +0M H H  
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όπου mα  ο συντελεστής µαγνητικής πολωσιµότητας της µεµονωµένης σφαίρας. Στην 

περίπτωσή µας η πυκνότητα των µαγνητικών διπόλων είναι 31/ bN = ,  όπου b η σταθερά 

του κυβικού πλέγµατος. Με αντικατάσταση της σχέσης (3.3.54) στην (3.3.55) προκύπτει 

                                                    m
m 0

α
1 Nα                                            (3.3.56)

3

N − = 
 

M H  

Η παραπάνω σχέση σε συνδυασµό µε την (3.3.34) καταλήγει στον προσδιορισµό της 

µαγνητικής επιδεκτικότητας του µέσου διάδοσης 

                                                       m
m

m

3 α
χ                                                        (3.3.57)

3 α

N

N
=

−
 

Εξάλλου, από τη σχέση ορισµού της σχετικής µαγνητικής διαπερατότητας έχουµε ότι 

                                                          r mµ 1 χ                                                           (3.3.58)= +  

από όπου µε αντικατάσταση από την (3.3.57) προσδιορίζεται ο συντελεστής µαγνητικής 

πολωσιµότητας συναρτήσει της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας του µέσου 

                                                       r
m

r

3 µ 1
α                                                        (3.3.59)

N µ 2

−
=

+
   

Συγκρίνοντας την παραπάνω έκφραση µε τη σχέση (3.3.32), η οποία δίνει το συντελεστή 

µαγνητικής πολωσιµότητας συναρτήσει του συντελεστή σκέδασης των µαγνητικών (ΤΕ) 

κυµάτων, καταλήγουµε στη σχέση που συνδέει την ενεργό σχετική µαγνητική 

διαπερατότητα του κυβικού πλέγµατος των διηλεκτρικών σφαιρών µε το συντελεστή 

σκέδασης Β1 από µία µεµονωµένη σφαίρα. 

                                                     
3

eff 0 1
r 3

0 1

k 4π B
µ                                                   (3.3.60)

k 2π B

iN

iN

+
=

−
 

Η παραπάνω σχέση προέκυψε µε βάση τη θεωρία του ενεργού µέσου, που συσχετίζει τις 

µακροσκοπικές ιδιότητες του µέσου διάδοσης (όπως η eff
rµ ) µε τις ιδιότητες σκέδασης (Β1) 

των δοµικών µονάδων που αποτελούν το σύνθετο µέσο. 
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3.4  Ενεργός διηλεκτρική επιτρεπτότητα ενός συνόλου σφαιρών 
 
Με διαδικασία ανάλογη εκείνης που αναπτύχθηκε στην προηγούµενη ενότητα, προκύπτει 

η σχέση που συνδέει την (ενεργό) σχετική διηλεκτρική σταθερά του συνόλου των σφαιρών 

µε το συντελεστή σκέδασης Α1
 
των ηλεκτρικών κυµάτων από µία µεµονωµένη σφαίρα. 

Όπως και στην ανάλυση που προηγήθηκε, η κυριότερη συνεισφορά στο σκεδαζόµενο 

ηλεκτρικό πεδίο πηγάζει από τον πρώτο ηλεκτρικό συντονισµό (ρυθµός ΤΜ111), γεγονός 

που µας επιτρέπει ισοδύναµα να θεωρήσουµε µόνο τον πρώτο όρο (µε n = 1) στο 

ανάπτυγµα της έκφρασης του σκεδαζόµενου ηλεκτρικού πεδίου. Γύρω από τη συχνότητα 

του πρώτου ηλεκτρικού συντονισµού οι σφαίρες συµπεριφέρονται ουσιαστικά ως 

ηλεκτρικά δίπολα. Οι συνιστώσες του σκεδαζόµενου ηλεκτρικού πεδίου για τον πρώτο 

ηλεκτρικό συντονισµό (n = 1) δίνονται από τις σχέσεις 

   
0k r

sc 1
r 0 1 1 1 0 1 0 0 1 03 3

0

3 eˆ ˆE E A P (cosθ)cosφ [h (k r) h (k r)] 3 E A sinθcosφ (1 k r)     (3.4.1)
2 k r

i

i i
−

′′= − + = +  

0

1
k rsc (2) 2 20 01 1 1

θ 1 0 0 03 3
0 0

E cosφ E cosφ3A dP (cosθ) 3 AˆE h (k r) cosθ e ( k r 1 k r )   (3.4.2)
2 k r dθ 2 k r

ii
i−′= − = − + −

         ( )
0k r

sc (2) 1 2 21 0
φ 1 0 1 0 1 0 03 3

0 0

3A E sinφ 3 eˆE h (k r)P (cosθ) E A sinφ k r 1 k r            (3.4.3)
2k r sinθ 2 k r

ii
i

−

′= = + −      

όπου έγινε χρήση των (3.3.7-3.3.11). Οι σχέσεις (3.4.1-3.4.3) πρέπει να ταυτίζονται µε τις 

αντίστοιχες εκφράσεις για τις συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου ακτινοβολίας ενός 

ισοδύναµου ηλεκτρικού διπόλου, το οποίο είναι τοποθετηµένο στην αρχή των αξόνων και 

προσανατολισµένο κατά τον άξονα x (αφού το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο είναι 

προσανατολισµένο κατά τον ίδιο άξονα). Το ισοδύναµο ηλεκτρικό δίπολο έχει διπολική 

ροπή που δίνεται από τη σχέση 

                                                            0 eε α                                                          (3.4.4)= 0p E  

όπου eα  ο συντελεστής ηλεκτρικής πολωσιµότητας. Το ρεύµα του διπόλου, που 

προκαλείται λόγω αρµονικής ταλάντωσης των ηλεκτρικών φορτίων που το αποτελούν, 

δίνεται από τη σχέση 

                                                            
ωp

I                                                               (3.4.5)
L

i
=  

όπου L το µήκος του διπόλου. Το διανυσµατικό δυναµικό που παράγεται από το ηλεκτρικό 

δίπολο, µε βάση και τις σχέσεις (3.4.4) και (3.4.5) γράφεται στη µορφή 

                                         0 0

2
k r k r0 0

e

µ ΙL k E
e α e                                      (3.4.6)

4πr 4πωr
i ii− −= ⋅ = ⋅A x x  
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Το ηλεκτρικό δυναµικό προκύπτει από τη συνθήκη Lorentz [30] 
 

0

0

k r
k r0 e 0 ex

02 2 2
0 0

E α E αω ω A e
Φ sinθcosφ sinθcosφ (1 k r) e   (3.4.7)

k k x 4π r r 4πr

i
ii i

i
−

− ∂ ∂
= ∇⋅ = = − = + ∂ ∂  

A  

 
Το ηλεκτρικό πεδίο του διπόλου προσδιορίζεται εποµένως από τη σχέση  

                                                      Φ ω                                                         (3.4.8)i= −∇ −E A  

οπότε οι συνιστώσες του στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων προκύπτουν τελικά 

                                            
0k r

0
r e 03

E e
E sinθcosφα (1 k r)                                 (3.4.9)

2π r

i

i
−

= +  

                                    
0k r

2 20
θ e 0 03

E e
E cosθcosφα (1 k r k r )                            (3.4.10)

4π r

i

i
−

= − + −  

                                        
0k r

2 20
φ e 0 03

E e
E sinφα (1 k r k r )                                   (3.4.11)

4π r

i

i
−

= + −  

 
Οι παραπάνω εκφράσεις πρέπει να ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες που περιγράφουν το 

σκεδαζόµενο ηλεκτρικό πεδίο (σχέσεις 3.4.1-3.4.3). Με εξίσωση των αντίστοιχων 

συνιστωσών λαµβάνουµε ότι ο συντελεστής ηλεκτρικής πολωσιµότητας του διπόλου 

συνδέεται µε το συντελεστή σκέδασης Α1 των ηλεκτρικών (ΤΜ) κυµάτων σύµφωνα µε τη 

σχέση  

                                                          1
e 3

0

6π A
α                                                          (3.4.12)

k

i
=  

Στη συνέχεια, προκειµένου να συσχετίσουµε την ενεργό διηλεκτρική σταθερά του κυβικού 

πλέγµατος των διηλεκτρικών σφαιρών µε το συντελεστή ηλεκτρικής πολωσιµότητας της 

µεµονωµένης σφαίρας ακολουθούµε διαδικασία ανάλογη µε της προηγούµενης ενότητας.  

Η πόλωση του συνολικού µέσου δίνεται από τη σχέση 

                                                           0 e 0ε χ                                                         (3.4.13)=P E  

όπου χe η ηλεκτρική επιδεκτικότητα του µέσου και 0E  το µέσο µακροσκοπικό ηλεκτρικό 

πεδίο. Το ηλεκτρικό πεδίο που εφαρµόζεται σε κάθε µεµονωµένη σφαίρα συνίσταται από 

το µέσο µακροσκοπικό ηλεκτρικό πεδίο 0E , καθώς και από το τοπικής κλίµακας 

ηλεκτρικό πεδίο ocEl  που δηµιουργείται από την πόλωση των γειτονικών σφαιρών, οι 

οποίες συµπεριφέρονται ως ηλεκτρικά δίπολα. Το τοπικό ηλεκτρικό πεδίο γράφεται ως 

διαφορά δύο όρων 

                                                       oc near P                                                    (3.4.14)l = −E E E  
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όπου το nearE  παριστάνει την πραγµατική συνεισφορά των γειτονικών σφαιρών-διπόλων 

και το PE  προκαλείται από την οµοιόµορφη πόλωση του συνολικού µέσου. Ουσιαστικά 

δηλαδή το τοπικό πεδίο που εφαρµόζεται σε µία µεµονωµένη σφαίρα είναι απαλλαγµένο 

από τη µακροσκοπική συνεισφορά των γειτονικών της ηλεκτρικών διπόλων.   

Για τον προσδιορισµό του πεδίου PE  θεωρούµε µια νοητή σφαίρα ακτίνας R που 

περικλείει στο εσωτερικό της όλες τις σφαίρες-δίπολα του εξεταζόµενου µέσου και 

αποτελεί το όριο ανάµεσα στο µακροσκοπικό και µικροσκοπικό περιβάλλον του µέσου. Αν 

υποθέσουµε ότι η σφαίρα είναι οµοιόµορφα πολωµένη µε 0 ˆP= ⋅P z, τότε στην επιφάνειά 

της επάγεται ηλεκτρικό φορτίο µε πυκνότητα P 0ˆσ P cosθ= ⋅ =r P . Ο προσδιορισµός του 

ηλεκτρικού πεδίου PE  γίνεται µέσω της έννοιας του ηλεκτρικού δυναµικού Φ, το οποίο 

ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace σε κάθε σηµείο του χώρου (αφού ρ 0= ), δηλαδή  

                                                            2Φ 0                                                           (3.4.15)∇ =  

µε τις παρακάτω οριακές συνθήκες στην επιφάνεια της σφαίρας  

                                                 Φ(r R ) Φ(r R )                                               (3.4.16)+ −= = =    

                                                Ρ

r α r α 0

Φ Φ σ
                                              (3.4.17)

r r ε+ −= =

∂ ∂
− = −

∂ ∂
 

Εποµένως, επειδή 1P (cosθ) cosθ=  το δυναµικό επιδέχεται λύση της µορφής  

                                                 
1

1
2

Α rcosθ, r R
Φ                                                    (3.4.18)B

cosθ,  r R
r

<


= 
≥

 

Με εφαρµογή των οριακών συνθηκών (3.4.16) και (3.4.17) προκύπτουν οι συντελεστές   

                                                    
3

0 0
1 1

0 0

P α P
A , B                                                 (3.4.19)

3ε 3ε
= =  

οπότε για r < R το ηλεκτρικό πεδίο είναι 

             0 0
P

0 0

P PΦ 1 Φ 1 Φˆ ˆˆ ˆ ˆΦ cosθ sinθ        (3.4.20)
r r θ r sinθ φ 3ε 3ε

∂ ∂ ∂
= −∇ = − − − = − ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂
E r θ φ r θ  

ή αν εκφραστεί ισοδύναµα στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 

                                                      0
P

0 0

P
ˆ                                              (3.4.21)

3ε 3ε
= − ⋅ = −

P
Ε z  

Το ηλεκτρικό πεδίο nearE  που εφαρµόζεται σε µία µεµονωµένη σφαίρα λόγω των 

γειτονικών σφαιρών προκύπτει από την υπέρθεση των πεδίων όλων των ηλεκτρικών 
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διπόλων, τα οποία βρίσκονται διατεταγµένα σε ένα κυβικό πλέγµα και εµφανίζουν την ίδια 

ηλεκτρική διπολική ροπή p (Σχήµα 3.2). Οι θέσεις των διπόλων δίνονται από τις 

συντεταγµένες ijkr (ib, jb, kb), όπου b η σταθερά του πλέγµατος, ενώ οι δείκτες i, j, k 

λαµβάνουν εξίσου θετικές και αρνητικές τιµές. Θεωρώντας ότι η µεµονωµένη σφαίρα 

βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων, για το κοντινό ηλεκτρικό πεδίο ισχύει  

                                              
2

near 5
, , 0

3( )
                                        (3.4.22)

4πε
ijk ijk ijk

i j k ijk

r

r

⋅ −
=∑

p r r p
E  

b

p

b

b

p

p

p

p

p

p

p

                     
Σχήµα 3.2: Ηλεκτρικά δίπολα σε απλό κυβικό πλέγµα 

 

Η x-συνιστώσα του πεδίου για παράδειγµα γράφεται στη µορφή 

           
2 2 2 2

x y z xnear
x 3 2 2 2 5/ 2

, , 0

3( p p p ) ( )p
Ε                         (3.4.23)

4πε b ( )i j k

i ij ik i j k

i j k

+ + − + +
=

+ +∑  

Λόγω κυβικής συµµετρίας της διάταξης των γειτονικών διπόλων, οι δείκτες i, j, k 

λαµβάνουν εξίσου θετικές και αρνητικές τιµές, µε αποτέλεσµα οι όροι του αθροίσµατος 

που περιέχουν τις ποσότητες  ypij  και  zpik  να µηδενίζονται. Επίσης λόγω συµµετρίας 

                 
2 2 2

2 2 2 5/ 2 2 2 2 5/ 2 2 2 2 5/ 2
, , , , , ,

                 (3.4.24)
( ) ( ) ( )i j k i j k i j k

i j k

i j k i j k i j k
= =

+ + + + + +∑ ∑ ∑  

εποµένως από τη σχέση (3.4.23) έπεται ότι near
xE 0= , ενώ µε ανάλογη διαδικασία 

προκύπτει ότι near near
y zE E 0= = , ώστε τελικά near 0=E . 

Συνεπώς, το τοπικής κλίµακας ηλεκτρικό πεδίο που ορίστηκε στην (3.4.14) είναι  
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oc

0

                                                          (3.4.25)
3εl =
P

Ε  

οπότε το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο που εφαρµόζεται σε κάθε µεµονωµένη σφαίρα είναι 

ίσο µε 0 ocl+Ε Ε . Το γεγονός αυτό έχει ως αποτέλεσµα η πόλωση του συνολικού µέσου 

διάδοσης, που αποτελείται από Ν ηλεκτρικά δίπολα ανά µονάδα όγκου, να προκύπτει  

                                                    0 e 0 ocε α ( )                                               (3.4.26)lN= +P E E  

όπου eα  ο συντελεστής ηλεκτρικής πολωσιµότητας της µεµονωµένης σφαίρας και  

31/ bN =  η πυκνότητα των ηλεκτρικών διπόλων, όπου b η σταθερά του κυβικού 

πλέγµατος. Με αντικατάσταση της σχέσης (3.4.25) στην (3.4.26) προκύπτει 

                                                    e
0 e 0

α
1 Nε α                                            (3.4.27)

3

N − = 
 

P E  

Η παραπάνω σχέση σε συνδυασµό µε την (3.4.13) καταλήγει στον προσδιορισµό της 

ηλεκτρικής επιδεκτικότητας του µέσου διάδοσης 

                                                       e
e

e

3 α
χ                                                        (3.4.28)

3 α

N

N
=

−
 

Εξάλλου, από τη σχέση ορισµού της σχετικής διηλεκτρικής επιτρεπτότητας έχουµε ότι 

                                                          r eε 1 χ                                                           (3.4.29)= +  

και µε αντικατάσταση από την (3.4.28) προσδιορίζεται ο συντελεστής ηλεκτρικής 

πολωσιµότητας συναρτήσει της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς του συνολικού µέσου 

                                                       r
e

r

3 ε 1
α                                                        (3.4.30)

N ε 2

−
=

+
   

Συγκρίνοντας την παραπάνω έκφραση µε τη σχέση (3.4.12), καταλήγουµε στη σχέση που 

συνδέει την (ενεργό) σχετική διηλεκτρική σταθερά του κυβικού πλέγµατος των 

διηλεκτρικών σφαιρών µε το συντελεστή σκέδασης Α1 από µία µεµονωµένη σφαίρα. 

                                                     
3

eff 0 1
r 3

0 1

k 4π
ε                                                   (3.4.31)

k 2π

iN

iN

+ Α
=

− Α
 

Η παραπάνω σχέση είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως σχέση Clausius-Mossotti [27] και 

ισχύει γενικά κυρίως για αραιές ουσίες όπως τα αέρια, ενώ για τα υγρά και τα στερεά 

ισχύει προσεγγιστικά, ιδιαίτερα στην περίπτωση υψηλής διηλεκτρικής σταθεράς. Στην 

περίπτωσή µας θα δείξουµε ότι παρέχει ικανοποιητικά αποτελέσµατα αν ισχύει η υπόθεση 

του ενεργού µέσου, δηλαδή αν το µήκος κύµατος στο περιβάλλον µέσο είναι αρκετά 

µεγαλύτερο από τη διάµετρο των σφαιρών. 
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3.5  Αρνητική ενεργός µαγνητική διαπερατότητα ενός συνόλου σφαιρών 
 
Στην παρούσα ενότητα θα αποδείξουµε ότι για συχνότητες λειτουργίας γύρω από τη 

συχνότητα του πρώτου µαγνητικού συντονισµού είναι δυνατό η ενεργός σχετική 

µαγνητική διαπερατότητα του πλέγµατος των διηλεκτρικών σφαιρών να λάβει αρνητικές 

τιµές, ως αποτέλεσµα του ισχυρού συντονισµού των µαγνητικών κυµάτων. Επειδή όµως ο 

µαγνητικός συντονισµός κατώτερης τάξης (απόκριση µαγνητικού διπόλου) είναι γενικά 

ασθενής, ευνοείται ιδιαίτερα από την παρουσία υλικού αρκετά υψηλής διηλεκτρικής 

σταθεράς, συνθήκη η οποία εξασφαλίζει και την ισχύ της υπόθεσης του ενεργού µέσου, 

που απαιτεί το µήκος κύµατος ακτινοβολίας στο περιβάλλον µέσο να είναι αρκετά 

µεγαλύτερο της διαµέτρου των σφαιρών (λh >> α, long-wavelength limit). Σε µεγαλύτερες 

συχνότητες λειτουργίας η προσεγγιστική έκφραση προσδιορισµού της eff
rµ  δε δίνει 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Πράγµατι, από τον ορισµό της χαµηλότερης συχνότητας 

συντονισµού (σχέση 3.2.34) έχουµε  

                                                        m
11

h s

πc
ω                                                          (3.5.1)

α ε ε
=    

όπου 0 0c 1/µ ε= , sε  και hε  η διηλεκτρική σταθερά του υλικού των σφαιρών και του 

περιβάλλοντος µέσου αντίστοιχα, ενώ α η ακτίνα των σφαιρών, οπότε το αντίστοιχο µήκος 

κύµατος στο περιβάλλον µέσο (host medium) σε σχέση µε τη διάµετρο κάθε σφαίρας 

προκύπτει  

                                                            
res
h

s

λ
ε                                                            (3.5.2)

2α
=  

Υποθέτοντας ότι για να ισχύει η υπόθεση του ενεργού µέσου χρειάζεται για παράδειγµα 

res
hλ / 2α 10> , η τιµή της διηλεκτρικής σταθεράς των σφαιρών πρέπει να είναι sε 100> . Οι 

απαιτούµενες ιδιαίτερα υψηλές τιµές της διηλεκτρικής σταθεράς παρέχονται από 

φερροηλεκτρικά υλικά στις µικροκυµατικές συχνότητες ή από ειδικούς κρυστάλλους 

(polaritonic materials) στις υπέρυθρες συχνότητες. Στην παρούσα διατριβή η µελέτη 

εστιάζεται στις µικροκυµατικές συχνότητες λειτουργίας, λόγω του πλήθους των 

εφαρµογών που λαµβάνουν χώρα στην περιοχή των GHz.  

Θεωρώντας για παράδειγµα ότι η συχνότητα του πρώτου µαγνητικού συντονισµού 

επιλέγεται  ίση µε 3 GHz, η διηλεκτρική σταθερά του περιβάλλοντος µέσου έχει την τιµή 1 

και το υλικό των σφαιρών έχει διηλεκτρική σταθερά sε 100= , η ακτίνα των σφαιρών 

υπολογίζεται από τη σχέση (3.5.1) και προκύπτει α = 5 mm. Η ενεργός µαγνητική 
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διαπερατότητα του συνολικού µέσου προσδιορίζεται µε εφαρµογή της σχέσης (3.3.60) της 

ενότητας 3.3, που υπενθυµίζεται ότι έχει τη µορφή 

                                                 
3

eff 0 1
r 3

0 1

k 4π B
µ                                                   (3.5.3)

k 2π B

iN

iN

+
=

−
 

όπου 0 h 0 0k ω ε ε µ= , Β1 ο συντελεστής σκέδασης των µαγνητικών κυµάτων και η 

παράµετρος Ν παριστάνει τη συγκέντρωση των σφαιρών-διπόλων και εξαρτάται από τη 

σταθερά του κυβικού πλέγµατος των σφαιρών b µέσω της σχέσης Ν = 1/b3. Στην 

περίπτωσή µας επιλέγουµε b = 15 mm. Σηµειώνεται ότι η παραπάνω σχέση εµφανίζει 

διασπορά ως προς τη συχνότητα, ακόµα και στην περίπτωση που η διηλεκτρική σταθερά 

sε  του υλικού των σφαιρών έχει σταθερή τιµή. Επιπλέον, η ενεργός µαγνητική 

διαπερατότητα προκύπτει µιγαδικός αριθµός ακόµα και στην περίπτωση που τόσο το 

περιβάλλον µέσο όσο και το υλικό των σφαιρών δεν εµφανίζουν απώλειες. Με βάση τα 

παραπάνω αριθµητικά δεδοµένα καταλήγουµε στον προσδιορισµό της µαγνητικής 

διαπερατότητας του συνολικού µέσου σε ένα εύρος συχνοτήτων γύρω από τη συχνότητα 

του πρώτου µαγνητικού συντονισµού, όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα που 

παριστάνει τη µεταβολή του πραγµατικού µέρους της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας 

συναρτήσει της συχνότητας (Σχήµα 3.3). 

2.85 2.9 2.95 3 3.05 3.1 3.15
Frequency GHz

-10

-5

0

5

10

µ
r,

ffe

 
                                Σχήµα 3.3: Eνεργός µαγνητική διαπερατότητα µr,eff

 (πραγµ. µέρος) ενός κυβικού  

                                πλέγµατος σφαιρών ως συνάρτηση της συχνότητας υποθέτοντας τέλεια διηλεκτρικά..  

 

Παρατηρούµε ότι πράγµατι το πραγµατικό µέρος της eff
rµ  λαµβάνει αρνητικές τιµές γύρω 

από τη συχνότητα µαγνητικού συντονισµού των 3 GHz, στο εύρος 2.975-3.15 GHz. 

Μάλιστα, εξαιτίας του γεγονότος ότι αγνοήθηκαν οι απώλειες των διηλεκτρικών του 
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υλικού των σφαιρών και του περιβάλλοντος µέσου, προκύπτουν αρκετά µεγάλες αρνητικές 

τιµές (µέχρι και -10) καθιστώντας ιδιαίτερα έντονο το φαινόµενο του συντονισµού. 

Λαµβάνοντας υπόψη τις τυχόν απώλειες των διηλεκτρικών, το φαινόµενο µετριάζεται ως 

προς την ένταση. Θεωρώντας για παράδειγµα εφαπτοµένη απωλειών για τα δύο 

διηλεκτρικά ίση µε 0.003, δηλαδή sε 100 0.3i= −  και hε 1 0.003i= − , προκύπτει 
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                                Σχήµα 3.4: Eνεργός µαγνητική διαπερατότητα µr,eff

 (πραγµ. µέρος) ενός κυβικού 

                                πλέγµατος σφαιρών µε απώλειες των διηλεκτρικών.  

Παρατηρούµε ότι το φαινόµενο έχει µετριαστεί ως προς την ένταση δίχως ιδιαίτερη 

µεταβολή στο εύρος ζώνης, το οποίο κυµαίνεται περίπου στα 170 MHz. Αυξάνοντας τις 

απώλειες των διηλεκτρικών το φαινόµενο ολοένα και εξασθενεί µέχρι να εξαφανιστεί, ενώ 

για εφαπτοµένη απωλειών µεγαλύτερη από 0,025 δεν παρατηρείται ζώνη συχνοτήτων 

εντός της οποίας το πραγµατικό µέρος της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας να 

λαµβάνει αρνητικές τιµές.  

Η παράµετρος που έχει ωστόσο τη µεγαλύτερη επίδραση στο φαινόµενο είναι η τιµή της 

διηλεκτρικής σταθεράς του υλικού των σφαιρών, η οποία πρέπει να διατηρείται ιδιαίτερα 

υψηλή. Στη συνέχεια παραθέτουµε ενδεικτικά τα αριθµητικά αποτελέσµατα για την ενεργό 

µαγνητική διαπερατότητα του µέσου για sε 400=  και sε 80=  (Σχήµα 3.5) θεωρώντας 

εφαπτοµένη απωλειών των διηλεκτρικών ίση µε 0.003. ∆ιατηρώντας σταθερή τη 

συχνότητα του πρώτου µαγνητικού συντονισµού των σφαιρών και ίση µε 3 GHz, η ακτίνα 

των σφαιρών α µεταβάλλεται σύµφωνα µε τη σχέση (3.5.1), οπότε α = 2.5 mm στην 

περίπτωση που sε 400=  και α = 5.6 mm για sε 80= . Η σταθερά του πλέγµατος b 

µεταβάλλεται ανάλογα, έτσι ώστε το πηλίκο του όγκου που καταλαµβάνει κάθε σφαίρα 
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προς τον όγκο της στοιχειώδους κυψελίδας να παραµένει σταθερό (volume filling 

fraction). Στην περίπτωσή µας είναι δηλαδή 

                                                           
3

f 3

4πα
v                                                            (3.5.4)

3b
=  

Θεωρώντας ότι 0,15fv = (όπως στο Σχήµα 3.4) η σταθερά του πλέγµατος για sε 400=  και 

sε 80= προκύπτει αντίστοιχα b = 7.5 mm και b = 17 mm. Προφανώς, όσο πλησιέστερα 

τοποθετούνται οι σφαίρες µεταξύ τους τόσο εντονότερο αναµένεται να είναι το φαινόµενο. 
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 Σχήµα 3.5(α): εs = 400, α = 2.5 mm, b = 7.5 mm                   Σχήµα 3.5 (β): εs = 80, α = 5.6 mm, b = 17 mm 

Από τα παραπάνω διαγράµµατα διαπιστώνουµε πράγµατι ότι για εs = 400, το πραγµατικό 

µέρος της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας λαµβάνει πολύ χαµηλές τιµές ( eff
minµ 8,5= − ) 

ενώ για εs = 80 είναι eff
minµ 3,5= − . Το φανταστικό µέρος της ενεργού µαγνητικής 

διαπερατότητας είναι ενδεικτικό των απωλειών του συνολικού µέσου και η µεταβολή του 

γύρω από τη συχνότητα του πρώτου µαγνητικού συντονισµού απεικονίζεται παρακάτω για 

τις αριθµητικές τιµές των παραµέτρων του Σχήµατος 3.4. 
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          Σχήµα 3.6: Φανταστικό µέρος της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας 

                                    
sε 100 0.3i= − , 

hε 1 0.003i= − , α = 5 mm, b = 15 mm. 
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Παρατηρούµε ότι το φανταστικό µέρος λαµβάνει παντού αρνητικές τιµές, ιδιότητα που 

χαρακτηρίζει τη συµπεριφορά όλων των παθητικών µέσων διάδοσης. Λίγο πριν τη 

συχνότητα µαγνητικού συντονισµού παρουσιάζει ελάχιστο (f = 2.97 GHz), γεγονός 

ενδεικτικό των απωλειών του µέσου, αλλά για συχνότητες λίγο µεγαλύτερες το φανταστικό 

µέρος ελαττώνεται σηµαντικά µετριάζοντας τις απώλειες. 

 

3.6  Αρνητική ενεργός διηλεκτρική σταθερά ενός συνόλου σφαιρών 

Σε αντιστοιχία µε την προηγούµενη ενότητα, η ενεργός διηλεκτρική σταθερά του συνόλου 

των σφαιρών είναι δυνατό να λάβει αρνητικές τιµές σε ένα εύρος ζώνης γύρω από τη 

συχνότητα του πρώτου ηλεκτρικού συντονισµού των σφαιρών. Οι συχνότητες 

συντονισµού των ηλεκτρικών κυµάτων, όπως προέκυψε και από την ανάλυση της ενότητας 

3.2, προσδιορίζονται από τη σχέση 

                                     2 n 2 n 1 1 n 2 n 1
ˆ ˆˆ ˆx (x )y (x ) x (x )y (x ) 0                                    (3.6.1)j j′ ′− =  

όπου 1 0x k α= , s
2 1

h

ε
x x

ε
= . Για 1x 1<<  η χαµηλότερη συχνότητα ηλεκτρικού 

συντονισµού προσεγγίζεται ικανοποιητικά από τη σχέση (3.2.27) 

                                                 11
11

ss h

e
e x c 1

ω 1                                               (3.6.2)
εε ε α

 
= − 

 
 

όπου 11
ex  η πρώτη λύση της εξίσωσης 1(x) 0j = , εποµένως 11

ex 4.4931= . Θεωρώντας τις 

ακόλουθες αριθµητικές παραµέτρους: sε 100  0.3i= − , hε 1 0.003i= − , α 5 mm=  και 

b 11 mm= , η ενεργός διηλεκτρική σταθερά του συνόλου των σφαιρών υπολογίζεται από 

τη σχέση (3.4.31) που επαναλαµβάνεται εδώ 

                                                 
3

eff 0 1
r 3

0 1

k 4π
ε                                                   (3.6.3)

k 2π

iN

iN

+ Α
=

− Α
 

όπου Α1 ο συντελεστής σκέδασης των ηλεκτρικών κυµάτων και 31/ bN = . Η συχνότητα 

του πρώτου ηλεκτρικού συντονισµού προκύπτει 11
e 4.25 GHzf =  µε βάση την 

προσεγγιστική σχέση (3.6.2). Ο ακριβής υπολογισµός της µέσω της σχέσης (3.6.1) γίνεται 

λαµβάνοντας υπόψη ότι για n=1 ισχύουν οι ακόλουθες εκφράσεις για τις σφαιρικές 

συναρτήσεις Bessel και Neumann [28] 
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         1 1 2

sin x cosx 1ˆ ˆ             (x) cos x      (3.6.4)             (x) sin x 1      (3.6.5)  
x x x

j j
 ′= − = + − 
 

                     

1 1 2

cosx sinx 1
ˆ ˆ                   y (x) sin x      (3.6.6)             y (x) cos x 1      (3.6.7)  

x x x
 ′= − − = − − 
 

οπότε από της λύση της εξίσωσης (3.6.1) προκύπτει ότι 1x 0.444= , από όπου υπολογίζεται 

η ακριβής τιµή της συχνότητας ηλεκτρικού συντονισµού 11
e 4.24 GHzf = . Στη συνέχεια 

παρουσιάζεται η µεταβολή του πραγµατικού µέρους της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς 

του πλέγµατος των σφαιρών γύρω από τη συχνότητα του πρώτου ηλεκτρικού συντονισµού 

µε βάση τη σχέση (3.6.3). 
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            Σχήµα 3.7: Ενεργός διηλεκτρική σταθερά κυβικού πλέγµατος σφαιρών. 

                                     
sε 100 0.3i= − , 

hε 1 0.003i= − , α = 5 mm, b = 11 mm. 

 

Παρατηρούµε ότι εµφανίζεται µία ζώνη συχνοτήτων από 4.19-4.27 GHz εντός της οποίας 

το πραγµατικό µέρος της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς προκύπτει πράγµατι αρνητικό, 

ως συνέπεια του ηλεκτρικού συντονισµού των σφαιρών. Η ένταση του φαινοµένου 

παρουσιάζεται µειωµένη σε σχέση µε το αντίστοιχο φαινόµενο του συντονισµού των 

µαγνητικών κυµάτων στο Σχήµα 3.4, για τις ίδιες τιµές των παραµέτρων. Επίσης, το εύρος 

ζώνης αρνητικής eff
rε  προκύπτει περίπου 80 MHz, σε αντίθεση µε την περίπτωση του 

Σχήµατος 3.4, που είναι της τάξεως των 170 MHz. Ο ηλεκτρικός συντονισµός των 

σφαιρών εποµένως είναι λιγότερο έντονος σε σχέση µε το µαγνητικό. Επίσης, η σταθερά 

του πλέγµατος b επιλέχθηκε µικρότερη από ό,τι στην περίπτωση των µαγνητικών 

συντονισµών για να αυξηθεί η σύζευξη µεταξύ των σφαιρών καθιστώντας εντονότερο το 
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φαινόµενο. Σηµειώνεται ότι η σταθερά του πλέγµατος πρέπει να είναι µεγαλύτερη της 

διαµέτρου των σφαιρών, ώστε αυτές να µην επικαλύπτονται (b 2α)≥ .  

Η µεταβολή του φανταστικού µέρους της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς του πλέγµατος 

των σφαιρών γύρω από τη συχνότητα του πρώτου ηλεκτρικού συντονισµού απεικονίζεται 

παρακάτω (Σχήµα 3.8). 
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                       Σχήµα 3.8: Φανταστικό µέρος  της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς του κυβικού 

                                   πλέγµατος σφαιρών: 
sε 100 0.3i= − , 

hε 1 0.003i= − , α = 5 mm, b = 11 mm. 

Το φανταστικό µέρος της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς προκύπτει παντού αρνητικό, 

αφού το µέσο είναι παθητικό στο σύνολό του. Αξίζει όµως να παρατηρήσουµε ότι 

παρουσιάζει ελάχιστο για  f  = 4.19 GHz, λίγο πριν τη συχνότητα ηλεκτρικού συντονισµού. 

Εποµένως, στην περιοχή αυτή το µέσο εµφανίζει σηµαντικές απώλειες, µε αποτέλεσµα 

στην πράξη να προτιµάται η λειτουργία της διάταξης σε συχνότητες λίγο µεγαλύτερες 

αλλά εντός του εύρους ζώνης 4.19-4.27 GHz, όπου το πραγµατικό µέρος της eff
rε προκύπτει 

αρνητικό (Σχήµα 3.7).  
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3.7  Αρνητικός δείκτης διάθλασης ενός συνόλου σφαιρών 

Στις προηγούµενες ενότητες καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι είναι δυνατή η επίτευξη 

αρνητικής ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας καθώς και αρνητικής ενεργού διηλεκτρικής 

σταθεράς σε ένα εύρος συχνοτήτων γύρω από τις συχνότητες συντονισµού των 

µαγνητικών και ηλεκτρικών κυµάτων αντίστοιχα, για το κυβικό πλέγµα των σφαιρών που 

συνθέτουν το προτεινόµενο µεταύλικό µέσο. Ωστόσο, η εµφάνιση αρνητικού δείκτη 

διάθλασης για το σύνολο της δοµής προϋποθέτει η µαγνητική διαπερατότητα και η 

διηλεκτρική σταθερά του µέσου να λαµβάνουν ταυτόχρονα στο ίδιο εύρος ζώνης 

αρνητικές τιµές, δηλαδή να συµπίπτουν οι συχνότητες µαγνητικού και ηλεκτρικού 

συντονισµού. Το γεγονός αυτό όµως δεν µπορεί να συµβεί αν όλες οι σφαίρες 

αποτελούνται από το ίδιο διηλεκτρικό υλικό και έχουν την ίδια ακτίνα. Το πρόβληµα 

αντιµετωπίζεται θεωρώντας ότι η δοµή αποτελείται από δύο είδη σφαιρών διαφορετικής 

ακτίνας αλλά από το ίδιο υλικό. ∆εδοµένου ότι οι ηλεκτρικοί συντονισµοί µίας σφαίρας 

εµφανίζονται σε συχνότητες µεγαλύτερες από τους αντίστοιχους µαγνητικούς και οι 

συχνότητες συντονισµού είναι αντιστρόφως ανάλογες της ακτίνας της σφαίρας, οι 

διαστάσεις των σφαιρών της δοµής επιλέγονται έτσι ώστε να συµπίπτουν η συχνότητα του 

πρώτου µαγνητικού συντονισµού των σφαιρών µικρής ακτίνας µε τη συχνότητα του 

πρώτου ηλεκτρικού συντονισµού των σφαιρών µεγαλύτερης ακτίνας [4].  

Ο δείκτης διάθλασης του συνόλου των σφαιρών υπολογίζεται από τη σχέση 

eff eff
eff r rn µ ε= ± . Σηµειώνουµε ότι επειδή κατά τον υπολογισµό του δείκτη διάθλασης 

χρειάζεται ο υπολογισµός της τετραγωνικής ρίζας ενός µιγαδικού αριθµού, η οποία δεν 

είναι µονότιµη συνάρτηση, σε κάθε περίπτωση επιλέγεται εκείνη η τιµή του δείκτη 

διάθλασης που εξασφαλίζει ότι το φανταστικό µέρος του είναι πάντοτε αρνητικό 

(δεδοµένου ότι έχουµε υποθέσει παντού χρονική εξάρτηση της µορφής ωtei ), αφού είναι 

ενδεικτικό των εµφανιζόµενων απωλειών και γενικά της απόσβεσης κατά το συντονισµό. 

Υποθέτοντας ότι η συχνότητα του πρώτου µαγνητικού και ηλεκτρικού συντονισµού είναι 

ίση µε 3 GHz και τα υλικά των σφαιρών και του περιβάλλοντος µέσου έχουν διηλεκτρικές 

σταθερές sε 100  0.3i= − , hε 1  0.003i= −  αντίστοιχα, οι ακτίνες των σφαιρών προκύπτουν 

µε εφαρµογή των σχέσεων (3.5.1) και (3.6.2): α1 = 5 mm και α2 = 7.07 mm. Η σταθερά 

πλέγµατος b επιλέγεται ώστε οι σφαίρες να βρίσκονται αρκετά κοντά µεταξύ τους, αλλά να 

µην υπάρχει επικάλυψη µεταξύ των σφαιρών, δηλαδή 2b 2α≥ . Μία τιµή που να 
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εξασφαλίζει τα παραπάνω είναι b = 15 mm. Η µεταβολή του πραγµατικού µέρους του 

δείκτη διάθλασης της δοµής γύρω από τη συχνότητα των 3 GHz απεικονίζεται παρακάτω. 
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                              Σχήµα 3.9: Ενεργός δείκτης διάθλασης  του κυβικού πλέγµατος σφαιρών. 

                              
1α 5 mm= , 

2α 7.07 mm= , b = 15 mm, 
sε 100 0.3i= − , 

hε 1 0.003i= − . 

Παρατηρούµε ότι στο εύρος ζώνης 2.95-3.05 GHz το πραγµατικό µέρος του δείκτη 

διάθλασης προκύπτει αρνητικό, εποµένως η δοµή στο σύνολό της θα συµπεριφέρεται ως 

µεταϋλικό. Μάλιστα, το φαινόµενο είναι αρκετά έντονο, αφού ο δείκτης διάθλασης 

λαµβάνει αρνητικές τιµές µέχρι και -4. Η µεταβολή του φανταστικού µέρους του δείκτη 

διάθλασης παρουσιάζεται ακολούθως. 
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                               Σχήµα 3.10: Φανταστικό µέρος ενεργού δείκτη διάθλασης του πλέγµατος σφαιρών. 

                               
1α 5 mm= , 

2α 7.07 mm= , b = 15 mm, 
sε 100 0.3i= − , 

hε 1 0.003i= − . 
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Όπως και στις περιπτώσεις των eff
rµ και eff

rε , το φανταστικό µέρος είναι αρνητικό (passive 

medium) και εµφανίζει ελάχιστο για  f = 2.95 GHz, λίγο πριν από τη συχνότητα των          

3 GHz. Συνεπώς, προτιµάται η λειτουργία σε συχνότητες µεγαλύτερες από 2.95 GHz, αλλά 

εντός του εύρους 2.96-3.05 GHz, όπου Re( effn ) < 0.  

 

3.8  Ανάλυση της δοµής µε τη βοήθεια προσοµοίωσης  

Η διαδικασία που περιγράφηκε στις προηγούµενες ενότητες παρέχει µια ικανοποιητική 

εικόνα της ηλεκτροµαγνητικής συµπεριφοράς του µεταϋλικού, σε περίπτωση που το µήκος 

κύµατος στο περιβάλλον µέσο διάδοσης είναι αρκετά µεγαλύτερο από τις διαστάσεις των 

σφαιρών και της στοιχειώδους κυψελίδας (θεωρία του ενεργού µέσου). Συνεπώς, είναι 

απαραίτητη µία ακριβέστερη προσέγγιση του προβλήµατος λαµβάνοντας υπόψη τις 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών και συνυπολογίζοντας υψηλότερης τάξης 

συνεισφορές στις διάφορες πεδιακές εκφράσεις. Η πλήρης λύση του προβλήµατος 

προσδιορίζεται σύµφωνα µε τη θεωρία της πολλαπλής σκέδασης, η οποία θα παρουσιαστεί 

στο επόµενο κεφάλαιο της διατριβής. Στην ενότητα αυτή θα πραγµατοποιηθεί µία 

αριθµητική προσοµοίωση του προτεινόµενου µεταϋλικού (full wave simulation) µε τη 

βοήθεια του λογισµικού πακέτου HFSS (High Frequency Structure Simulator) προκειµένου 

να επιβεβαιωθούν τα αποτελέσµατα της προσεγγιστικής ανάλυσης που ακολουθήθηκε στο 

παρόν κεφάλαιο [4]. 

Η περιοδικότητα της διάταξης µας επιτρέπει να θεωρήσουµε στην προσοµοίωση µόνο µία 

δοµική µονάδα (unit cell) αντί για έναν πεπερασµένο αριθµό από unit cells. Η στοιχειώδης 

κυψελίδα διαθέτει κυβική συµµετρία µε σταθερά πλέγµατος b = 15 mm και στις κορυφές 

της είναι τοποθετηµένες εναλλάξ οι διηλεκτρικές σφαίρες µε ακτίνες 5.0 και 7.05 mm. Τα 

υλικά των σφαιρών και του περιβάλλοντος µέσου έχουν διηλεκτρικές σταθερές 

sε 100  0.3i= −  και hε 1  0.003i= −  αντίστοιχα. Σκοπός της προσοµοίωσης είναι η εξαγωγή 

των παραµέτρων σκέδασης του µεταϋλικού (S-parameters) και στη συνέχεια ο 

υπολογισµός των ενεργών ηλεκτροµαγνητικών παραµέτρων της δοµής. Για το λόγο αυτό η 

δοµική µονάδα πρέπει να θεωρηθεί ισοδύναµα ως ένα δίθυρο στοιχείο. Εκατέρωθεν της 

δοµικής µονάδας και κατά µήκος του άξονα διάδοσης z, τοποθετούνται κυµατοδηγοί 

µήκους 45 mm (3b), στα άκρα των οποίων ορίζονται οι θύρες (wave ports) εισόδου και 

εξόδου του δίθυρου στοιχείου. Στη συνέχεια, εφαρµόζονται οι απαραίτητες περιοδικές 

οριακές συνθήκες για το ηλεκτρικό και µαγνητικό στις επιφάνειες της δοµικής µονάδας 
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που είναι κάθετες στη διεύθυνση διάδοσης. Παρακάτω παραθέτουµε ένα ενδεικτικό σχήµα 

της στοιχειώδους κυψελίδας που χρησιµοποιείται κατά την προσοµοίωση [4]. 

 

Σχήµα 3.11: Στοιχειώδης δοµική µονάδα για την εξαγωγή των παραµέτρων σκέδασης του µεταϋλικού. 

Η προσοµοίωση πραγµατοποιείται γύρω από τη συχνότητα συντονισµού των 3 GHz και τα 

αριθµητικά αποτελέσµατα για τις παραµέτρους σκέδασης (S-parameters) παρουσιάζονται 

στο εύρος ζώνης 2.7-3.4 GHz, ενώ κατά τη σάρωση συχνοτήτων χρησιµοποιούνται βήµατα 

του 1 MHz προκειµένου να απεικονισθούν ικανοποιητικά οι απότοµες µεταβολές του 

πλάτους κατά το συντονισµό. Στο σχήµα που ακολουθεί παριστάνεται η µεταβολή του 

πλάτους των συντελεστών ανάκλασης (S11) και µετάδοσης (S21) συναρτήσει της 

συχνότητας λειτουργίας, αφού λόγω συµµετρίας είναι S22 = S11 και S12 = S21. 

 

Σχήµα 3.12: Μεταβολή των συντελεστών ανάκλασης S11 και µετάδοσης S21
 
συναρτήσει της συχνότητας 
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Οι ενεργές ηλεκτροµαγνητικές παράµετροι της δοµής µπορούν να προκύψουν από τις S-

παραµέτρους που υπολογίζονται µέσω του HFSS [31, 32]. Για το σκοπό αυτό θεωρούµε 

ότι το υπό µελέτη µεταϋλικό αναπαρίσταται ισοδύναµα ως µία οµογενής πλάκα, που 

χαρακτηρίζεται από µία ενιαία κυµατική αντίσταση z και έναν ενεργό δείκτη διάθλασης n, 

ποσότητες οι οποίες θα προσδιοριστούν συναρτήσει των παραµέτρων σκέδασης S11 και 

S21. Η προσέγγιση αυτή είναι ακριβής όταν το µήκος κύµατος στο µέσο διάδοσης είναι 

αρκετά µεγαλύτερο από τις διαστάσεις των δοµικών στοιχείων που το συνθέτουν. 

Θεωρούµε ένα επίπεδο κύµα που προσπίπτει κάθετα (για z < 0) στην οµογενή πλάκα 

πάχους d, έστω στο επίπεδο z = 0 (Σχήµα 3.13). Το ηλεκτρικό πεδίο είναι πολωµένο κατά 

τον άξονα x. 

z = 0

z = d

z, n

z

                        

Σχήµα 3.13: Αναπαράσταση του µεταϋλικού ως ισοδύναµη οµογενή πλάκα.    

 

Οι συνιστώσες του Η/Μ πεδίου σε κάθε περιοχή του χώρου γράφονται στη µορφή 

Περιοχή 1 (z < 0) 

0 0 0ˆE [exp( k z) R exp( k z)]i i= − +1E x                                                                              (3.8.1) 

[ ]0
0 0

0

E
ˆ exp( k z) R exp( k z)
ζ

i i= − −1H y                                                                                (3.8.2) 

 

Περιοχή 2 (0 < z < d) 

2 0 1 1ˆE [Aexp( k z) Bexp( k z)]i i= − +E x                                                                           (3.8.3) 

[ ]0
2 1 1

1

E
ˆ Aexp( k z) Bexp( k z)
ζ

i i= − −H y                                                                             (3.8.4) 
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Περιοχή 3 (z > d) 

3 0 0ˆE Texp[ k (z d)]i= − −E x                                                                                            (3.8.5) 

0
3 0

0

E
ˆ Texp[ k (z d)]
ζ

i= − −H y                                                                                            (3.8.6) 

όπου k0, k1, 0 1ζ , ζ  οι σταθερές διάδοσης των κυµάτων και οι κυµατικές αντιστάσεις στο 

περιβάλλον µέσο και εντός της πλάκας αντίστοιχα, ενώ οι σταθερές R και Τ συµβολίζουν 

τους συντελεστές ανάκλασης και µετάδοσης της πλάκας. Με την εφαρµογή των οριακών 

συνθηκών στις διαχωριστικές επιφάνειες z = 0 και z = d προκύπτουν οι εξισώσεις 

                                       1 R A B                                                           (3.8.7)+ = +                                      

                                  

0 1

1 1
(1 R) (A B)                                                    (3.8.8)

ζ ζ
− = −  

                                    1 1Aexp( k d) Bexp( k d) T                                              (3.8.9)i i− + =  

                               [ ]1 1
1 0

1 1
A exp( k d) Bexp( k d) T                                      (3.8.10)

ζ ζ
i i− − =  

Από τη λύση του παραπάνω συστήµατος προσδιορίζονται οι συντελεστές ανάκλασης και 

µετάδοσης R και T συναρτήσει της αντίστασης z και του δείκτη διάθλασης n της πλάκας, 

λαµβάνοντας υπόψη ότι 1 0k k n=  και 1 0z ζ / ζ=   

                                
0

2
0

 [1 exp( 2 )]
R                                                (3.8.11)

1 exp( 2 )

p ik nd

p ik nd

− −
=

− −
 

                                

2
0

2
0

(1 )exp( )
Τ                                                (3.8.12)

1 exp( 2 )

p ik nd

p ik nd

− −
=

− −
 

όπου 
z 1

z 1
p

−
=

+
. Οι συντελεστές αυτοί ταυτίζονται αντίστοιχα µε τις παραµέτρους 

σκέδασης S11 και S21 της δοµής που υπολογίζονται µέσω της προσοµοίωσης που 

περιγράφηκε παραπάνω. Εποµένως, µε αντιστροφή των σχέσεων (3.8.11) και (3.8.12) είναι 

δυνατό να προκύψουν οι ενεργές παράµετροι z και n που χαρακτηρίζουν την πλάκα. 

Πράγµατι, από τη σχέση (3.8.12) είναι 

                                    2 21 0

0 21 0

S exp( )
                                (3.8.13)

exp( )[S exp( ) 1]

ik nd
p

ik nd ik nd

− −
=

− − −
 

οπότε µε αντικατάσταση στη σχέση (3.8.11) προκύπτει τελικά  
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                        2 2
21 0 11 21 0 21S exp( 2 nd) (S S 1)exp( nd) S 0                     (3.8.14)ik ik− + − − − + =  

Η εξίσωση αυτή έχει δύο συζυγείς µιγαδικές λύσεις, το άθροισµα των οποίων είναι 

                                
2 2
21 11

0 0
21

S S 1
exp( nd) exp( nd)                                   (3.8.15)

S
ik ik

− +
+ − =  

∆εδοµένου ότι 0 0 0exp( nd) exp( nd) 2cos( nd)ik ik k+ − = , µέσω της παραπάνω σχέσης είναι 

δυνατό να προσδιορισθεί ο (ενεργός) δείκτης διάθλασης της πλάκας  

                                       
2 2

1 21 11

0 21

1 S S 1
cos                                              (3.8.16)

k d 2S
n −  − +
=  

 
 

Με παρόµοια διαδικασία από την (3.8.11) είναι 

                                              11
0

11

S
exp( 2 )                                            (3.8.17)

(S 1)

p
ik nd

p p

−
− =

−
 

και µε αντικατάσταση στη (3.8.12) λαµβάνουµε την εξίσωση 

                                      2 2 2
11 21 11 11S (S S 1) S 0                                         (3.8.18)p p+ − − + =  

∆εδοµένου ότι 
z 1

z 1
p

−
=

+
 προκύπτει η αντίστοιχη εξίσωση για τη σύνθετη αντίσταση z 

                                   2 2 2 2 2
21 11 11 21(S S 1) z (S 1) S 0                                      (3.8.19)+ − + + − =  

από την οποία καταλήγουµε στην ακόλουθη έκφραση  

                                              
2 2
21 11

2 2
21 11

S (S 1)
z                                                 (3.8.20)

S S 1

− +
= ±

+ −
 

Οι σχέσεις (3.8.16) και (3.8.20) περιγράφουν την ηλεκτροµαγνητική συµπεριφορά της 

πλάκας, αλλά είναι σύνθετες εκφράσεις µε πολλαπλούς κλάδους, γεγονός που µπορεί να 

οδηγήσει σε σύγχυση κατά τον υπολογισµό τους. Το πρόβληµα αυτό λύνεται λαµβάνοντας 

υπόψη τη φυσική σηµασία των λύσεων, η οποία απαιτεί να πληρούνται οι συνθήκες     

Re(z) > 0 και Im(n) < 0, οι οποίες ισχύουν για κάθε παθητικό µέσο διάδοσης µε δεδοµένη 

τη χρονική εξάρτηση της µορφής exp(iωt) όλων των πεδιακών ποσοτήτων. Με βάση τις 

παραµέτρους z και n µπορούν να προσδιοριστούν επίσης η ενεργός µαγνητική 

διαπερατότητα µeff  και η ενεργός διηλεκτρική σταθερά εeff  της πλάκας µέσω των σχέσεων 

µeff = nz και εeff = n/z. Η µεταβολή του πραγµατικού µέρους του δείκτη διάθλασης γύρω 
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από τη συχνότητα συντονισµού των 3 GHz, όπως υπολογίζεται από τη σχέση (3.8.16) για  

d = 15 mm, παρουσιάζεται στο σχήµα που ακολουθεί. 

Παρατηρούµε ότι στο εύρος ζώνης 3.01-3.08 GHz το πραγµατικό µέρος του δείκτη 

διάθλασης προκύπτει πράγµατι αρνητικό, επιβεβαιώνοντας τους θεωρητικούς µας 

ισχυρισµούς. Ωστόσο, συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα των Σχηµάτων 3.9 και 3.14, το 

εύρος ζώνης αρνητικού δείκτη διάθλασης εµφανίζεται στενότερο και ελαφρώς 

µετατοπισµένο στην περίπτωση της προσοµοίωσης σε σχέση µε αυτό που υπολογίζεται 

από την αναλυτική προσεγγιστική µέθοδο (2.95-3.05 GHz). Επίσης, η ένταση του 

φαινοµένου είναι ελαφρώς µειωµένη, αφού στο Σχήµα 3.9 ο δείκτης διάθλασης λαµβάνει 

αρνητικές τιµές έως και -4. 

 

Σχήµα 3.14: ∆είκτης διάθλασης του µέσου όπως υπολογίζεται από τα δεδοµένα της προσοµοίωσης. 

Σε γενικές γραµµές όµως, εκτός από αυτές τις µικρές ποσοτικές διαφοροποιήσεις, ο 

δείκτης διάθλασης του µέσου διάδοσης παρουσιάζει την επιθυµητή συµπεριφορά 

λαµβάνοντας αρνητικές τιµές γύρω από τη συχνότητα συντονισµού και οι αποκλίσεις της 

προσοµοίωσης από την αναλυτική προσέγγιση είναι µικρές. Το γεγονός αυτό είναι 

αναµενόµενο, αφού το µήκος κύµατος στο περιβάλλον µέσο στη συχνότητα συντονισµού 

των 3 GHz είναι hλ 100 mm= , εποµένως αρκετά µεγαλύτερο από τις διαµέτρους των 

σφαιρών που αποτελούν το µεταϋλικό (2α1 = 10 mm, 2α2 = 14.1 mm), όπως απαιτεί η 

θεωρία του ενεργού µέσου (effective medium theory). 

 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-136- 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 

 

Πλήρης λύση του προβλήµατος πολλαπλής σκέδασης από το σύνθετο 

µεταϋλικό 

 
Στην προηγούµενη ενότητα µελετήθηκε η ηλεκτροµαγνητική συµπεριφορά της σύνθετης 

δοµής του πλέγµατος διηλεκτρικών σφαιρών ακολουθώντας αναλυτικές προσεγγιστικές 

µεθόδους, καθώς και µε τη βοήθεια προσοµοίωσης, τα αποτελέσµατα της οποίας 

επιβεβαίωσαν τους αρχικούς µας ισχυρισµούς. Η αναλυτική προσέγγιση βασίστηκε στη 

θεώρηση των σφαιρών ως ισοδύναµων ηλεκτρικών και µαγνητικών διπόλων καταλήγοντας 

σε αναλυτικές εκφράσεις για την ενεργό διηλεκτρική σταθερά και ενεργό µαγνητική 

διαπερατότητα του συνόλου των σφαιρών. Οι παραπάνω ποσότητες προέκυψαν αρνητικές 

ταυτόχρονα στο ίδιο εύρος ζώνης συχνοτήτων οδηγώντας στην εµφάνιση αρνητικού δείκτη 

διάθλασης, δηλαδή του ζητούµενου µεταϋλικού. Στη συνέχεια ακολούθησε αριθµητική 

προσοµοίωση της διάταξης µέσω του λογισµικού πακέτου HFSS (High Frequency 

Structrures Simulator) λαµβάνοντας υπόψη τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών και 

συνυπολογίζοντας υψηλότερης τάξης συνεισφορές. Τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης 

επιβεβαίωσαν ποιοτικά τους αρχικούς µας ισχυρισµούς µε τη διαφορά ότι το εύρος ζώνης 

στο οποίο προέκυψε αρνητικός δείκτης διάθλασης ήταν µικρότερο από αυτό που 

υπολογίστηκε µε αναλυτικές µεθόδους. Ωστόσο, η ανάλυση της υπό εξέταση δοµής µε 

προσεγγιστικές αναλυτικές µεθόδους αγνοεί τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών και 

παρέχει αξιόπιστα αποτελέσµατα σε περίπτωση που το µήκος κύµατος της ακτινοβολίας 

στο περιβάλλον µέσο είναι αρκετά µεγαλύτερο της σταθεράς του πλέγµατος των σφαιρών. 

Για το λόγο αυτό τα αποτελέσµατα της προηγούµενης ενότητας χρειάζεται να 

επιβεβαιωθούν από τη θεωρία της πολλαπλής σκέδασης, σύµφωνα µε την οποία σε κάθε 

σφαίρα το προσπίπτον πεδίο είναι το άθροισµα όλων των κυµάτων που σκεδάζονται από 

τις υπόλοιπες σφαίρες. Η θεωρία της πολλαπλής σκέδασης αποδίδει επακριβώς τις 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών και παρουσιάζεται αναλυτικά στην παρούσα 

ενότητα. 
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4.1  Ανάλυση προσπίπτοντος πεδίου  

 

Θεωρούµε ότι το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο στο σύνθετο υπό µελέτη µεταϋλικό, που 

αποτελείται από ένα κυβικό πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, έχει τη γενική µορφή ενός 

επιπέδου κύµατος που διαδίδεται σε ένα οµογενές µέσο µε σχετική διηλεκτρική σταθερά 

εr(ω) και µαγνητική διαπερατότητα µr(ω), εποµένως δίνεται από τη σχέση: 

                                                        ( ) exp( )                                               (4.1.1)i= 0E r E kr  

όπου 0 0 r rˆ ω ε µ ε (ω)µ (ω)=k n  το κυµατάνυσµα διάδοσης και 0ˆE=0Ε p  το διάνυσµα 

πόλωσης του ηλεκτρικού πεδίου. Στην παραπάνω σχέση, όπως και σε όλες τις εκφράσεις 

των ΗΜ πεδίων του παρόντος κεφαλαίου της διατριβής, θεωρήθηκε χρονική εξάρτηση της 

µορφής exp (–iωt), η οποία παραλείπεται στα επόµενα. 

Το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο εκφράζεται ως ανάπτυγµα σε σφαιρικές συντεταγµένες  

προκειµένου να διευκολύνει τους υπολογισµούς στην ανάλυση που ακολουθεί. Η 

ανάπτυξη σε σφαιρικές ιδιοσυναρτήσεις γίνεται ως εξής. Το ηλεκτρικό πεδίο ικανοποιεί 

την κυµατική εξίσωση Helmholtz, όπως και το νόµο του Gauss σε χώρο χωρίς πηγές, 

εποµένως ισχύουν οι σχέσεις: 

                                                     2 2( k ) ( ) 0                                                   (4.1.2)r∇ + =E              

                                                          ( ) 0                                                       (4.1.3)r∇⋅ =E              

Αν θεωρήσουµε τη βαθµωτή ποσότητα ⋅r E , τότε µε χρήση της διανυσµατικής ταυτότητας 

                                               2 2 2( ) 2                                (4.1.4)∇ ⋅ = ⋅∇ + ∇⋅ = ⋅∇r E r E E r E  

προκύπτει ότι 

                              2 2 2 2 2 2( ) ( ) 0               (4.1.5)k k k k∇ + ⋅ = ⋅∇ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ =r E r E r E r E r E  

Συνεπώς, η βαθµωτή ποσότητα ⋅r E ικανοποιεί επίσης την εξίσωση Helmholtz και είναι 

δυνατό να γραφεί στη συνήθη µορφή 

                                               
1

 A ( )Y (θ,φ)                                   (4.1.6)
l

lm l lm
l m l

j kr
+∞ +

= =−

⋅ = ∑∑r E  

όπου ( )lj kr  η σφαιρική συνάρτηση Bessel και Υ (θ,φ)lm  η συνήθης σφαιρική αρµονική.  

Στην παραπάνω έκφραση επιλέχθηκε ακτινική εξάρτηση της µορφής ( )lj kr  γιατί το 

προσπίπτον κύµα θεωρείται κατευθυνόµενο προς την αρχή των αξόνων, εποµένως έχει 

πεπερασµένη τιµή για r = 0.  Εντελώς ανάλογα, για την ποσότητα c⋅r B : 
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1

 ( )Y (θ,φ)                                     (4.1.7)
l

lm l lm
l m l

c j kr
+∞ +

= =−

⋅ = Β∑∑r B  

Ορίζουµε τώρα ένα µαγνητικό πολυπολικό πεδίο για το οποίο ισχύουν ταυτόχρονα οι 

συνθήκες [27]: 

                                                  
( 1)

( )Y (θ,φ)                                 (4.1.8)M
lm l lm

l l
c j kr

k

+
⋅ =r B  

                                                           0                                                              (4.1.9)M
lm⋅ =r Ε                            

όπου η παρουσία του παράγοντα  l(l+1)/k  θα γίνει εµφανής στη συνέχεια. Το ηλεκτρικό 

πεδίο που δίνεται από τη σχέση (4.1.9) είναι κάθετο στην ακτινική κατεύθυνση του 

διανύσµατος r  και για το λόγο αυτό το µαγνητικό πολυπολικό πεδίο ονοµάζεται και 

εγκάρσιο ηλεκτρικό (transverse electric, TE) πολυπολικό πεδίο. 

Από την εφαρµογή του νόµου του Faraday προκύπτει ότι ωM Mi∇× =E B οπότε 

              ( ) ( ) ( )          (4.1.10)
ω

M M M M M
lm

ikc
k c i i⋅ = − ⋅ ∇× = − ⋅ ∇× = − ×∇ ⋅ = ⋅r B r E r E r E L E  

όπου L ο γνωστός από την κβαντοµηχανική τελεστής της στροφορµής, ο οποίος ορίζεται 

ως εξής: 

                                         ˆˆ                                   (4.1.11)
θ sinθ φ

i
i i

∂ ∂
= − ×∇ = − +

∂ ∂
L r φ θ  

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (4.1.8) και (4.1.10) προκύπτει ότι το ηλεκτρικό πεδίο για τα ΤΕ 

κύµατα ικανοποιεί τη σχέση: 

                                          ( 1) ( )Y (θ,φ)                                        (4.1.12)M
lm l lml l j kr⋅ = +L E  

Σηµειώνουµε ότι ο τελεστής L  επιδρά µόνο στις γωνιακές µεταβλητές (θ,φ), εποµένως η 

ακτινική εξάρτηση του ηλεκτρικού πεδίου θα είναι της µορφής ( )lj kr . Επιπλέον, από την 

εξίσωση προσδιορισµού των σφαιρικών αρµονκών [29] 

                                           2 Y (θ,φ) ( 1)Y (θ,φ)                                          (4.1.13)lm lml l⋅ = +L  

από όπου σε συνδυασµό µε την (4.1.12) καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το ηλεκτρικό 

πεδίο για τα ΤΕ κύµατα θα δίνεται από τη σχέση: 

                                                    ( ) Y (θ,φ)                                            (4.1.14)M
lm l lmj kr=Ε L  

Το µαγνητικό πεδίο που αντιστοιχεί στο παραπάνω ηλεκτρικό πεδίο θα έχει τη µορφή 

                                       0 r

0 r

ε ε
                              (4.1.15)

ωµ µ µ

M M M
lm lm lm

i i

k
= − ∇× = − ∇×H Ε Ε  
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Οι εξισώσεις (4.1.14) και (4.1.15) προσδιορίζουν πλήρως το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο για 

τα εγκάρσια ηλεκτρικά (ΤΕ) κύµατα.  

Αντίστοιχα µε τα ΤΕ κύµατα ορίζουµε το εγκάρσιο µαγνητικό πολυπολικό πεδίο 

(Transverse Magnetic, ΤΜ) σύµφωνα µε τις σχέσεις: 

                                                Ε ( 1)
( )Y (θ,φ)                               (4.1.16)lm l lm

l l
j kr

k

+
⋅ = −r E  

                                                             Ε 0                                                       (4.1.17)lm⋅ =r B  

Σε αυτή την περίπτωση το µαγνητικό πεδίο είναι κάθετο στην ακτινική κατεύθυνση του 

διανύσµατος r . Ακολουθώντας εντελώς ανάλογη διαδικασία µε την περίπτωση των ΤΕ 

κυµάτων καταλήγουµε στις σχέσεις προσδιορισµού του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου για τα 

εγκάρσια ηλεκτρικά (ΤΜ) κύµατα. 

                                                 c ( ) Y (θ,φ)                                             (4.1.18)lm l lmj krΕ =B L  

                                                       E Ec                                                 (4.1.19)
klm lm

i
= ∇×E B  

Το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο σε χώρο χωρίς πηγές προκύπτει ως υπέρθεση εγκάρσιων 

ηλεκτρικών (ΤΕ) και εγκάρσιων µαγνητικών (ΤΜ) κυµάτων. Στην πολυπολική ανάπτυξη 

του ΗΜ πεδίου παρατηρούµε ότι εµπλέκεται η διανυσµατική σφαιρική αρµονική YlmL  

(εξισώσεις 4.1.14, 4.1.18), εποµένως για διευκόλυνση στους υπολογισµούς που πρόκειται 

να ακολουθήσουν ορίζουµε την παρακάτω κανονικοποιηµένη µορφή των διανυσµατικών 

σφαιρικών αρµονικών [27]: 

              
1

(θ,φ) Y (θ,φ)                                  (4.1.20)
( 1)

lm lm
l l

=
+

X L  

όπου µε Υlm
 
συµβολίζεται η συνήθης σφαιρική αρµονική. Συνδυάζοντας τους δύο τύπους 

κυµάτων (ΤΕ και ΤΜ) το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο γράφεται τελικά στη µορφή: 

                               0E 0H

1

( ) a ( ) ( ) a ( ) ( )         (4.1.21)
k

l

lm l lm lm l lm
l m l

i
r j kr j kr

+∞ +

= =−

 = ∇× Ω + Ω 
 

∑∑E X X  

Το αντίστοιχο προσπίπτον µαγνητικό πεδίο εκφράζεται ανάλογα: 

                        0Ε 0Η0 r

10 r

ε ε
( ) a  ( ) ( ) a ( ) ( )      (4.1.22)

µ µ

l

lm l lm lm l lm
l m l

i
r j kr j kr

k

+∞ +

= =−

 = Ω − ∇× Ω 
 

∑∑H X X  

όπου Ω = (θ,φ) οι γωνιακές µεταβλητές του διανύσµατος θέσης  r στο σφαιρικό σύστηµα 

συντεταγµένων. Οι συντελεστές πολυπολικής ανάπτυξης του προσπίπτοντος πεδίου 
0Ealm  

και 
0Halm  που περιγράφουν τα εγκάρσια µαγνητικά (Transverse Magnetic, TM) και τα 
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εγκάρσια ηλεκτρικά (Transverse Electric, TΕ) κύµατα αντίστοιχα προκύπτουν από τη 

µορφή του προσπίπτοντος πεδίου και τις συνθήκες ορθογωνιότητας στις οποίες υπακούουν 

οι διανυσµατικές σφαιρικές αρµονικές. Μπορεί να αποδειχθεί ότι οι συναρτήσεις Χlm 

ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις [27]: 

                                           *
' ' ' '( ) ( ) d                                        (4.1.23)lm l m ll mmδ δΩ Ω Ω =∫X X  

                                      *
' '[ ( ) ( )] ( ) d  0                              (4.1.24)l lm l mj kr∇× Ω ⋅ Ω Ω =∫ X X  

όπου d sinθ dθdφΩ =  η στοιχειώδης στερεά γωνία µε 0 φ 2π, 0 θ π≤ ≤ ≤ ≤ , ενώ µε το 

σύµβολο * υποδηλώνεται ο συζυγής µιγαδικός. Πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της 

εξίσωσης (4.1.21) µε *
' ' ( )l m ΩX , ολοκληρώνοντας σε όλη τη στερεά γωνία και 

χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.1.23) και (4.1.24), λαµβάνουµε την παρακάτω σχέση, 

µέσω της οποίας προσδιορίζεται ο συντελεστής 0Halm :  

                                                0H *
' ' ' ' '( )a ( )d                                    (4.1.25)l l m l mj kr = ⋅ Ω Ω∫E X

 

όπου για το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο ισχύει: exp( )i= 0E E kr  

Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος του δευτέρου µέλους της εξίσωσης (4.1.25) 

θεωρούµε την ανάπτυξη της ποσότητας exp(ikr) σε σφαιρικά κύµατα σύµφωνα µε τη 

σχέση [33]: 

                                    *

1

exp( ) 4 ( )Y ( )Υ ( )                       (4.1.26)
l

l
l lm lm k

l m l

i i j krπ
+∞ +

= =−

= Ω Ω∑∑kr  

όπου (θ ,φ )k k kΩ =  οι γωνιακές µεταβλητές που αντιστοιχούν στο µοναδιαίο διάνυσµα 

διάδοσης k̂ . Επιπλέον, είναι απαραίτητο να εκφραστεί η διανυσµατική σφαιρική αρµονική 

*
' ' ( )l m ΩX  συναρτήσει των συνήθων σφαιρικών αρµονικών ' 'Y ( )l m Ω  προκειµένου να γίνει 

χρήση της γνωστής ταυτότητας  που χαρακτηρίζει τις σφαιρικές αρµονικές: 

                                             *
' ' ' 'Y ( )Y ( )d δ δ                                         (4.1.27)lm l m ll mmΩ Ω Ω =∫  

Για το σκοπό αυτό επαναλαµβάνουµε τη σχέση ορισµού των διανυσµατικών σφαιρικών 

αρµονικών: 

                                     
Υ Υˆˆ( 1)                                 (4.1.28)
θ sinθ φ

lm lm
lm

i
l l i

∂ ∂
+ = − +

∂ ∂
X φ θ  

όπου οι συνήθεις σφαιρικές αρµονικές µε τη σειρά τους ορίζονται από τη σχέση: 

                                       φ2 1 ( )!
Y (θ,φ)  P (cosθ)                             (4.1.29)

4 ( )!
m im

lm l

l l m
e

l mπ
+ −

=
+
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Εποµένως λαµβάνουµε          

             φP (cosθ)2 1 ( )!ˆ ˆ( 1) Υ (Ω)               (4.1.30)
sinθ 4 ( )! θ

m
iml

lm lm

m l l m
l l i e

l mπ
∂+ −

+ = − −
+ ∂

X θ φ  

Ο υπολογισµός της παραγώγου 
P (cosθ)

θ

m
l∂
∂

 γίνεται µε χρήση των παρακάτω αναδροµικών 

σχέσεων που ικανοποιούν οι προσαρτηµένες συναρτήσεις Legendre [29] 

                              1P (cosθ)
sinθ sinθ P (cosθ) cosθ P (cosθ)                  (4.1.31)

θ

m
m ml
l lm+∂

= +
∂

          

           1 12 cosθ P (cosθ) sinθ [P (cosθ) ( )( 1) P (cosθ)]      (4.1.32)m m m
l l lm l m l m+ −= − + + − +  

από τις οποίες προκύπτει ότι 

                            1 1P (cosθ) 1
[P (cosθ) ( )( 1)P (cosθ)]          (4.1.33)

θ 2

m
m ml

l ll m l m+ −∂
= − + − +

∂
 

Με αντικατάσταση της (4.1.33) στην (4.1.30) και τη χρήση της σχέσης ορισµού των Υlm 

(4.1.29) λαµβάνουµε τελικά ότι: 

         φ φ

, 1 , 1
ˆˆ( 1) α Υ ( ) α Υ ( ) Υ (Ω)        (4.1.34)

sinθ
i m i m

lm l l m l l m lm

m
l l i e e− −

− + + = Ω − Ω − X φ θ  

όπου για ευκολία στους υπολογισµούς που θα ακολουθήσουν ορίζονται οι συντελεστές 

αm
l  σύµφωνα µε τη σχέση:  

                                                  [ ]1/ 21
α ( )( 1)                                    (4.1.35)

2
m
l l m l m= − + +  

Η σχέση (4.1.34) µπορεί να εκφραστεί και στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων µε 

χρήση των γνωστών σχέσεων για τα µοναδιαία διανύσµατα: 

                                           
ˆ ˆ ˆ ˆcosφcosθ sinφcosθ sinθ                            (4.1.36)

ˆ ˆ ˆ           sinφ cosφ                                            (4.1.37)

= + −

= − +

θ x y z

φ x y
      

Αντικαθιστώντας στη σχέση (4.1.34) προκύπτει ότι 

, 1 , 1 , 1 , 1

,

ˆ ˆ( 1) α Υ ( ) α Υ ( ) α Υ ( ) α Υ ( )

ˆ                    Υ ( )                                                                                (4.1.38)

m m m m
lm l l m l l m l l m l l m

l m

l l i

m

− −
+ − + −   + = Ω + Ω − Ω − Ω   

+ Ω

X x y

z
 

όπου έγινε χρήση της παρακάτω αναδροµικής σχέσης στην οποία υπακούουν οι σφαιρικές 

αρµονικές: 

                              ( )φ φ

, 1 , 1

cosθ
Υ (Ω) e α Υ ( ) e α Υ ( )           (4.1.39)

sinθ
i m i m

lm l l m l l m

m − −
− += − Ω + Ω  

Οι σχέσεις (4.1.34) και (4.1.38) είναι ισοδύναµες και µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

ανάλογα µε την περίπτωση. Ο προσδιορισµός των συντελεστών πολυπολικής ανάπτυξης 
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0Halm  για τα εγκάρσια ηλεκτρικά (ΤΕ) κύµατα γίνεται µέσω της σχέσεως (4.1.25), στην 

οποία αντικαθιστούµε τις εκφράσεις (4.1.26), (4.1.38) και εκµεταλλευόµενοι την 

ορθογωνιότητα των σφαιρικών αρµονικών (σχέση 4.1.27) λαµβάνουµε ότι:  

0H
' '( )al l mj kr′ =

{
'

' * ' * ' * ' *'
0 ' ' ' 1 ' ' ' 1 0 ' ' ' 1 ' ' ' 1

4 ( )
E α Υ ( ) α Υ ( ) E α Υ ( ) α Υ ( )

'( ' 1)

l
m m m ml

x l l m k l l m k y l l m k l l m k

i j kr
i

l l

π − −
+ − + −   = Ω + Ω + Ω − Ω   +

} ( )
' ' 1

* ' ''
0 ' ' 0 ' ' ( ' 1) ' ' ( ' 1)

4 ( )( 1)
 E 'Υ ( ) E α Υ ( ) α Υ ( )

'( ' 1)

l m
m ml

z l m k x l l m k l l m k

i j kr
m

l l

π +
−

− + − −

− + Ω = Ω + Ω+

( )0y ( 1) ( 1) 0E α Υ ( ) α Υ ( ) E Υ ( )                                 (4.1.40)m m
l l m k l l m k z l m ki m′ ′−
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− + − − −

′+ Ω − Ω − Ω   

όπου έγινε χρήση της γνωστής ιδιότητας των σφαιρικών αρµονικών 

                                                    *Y ( ) ( 1) Y ( )                                          (4.1.41)m
lm l m−Ω = − Ω  

Συνεπώς, οι συντελεστές πολυπολικής ανάπτυξης 0Halm  του προσπίπτοντος Η/Μ πεδίου 

δίνονται τελικά από τη σχέση: 

( )
1

0H
0x ( 1) ( 1)

4 ( 1)
a E α Υ ( ) α Υ ( )

( 1)

l m
m m

lm l l m k l l m k

i

l l

π +
−

− + − −

− = Ω + Ω+
 

      ( )0y ( 1) ( 1) 0E α Υ ( ) α Υ ( ) E Υ ( )                                  (4.1.42)m m
l l m k l l m k z l m ki m−

− + − − −
+ Ω − Ω − Ω   

όπου 0x 0y 0zˆ ˆ ˆE E E= + +0Ε x y z  το διάνυσµα του προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου και 

(θ ,φ )k k kΩ =  οι γωνιακές µεταβλητές του διανύσµατος διάδοσης. Η παρπάνω σχέση 

εκφράζεται σε πιο συνεπτυγµένη µορφή, η οποία διευκολύνει τους υπολογισµούς [34]: 

                                                        0H 0Ha                                                       (4.1.43)lm lm= ⋅ 0A E    

όπου 

( )
1

0H
( 1) ( 1)

4 ( 1)
ˆα Υ ( ) α Υ ( )

( 1)

l m
m m

lm l l m k l l m k

i

l l

π +
−

− + − −

− = Ω + Ω ++
A x

( )( 1) ( 1) ˆ ˆ       α Υ ( ) α Υ ( ) Υ ( )                                      (4.1.44)m m
l l m k l l m k l m ki m−

− + − − −
+ Ω − Ω − Ω y z

 

Οι συντελεστές 0H
lmA  µπορούν να εκφραστούν και στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων                                       

( )
1

0H φ 1 φ 14 ( 1) ˆα cosθ Υ ( ) α cosθ Υ ( )  sinθΥ ( )
( 1)

l m
m i m m i m m

lm l l k l l k l k

i
e e m

l l

π +
− − − − − + −− = Ω + Ω + Ω ⋅+

A θ              

( )φ 1 φ 1 ˆ          α Υ ( ) α Υ ( )                                                       (4.1.45)m i m m i m
l l k l l ki e e− − − − − + + Ω − Ω ⋅ φ    
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Με ακριβώς παρόµοια διαδικασία προκύπτουν οι συντελεστές πολυπολικής ανάπτυξης 0Ealm  

που προσδιορίζουν τα εγκάρσια µαγνητικά (ΤΜ κύµατα) σύµφωνα µε τη σχέση: 

                                          0E *0 r
' ' ' ' '

0 r

ε ε
( )a ( )d                               (4.1.46)

µ µ
l l m l mj kr = ⋅ Ω Ω∫H X  

Το προσπίπτον µαγνητικό πεδίο δίνεται από τη σχέση 

                                   
0 r 0 r

1
[ exp ( )] exp ( )                   (4.1.47)

ωµ µ ωµ µ
i i

i

×
= ∇× = 0

0

k E
H E kr kr  

όπου για την εξαγωγή της τελευταίας έγινε χρήση της γνωστής διανυσµατικής ταυτότητας  

                                         ( )                                         (4.1.48)f f f∇× = ∇ × + ⋅∇×G G G  

Με αντικατάσταση της (4.1.47) στην (4.1.46) προκύπτει η σχέση 

                                  0E *1
( )a ( ) ( )exp ( ) d                  (4.1.49)l l m l mj kr i

k
′ ′ ′ ′ ′= × ⋅ Ω Ω∫ 0k E X kr  

η οποία είναι της ίδιας µορφής µε τη σχέση προσδιορισµού (4.1.25) των συντελεστών 0Halm  

αν το 0E  αντικατασταθεί µε × 0k E . Εποµένως, οι συντελεστές πολυπολικής ανάπτυξης 

για τα εγκάρσια µαγνητικά κύµατα δίνονται από την παρακάτω σχέση 

( )
1

0E
( 1) ( 1) x

4 ( 1)
a α Υ ( ) α Υ ( ) ( )

( 1)

l m
m m

lm l l m k l l m k

i

k l l

π +
−

− + − −

− = Ω + Ω ×+
0k E  

   ( )( 1) ( 1) y z    α Υ ( ) α Υ ( ) ( ) mΥ ( )( )              (4.1.50)m m
l l m k l l m k l m ki −

− + − − −
+ Ω − Ω × − Ω × 0 0k E k E  

Η έκφραση αυτή γράφεται και σε συνεπτυγµένη µορφή: 

                                                         0E 0Ea                                                       (4.1.51)lm lm= ⋅ 0A E  

όπου για τον προσδιορισµό των συντελεστών 0E
lmA  λαµβάνεται υπόψη η µορφή των 

συνιστωσών του εξωτερικού γινοµένου × 0k E : 

                 y 0z z 0y x 0z z 0x x 0y y 0xˆ ˆ ˆ(k E k E ) (k E k E ) (k E k E )                  (4.1.52)× = − − − + −0k E x y z  

Με αντικατάσταση της (4.1.52) στην (4.1.50) προκύπτει τελικά ότι  

( ){
1

0E
z ( 1) ( 1) y

4 ( 1)
ˆk α Υ ( ) α Υ ( ) k Y ( )

( 1)

l m
m m

lm l l m k l l m k l m k

i
i m

k l l

π +
−

− + − − −

−  = Ω − Ω + Ω ⋅ +
A x  

               ( )z ( 1) ( 1) x ˆk α Υ ( ) α Υ ( ) k Y ( )m m
l l m k l l m k l m km−

− + − − −
 − Ω + Ω + Ω ⋅  y  

               }y x ( 1) y x ( 1) ˆ(k k ) α Υ ( ) (k k ) α Υ ( )                       (4.1.53)m m
l l m k l l m ki i −

− + − − + − Ω + + Ω ⋅  z   

ή εναλλακτικά στο σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων: 
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{
1

0E φ φ

( 1) ( 1)

4 ( 1) ˆα Υ ( ) α Υ ( )
( 1)

l m
m i m i

lm l l m k l l m k

i
i e e

l l

π +
− −

− + − −

−
 = Ω − Ω ⋅ +

A θ                

       }φ φ

( 1) ( 1) ˆα cosθ Υ ( ) α cosθ Υ ( ) sinθΥ ( )     (4.1.54)m i m i
l l m k l l m k l m ke e m− −

− + − − − − Ω + Ω + Ω ⋅  φ  

Ο προσδιορισµός των συντελεστών 0Ηalm  και 0Ealm  από τις σχέσεις (4.1.43) και (4.1.51) 

γίνεται άµεσα συναρτήσει του διανύσµατος διάδοσης k και του προσπίπτοντος ηλεκτρικού 

πεδίου 0E  και συνεπώς πλεονεκτεί των σχέσεων (4.1.42) και (4.1.50), οι οποίες είναι 

δύσχρηστες στους υπολογισµούς. 

Στο σηµείο αυτό έχουµε προσδιορίσει πλήρως το προσπίπτον ηλεκτροµαγνητικό πεδίο ως 

ανάπτυγµα σφαιρικών κυµάτων (υπέρθεση ΤΕ και ΤΜ ρυθµών). Οι εκφράσεις αυτές θα 

χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια για τον προσδιορισµό των σκεδαζόµενων κυµάτων από το 

πλέγµα των διηλεκτρικών σφαιρών που αποτελούν το υπό εξέταση µεταϋλικό, σύµφωνα µε 

τη θεωρία της πολλαπλής σκέδασης.  
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4.2  Σκέδαση από µεµονωµένη σφαίρα 

 

Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη της σκέδασης από το σύνθετο µεταϋλικό, το οποίο θα 

είναι ένα τρισδιάστατο πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, θα εξετάσουµε το θεµελιώδες 

πρόβληµα της σκέδασης της ακτινοβολίας από µία µεµονωµένη σφαίρα. Θεωρούµε ότι η 

σφαίρα έχει ακτίνα α, το κέντρο της βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων και 

αποτελείται από υλικό µε διηλεκτρική σταθερά sε (ω)και µαγνητική διαπερατότητα sµ , 

ενώ το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο είναι επίπεδο κύµα της µορφής ( ) exp( )i= 0E r E kr . 

Λόγω σκέδασης της ακτινοβολίας από την επιφάνεια της σφαίρας, το πεδίο εκτός της 

σφαίρας αποτελείται από το προσπίπτον και το σκεδαζόµενο ηλεκτρικό πεδίο. Όπως 

περιγράφηκε στην προηγούµενη ενότητα, το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο εκφράζεται ως 

ανάπτυγµα σφαιρικών κυµάτων σύµφωνα µε τη σχέση (4.1.21). Παρόµοια µορφή θα έχουν 

τόσο το σκεδαζόµενο όσο και το µεταδιδόµενο ηλεκτρικό πεδίο εντός της σφαίρας. 

Ειδικότερα, το σκεδαζόµενο ηλεκτροµαγνητικό πεδίο γράφεται ως εξής: 

                    +E (1) +H (1)
sc

1

( ) a h ( ) ( ) a h ( ) ( )               (4.2.1)
l

lm l lm lm l lm
l m l

i
kr kr

k

+∞ +

= =−

 = ∇× Ω + Ω 
 

∑∑E r X X  

          +Ε (1) +Η (1)0

10
sc

εε
( ) a h ( ) ( ) a h ( ) ( )                (4.2.2)

µµ

l

lm l lm lm l lm
l m l

i
kr kr

k

+∞ +

= =−

 = Ω − ∇× Ω 
 

∑∑H r X X  

Τα παραπάνω αναπτύγµατα είναι της ίδιας µορφής µε τα αναπτύγµατα για το προσπίπτον 

πεδίο µε τη διαφορά ότι οι συναρτήσεις Bessel που εκφράζουν την ακτινική εξάρτηση του 

πεδίου αντικαθίστανται από συναρτήσεις Hankel πρώτου είδους. Οι τελευταίες επιλέγονται 

επειδή παρουσιάζουν την κατάλληλη ασυµπτωτική συµπεριφορά  για ένα εξερχόµενο 

σφαιρικό κύµα, αφού όταν r →∞ : (1) exp( )
h ( ) ( )l

l

ikr
kr i

ikr
≈ −  και αντιστοιχούν σε χρονική 

εξάρτηση των πεδίων της µορφής exp(-iωt). Αν είχε επιλεγεί χρονική εξάρτηση της 

µορφής exp(iωt) θα επιλέγονταν συναρτήσεις Hankel δευτέρου είδους. Το 

ηλεκτροµαγνητικό πεδίο εντός της διηλεκτρικής σφαίρας (µεταδιδόµενο) έχει τη µορφή: 

                   E H
tr

1

( ) b ( ) ( ) b ( ) ( )                  (4.2.3)
l

lm l s lm lm l s lm
l m l s

i
j k r j k r

k

+∞ +

= =−

 
= ∇× Ω + Ω 

 
∑∑E r X X  

             E Hs 0
tr

1s 0

ε ε
( ) b ( ) ( ) b ( ) ( )           (4.2.4)

µ µ

l

lm l s lm lm l s lm
l m l s

i
j k r j k r

k

+∞ +

= =−

 
= ∇× Ω + Ω 

 
∑∑Η r X X  

όπου s s s 0 0ω ε µ ε µk =  η σταθερά διάδοσης εντός της σφαίρας. 
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Οι συντελεστές ανάπτυξης των πεδίων +Ealm , +Halm , Eblm , Hblm  προσδιορίζονται από τις οριακές 

συνθήκες στην επιφάνεια της σφαίρας, οι οποίες επιβάλλουν τη συνέχεια των 

εφαπτοµενικών συνιστωσών του συνολικού ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου. Εποµένως 

για r = α οι οριακές συνθήκες είναι: 

     in

in

ˆ ˆ( )                                               (4.2.5)

ˆ ˆ( )                                              (4.2.6)

× + = ×

× + = ×
sc tr

sc tr

r E E r E

r Η Η r Η
      

όπου r̂  το µοναδιαίο ακτινικό διάνυσµα. Η πρώτη από τις παραπάνω σχέσεις δίνει ότι: 

0E 0H

1 r α

ˆ ˆa r [ ( ) ( )] a ( ) r ( )
l

lm l lm lm l lm
l m l

i
j kr j kr

k

+∞ +

= =− =

 × ∇× Ω + ⋅ × Ω + 
 

∑∑ X X  

+E (1) +H (1)

1 r α

ˆ ˆa r [ h ( ) ( )] a h ( ) r ( )
l

lm l lm lm l lm
l m l

i
kr kr

k

+∞ +

= =− =

 + × ∇× Ω + ⋅ × Ω = 
 

∑∑ X X  

E H
s s

1 s r α

ˆ ˆb r [ ( ) ( )] b ( ) r ( )                                       (4.2.7)
l

lm l lm lm l lm
l m l

i
j k r j k r

k

+∞ +

= =− =

 
= × ∇× Ω + ⋅ × Ω 

 
∑∑ X X  

Πολλαπλασιάζουµε τα δύο µέλη της σχέσης (4.2.7) µε *
' '( )l m ΩX και ολοκληρώνουµε ως 

προς τη στερεά γωνία Ω, λαµβάνοντας υπόψη τις παρακάτω σχέσεις ορθογωνιότητας τις 

οποίες ικανοποιούν οι διανυσµατικές σφαιρικές αρµονικές [35]: 

                       *
' ' ' '

1
ˆ[ ( ) ( )] [r ( )] d [ ( )] δ δ               (4.2.8)l lm l m l ll mmf kr rf kr

r r

∂
∇× Ω ⋅ × Ω Ω =

∂∫ X X  

                                           *
' ' ˆ( ) [ ( )] d 0                                         (4.2.9)l m lmΩ ⋅ × Ω Ω =∫X r X  

όπου ( )lf kr  είναι γραµµικός συνδυασµός σφαιρικών συναρτήσεων Bessel ( )lj kr  και 

Hankel (1)h ( )l kr . Προκύπτει τελικά η εξίσωση: 

            E +E (1) 0E
r α s r α s r αk b [ ( )] k a [ h ( )] k a [ ( )]               (4.2.10)lm l lm l lm lrj kr r kr rj kr

r r r= = =

∂ ∂ ∂
⋅ − ⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂
 

Με παρόµοια διαδικασία προκύπτει ότι: 

H +H (1) 0Hs
r α r α r α

s

ε 1 ε 1 ε 1
b [ ( )] a [ h ( )] a [ ( )]

µ µ µ
lm l s lm l lm l

s

rj k r r kr rj kr
k r k r k r= = =

∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂
 

η οποία γράφεται ισοδύναµα στη µορφή: 

              H +H (1) 0H
r α s r α s r αµb [ ( )] µ a [ h ( )] µ a [ ( )]               (4.2.11)lm l s lm l lm lrj k r r kr rj kr

r r r= = =

∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂
 

Ωστόσο, για τον προσδιορισµό των συντελεστών πολυπολικής ανάπτυξης +Ealm , +Halm , Eblm , 

Hblm  χρειάζονται δύο επιπλέον εξισώσεις εκτός από τις (4.2.10) και (4.2.11). Για το σκοπό 
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αυτό τα αναπτύγµατα του ηλεκτρικού πεδίου των εξισώσεων (4.1.21), (4.2.1-4.2.4) 

γράφονται στην ισοδύναµη γενική µορφή: 

}

E E

1

H

1
ˆ ˆ( ) a ( 1) ( )Y ( ) a [ ( )] ( )

                       a ( ) ( )                                                                           (4.2.1

l

lm l lm lm l lm
l m l

lm l lm

i
l l f kr rf kr

kr kr r

f kr

+∞ +

= =−

∂= − + Ω ⋅ + ⋅ × Ω
∂

+ Ω

∑∑E r r r X

X 2)

 

όπου έγινε χρήση της ταυτότητας [27]: 

         
1

ˆ ˆ( ) ( ) ( 1) ( )Y ( ) [ ( )] ( )        (4.2.13)l lm l lm l lm

i
f kr l l f kr rf kr

r r r

∂
∇× Ω = + Ω ⋅ + ⋅ × Ω

∂
X r r X  

Στη σχέση (4.2.12) είναι ( ) ( )l lf kr j kr=  για το προσπίπτον και το µεταδιδόµενο ηλεκτρικό 

πεδίο, ενώ (1)( ) h ( )l lf kr kr=  για το σκεδαζόµενο ηλεκτρικό πεδίο. Επίσης, sk k=  για το 

ηλεκτρικό πεδίο εντός της σφαίρας (µεταδιδόµενο). Επειδή οι οριακές συνθήκες αφορούν 

στη συνέχεια των εφαπτοµενικών συνιστωσών του Η/Μ πεδίου, οι οποίες είναι κάθετες 

στο ακτινικό διάνυσµα r̂ , το εφαπτοµενικό Η/Μ πεδίο είναι της µορφής: 

         E H

1
tan ˆ( ) a [ ( )] [r ( )] a ( ) ( )             (4.2.14)

l

lm l lm lm l lm
l m l

i
rf kr f kr

kr r

+∞ +

= =−

∂ = ⋅ × Ω + Ω 
∂ 

∑∑E r X X  

    Ε Η0
tan

10

εε
ˆ( ) a ( ) ( ) a [ ( )] [r ( )]           (4.2.15)

µµ

l

lm l lm lm l lm
l m l

i
f kr rf kr

kr r

+∞ +

= =−

∂ = Ω − ⋅ × Ω 
∂ 

∑∑H r X X  

όπου s sε ε , µ µ= =  στη σχέση (4.2.15) για το µαγνητικό πεδίο εντός της σφαίρας, ενώ µε 

το δείκτη tan υποδηλώνεται ότι πρόκειται για τις εφαπτοµενικές συνιστώσες των Η/Μ 

πεδίων (tangential components). Εποµένως, η συνέχεια των εφαπτοµενικών συνιστωσών 

στην επιφάνεια της σφαίρας οδηγεί στις παρακάτω σχέσεις: 

                                       0H +H (1) Ha ( α) a h ( α) b ( α)                                    (4.2.16)lm l lm l lm l sj k k j k+ =  

                            0Ε +Ε (1) Εs

s

εε
a ( α) a h ( α) b ( α)                              (4.2.17)

µ µ
lm l lm l lm l sj k k j k + =   

Για την εξαγωγή των δύο παραπάνω σχέσεων έγινε χρήση των σχέσεων ορθογωνιότητας 

(4.2.9) και (4.1.23) των διανυσµατικών σφαιρικών αρµονικών. Συνεπώς, οι άγνωστοι 

συντελεστές πολυπολικής ανάπτυξης +Ealm , +Halm , Eblm , Hblm  προσδιορίζονται πλήρως από το 

σύστηµα των εξισώσεων (4.2.10), (4.2.11), (4.2.16) και (4.2.17). Ειδικότερα, οι 

συντελεστές ανάπτυξης +Ealm  και Eblm  των εγκάρσιων µαγνητικών ρυθµών (ΤΜ), οι οποίοι 

προσδιορίζουν το σκεδαζόµενο και µεταδιδόµενο Η/Μ πεδίο αντίστοιχα, προκύπτουν από 

τη λύση του συστήµατος των εξισώσεων (4.2.10) και (4.2.17). Οµοίως, οι συντελεστές +Halm  
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και Eblm  που προσδιορίζουν τα εγκάρσια ηλεκτρικά κύµατα (ΤΕ) προσδιορίζονται από τις 

εξισώσεις (4.2.11) και (4.2.16). Παρατηρούµε ότι υπάρχει αποσύζευξη των εξισώσεων 

προσδιορισµού των ΤΕ και ΤΜ κυµάτων. Οι συντελεστές Eblm  και Eblm  που καθορίζουν το 

Η/Μ πεδίο εντός της σφαίρας δε θα µας απασχολήσουν στους υπολογισµούς που θα 

ακολουθήσουν στην παρούσα ενότητα. Οι συντελεστές +Ealm  και +Halm  δίνονται τελικά από 

τις σχέσεις: 

                                                           +Ε E 0Εa T a                                                    (4.2.18)lm l lm= ⋅  

                                                           +H H 0Ha T a                                                  (4.2.19)lm l lm= ⋅  

όπου οι πίνακες σκέδασης ETl  και  HTl  ορίζονται από τις σχέσεις: 

                         
s s α s α

Ε

(1) (1)
s α s s α

ε ( α) [ ( α)] ε ( α) [ ( α)]
T              (4.2.20)

ε h ( α) [ ( α)] ε ( α) [ h ( α)]

l l r l l r

l

l l r l l r

j k rj k j k rj k
r r

k rj k j k r k
r r

= =

= =

∂ ∂
−

∂ ∂=
∂ ∂

−
∂ ∂

 

                         
s s α s α

H

(1) (1)
s α s s α

µ ( α) [ ( α)] µ ( α) [ ( α)]
T             (4.2.21)

µ h ( α) [ ( α)] µ ( α) [ h ( α)]

l l r l l r

l

l l r l l r

j k rj k j k rj k
r r

k rj k j k r k
r r

= =

= =

∂ ∂
−

∂ ∂=
∂ ∂

−
∂ ∂

 

και οι συντελεστές ανάπτυξης του προσπίπτοντος πεδίου 0Ealm  και 0Halm  υπολογίζονται 

σύµφωνα µε όσα αναπτύχθηκαν στην προηγούµενη ενότητα (σχέσεις 4.1.46 και 4.1.55). 

Υπό την προϋπόθεση ότι το γινόµενο kα δεν είναι πολύ µεγαλύτερο από τη µονάδα, ένας 

πεπερασµένος αριθµός µερικών κυµάτων, που αντιστοιχούν σε maxl l≤  στα αναπτύγµατα 

της µορφής (4.2.12), είναι αρκετός για την περιγραφή του σκεδαζόµενου πεδίου. Στην 

πράξη εποµένως θεωρούµε ότι +Ea 0lm =  και +Ha 0lm =  για maxl l> , όπου η τιµή του maxl  

καθορίζεται από την ανάγκη σύγκλισης του άπειρου αθροίσµατος του αναπτύγµατος 

σφαιρικών κυµάτων για το σκεδαζόµενο πεδίο (σχέση 4.2.1).   

Οι πίνακες σκέδασης για την απλή περίπτωση της µεµονωµένης σφαίρας θα 

χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια της παρούσας ενότητας για τους υπολογισµούς των 

σκεδαζόµενων πεδίων από το πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, που συνθέτουν το υπό 

µελέτη µεταϋλικό. 
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4.3 Σκέδαση από ένα επίπεδο σφαιρών 

Πριν µελετήσουµε τη σκέδαση από το πλέγµα των διηλεκτρικών σφαιρών που αποτελούν 

το µεταϋλικό, θα εξετάσουµε το φαινόµενο της σκέδασης από ένα επίπεδο σφαιρών και 

στη συνέχεια θα επεκταθούµε στη µελέτη της σκέδασης από περισσότερα επίπεδα. 

Θεωρούµε αρχικά ένα επίπεδο από µη επικαλυπτόµενες σφαίρες στη θέση z = 0, οι οποίες 

είναι περιοδικά διατεταγµένες και τα κέντρα τους καταλαµβάνουν τις θέσεις ενός 

διδιάστατου τετραγωνικού πλέγµατος Bravais, που ορίζεται από το γενικό διάνυσµα θέσης: 

                                                         1 2                                                     (4.3.1)n n n= +1 2R α α  

όπου 1 2, 0, 1, 2, 3,...n n = ± ± ±  και 2,1α α  τα θεµελιώδη διανύσµατα στο επίπεδο xy, τα 

οποία στην περίπτωσή µας είναι: 2ˆ ˆ,  p p= =1α x α y , ενώ µε p συµβολίζεται η σταθερά του 

πλέγµατος. Οι σφαίρες έχουν όλες την ίδια ακτίνα α και την ίδια διηλεκτρική σταθερά 

sε (ω) και βρίσκονται ενσωµατωµένες σε ένα περιβάλλον µέσο µε διηλεκτρική σταθερά 

ε(ω) .  

Για την ανάλυση περιοδικών διατάξεων, όπως η υπό µελέτη διάταξη των σφαιρών, 

διευκολύνει η εισαγωγή της έννοιας του αντιστρόφου πλέγµατος. Το αντίστροφο πλέγµα 

(reciprocal lattice) ορίζεται ως το σύνολο όλων των κυµατανυσµάτων k  από τα οποία 

προκύπτουν επίπεδα κύµατα µε την περιοδικότητα ενός δεδοµένου πλέγµατος Bravais. Η 

παραπάνω απαίτηση εκφράζεται µαθηµατικά µε τη σχέση [36, 37]: 

                                                         ( )                   (4.3.2)                                        ni ie e+ =k r R kr  

η οποία πρέπει να ισχύει για οποιαδήποτε  επιλογή των διανυσµάτων  r  και Rn.  

Συνεπώς, το αντίστροφο πλέγµα ορίζεται ως το σύνολο των κυµατανυσµάτων που 

ικανοποιούν τη σχέση  

                                                                                                                         (4.3.3)1nie =kR  

για όλα τα διανύσµατα θέσης Rn ενός συγκεκριµένου πλέγµατος Bravais (ευθύ πλέγµα). 

Αν τώρα θεωρήσουµε τα θεµελιώδη διανύσµατα του αντιστρόφου πλέγµατος 2,1b b  τότε 

αυτά ορίζονται από τη σχέση: 

                                                           2πδ                                                        (4.3.4)i j ij⋅ =b α  

όπου δij το γνωστό ”δέλτα” του Kronecker: 

                                                       
0,    

δ                                                      (4.3.5)
1,     ij

i j

i j

≠
= 

=
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Τότε, το τυχαίο κυµατάνυσµα k µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των 

διανυσµάτων ib : 

                                                        1 2                                                    (4.3.6)m m= +1 2k b b  

Συνδυάζοντας  τις σχέσεις (4.3.1) και (4.3.6) είναι προφανές ότι επαληθεύεται η σχέση 

ορισµού του αντιστρόφου πλέγµατος (σχέση 4.3.3). Από τη σχέση (4.3.4), τα θεµελιώδη 

διανύσµατα για το αντίστροφο τετραγωνικό πλέγµα προκύπτουν: 

                                                      
2 2

ˆ ˆ,                                                  (4.3.7)
p p

π π
= =1 2b x b y  

Θεωρούµε ότι στο παραπάνω επίπεδο σφαιρών προσπίπτει επίπεδο κύµα που περιγράφεται 

από την εξίσωση (4.1.1), µε ||( , k )z=k k , όπου || (k ,k )x y=k  η συνιστώσα του 

κυµατανύσµατος παράλληλη στο επίπεδο των σφαιρών και k z  η συνιστώσα κάθετη στο 

επίπεδο σφαιρών. Τότε exp( ) exp( )i i⋅ = ⋅n || nk R k R . 

Λόγω της διδιάστατης περιοδικότητας του επιπέδου των σφαιρών, το σκεδαζόµενο 

ηλεκτροµαγνητικό κύµα  γράφεται στην ακόλουθη µορφή [38, 39]: 

+E (1)
sc

1

( ) b exp( ) h ( ) ( )
l

lm l n lm n
l m l

i
i kr

k

+∞ +

= =−

= ∇× ⋅ Ω


∑∑ ∑
n

|| n
R

E r k R X  

                                               +H (1)     b exp( ) h ( ) ( )               (4.3.8)lm l n lm ni kr
+ ⋅ Ω 


∑
n

|| n
R

k R X  

                        +Ε (1)0

10
sc

εε
( ) b exp( )h ( ) ( )

µµ

l

lm l n lm n
l m l

i kr
+∞ +

= =−

= ⋅ Ω


∑∑ ∑
n

|| n
R

H r k R X  

                                           +Η (1)b exp( ) h ( ) ( )              (4.3.9)lm l n lm n

i
i kr

k


− ∇× ⋅ Ω 


∑

n

|| n
R

k R X  

όπου n = − nr r R  και  n (θ ,φ )n nΩ =  οι γωνιακές µεταβλητές του διανύσµατος nr , το οποίο 

έχει την αρχή του στο κέντρο της σφαίρας που βρίσκεται στη θέση nR  του πλέγµατος. Η 

παραπάνω σχέση εκφράζει το γεγονός ότι το σκεδαζόµενο κύµα είναι το άθροισµα των 

εξερχόµενων σφαιρικών κυµάτων µε αρχή τα κέντρα των σφαιρών του επιπέδου, σύµφωνα 

µε το φαινόµενο της πολλαπλής σκέδασης. Επιπλέον, λόγω της περιοδικής διάταξης των 

σφαιρών, το κύµα το οποίο σκεδάζεται από τη σφαίρα που βρίσκεται στη θέση nR  

διαφέρει από το σκεδαζόµενο κύµα από τη σφαίρα στην αρχή των συντεταγµένων ( nR = 0) 
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µόνο κατά έναν παράγοντα φάσης exp( )i ⋅|| nk R , όπως προκύπτει από την εφαρµογή του 

θεωρήµατος Bloch που ισχύει για τις περιοδικές διατάξεις.  

Οι συντελεστές +E +Hb ,blm lm  καθορίζουν το σκεδαζόµενο κύµα από τη σφαίρα που βρίσκεται 

στην αρχή των συντεταγµένων, δηλαδή στη θέση όπου 0=nR , εποµένως ο προσδιορισµός 

τους γίνεται εύκολα από το ολικό προσπίπτον κύµα στη σφαίρα αυτή. Ωστόσο, το ολικό 

προσπίπτον κύµα στη σφαίρα στην αρχή των συντεταγµένων αποτελείται από το αρχικό 

προσπίπτον επίπεδο κύµα, καθώς και από τα κύµατα που σκεδάζονται από όλες τις 

υπόλοιπες σφαίρες του επιπέδου πλην της σφαίρας στην αρχή. Τα εξερχόµενα κύµατα από 

όλες τις υπόλοιπες σφαίρες θα τα συµβολίσουµε µε sc sc( ), ( )′ ′E r H r  και προκύπτουν από τη 

σχέση (4.3.8) παραλείποντας τον αντίστοιχο όρο για 0=nR . Εντούτοις, η µορφή της 

εξίσωσης (4.3.8) δε διευκολύνει την εφαρµογή των οριακών συνθηκών για τον 

προσδιορισµό των άγνωστων συντελεστών ανάπτυξης +E +Hb ,blm lm . Για το σκοπό αυτό, τα 

εξερχόµενα κύµατα από τις υπόλοιπες σφαίρες γράφονται ως ανάπτυγµα εισερχόµενων 

σφαιρικών κυµάτων στην αρχή των συντεταγµένων, δηλαδή στην ακόλουθη µορφή: 

                E H
sc

1

( ) b  ( ) ( ) b  ( ) ( )                     (4.3.10)
l

lm l lm lm l lm
l m l

i
j kr j kr

k

+∞ +

= =−

 ′ ′ ′= ∇× Ω + Ω 
 

∑∑E r X X  

Η παραπάνω µορφή είναι αντίστοιχη της σχέσης (4.1.21) για το αρχικό προσπίπτον κύµα. 

Οι άγνωστοι συντελεστές ανάπτυξης Eblm′  και Hblm′  είναι δυνατό να εκφραστούν συναρτήσει 

των συντελεστών +E +Hb ,blm lm , οι οποίοι καθορίζουν το σκεδαζόµενο κύµα από τη σφαίρα που 

βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων. Η σχέση που συνδέει τα δύο αυτά σύνολα 

συντελεστών έχει την ακόλουθη µορφή [39] 

                                     ( )E EE E EH H
; ; ' ' ' '

1

b b b                                    (4.3.11)
l

lm lm l m l m lm l m l m
l m l

′+∞ +
+ +

′ ′ ′ ′
′ ′ ′= =−

′ = Ω +Ω∑ ∑  

όπου οι πίνακες Ω ονοµάζονται σταθερές δοµής  και εξαρτώνται από τη γεωµετρία του 

επιπέδου των σφαιρών, τη διηλεκτρική συνάρτηση του περιβάλλοντος µέσου ε(ω), το 

κυµατάνυσµα ||k  και τη συχνότητα του προσπίπτοντος Η/Μ κύµατος, αλλά είναι 

ανεξάρτητοι από τις ιδιότητες σκέδασης της µεµονωµένης σφαίρας. Αναλυτικοί τύποι για 

τους πίνακες Ω και λεπτοµέρειες για τον υπολογισµό τους περιέχονται στην επόµενη 

ενότητα του παρόντος κεφαλαίου. 

Η σχέση (4.3.11) µπορεί να γραφεί σε µία πιο συµπαγή µορφή, διευκολύνοντας τους 

υπολογισµούς. Στην πράξη, ένας πεπερασµένος αριθµός µερικών κυµάτων, που 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-152- 

αντιστοιχούν σε maxl l≤  στα αναπτύγµατα της µορφής (4.3.10), είναι αρκετός για την 

περιγραφή του ΗΜ πεδίου. Με δεδοµένο µάλιστα ότι l m l− ≤ ≤ , σε κάθε τιµή του l 

αντιστοιχούν 2l + 1 τιµές του m, οι οποίες διατάσσονται σύµφωνα µε το συνήθη τρόπο:      

(1, –1), (1, 0), (1, 1), (2, –2), (2, –1), (2, 0), (2, 1), (2, 2) κλπ. Εποµένως, ο συνολικός 

αριθµός τιµών των ( , )l m  που θα συνεισφέρουν στη διαµόρφωση του ΗΜ πεδίου 

προκύπτει από το άθροισµα 
max

max max
1

(2 1) ( 2)
l

i

i l l
=

+ = +∑ . 

Η σχέση (4.3.11) συνεπώς γράφεται σε µορφή πινάκων ως εξής: 

                                              
EE EH

E E

HE HH
H H

   
                                          (4.3.12)

   

′   Ω Ω 
=       ′ Ω Ω    

+

+

b b

b b
 

όπου οι E H E H, , ,  ′ ′ + +b b b b  είναι πίνακες-στήλες µε max max( 2)l l +  στοιχεία και οι 

EE EH HE HH, , ,Ω Ω Ω Ω  τετραγωνικοί πίνακες διαστάσεων  max max max max( 2) ( 2)l l l l+ × + . 

Οι πίνακες στήλες E H,+ +b b  περιγράφουν το σκεδαζόµενο κύµα από τη σφαίρα στην αρχή 

των συντεταγµένων και, όπως αναφέρθηκε παραπάνω, προσδιορίζονται από το ολικό 

προσπίπτον κύµα στη συγκεκριµένη σφαίρα, σύµφωνα µε τη σχέση: 

                                              
0E

E E E

H 0
H H H

                                      (4.3.13)
′   + 

=       ′+    

+

+

b a bT 0

0 Tb a b
 

όπου 0 ο µηδενικός πίνακας διαστάσεων max max max max( 2) ( 2)l l l l+ × + , 0 0
E H,a a  είναι πίνακες 

στήλες µε max max( 2)l l +  στοιχεία που περιγράφουν το αρχικό προσπίπτον Η/Μ πεδίο 

(σχέσεις 4.1.45 και 4.1.54), ενώ οι E H,T T  είναι διαγώνιοι πίνακες διαστάσεων  

max max max max( 2) ( 2)l l l l+ × + , τα στοιχεία των οποίων ορίζονται ως εξής: 

                                                      E E
; ' ' ' 'T T δ δ                                                     (4.3.14)lm l m l ll mm=  

                                                      H H
; ' ' ' 'T T δ δ                                                     (4.3.15)lm l m l ll mm=  

όπου E ΗT ,Tl l  τα στοιχεία των πινάκων σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα, που 

προσδιορίζονται από τις σχέσεις (4.2.20) και (4.2.21) της ενότητας  4.2. Η σχέση (4.3.13) 

προέκυψε κατ αναλογία µε τις σχέσεις (4.2.18) και (4.2.19) που ισχύουν στην απλή 

περίπτωση της µεµονωµένης σφαίρας. Συνδυάζοντας τις σχέσεις (4.3.12) και (4.3.13) 

προκύπτουν τελικά οι συντελεστές +E +Hb ,blm lm  που περιγράφουν το σκεδαζόµενο κύµα από τη 

σφαίρα στην αρχή των συντεταγµένων, λαµβάνοντας υπόψη το σύνθετο πρόβληµα της 

σκέδασης από το επίπεδο σφαιρών. Ειδικότερα, η σχέση (4.3.13) διαµορφώνεται ως εξής: 
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0E E EE EH(4.3.12)
E E E

H 0 H HE HH
H H H

         

             

         Ω Ω
⇒ = +                  Ω Ω         

+ +

+ +

b a bT 0 T 0

b 0 T a 0 T b
 

      
0E EE E EH E

E E E

H HE H HH H 0
H H H

      

        

        Ω Ω
− =                Ω Ω        

+ +

+ +

b b aT T T 0

b T T b 0 T a
 

    
0E EE E EH E

E E

H HE H HH H 0
H H

     

        

      − Ω − Ω
=            − Ω − Ω      

+

+

b aI T T T 0

T I T b 0 T a
 

Συνεπώς καταλήγουµε στην ακόλουθη σχέση προσδιορισµού: 

                                   

1 E 0E EE E EH
E E

H HE H HH H 0
H H

   
                           (4.3.16)

     

−
    − Ω − Ω

=        − Ω − Ω    

+

+

b T aI T T

b T I T T a
 

όπου Ι ο µοναδιαίος πίνακας διαστάσεων max max max max( 2) ( 2)l l l l+ × + . Από την παραπάνω 

σχέση συµπεραίνουµε ότι το σκεδαζόµενο κύµα από ένα επίπεδο σφαιρών εκφράζεται 

συναρτήσει των πινάκων σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα, των σταθερών δοµής Ω, οι 

οποίοι εκφράζουν τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών του επιπέδου, καθώς και των 

συντελεστών ανάπτυξης του προσπίπτοντος πεδίου. Η πολυπλοκότητα στον υπολογισµό 

των συντελεστών +E +Hb ,blm lm  οφείλεται εποµένως στη µορφή των πινάκων Ω, αναλυτικοί 

τύποι για και λεπτοµέρειες για τον υπολογισµό των οποίων, περιλαµβάνονται στην 

επόµενη ενότητα του παρόντος κεφαλαίου. 
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4.4 Υπολογισµός των σταθερών δοµής για την πολλαπλή σκέδαση από 

ένα επίπεδο σφαιρών 

 

Στην παρούσα ενότητα θα προσδιορίσουµε αναλυτικά τις σταθερές δοµής, που 

περιγράφουν το φαινόµενο της πολλαπλής σκέδασης από ένα επίπεδο σφαιρών. Όπως 

περιγράφηκε αναλυτικά στην προηγούµενη ενότητα, το σκεδαζόµενο κύµα από όλες τις 

σφαίρες του επιπέδου πλην της σφαίρας στην αρχή του συστήµατος συντεταγµένων, είναι 

δυνατό να εκφραστεί ισοδύναµα ως ανάπτυγµα εισερχόµενων κυµάτων, διευκολύνοντας τη 

µαθηµατική ανάλυση του φαινοµένου της πολλαπλής σκέδασης. Το ηλεκτρικό πεδίο που 

περιγράφει το εν λόγω κύµα είναι εποµένως δυνατό να αναπαρασταθεί µε δύο ισοδύναµες 

εκφράσεις [38]: 

                     
E H

sc
1

( ) b  ( ) ( ) b  ( ) ( )
l

lm l lm lm l lm
l m l

i
j kr j kr

k

+∞ +

= =−

 ′ ′ ′= ∇× Ω + Ω 
 

∑∑E r X X            (4.4.1) 

                 +E (1)
sc

1 0

( ) b exp( ) h ( ) ( )
l

lm l n lm n
l m l

i
i kr

k

+∞ +

= =− ≠

′ = ∇× ⋅ Ω


∑∑ ∑
n

|| n
R

E r k R X  

                                            +H (1)

0

 b exp( ) h ( ) ( )lm l n lm ni kr
≠


+ ⋅ Ω 


∑

n

|| n
R

k R X                         (4.4.2) 

Οι πίνακες Ω είναι οι κατάλληλοι πίνακες µετατροπής που συνδέουν τους συντελεστές 

ανάπτυξης E Hb ,b′ ′  του Η/Μ πεδίου, όταν αυτό εκφράζεται ως ανάπτυγµα εισερχοµένων 

κυµάτων, µε τους συντελεστές ανάπτυξης + +
E Hb ,b  του σκεδαζόµενου κύµατος από τη 

σφαίρα που βρίσκεται στην αρχή των συντεταγµένων, σύµφωνα µε τις σχέσεις: 

                                     ( )E EE E EH H
; ' ' ' ' ; ' ' ' '

1

b b b
l

lm lm l m l m lm l m l m
l m l

′+∞ +
+ +

′ ′ ′= =−

′ = Ω +Ω∑ ∑                               (4.4.3) 

                                      ( )H HE E HH H
; ' ' ' ' ; ' ' ' '

1

b b b
l

lm lm l m l m lm l m l m
l m l

′+∞ +
+ +

′ ′ ′= =−

′ = Ω +Ω∑ ∑                              (4.4.4) 

Οι αναλυτικοί τύποι για τους πίνακες Ω προκύπτουν ακολουθώντας την παρακάτω 

διαδικασία. Αρχικά, από τη σχέση (4.4.1) είναι δυνατός ο προσδιορισµός των συντελεστών 

E Hb ,b′ ′  ως εξής. Πολλαπλασιάζουµε εσωτερικά τη σχέση µε το διάνυσµα θέσης r  και 

εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι οι διανυσµατικές σφαιρικές αρµονικές lmX  είναι 

εγκάρσιες, καταλήγουµε στη σχέση: 

                                       
E

sc
1

( ) b   ( ) ( )
l

lm l lm
l m l

i
j kr

k

+∞ +

= =−

′ ′⋅ = ⋅∇× Ω∑∑r E r r X                       (4.4.5) 
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Η παραπάνω έκφραση απλουστεύεται αν λάβουµε υπόψη τη γνωστή από την 

κβαντοµηχανική σχέση ορισµού του τελεστή της στροφορµής: i= − ⋅∇×L r . Με 

αντικατάσταση στη σχέση (4.4.5) προκύπτει 

           
E E

1 1
sc

b b
( )  [ ( ) ( )]  ( ) ( )           (4.4.6)

l l
lm lm

l lm l lm
l m l l m l

j kr j kr
k k

+∞ + +∞ +

= =− = =−

′ ′
′⋅ = − ⋅ Ω = − ⋅ Ω∑∑ ∑∑r E r L X L X  

αφού ο τελεστής L επιδρά µόνο στις γωνιακές µεταβλητές (θ,φ). Χρησιµοποιώντας στη 

συνέχεια τη σχέση ορισµού των διανυσµατικών σφαιρικών αρµονικών [27] 

                                                ( 1) ( ) Y (Ω)lm lml l + Ω =X L                                             (4.4.7) 

λαµβάνουµε ότι 

       
E

2 E
sc

1 1

( 1)b ( )
( ) Y (Ω) b ( )Y (Ω)       (4.4.8)

( 1)

l l
lm l

lm lm l lm
l m l l m l

l lj kr
j kr

kk l l

+∞ + +∞ +

= =− = =−

′ +
′ ′⋅ = − = −

+
∑∑ ∑∑r E r L  

όπου έγινε χρήση της σχέσεως ορισµού των συνήθων σφαιρικών αρµονικών 

                                                 2Y (Ω) ( 1)Y (Ω)lm lml l= +L                                              (4.4.9) 

Από τη σχέση (4.4.8) µπορούν να προκύψουν άµεσα οι συντελεστές ανάπτυξης Eblm′ , 

πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της σχέσης µε *Y ( )lm Ω  και ολοκληρώνοντας σε όλη τη 

στερεά γωνία Ω, εκµεταλλευόµενοι τη συνθήκη ορθογωνιότητας των σφαιρικών 

αρµονικών  

                                              *Y (Ω)Y (Ω)dΩ δ δlm l m ll mm′ ′ ′ ′=∫                                          (4.4.10) 

Οι συντελεστές Eblm′  υπολογίζονται συνεπώς από τη σχέση: 

                              
*

E scb ( , ) (r)Y (Ω) dΩ
( 1) ( )

lm

l

k
l m

l l j kr
′ ′= − ⋅

+ ∫ r E                        (4.4.11) 

Με ακριβώς παρόµοια διαδικασία προκύπτουν και οι συντελεστές Hblm′ : 

                        *0
H sc

0

µµ
b ( , ) (r)Y (Ω) dΩ

εε ( 1) ( )
lm

l

k
l m

l l j kr
′ ′= ⋅

+ ∫ r H                      (4.4.12) 

Το σκεδαζόµενο ηλεκτρικό πεδίο ωστόσο δίνεται και από τη σχέση (4.4.2), δηλαδή 

εκφράζεται και ως επαλληλία εξερχόµενων κυµάτων µε αρχή τα κέντρα των σφαιρών του 

επιπέδου. Αντικαθιστώντας την έκφραση αυτή στη σχέση (4.4.11) προκύπτουν οι 

συντελεστές Eblm′  σύµφωνα µε τη σχέση: 
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E

+E (1) *

1 0

+H (1) *

0

b ( , )
( 1) ( )

b exp( ) h ( ) ( )Y (Ω) dΩ

              b exp( ) h ( ) ( )Y (Ω) dΩ                   

l

l

l m l n l m n lm
l m l

l m l n l m n lm

k
l m

l l j kr

i
i kr

k

i kr

′+∞ +

′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′= =− ≠

′ ′ ′ ′ ′
≠

′ = − ⋅
+


⋅∇× Ω




+ ⋅ Ω 



∑ ∑ ∑∫

∑∫

n

n

|| n
R

|| n
R

r k R X

r k R X (4.4.13)        

 

Συγκρίνοντας την παραπάνω έκφραση µε τη σχέση (4.4.3) προσδιορίζονται τα στοιχεία 

των πινάκων  Ω  από τις εκφράσεις: 

EE (1) *
; ' '

0

(4.4.14)  exp( ) h ( ) ( )Y (Ω) dΩ  
( 1) ( )

lm l m l n l m n lm

l

i
i kr

l l j kr
′ ′ ′

≠

Ω = − ⋅∇× Ω
+

∑∫
n

|| n
R

r k R X

      EH (1) *
; ' '

0

 (4.4.15)exp( ) h ( ) ( )Y (Ω) dΩ      
( 1) ( )

lm l m l n l m n lm

l

k
i kr

l l j kr
′ ′ ′

≠

Ω = − ⋅ Ω
+

∑∫
n

|| n
R

r k R X  

Αντικαθιστώντας τη σχέση (4.3.9) για το σκεδαζόµενο µαγνητικό πεδίο στη σχέση 

(4.4.12), µε ακριβώς ανάλογη διαδικασία, προκύπτουν οι εκφράσεις: 

HE (1) *
; ' '

0

(4.4.16) exp( ) h ( ) ( )Y (Ω) dΩ         
( 1) ( )

lm l m l n l m n lm

l

k
i kr

l l j kr
′ ′ ′

≠

Ω = ⋅ Ω
+

∑∫
n

|| n
R

r k R X

HH (1) *
; ' '

0

(4.4.17)exp( ) h ( ) ( )Y (Ω) dΩ  
( 1) ( )

lm l m l n l m n lm

l

i
i kr

l l j kr
′ ′ ′

≠

Ω = − ⋅∇× Ω
+

∑∫
n

|| n
R

r k R X  

Παρατηρούµε ότι τα στοιχεία των πινάκων Ω  υπακούουν στις εξής σχέσεις συµµετρίας: 

                                       EE HH EΗ HΕ
; ' ' ; ' ' ; ' ' ; ' 'και    lm l m lm l m lm l m lm l mΩ = Ω Ω = −Ω                                  (4.4.18) 

γεγονός που µειώνει τους αριθµητικούς υπολογισµούς. Είναι εποµένως αρκετό να 

υπολογίσουµε τα στοιχεία EE EΗ
; ' ' ; ' 'και   lm l m lm l mΩ Ω  από τις σχέσεις (4.4.14) και (4.4.15). 

Ωστόσο, προτού προχωρήσουµε σε υπολογισµούς, το πλεγµατικό άθροισµα  της µορφής 

(1)

0

exp( ) ( ) ( )l n l m ni h kr′ ′ ′
≠

Ω∑
n

|| n
R

k R X  που εµφανίζεται στις παραπάνω σχέσεις, χρειάζεται να 

µετατραπεί σε άθροισµα εισερχόµενων κυµάτων στην αρχή των συντεταγµένων ( 0=nR ). 

Το τελευταίο επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια της παρακάτω ταυτότητας [40] 

               (1)

0 1

(4.4.19)exp( ) h ( )Y ( ) Z ( )Y ( )              
l

l m
l n l m n l m l l m

l m l

i kr j kr
′′+∞ +

′′ ′′
′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′

′′ ′′ ′′≠ = =−

Ω = Ω∑ ∑ ∑
n

|| n
R

k R  

 

όπου ορίζουµε 
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;
0

(4.4.20)Z exp( )G ( )                                                                  l m
l m l m l mi′′ ′′
′ ′ ′ ′ ′′ ′′

≠

= −∑
n

|| n n
R

k R R

( ) / 2 (1)
; n

1

4π( 1) ( 1) (4.4.21)G ( ) B ( ; ) h ( R )Y ( )  
l

l l l m m
l m l m l m l l m

l m l

lm l m k
+∞ +

′ ′′ ′′− − +
′ ′ ′′ ′′ ′ ′ − −

= =−

− − ′′ ′′− = Ω∑∑ nn RR

 (4.4.22)B ( ; ) Y ( )Y ( )Y ( )d                                                    l m lm l m l mlm l m′ ′ ′ ′ ′′ ′′−′′ ′′ = Ω Ω Ω Ω∫
 

Παρατηρούµε ότι απαιτείται ο υπολογισµός των στοιχείων του πίνακα Ζ, ο οποίος ορίζεται 

από τη σχέση (4.4.20). Ο πίνακας Ζ είναι γνωστός από τη θεωρία περίθλασης ηλεκτρονίων 

χαµηλής ενέργειας (Low Energy Electron Diffraction-LEED) και κώδικες υπολογισµού 

του υπάρχουν διαθέσιµοι στη βιβλιογραφία εδώ και αρκετά χρόνια [41], γεγονός που 

επιτρέπει τον άµεσο αριθµητικό υπολογισµό του. Λόγω της σχέσεως ορισµού των 

διανυσµατικών σφαιρικών αρµονικών 

( ) ( )1 1 1 1ˆ ˆ ˆ        ( 1) α Y β Y α Y β Y Y               (4.4.23)lm lm lm lm lm lm lm lm lm lml l i m+ − + −+ = + − − +X x y z

 

όπου 
1

α ( )( 1)
2lm l m l m= − + +  και 

1
β ( )( 1)

2lm l m l m= + − + , η σχέση (4.4.19) 

διαµορφώνεται ανάλογα αν οι συναρτήσεις Υlm αντικατασταθούν από τις lmX , οπότε 

προκύπτει η σχέση: 

 

( )

( )

(1)

0

1 1
1

1 1

exp( ) ( ) ( )

1
ˆ α Z β Z ( )Y ( )

( 1)

ˆ α Z β Z ( )Y (

l n l m n

l
l m l m

l m l m l m l m l l m
l m l

l
l m l m

l m l m l m l m l l m
m l

i h kr

j kr
l l

i j kr

′ ′ ′
≠

′′+∞ +
′′ ′′ ′′ ′′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′+ −
′′ ′′ ′′= =−

′′+
′′ ′′ ′′ ′′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′+ −
′′ ′′=−

Ω =


= ⋅ + Ω

′ ′ + 

− ⋅ −

∑

∑ ∑

∑

n

|| n
R

k R X

x

y
1

 (4.4.24)ˆ) Z ( )Y ( )    l m
l m l l m

l

m j kr
+∞

′′ ′′
′ ′ ′′ ′′ ′′

′′=

′Ω + Ω 


∑ z

 

Ο προσδιορισµός των στοιχείων των πινάκων EE
; ' 'lm l mΩ  και EΗ

; ' 'lm l mΩ  από τις σχέσεις (4.4.14) 

και (4.4.15) πραγµατοποιείται µετά από εκτενείς υπολογισµούς, οι οποίοι παρατίθενται στο 

Παράρτηµα Β, καταλήγοντας στις ακόλουθες εκφράσεις  

( )EE 1 1
; ' ' 1 1 1 1 (4.4.25)

1
       2α β Z 2α β Z Z        

( 1) ( 1)
lm lm lm

lm l m l m lm l m lm l m l m l mm m
l l l l

+ −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − − ′Ω = + +

′ ′+ +

( )EH 1, 1 1, 1 1,
; ' ' 1 1 (4.4.26)

2 1
     2α γ Z 2β γ Z ζ Z     

( 1) ( 1)
m m l m m m l m m l m

lm l m l l l m l l l m l l m

l
m

l l l l
′ ′− − + − − −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ −

+ ′Ω = − + −
′ ′+ +
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όπου 
( )( ) 1 ( )( 1)

ζ ,    γ
(2 1)(2 1) 2 (2 1)(2 1)

m m
l l

l m l m l m l m

l l l l

+ − + + −
= =

− + − +
. 

Παρατηρούµε ότι ο προσδιορισµός των στοιχείων του πίνακα Ω ανάγεται τελικά στον 

υπολογισµό του πίνακα Ζ, για τον οποίο υπάρχουν διαθέσιµοι κώδικες υπολογισµού στη 

βιβλιογραφία εδώ και αρκετά χρόνια, επιτρέποντας τον άµεσο αριθµητικό υπολογισµό του. 

Μάλιστα, ο υπολογισµός των στοιχείων του πίνακα Ζ διευκολύνεται εφαρµόζοντας την 

παρακάτω ιδιότητα [41] 

                                  εκτός και αν l m+ άρτιος και  l m′ ′+ άρτιος 

        ;Z 0lm l m′ ′ =                                                                                                           (4.4.27) 

                                  ή  l m+ περιττός και  l m′ ′+  περιττός 

Από την παραπάνω σχέση συνεπάγεται για τα στοιχεία του πίνακα Ω ότι    

                                  εκτός και αν l m+ άρτιος και  l m′ ′+ άρτιος 

        
ΕΕ

; 0lm l m′ ′Ω =                                                                                                            

                                  ή  l m+ περιττός και  l m′ ′+  περιττός 
                                                                                                                                      (4.4.28) 
                                  εκτός και αν l m+ άρτιος και  l m′ ′+  περιττός 

        
ΕΗ

; 0lm l m′ ′Ω =                                                                                                            

                                  ή  l m+ περιττός και  l m′ ′+  άρτιος 
 
Επίσης, όπως προναφέρθηκε, τα στοιχεία των πινάκων Ω υπακούουν στις εξής σχέσεις 

συµµετρίας: 

EE HH EΗ HΕ
; ' ' ; ' ' ; ' ' ; ' 'και    lm l m lm l m lm l m lm l mΩ = Ω Ω = −Ω   

γεγονός που µειώνει περαιτέρω τους υπολογισµούς και µας επιτρέπει να υπολογίσουµε 

µόνο τα στοιχεία  EE EΗ
; ' ' ; ' 'και   lm l m lm l mΩ Ω .  
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4.5  Προσδιορισµός των συντελεστών ανάκλασης και µετάδοσης από ένα 

επίπεδο σφαιρών  

 

Στην ενότητα 4.3 περιγράφηκε αναλυτικά η διαδικασία προσδιορισµού των συντελεστών 

ανάπτυξης του σκεδαζόµενου ηλεκτροµαγνητικού πεδίου από ένα επίπεδο διηλεκτρικών 

σφαιρών (σχέση 4.3.16), καταλήγοντας στο συµπέρασµα ότι το σκεδαζόµενο κύµα 

εξαρτάται από τις ιδιότητες σκέδασης της µεµονωµένης σφαίρας, τις σταθερές δοµής της 

διάταξης (πίνακες Ω), που περιγράφουν ουσιαστικά το φαινόµενο της πολλαπλής 

σκέδασης, καθώς και από τους συντελεστές ανάπτυξης του προσπίπτοντος πεδίου. Επίσης, 

αναλυτικοί τύποι για τους πίνακες Ω και λεπτοµέρειες για τον υπολογισµό τους 

παρουσιάστηκαν στην ενότητα 4.4 του παρόντος κεφαλαίου.  

Εντούτοις, για να γίνει καλύτερα αντιληπτό το φαινόµενο της πολλαπλής σκέδασης από το 

επίπεδο σφαιρών, χρειάζεται να προσδιοριστούν οι συντελεστές ανάκλασης και 

µετάδοσης, οι οποίοι γενικά µπορούν να µετρηθούν και πειραµατικά. Για το σκοπό αυτό 

είναι αναγκαία η περιγραφή των Η/Μ πεδίων ως υπέρθεση επιπέδων κυµάτων. Ξεκινώντας 

από το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο, που είναι ένα επίπεδο κύµα της µορφής 

                                               in ( ) exp( )                                                      (4.5.1)i= 0E r E kr  

µπορούµε πάντοτε να γράψουµε τη συνιστώσα του κυµατανύσµατος που είναι παράλληλη 

προς το επίπεδο xy (επίπεδο των σφαιρών) ως εξής 

                                                        || ||                                                            (4.5.2)′= +q k g  

όπου το κυµατάνυσµα ||k  βρίσκεται εντός της ζώνης Brillouin [36] και ′g  είναι κάποιο 

κατάλληλο διάνυσµα του αντιστρόφου πλέγµατος, που αντιστοιχεί στο διδιάστατο 

τετραγωνικό πλέγµα Bravais των σφαιρών. Το κυµατάνυσµα του προσπίπτοντος πεδίου, µε 

δεδοµένο µέτρο k και δεδοµένο ||q , γράφεται στη µορφή: 

                                  ( )
1/ 222

|| ||,                                          (4.5.3)k±
′
  ′ ′= + ± − +    

gK k g k g  

όπου το πρόσηµο +/– καθορίζει το πρόσηµο της συνιστώσας z του κυµατανύσµατος. Το 

θετικό (αρνητικό) πρόσηµο επιλέγεται για πρόσπτωση του κύµατος από τα αριστερά 

(δεξιά) του επιπέδου των σφαιρών. Σηµειώνουµε ότι σε περίπτωση που ( )22
||k ′< +k g  

προκύπτει ένα φθίνον κύµα, διαφορετικά έχουµε ένα διαδιδόµενο επίπεδο κύµα. Συνεπώς, 

το ηλεκτρικό πεδίο του προσπίπτοντος κύµατος γράφεται στη µορφή 
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                           in 0θ 0φ
ˆ ˆ( ) E exp( ) E exp( )                            (4.5.4)i i± ±

′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅g gE r K r θ K r φ  

όπου τα µοναδιαία διανύσµατα θ̂ ,φ̂  είναι κάθετα στο διάνυσµα ±
′gK . Με τον τρόπο αυτό 

το ηλεκτρικό πεδίο αναπτύσσεται σε εγκάρσια επίπεδα κύµατα πόλωσης p και s, δηλαδή 

πολωµένα κατά µήκος των θ̂  και φ̂  αντίστοιχα. 

Το σκεδαζόµενο ηλεκτρικό πεδίο από το επίπεδο των σφαιρών είναι εκφρασµένο ως 

ανάπτυγµα σφαιρικών κυµάτων σύµφωνα µε τη σχέση: 

+E (1)
sc

1

( ) b exp( ) h ( ) ( )
l

lm l n lm n
l m l

i
i kr

k

+∞ +

= =−


= ∇× ⋅ Ω


∑∑ ∑

n

|| n
R

E r k R X  

                                                     +H (1)

0

 b exp( ) h ( ) ( )               (4.5.5)lm l n lm ni kr
≠

+ ⋅ Ω 


∑
n

|| n
R

k R X   

Προκειµένου να εκφραστεί ως υπέρθεση επιπέδων κυµάτων, γίνεται χρήση της παρακάτω 

ταυτότητας [40] 

               (1)

0 gz

2π( )
exp( ) ( ) ( ) ( )exp( )             (4.5.6)

A K

l

l n lm n lm

i
i h kr i

k +

−
⋅ Υ Ω = Υ Ω ⋅∑ ∑ ±

g
n

±
|| n gK

R g

k R K r  

όπου {g} το σύνολο των διανυσµάτων του αντιστρόφου πλέγµατος και Α0 το εµβαδόν της 

θεµελιώδους κυψελίδας του τετραγωνικού πλέγµατος Bravais των σφαιρών. Το θετικό 

(αρνητικό) πρόσηµο στο κυµατάνυσµα ±
gK  επιλέγεται για  z > 0 (z < 0). Σηµειώνουµε 

επίσης ότι η συνιστώσα gzK  µπορεί να είναι είτε πραγµατική είτε φανταστική. 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (4.5.6) σε συνδυασµό µε τη σχέση ορισµού των 

διανυσµατικών σφαιρικών αρµονικών (4.4.23) 

[ ]
[ ]

1 1

1 1

ˆ( 1) ( ) α Y ( ) β Y ( )

ˆ ˆ                           α Y ( ) β Y ( ) Y ( )

lm lm lm lm lm

lm lm lm lm lm

l l

i m

+ −

+ −

+ Ω = Ω + Ω

− Ω − Ω + Ω

X x

y z
 

λαµβάνουµε την ταυτότητα 

                         (1)exp( ) ( ) ( ) ( )exp( )               (4.5.7)l n lm n lmi h kr i⋅ Ω = ⋅∑ ∑
n

± ±
|| n g g

R g

k R X A K K r  

όπου ορίζουµε 

                                              
0 gz

2π( )
( ) ( )                                      (4.5.8)

A K

l

lm lm

i

k +

−
= Ω ±

g

±
g K

A K X  

Αποδεικνύεται επίσης ότι [38]  

            (1)exp( ) ( ) ( ) ( )exp( )            (4.5.9)l n lm n lmi h kr i i∇× ⋅ Ω = × ⋅∑ ∑
n

± ± ±
|| n g g g

R g

k R X K A K K r  
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οπότε µε αντικατάσταση των σχέσεων (4.5.8) και (4.5.9) στη σχέση (4.5.5), προκύπτει το 

σκεδαζόµενο ηλεκτρικό πεδίο ως υπέρθεση επιπέδων κυµάτων 

                        E +E H +H
sc

1

( ) ( )b ( )b exp( )               (4.5.10)
l

lm lm lm lm
l m l

i
+∞ +

= =−

 = + ⋅ ∑∑∑ ± ± ±
g g g

g

E r A K A K K r  

            όπου   H

0 gz

2π( )
( ) ( )

A K

l

lm lm

i

k +

−
= Ω ±

g

±
g K

A K X ,   E H( ) ( )            (4.5.11)lm lmk
= − ×

±
g± ±

g g

K
A K A K   

Οι συνιστώσες των συντελεστών P ( )lm
±
gΑ K , P = E,H µπορούν να εκφραστούν στο σφαιρικό 

σύστηµα συντεταγµένων µε αντικατάσταση της αντίστοιχης έκφρασης για τις 

διανυσµατικές σφαιρικές αρµονικές (ενότητα 4.1), καταλήγοντας στις εξής σχέσεις: 

{E φ 1 φ 1

0 gz

2π( ) ˆ( ) α ( ) α ( )
A K ( 1)

l
m i m m i m

lm l l l l

i
i e e

k l l
− − − +

+

−  = ⋅ Υ Ω − Υ Ω  +
±
g ± ±

g gK KA K θ  

}φ 1 φ 1ˆ α cosθ ( ) α cosθ ( ) sinθ ( )              (4.5.12)m i m m i m m
l l l l le e m− − − + − ⋅ Υ Ω + Υ Ω − Υ Ω  ± ± ±

g g gK K Kφ

{H φ 1 φ 1

0 gz

2π( )
ˆ( ) α ( ) α ( )

A K ( 1)

l
m i m m i m

lm l l l l

i
i e e

k l l
− − − +

+

−  = ⋅ Υ Ω − Υ Ω  +
±
g ± ±

g gK KA K φ

}φ 1 φ 1ˆ α cosθ ( ) α cosθ ( ) sinθ ( )              (4.5.13)m i m m i m m
l l l l le e m− − − + + ⋅ Υ Ω + Υ Ω − Υ Ω  ± ± ±

g g gK K Kθ  

όπου µε θ,φ υποδηλώνουµε τις γωνιακές µεταβλητές του κυµατανύσµατος ±
gK . 

Παρατηρούµε ότι το σκεδαζόµενο πεδίο αποτελείται γενικά από διαφορετικές 

περιθλώµενες δέσµες, οι οποίες αντιστοιχούν σε διαφορετικά διανύσµατα του αντιστρόφου 

πλέγµατος g. Εντούτοις, µόνο οι δέσµες για τις οποίες η συνιστώσα gzK  είναι πραγµατικός 

αριθµός συνιστούν διαδιδόµενες λύσεις, αφού σε αντίθετη περίπτωση πρόκειται για 

φθίνοντα κύµατα. Σηµειώνουµε επίσης ότι οι συντελεστές +Eblm  και +Hblm  εξαρτώνται από το 

προσπίπτον επίπεδο κύµα, όπως προέκυψε από την ανάλυση της ενότητας  4.3, µε βάση 

την παρακάτω σχέση προσδιορισµού  

                                 

1 E 0E EE E EH
E E

H HE H HH H 0
H H

a   
                            (4.5.14)

     a

−
    − Ω − Ω

=        − Ω − Ω    

+

+

b TI T T

b T I T T
 

όπου 0
Ea , 0

Ha  οι συντελεστές ανάπτυξης του προσπίπτοντος πεδίου, οι οποίοι µπορούν να 

εκφραστούν άµεσα συναρτήσει των συνιστωσών του inE : 

                                                 0P 0Pa ,  P E,H                                             (4.5.15)lm lm= ⋅ =0A E  

όπου  0θ 0φ
ˆ ˆE Ε= ⋅ + ⋅0E θ φ   και 
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{
1

0E φ 1 φ 14 ( 1) ˆ( ) α Υ ( ) α Υ ( )
( 1)

l m
m i m m i m

lm l l l l

i
i e e

l l

π +
− − − − − +

′ ′′
−  = ⋅ Ω − Ω + g gg K KA K θ                              

}φ 1 φ 1ˆ α cosθ Υ ( ) α cosθ Υ ( ) sinθΥ ( )        (4.5.16)m i m m i m m
l l l l le e m− − − − − + −

′ ′ ′
 − ⋅ Ω + Ω + Ω g g gK K Kφ  

{
1

0H φ 1 φ 14 ( 1)
ˆ( ) α Υ ( ) α Υ ( )

( 1)

l m
m i m m i m

lm l l l l

i
i e e

l l

π +
− − − − − +

′ ′′
−  = ⋅ Ω − Ω + g gg K KA K φ              

}φ 1 φ 1ˆ   α cosθ Υ ( ) α cosθ Υ ( ) sinθΥ ( )         (4.5.17)m i m m i m m
l l l l le e m− − − − − + −

′ ′ ′
 + ⋅ Ω + Ω + Ω g g gK K Kθ     

µε το διάνυσµα ′g  του αντιστρόφου πλέγµατος να αντιστοιχεί στο προσπίπτον πεδίο, ενώ 

µε θ,φ συµβολίζονται οι γωνιακές µεταβλητές του διανύσµατος ′gK . Οι συντελεστές 

ανάπτυξης του σκεδαζόµενου ηλεκτρικού πεδίου από το επίπεδο των σφαιρών είναι 

εποµένως δυνατό να γραφούν συναρτήσει του προσπίπτοντος πεδίου 

                                                     +P +Pb ,  P E,H                                          (4.5.18)lm lm= ⋅ =0B E  

όπου οι συντελεστές +P
lmB  προκύπτουν από τη σχέση (4.5.12) αν οι 

0
Ea ,

0
Ha  στο δεξί µέλος 

αντικατασταθούν από τους 0EA , 0HA αντίστοιχα, δηλαδή 

                                  

1E E EE E EH E 0E

H H HE H HH H 0H

   
                     (4.5.19)

     

−+

+

     − Ω − Ω
=          − Ω − Ω     

B I T T T A

B T I T T A
 

Στη συνέχεια θα προσδιορίσουµε τους συντελεστές ανάκλασης και µετάδοσης όταν ένα 

επίπεδο κύµα προσπέσει στο επίπεδο των σφαιρών από τα αριστερά (Σχήµα 4.1α). 

                             

                              (α)                                                               (β) 

Σχήµα 4.1: Σκέδαση επιπέδου Η/Μ κύµατος από ένα επίπεδο σφαιρών στη θέση z=0.  

           (α) Πρόσπτωση από τα αριστερά  (β) Πρόσπτωση από τα δεξιά 
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Τότε το ανακλώµενο κύµα θα είναι το σκεδαζόµενο µε κατεύθυνση διάδοσης προς τα 

αριστερά, δηλαδή στην περιοχή όπου z < 0. Από τη σχέση (4.5.10) προκύπτει ότι 

                         E +E H +H

1
sc( ) ( )b ( )b exp( )              (4.5.20)

l

lm lm lm lm
l m l

i
+∞ +

− − −

= =−

−  = + ⋅ ∑∑∑ g g g
g

E r A K A K K r  

Λόγω της σχέσης (4.5.16) είναι 

                              +P +P +P
;θ 0θ ;φ 0φb B ( )E B ( )E  , P E, H                       (4.5.21)lm lm lm

+ +
′ ′= + =g gΚ Κ  

Σηµειώνεται ότι οι συνιστώσες των συντελεστών +P( )lm
+
′gB K  προκύπτουν από τις σχέσεις 

(4.5.19) και (4.5.17) και εξαρτώνται άµεσα από το προσπίπτον επίπεδο κύµα µέσω του 

κυµατανύσµατος +
′gΚ , όπου το θετικό πρόσηµο εµφανίζεται λόγω της πρόσπτωσης του 

κύµατος από τα αριστερά. Αντικαθιστώντας στη σχέση (4.5.18)  προκύπτει ότι 

( )

( )

Ε Ε Ε

;θ ;θ 0θ ;φ 0φ
1

Η Η Η

;θ ;θ 0θ ;φ 0φ

sc
ˆ( ) ( ) B ( ) Ε B ( ) Ε

                               ( ) B ( )Ε B ( ) Ε exp( )

l

lm lm lm
l m l

lm lm lm i

+∞ +
− + + + +

′ ′
= =−

− + + + + −
′ ′

− = ⋅ Α ⋅ + ⋅

+ Α ⋅ + ⋅ ⋅

∑∑∑ g g g
g

g g g g

E r θ K K K

K K K K r
 

            
( )

( )

Ε Ε Ε

;φ ;θ 0θ ;φ 0φ
1

Η Η Η

;φ ;θ 0θ ;φ 0φ

ˆ ( ) B ( ) Ε B ( ) Ε

                    ( ) B ( )Ε B ( ) Ε exp( )

l

lm lm lm
l m l

lm lm lm i

+∞ +
− + + + +

′ ′
= =−

− + + + + −
′ ′

+ ⋅ Α ⋅ + ⋅

+ Α ⋅ + ⋅ ⋅

∑∑∑ g g g
g

g g g g

φ K K K

K K K K r
 

{

}

Ε Ε Η Η

;θ ;θ ;θ ;θ 0θ
1

Ε Ε Η Η

;θ ;φ ;θ ;φ 0φ

sc
ˆ( ) ( )B ( ) ( )B ( ) Ε

                               ( )B ( ) ( )B ( )Ε exp( )

l

lm lm lm lm
l m l

lm lm lm lm i

+∞ +
− + + − + +

′ ′
= =−

− + + − + + −
′ ′

−  = ⋅ Α + Α ⋅ 

 + Α + Α ⋅ ⋅ 

∑∑∑ g g g g
g

g g g g g

E r θ K K K K

K K K K K r

{

}

Ε Ε Η Η

;φ ;θ ;φ ;θ 0θ
1

Ε Ε Η Η

;φ ;φ ;φ ;φ 0φ

ˆ          ( )B ( ) ( )B ( ) Ε

              ( )B ( ) ( )B ( ) Ε exp( )             (4.5.22)

l

lm lm lm lm
l m l

lm lm lm lm i

+∞ +
− + + − + +

′ ′
= =−

− + + − + + −
′ ′

 + ⋅ Α + Α ⋅ 

 + Α + Α ⋅ ⋅ 

∑∑∑ g g g g
g

g g g g g

φ K K K K

K K K K K r

 

Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση το ανακλώµενο κύµα αποτελείται από πλήθος 

περιθλώµενων δεσµών και εκφράζεται ως ανάπτυγµα εγκάρσιων επιπέδων κυµάτων 

(πολωµένων κατά θ̂  και φ̂ ). Η κάθε συνιστώσα του ανακλώµενου κύµατος είναι µε τη 

σειρά της άθροισµα δύο όρων, καθένας από τους οποίους είναι ανάλογος της αντίστοιχης 

συνιστώσας του αρχικού προσπίπτοντος κύµατος. Μπορούµε εποµένως να ορίσουµε τα 

στοιχεία του πίνακα ανάκλασης από το επίπεδο των σφαιρών και να γράψουµε την 

έκφραση για το ανακλώµενο κύµα σε πιο συνεπτυγµένη µορφή ως εξής 
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( )

( )

0θ 0φ

0θ 0φ

sc gθ;g'θ gθ;g'φ

gφ;g'θ gφ;g'φ

ˆ( ) Ε Ε exp( )

ˆ          Ε Ε exp( )

i

i

−

−

− −+ −+

−+ −+

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

Μ Μ

Μ Μ

∑

∑

g
g

g
g

E r θ K r

φ K r
                                              (4.5.23) 

όπου µε g ;g'i i
−+

′Μ  συµβολίζεται ο συντελεστής ανάκλασης κατά την i διεύθυνση λόγω 

πρόσπτωσης του κύµατος κατά την i′  διεύθυνση. Συνεπώς, οι συντελεστές ανάκλασης για 

πρόσπτωση από τα αριστερά του επιπέδου των σφαιρών δίνονται από τη σχέση 

                       Ε Ε Η Η

; ; ; ;
1

g ;g' ( )B ( ) ( )B ( )                 (4.5.24)
l

lm i lm i lm i lm i
l m l

i i

+∞ +
− + + − + +

′ ′ ′ ′
= =−

−+
′  = Α + Α Μ ∑∑ g g g gK K K K  

όπου { }( , ) (θ,θ), (θ,φ), (φ,θ), (φ,φ)i i′ =  

Το µεταδιδόµενο κύµα αποτελείται από το προσπίπτον και το σκεδαζόµενο κύµα µε 

κατεύθυνση διάδοσης από τα αριστερά προς τα δεξιά, εποµένως γράφεται στη µορφή 

{

}

Ε Ε Η Η

tr ;θ ;θ ;θ ;θ 0θ
1

Ε Ε Η Η

;θ ;φ ;θ ;φ 0φ 0θ

0φ

scin
ˆ( ) ( )B ( ) ( )B ( ) Ε

ˆ( )B ( ) ( )B ( ) Ε exp( ) E exp( )

ˆ E exp( )

l

lm lm lm lm
l m l

lm lm lm lm i i

i

+∞ +
+ + + + + +

′ ′
= =−

+ + + + + + + +
′ ′ ′

+
′

+ + +  = + = ⋅ Α + Α ⋅ 

 + Α + Α ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 

+ ⋅ ⋅

∑∑∑ g g g g
g

g g g g g g

g

E r E E θ K K K K

K K K K K r θ K r

φ K r {

}

Ε Ε Η Η

;φ ;θ ;φ ;θ 0θ
1

Ε Ε Η Η

;φ ;φ ;φ ;φ 0φ

ˆ ( )B ( ) ( )B ( ) Ε

( )B ( ) ( )B ( ) Ε exp( )                            (4.5.25)

l

lm lm lm lm
l m l

lm lm lm lm i

+∞ +
+ + + + + +

′ ′
= =−

+ + + + + + +
′ ′

 + ⋅ Α + Α ⋅ 

 + Α + Α ⋅ ⋅ 

∑∑∑ g g g g
g

g g g g g

φ K K K K

K K K K K r

 

Συνεπώς, οι συντελεστές µετάδοσης για πρόσπτωση από τα αριστερά του επιπέδου των 

σφαιρών δίνονται από τη σχέση 

              Ε Ε Η Η

gg ; ; ; ;
1

g ;g' δ δ ( )B ( ) ( )B ( )           (4.5.26)
l

ii lm i lm i lm i lm i
l m l

i i

+∞ +
+ + + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′
= =−

++
′  = + Α +Α Μ ∑∑ g g g gK K K K  

Με παρόµοιο τρόπο ορίζονται τα στοιχεία των πινάκων ανάκλασης g ;gi i
+−

′ ′Μ και µετάδοσης 

g ;gi i
−−

′ ′Μ  για ένα επίπεδο κύµα που προσπίπτει στο επίπεδο των σφαιρών από τα δεξιά 

(Σχήµα  4.1(β)). Αποδεικνύεται µάλιστα ότι οι πίνακες ανάκλασης και µετάδοσης 

υπακούουν στις παρακάτω σχέσεις συµµετρίας [34]: 

                  g ;g g ;g g ;g g ;g,      ( , ) (θ,θ), (φ,φ)                (4.5.27)i i i i i i i i i i−− ++ −+ +−
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =Μ Μ Μ Μ  

              g ;g g ;g g ;g g ;g,      ( , ) (θ,φ), (φ,θ)               (4.5.28)i i i i i i i i i i−− ++ −+ +−
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − =Μ Μ Μ Μ  

Από τις (4.5.24) και (4.5.26) παρατηρούµε ότι τελικά οι πίνακες ανάκλασης και µετάδοσης 

από ένα επίπεδο περιοδικά διατεταγµένων σφαιρών εξαρτώνται από τους συντελεστές 

ανάπτυξης του σκεδαζόµενου πεδίου PBlm
+ , που υπολογίζονται από τη σχέση (4.5.19), 

καθώς και από τους συντελεστές P
lmΑ  (P = Ε,Η), µε τη βοήθεια των οποίων το πεδίο 
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εκφράζεται ως υπέρθεση επιπέδων κυµάτων και οι οποίοι υπολογίζονται άµεσα από τις 

σχέσεις (4.5.12) και (4.5.13).  

 

4.6   Σκέδαση από περισσότερα επίπεδα – ∆ηµιουργία µεταϋλικού 

 

Στις προηγούµενες ενότητες µελετήθηκε το φαινόµενο της πολλαπλής σκέδασης από ένα 

επίπεδο περιοδικά διατεταγµένων σφαιρών. Ωστόσο, για τη δηµιουργία µεταϋλικού 

απαιτείται η περιοδική επανάληψη µίας δοµικής µονάδας, η οποία µε τη σειρά της θα 

αποτελείται από δύο είδη σφαιρών διαφορετικής ακτίνας, αλλά από το ίδιο υλικό, το οποίο 

πρέπει να έχει πολύ υψηλή διηλεκτρική σταθερά για τη δηµιουργία έντονου 

ηλεκτροµαγνητικού συντονισµού.  Όπως περιγράφηκε και στο κεφάλαιο 3 της παρούσας 

διατριβής, επιλέγοντας κατάλληλα τις ακτίνες των δύο σφαιρών, έτσι ώστε να συµπίπτουν 

η συχνότητα µαγνητικού συντονισµού των σφαιρών µικρής ακτίνας µε τη συχνότητα 

ηλεκτρικού συντονισµού των σφαιρών µεγάλης ακτίνας, επιτυγχάνονται ταυτόχρονα στο 

ίδιο εύρος συχνοτήτων αρνητική µαγνητική διαπερατότητα και αρνητική διηλεκτρική 

σταθερά για το σύνολο της δοµής, συνεπώς οδηγούµαστε στη δηµιουργία µίας δοµής µε 

αρνητικό δείκτη διάθλασης (δηµιουργία µεταϋλικού). Ο σχεδιασµός της δοµής του 

µεταϋλικού συνίσταται εποµένως στην επαλληλία εναλλασσόµενων επιπέδων από 

σφαίρες, έτσι ώστε σε κάθε επίπεδο οι σφαίρες να έχουν την ίδια ακτίνα, αλλά στο αµέσως 

επόµενο επίπεδο η ακτίνα των σφαιρών να είναι διαφορετική (Σχήµα 4.2). Η δοµική 

µονάδα του metamaterial αποτελείται δηλαδή από δύο επίπεδα σφαιρών διαφορετικής 

ακτίνας.  

 
Σχήµα 4.2: Ενδεικτική απεικόνιση του µεταϋλικού που προκύπτει ως επαλληλία επιπέδων σφαιρών.  
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Στην προηγούµενη ενότητα προσδιορίστηκαν αναλυτικά οι συντελεστές ανάκλασης και 

µετάδοσης από ένα επίπεδο σφαιρών. Στην παρούσα ενότητα ο προσδιορισµός των 

παραπάνω συντελεστών θα αναφέρεται σε ένα ζεύγος επιπέδων σφαιρών, που αποτελεί τη 

δοµική µονάδα του µεταϋλικού. Ο υπολογισµός των πινάκων ανάκλασης και µετάδοσης 

για το σύνθετο πλακίδιο που αποτελείται από το ζεύγος επιπέδων σφαιρών διευκολύνεται 

αν τα επίπεδα κύµατα αριστερά ενός δεδοµένου επιπέδου σφαιρών εκφραστούν σε σχέση 

µε µια αρχή συντεταγµένων Αl στα αριστερά του επιπέδου, σε θέση –dl από το κέντρο του 

επιπέδου αυτού και τα κύµατα δεξιά του επιπέδου σε σχέση µε µια αρχή συντεταγµένων 

Αr στα δεξιά του επιπέδου, σε θέση dr από το κέντρο του επιπέδου. Η επιλογή των 

διανυσµάτων ( )l nd και ( )r nd  για το n-οστό στοιχείο γενικά είναι αυθαίρετη, αλλά θα 

πρέπει να είναι τέτοια ώστε οι αρχές των συντεταγµένων ( )r nA και ( 1)l n+A µεταξύ των 

διαδοχικών στοιχείων n και  n+1 να συµπίπτουν, όπως απεικονίζεται σε τοµή στο Σχήµα 

4.3. 

 
Σχήµα 4.3: Σκέδαση από ένα ζεύγος επιπέδων σφαιρών 

 

Τα στοιχεία των πινάκων ανάκλασης και µετάδοσης για ένα επίπεδο σφαιρών, που 

προσδιορίστηκαν στην προηγούµενη ενότητα, τροποποιούνται σύµφωνα µε τις παραπάνω 

συµβάσεις για τις αρχές των συντεταγµένων ως εξής [39] 

    I
; ;Q M exp[ ( )]gi g i gi g i r li++
′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅+ +

g gK d K d  

    II
; ;Q M exp[ ( )]gi g i gi g i r ri+− −
′ ′ ′ ′ ′= ⋅ − ⋅+

g gK d K d  

     III
; ;Q M exp[ ( )]gi g i gi g i l li−+ −
′ ′ ′ ′ ′= − ⋅ − ⋅+

g gK d K d  

                                          IV; ;Q M exp[ ( )]gi g i gi g i l ri−− − −
′ ′ ′ ′ ′= − ⋅ + ⋅g gK d K d                            (4.6.1) 

Οι πίνακες διέλευσης και ανάκλασης για δύο επίπεδα σφαιρών λαµβάνονται συνδυάζοντας 

τους αντίστοιχους πίνακες για κάθε επίπεδο, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.4. Οι 
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ακριβείς εκφράσεις για τους πίνακες ( , 1)n n +Q  ενός ζεύγους στοιχείων προκύπτουν 

εφαρµόζοντας την αρχή της πολλαπλής σκέδασης. Για παράδειγµα, ο πίνακας διέλευσης 

I ( , 1)n n +Q  προκύπτει µε παρατήρηση του Σχήµατος 4.4 (α), θεωρώντας ένα κύµα που 

προσπίπτει από τα αριστερά στο n-οστό στοιχείο και τελικά µεταδίδεται στο n+1 στοιχείο. 

Η µετάδοση αυτή µπορεί να γίνει είτε απευθείας, χωρίς ενδιάµεσες ανακλάσεις, είτε µετά 

από µία ανάκλαση στο χώρο µεταξύ των δύο επιπέδων, είτε µετά από 2 ή και περισσότερες 

ενδιάµεσες ανακλάσεις. Υπάρχει δηλαδή και το ενδεχόµενο να µεσολαβούν άπειρες 

ανακλάσεις µεταξύ των επιπέδων.                               

   
                                       (α )                                                                                      (β ) 

Σχήµα 4.4: Οι πίνακες σκέδασης δύο διαδοχικών στοιχείων προκύπτουν από τους αντίστοιχους πίνακες κάθε 

στοιχείου . 

 

Τα παραπάνω εκφράζονται µαθηµατικά ως εξής 

{ }

I I I I II III I

I II III 2 I I II III 3 I

I II III II III 2 II III 3 I

( , 1) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1)[ ( ) ( 1)] ( ) ( 1)[ ( ) ( 1)] ( ) ...

( 1) I ( ) ( 1) [ ( ) ( 1)] [ ( ) ( 1)] ... ( )

n n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n n n n n

+ = + + + +

+ + + + + + + =

= + + + + + + + +

Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q Q

       

                             I I II III 1 I( , 1) ( 1)[I ( ) ( 1)] ( )                    (4.6.2)n n n n n n−⇒ + = + − +Q Q Q Q Q  

Οµοίως, προκύπτει ο πίνακας διέλευσης IV ( , 1)n n +Q  που αντιστοιχεί σε πρόσπτωση από 

τα δεξιά 

                          IV IV III II 1 IV( , 1) ( )[I ( 1) ( )] ( 1)                      (4.6.3)n n n n n n−+ = − + +Q Q Q Q Q  

Με ανάλογη διαδικασία προκύπτουν οι πίνακες ανάκλασης II ( , 1)n n +Q και III ( , 1)n n +Q , 

οι οποίοι αναφέρονται σε πρόσπτωση από τα δεξιά και τα αριστερά αντίστοιχα. 
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{ }

II II I II IV I II III II IV

I II III II 2 IV

II I II III II III II 2 IV

( , 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( )[ ( 1) ( )] ( 1) ...

( 1) ( 1) ( ) I ( 1) ( ) [ ( 1) ( )] ... ( 1)

n n n n n n n n n n n

n n n n n

n n n n n n n n

+ = + + + + + + + +

+ + + + + =

= + + + + + + + + +

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q Q

 

όπου ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στην απευθείας ανάκλαση, ο δεύτερος όρος σε µία 

ενδιάµεση ανάκλαση, ο τρίτος όρος σε 2 ενδιάµεσες ανακλάσεις µεταξύ των επιπέδων κλπ. 

Τελικά λαµβάνουµε την έκφραση  

           II II I II III II 1 IV( , 1) ( 1) ( 1) ( )[I ( 1) ( )] ( 1)        (4.6.4)n n n n n n n n−+ = + + + − + +Q Q Q Q Q Q Q  

Αντίστοιχα, ο πίνακας ανάκλασης για πρόσπτωση από τα αριστερά προκύπτει 

                III III IV III II III 1 I( , 1) ( ) ( ) ( 1)[I ( ) ( 1)] ( )          (4.6.5)n n n n n n n n−+ = + + − +Q Q Q Q Q Q Q  

 

Όλοι οι παραπάνω πίνακες προϋποθέτουν ότι τα επίπεδα σφαιρών έχουν την ίδια 

περιοδικότητα. Σηµειώνουµε επίσης ότι τα κύµατα αριστερά (δεξιά) του ζεύγους των 

στοιχείων αναπτύσσονται σε επίπεδα κύµατα σύµφωνα µε µια αρχή σε θέση 

d ( )l n− [ d ( 1)]r n+ + από το κέντρο του n-οστού [(n+1)-οστού] στοιχείου (Σχήµα 4.3). 

Η διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω είναι δυνατό να εφαρµοστεί για τον 

προσδιορισµό των πινάκων διέλευσης και ανάκλασης µίας σύνθετης δοµής, η οποία θα 

αποτελείται από έναν πεπερασµένο αριθµό επαναλαµβανόµενων σύνθετων πλακιδίων και 

θα εµφανίζει στο σύνολό της συµπεριφορά µεταϋλικού. Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι η 

πλάκα αποτελείται από 2Ν πλακίδια, καθένα από τα οποία περιέχει δύο επίπεδα σφαιρών 

διαφορετικής ακτίνας, είναι δυνατό να προσδιορίσουµε τους αντίστοιχους πίνακες 

σκέδασης Q εφαρµόζοντας µία µέθοδο διπλασιασµού του αριθµού των πλακιδίων. Αρχικά 

υπολογίζουµε τα στοιχεία των πινάκων σκέδασης δύο διαδοχικών όµοιων σύνθετων 

πλακιδίων ακολουθώντας τη διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω. Στη συνέχεια, 

χρησιµοποιώντας ως µονάδα τους πίνακες Q του ζεύγους των πλακιδίων, βρίσκουµε 

οµοίως τους πίνακες σκέδασης για τέσσερα διαδοχικά όµοια πλακίδια. Με τον τρόπο αυτό, 

διπλασιάζοντας τον αριθµό των πλακιδίων σε κάθε στάδιο, υπολογίζουµε τελικά τους 

πίνακες σκέδασης για τα 2Ν πλακίδια που σχηµατίζουν την πλάκα-µεταϋλικό.  
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4.7  Σχέση διασποράς του σύνθετου µεταϋλικού 

 

Ένα σύνθετο πλακίδιο αποτελούµενο από δύο επίπεδα σφαιρών είναι επίσης δυνατό να 

αποτελέσει τη µονάδα µε βάση την οποία µπορεί να κατασκευαστεί µία άπειρη περιοδική 

δοµή κατά µήκος του άξονα z. Ο άπειρος αυτός κρύσταλλος χρησιµεύει στη µελέτη της 

ηλεκτροµαγνητικής συµπεριφοράς της σύνθετης δοµής στο σύνολό της. Ειδικότερα, 

προκύπτει η σχέση διασποράς του µεταϋλικού, που περιγράφει τη µεταβολή του 

κυµατανύσµατος διάδοσης συναρτήσει της συχνότητας λειτουργίας. Από την καµπύλη 

διασποράς συνάγονται βασικά συµπεράσµατα για τις ιδιότητες της σύνθετης δοµής.  

Θεωρούµε τον άπειρο κρύσταλλο ως επαλληλία συνθέτων πλακιδίων παράλληλα στο 

επίπεδο xy. Οι σφαίρες των δύο επιπέδων του µοναδιαίου πλακιδίου καταλαµβάνουν τις 

θέσεις ενός διδιάστατου τετραγωνικού πλέγµατος που ορίζεται από το διάνυσµα 

                                                        1 2 (4.7.1)                                                     n n n= +1 2R a a  

όπου ˆα=1a x , 2 ˆα=a y  και α η σταθερά του πλέγµατος. Αν 3 ˆd=a z είναι το διάνυσµα 

µετάθεσης που µας µεταφέρει από ένα σηµείο στο n-οστό πλακίδιο σε ένα ισοδύναµο 

σηµείο στο (n+1)-οστό πλακίδιο, τότε τα 2 3{ , , }1a a a συγκροτούν ένα σύνολο θεµελιωδών 

διανυσµάτων για τον τρισδιάστατο κρύσταλλο, όπου d η απόσταση διαδοχικών 

πλεγµατικών επιπέδων. Στην περίπτωσή µας είναι d = 2α, αφού κάθε πλακίδιο περιέχει δύο 

επίπεδα σφαιρών. Το αντίστοιχο αντίστροφο πλέγµα ορίζεται από το σύνολο των 

διανυσµάτων { , , }1 2 3b b b , όπου [37] 

                                        
2π

ˆ
α

=1b x , 2

2π
ˆ

α
=b y  και  3 2π                     (4.7.2)

( )

×
=

⋅ ×
1 2

1 2 3

a a
b

a a a
 

Το διάνυσµα διάδοσης γράφεται στη µορφή || z(k ,k )=k  όπου το διάνυσµα || x y(k ,k )=k  

εκτείνεται σε όλη την επιφανειακή ζώνη Brillouin και | | / 2 | | / 2zk− < ≤3 3b b . Από τη 

σχέση (4.7.2) προκύπτει ότι 3 ˆ(2π/d)=b z , οπότε καταλήγουµε στη σχέση 

                                                       1 1                                                             (4.7.3)
π

zk d
− < ≤  

Η χρήση του κανονικοποιηµένου και αδιάστατου µεγέθους zk d/π  διευκολύνει εποµένως 

τους υπολογισµούς. Αν θεωρήσουµε µία περιοχή µεταξύ του Ν-οστού και του (Ν+1)-

οστού µοναδιαίου πλακιδίου, το ηλεκτρικό πεδίο γράφεται στη µορφή 

                  { }N N( ) (N)exp ( ) (N)exp ( )          (4.7.4)i i+ + − −   = ⋅ − + ⋅ −   ∑ g g g g
g

Ε r E K r A E K r A  
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όπου NA  η κατάλληλη αρχή των συντεταγµένων. Το πεδίο δηλαδή αποτελείται από ένα 

πλήθος περιθλώµενων δεσµών που περιέχουν ένα προσπίπτον καθώς και ένα ανακλώµενο 

κύµα, όπως απεικονίζεται στο Σχήµα 4.5. 

 
Σχήµα 4.5: Το ηλεκτρικό πεδίο στην περιοχή µεταξύ του Ν-οστού και του (Ν+1)-οστού πλακιδίου. 

 

Με παρατήρηση του Σχήµατος  4.5 προκύπτει ότι  

                                            IV III(N) (N 1) (N)                                    (4.7.5)− − += + +E Q E Q E  

                                            I II(N 1) (N) (N 1)                                  (4.7.6)+ + −+ = + +E Q E Q E  

όπου οι πίνακες σκέδασης Q είναι οι ίδιοι για κάθε πλακίδιο, αφού τα πλακίδια είναι όµοια 

µεταξύ τους. Λόγω της περιοδικότητας της διάταξης, το ηλεκτρικό πεδίο είναι ένα 

γενικευµένο κύµα Bloch, το οποίο εξ ορισµού έχει την ιδιότητα 

                                               (N 1) exp( ) (N)                                           (4.7.7)i± ±+ = ⋅ 3E k a E  

όπου || z( , k )=k k και η συνιστώσα του κυµατανύσµατος z ||k (ω, )k  είναι, για δεδοµένο ||k , 

συνάρτηση του ω. Η εξάρτηση αυτή του zk  από τη συχνότητα καλείται σχέση διασποράς 

του σύνθετου µεταϋλικού ή αλλιώς µιγαδική δοµή των ζωνών του απείρου κρυστάλλου και 

αντιστοιχεί στις µαθηµατικές λύσεις των εξισώσεων του Maxwell, οι οποίες είναι 

γενικευµένα κύµατα Bloch. Συνδυάζοντας τις σχέσεις (4.7.5), (4.7.6) και (4.7.7) 

λαµβάνουµε το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων 

                                       I II
3exp( ) (N) (N) (N 1)                         (4.7.8)i + + −⋅ = + +k a E Q E Q E  

                                  III IV
3exp( ) (N) (N 1) (N 1)                   (4.7.9)i + − − ⋅ + + = + k a Q E Q E E  

το οποίο µπορεί να γραφεί σε µορφή πινάκων ως εξής 
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I II

3 III IV

(N) (N)
exp( )              (4.7.10)

(N 1) (N 1)
i

+ +

− −

     
⋅ =      + +     

I 0 E Q Q E
k a

Q Q E 0 I E
 

Η ορίζουσα του πίνακα στο αριστερό µέλος της (4.7.10) είναι ίση µε IVQ , εποµένως ο 

αντίστροφος του πίνακα προκύπτει 

                    
1 IV

IV 1
III IV IV 1 III IV 1III

[ ]           (4.7.11)
[ ] [ ]

−

−
− −

    
= ⋅ =    − ⋅−    

I 0 I 0Q 0
Q

Q Q Q Q QQ I
 

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά τα δύο µέλη της εξίσωσης (4.7.10) µε τον παραπάνω 

πίνακα και έχοντας υπόψη ότι  3 zk d⋅ =k a , όπου d η απόσταση διαδοχικών πλεγµατικών 

επιπέδων, λαµβάνουµε 

       
I II

zIV 1 III I IV 1 III II

(N) (N)
exp( k d)       (4.7.12)

[ ] [ ] [ ] (N 1) (N 1)
i

− −

+ +

− −

    
=    

− − + +    

Q Q E E

Q Q Q Q I Q Q E E
 

 

Η παραπάνω εξίσωση εκφράζει τη σχέση διασποράς του σύνθετου µεταϋλικού. Συνιστά 

µάλιστα ένα πρόβληµα ιδιοτιµών-ιδιοδιανυσµάτων, αφού για δεδοµένα ||k  και ω, από τις 

ιδιοτιµές του πίνακα στο αριστερό µέλος της εξίσωσης (4.7.12) προκύπτουν τιµές για τη 

σταθερά διάδοσης zk . Σηµειώνεται ότι οι πίνακες ±E  στη σχέση (4.7.12) είναι πίνακες-

στήλες µε στοιχεία: 
1 1 2 2g θ g φ g θ g φE ,E ,E ,E ,...± ± ± ± .Στην πράξη κρατάµε maxg  διανύσµατα g του 

αντιστρόφου πλέγµατος (αυτά µε το µικρότερο µέτρο), οπότε τα ±Ε  είναι πίνακες-στήλες 

µε max2g  στοιχεία, ενώ ο πίνακας Ι είναι ο µοναδιαίος διαστάσεων max max2g 2g× . Οι 

πίνακες σκέδασης Q είναι τετραγωνικοί διαστάσεων max max2g 2g×  και περιγράφουν τη 

σκέδαση από το σύνθετο πλακίδιο, που αποτελείται από δύο επίπεδα σφαιρών 

διαφορετικής ακτίνας. Ο πίνακας στο αριστερό µέλος της εξίσωσης (4.7.12) είναι 

εποµένως διαστάσεων max max4g 4g×  και από τον υπολογισµό των ιδιοτιµών του 

προκύπτουν για κάθε τιµή της κυκλικής συχνότητας ω, max4g τιµές για τη σταθερά 

διάδοσης zk . Οι τιµές αυτές του zk , αν ειδωθούν ως συναρτήσεις του ω, ορίζουν  

max4g γραµµές στο µιγαδικό χώρο του zk  και αν ληφθούν όλες µαζί συνιστούν τη µιγαδική 

δοµή των ζωνών του απείρου κρυστάλλου. Μία γραµµή στο χώρο του zk µπορεί να είναι 

πραγµατική, µε την έννοια ότι το zk  προκύπτει πραγµατικός αριθµός, σε ορισµένες 

περιοχές συχνοτήτων, καθώς και µιγαδική ( zk  µιγαδικό) για συχνότητες εκτός των 
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περιοχών αυτών. Παραδείγµατα τέτοιων γραµµών θα παρουσιαστούν στο επόµενο 

κεφάλαιο της παρούσας διατριβής.  

Για δεδοµένο ω, από τις max4g συνολικά τιµές του zk , καµία ή στην καλύτερη περίπτωση 

µερικές µόνο προκύπτουν πραγµατικές και οι αντίστοιχες ιδιολύσεις της εξίσωσης (4.7.12) 

παριστάνουν διαδιδόµενα κύµατα µέσα στο σύνθετο µεταϋλικό. Οι υπόλοιπες τιµές του 

zk είναι µιγαδικές και οι αντίστοιχες ιδιολύσεις αντιπροσωπεύουν φθίνοντα κύµατα, το 

πλάτος των οποίων µειώνεται εκθετικά και σε αντίθεση µε τα διαδιδόµενα κύµατα δεν 

υφίστανται ως φυσικές οντότητες στον άπειρο κρύσταλλο. Αποτελούν όµως τµήµα των 

φυσικών λύσεων σε µία πλάκα πεπερασµένου µεγέθους. Μία περιοχή συχνοτήτων στην 

οποία δεν προκύπτουν διαδιδόµενες λύσεις για δεδοµένο ||k  συνιστά ένα χάσµα 

συχνοτήτων (frequency band gap). Αν µάλιστα σε µία περιοχή συχνοτήτων δεν υπάρχουν 

διαδιδόµενες λύσεις ανεξαρτήτως της τιµής του ||k , τότε αυτή η περιοχή συνιστά ένα 

απόλυτο χάσµα συχνοτήτων.  

Σηµειώνεται ότι επειδή οι ιδιοτιµές του πίνακα στο αριστερό µέλος της εξίσωσης (4.7.12) 

έχουν τη µορφή zexp( k d)i , τιµές του zk  που διαφέρουν κατά ένα ακέραιο πολλαπλάσιο 

του 2π / d  αντιστοιχούν στην ίδια ιδιολύση, γεγονός που έρχεται σε συµφωνία µε την 

περιοδικότητα της δοµής των ζωνών. Επιπλέον, λόγω συµµετρίας της διάταξης των 

σφαιρών στα επίπεδα του κρυστάλλου, οι ιδιολύσεις εµφανίζονται πάντοτε κατά ζεύγη: 

zk (ω)  και zk (ω)− . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 

Αριθµητικά αποτελέσµατα ανάλυσης - εφαρµογή του µεταϋλικού 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα της πλήρους ανάλυσης 

της δοµής του µεταϋλικού που πραγµατοποιήθηκε σύµφωνα µε τη θεωρία της πολλαπλής 

σκέδασης και παρουσιάστηκε εκτενώς στο προηγούµενο κεφάλαιο. Η προσέγγιση αυτή 

αποτελεί την πλήρη λύση του προβλήµατος και τα αποτελέσµατά της θα συγκριθούν µε τα 

αντίστοιχα που προέκυψαν από την προσεγγιστική ανάλυση σύµφωνα µε τη θεωρία του 

ενεργού µέσου, που παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο 3 της διατριβής.  

 

5.1  Αποτελέσµατα πλήρους λύσης 

Ο προσδιορισµός της σχέσης διασποράς του σύνθετου µεταϋλικού γίνεται µε βάση τη 

σχέση (4.7.12) που επαναλαµβάνεται εδώ 

        
I II

zIV 1 III I IV 1 III II

(N) (N)
exp( k d)       (5.1.1)

[ ] [ ] [ ] (N 1) (N 1)
i

− −

+ +

− −

    
=    

− − + +    

Q Q E E

Q Q Q Q I Q Q E E
 

Οι τιµές της σταθεράς διάδοσης zk  υπολογίζονται από τις ιδιοτιµές του πίνακα στο 

αριστερό µέλος της εξίσωσης για κάθε τιµή της συχνότητας λειτουργίας. Ο υπολογισµός 

αυτός είναι ιδιαίτερα πολύπλοκος γιατί προϋποθέτει τον προσδιορισµό των πινάκων Q  

που περιγράφουν τη σκέδαση από ένα σύνθετο πλακίδιο αποτελούµενο από δύο επίπεδα 

σφαιρών διαφορετικής ακτίνας. Σηµειώνεται ότι για τον υπολογισµό των πινάκων Q 

ακολουθούνται µε τη σειρά τα εξής στάδια. 

1) Προσδιορισµός των συντελεστών ανάπτυξης του προσπίπτοντος Η/Μ πεδίου 0HA lm  και 

0EA lm  από τις σχέσεις: 

( )
1

0H φ 1 φ 14 ( 1) ˆα cosθ Υ ( ) α cosθ Υ ( )  sinθΥ ( )
( 1)

l m
m i m m i m m

lm l l k l l k l k

i
e e m

l l

π +
− − − − − + −− = Ω + Ω + Ω ⋅+

A θ  

( )φ 1 φ 1 ˆ         α Υ ( ) α Υ ( )                                                        (5.1.2)m i m m i m
l l k l l ki e e− − − − − + + Ω − Ω ⋅ φ  

 {
1

0E φ φ

( 1) ( 1)

4 ( 1) ˆα Υ ( ) α Υ ( )
( 1)

l m
m i m i

lm l l m k l l m k

i
i e e

l l

π +
− −

− + − −

−
 = Ω − Ω ⋅ +

A θ                      

         }φ φ

( 1) ( 1) ˆα cosθ Υ ( ) α cosθ Υ ( ) sinθΥ ( )m i m i
l l m k l l m k l m ke e m− −

− + − − − − Ω + Ω + Ω ⋅  φ   (5.1.3) 
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όπου [ ]1/ 21
α ( )( 1)

2
m
l l m l m= − + + . 

2) Προσδιορισµός των πινάκων σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα για τα ΤΕ και ΤΜ 

κύµατα σύµφωνα µε τις σχέσεις 

                        
s 0 α 0 s α

H

(1) (1)
0 s α s 0 α

( α) [ ( α)] ( α) [ ( α)]
T                      (5.1.4)

h ( α) [ ( α)] ( α) [ h ( α)]

l l r l l r

l

l l r l l r

j k rj k j k rj k
r r

k rj k j k r k
r r

= =

= =

∂ ∂
−

∂ ∂=
∂ ∂

−
∂ ∂

 

                       
s s 0 α h 0 s α

Ε

(1) (1)
h 0 s α s s 0 α

ε ( α) [ ( α)] ε ( α) [ ( α)]
T                 (5.1.5)

ε h ( α) [ ( α)] ε ( α) [ h ( α)]

l l r l l r

l

l l r l l r

j k rj k j k rj k
r r

k rj k j k r k
r r

= =

= =

∂ ∂
−

∂ ∂=
∂ ∂

−
∂ ∂

 

όπου εh, εs οι διηλεκτρικές σταθερές του περιβάλλοντος µέσου και του υλικού των 

σφαιρών και  k0, ks  οι αντίστοιχοι κυµαταριθµοί. 

3) Υπολογισµός των σταθερών δοµής (πίνακες Ω), που περιγράφουν το φαινόµενο της 

πολλαπλής σκέδασης από ένα επίπεδο σφαιρών, από τις σχέσεις 

          ( )EE 1 1
; ' ' 1 1 1 1

1
2α β 2α β (5.1.6)

( 1) ( 1)
Z Z Z       lm lm lm

lm l m l m lm l m lm l m l m l mm m
l l l l

+ −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − −

′
′ ′+ +

Ω = + +  

      ( )EH 1, 1 1, 1 1,
; ' ' 1 1

2 1
2α 2β γ (5.1.7)

( 1) ( 1)
γ Z Z ζ Z     m m l m m m l m m l m

lm l m l l l m l l l m l l m

l
m

l l l l

′ ′− − + − − −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ −

+
′

′ ′+ +
Ω = − + −  

όπου ορίζουµε  
1

α ( )( 1)
2lm l m l m= − + + , β αlm l m−= , 

1 ( )( 1)
 γ  

2 (2 1)(2 1)
m
l

l m l m

l l

+ + −
=

− +
 και 

( )( )

(2 1)(2 1)
m
l

l m l m

l l
ζ

+ −
=

− +
. Επιπλέον, τα στοιχεία των πινάκων Ω υπακούουν στις σχέσεις 

συµµετρίας EE HH
; ' ' ; ' ' lm l m lm l mΩ = Ω  και EΗ HΕ

; ' ' ; ' 'lm l m lm l mΩ = −Ω . Ο πίνακας Ζ είναι γνωστός από τη 

θεωρία περίθλασης ηλεκτρονίων χαµηλής ενέργειας (Low Energy Electron Diffraction-

LEED) και κώδικες υπολογισµού του υπάρχουν διαθέσιµοι στη βιβλιογραφία εδώ και 

αρκετά χρόνια, γεγονός που επιτρέπει τον άµεσο αριθµητικό υπολογισµό του. 

4)  Προσδιορισµός των συντελεστών ανάπτυξης του σκεδαζόµενου πεδίου από ένα επίπεδο 

σφαιρών από την επίλυση του συστήµατος 

                                   

1E E EE E EH E 0E

H H HE H HH H 0H

   
                        (5.1.8)

     

−+

+

     − Ω − Ω
=          − Ω − Ω     

B I T T T A

B T I T T A
 

5)  Υπολογισµός των συντελεστών E
lmΑ , H

lmΑ  µε τη βοήθεια των οποίων το σκεδαζόµενο 

πεδίο εκφράζεται ως υπέρθεση επιπέδων κυµάτων. 
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{E φ 1 φ 1

0 gz

2π( ) ˆ( ) α ( ) α ( )
A K ( 1)

l
m i m m i m

lm l l l l

i
i e e

k l l
− − − +

+

−  = ⋅ Υ Ω − Υ Ω  +
±
g ± ±

g gK KA K θ  

         }φ 1 φ 1ˆ α cosθ ( ) α cosθ ( ) sinθ ( )      (5.1.9)m i m m i m m
l l l l le e m− − − + − ⋅ Υ Ω + Υ Ω − Υ Ω  ± ± ±

g g gK K Kφ  

{H φ 1 φ 1

0 gz

2π( )
ˆ( ) α ( ) α ( )

A K ( 1)

l
m i m m i m

lm l l l l

i
i e e

k l l
− − − +

+

−  = ⋅ Υ Ω − Υ Ω  +
±
g ± ±

g gK KA K φ

}φ 1 φ 1ˆ        α cosθ ( ) α cosθ ( ) sinθ ( )     (5.1.10)m i m m i m m
l l l l le e m− − − + + ⋅ Υ Ω + Υ Ω − Υ Ω  ± ± ±

g g gK K Kθ  

6)  Προσδιορισµός των πινάκων ανάκλασης και µετάδοσης από ένα επίπεδο σφαιρών  

                 Ε Ε Η Η

; ; ; ;
1

g ;g' ( )B ( ) ( )B ( )                     (5.1.11)
l

lm i lm i lm i lm i
l m l

i i

+∞ +
− + + − + +

′ ′ ′ ′
= =−

−+
′  = Α +Α Μ ∑∑ g g g gK K K K  

             Ε Ε Η Η

gg ; ; ; ;
1

g ;g' δ δ ( )B ( ) ( )B ( )          (5.1.12)
l

ii lm i lm i lm i lm i
l m l

i i

+∞ +
+ + + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′
= =−

++
′  = + Α + Α Μ ∑∑ g g g gK K K K  

όπου οι συντελεστές ανάπτυξης E
lmΑ , H

lmΑ , +EBlm , +HBlm  προσδιορίστηκαν προηγουµένως. Οι 

πίνακες ανάκλασης και µετάδοσης υπακούουν επίσης στις παρακάτω σχέσεις συµµετρίας  

g ;g g ;g g ;g g ;g,  , ( , ) (θ,θ), (φ,φ)i i i i i i i i i i−− ++ −+ +−
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =Μ Μ Μ Μ  

g ;g g ;g g ;g g ;g,   ,  ( , ) (θ,φ), (φ,θ)i i i i i i i i i i−− ++ −+ +−
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − =Μ Μ Μ Μ  

7)  Υπολογισµός των τροποποιηµένων πινάκων σκέδασης Q από τις σχέσεις 

                                     I ; ;Q M exp[ ( )]                               (5.1.13)gi g i gi g i r li++
′ ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅+ +

g gK d K d  

                                     II ; ;Q M exp[ ( )]                              (5.1.14)gi g i gi g i r ri+− −
′ ′ ′ ′ ′= ⋅ − ⋅+

g gK d K d  

                                     III ; ;Q M exp[ ( )]                            (5.1.15)gi g i gi g i l li−+ −
′ ′ ′ ′ ′= − ⋅ − ⋅+

g gK d K d  

                                     IV; ;Q M exp[ ( )]                            (5.1.16)gi g i gi g i l ri−− − −
′ ′ ′ ′ ′= − ⋅ + ⋅g gK d K d  

8) Τέλος, πραγµατοποιείται ο υπολογισµός των πινάκων σκέδασης από δύο επίπεδα 

σφαιρών, αφού η δοµική µονάδα του µεταϋλικού αποτελείται από δύο επίπεδα σφαιρών 

διαφορετικής ακτίνας. Ο παραπάνω υπολογισµός γίνεται εφαρµόζοντας την αρχή της 

πολλαπλής σκέδασης και καταλήγει στις εκφράσεις 

                            I I II III 1 I( , 1) ( 1)[I ( ) ( 1)] ( )                        (5.1.17)n n n n n n−+ = + − +Q Q Q Q Q  

                II II I II III II 1 IV( , 1) ( 1) ( 1) ( )[I ( 1) ( )] ( 1)   (5.1.18)n n n n n n n n−+ = + + + − + +Q Q Q Q Q Q Q  

                  III III IV III II III 1 I( , 1) ( ) ( ) ( 1)[I ( ) ( 1)] ( )          (5.1.19)n n n n n n n n−+ = + + − +Q Q Q Q Q Q Q  

                          IV IV III II 1 IV( , 1) ( )[I ( 1) ( )] ( 1)                       (5.1.20)n n n n n n−+ = − + +Q Q Q Q Q  
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Οι πίνακες αυτοί χρησιµοποιούνται στη σχέση διασποράς (5.1.1) για τον προσδιορισµό 

των τιµών της σταθεράς διάδοσης kz. Ο αριθµητικός υπολογισµός των παραπάνω 

ποσοτήτων γίνεται µε τη βοήθεια κατάλληλου κώδικα που έχει αναπτυχθεί για τη µελέτη 

του φαινοµένου πολλαπλής σκέδασης σε φωτονικούς κρυστάλλους [34]. Ανάγοντας τον 

κώδικα αυτό στην περίπτωσή µας (σκέδαση από επίπεδα σφαιρών) προκύπτει η καµπύλη 

διασποράς του σύνθετου µεταϋλικού, που περιγράφει τη µεταβολή της σταθεράς διάδοσης 

kz συναρτήσει της κυκλικής συχνότητας ω. Μάλιστα, στην καµπύλη διασποράς 

απεικονίζονται οι αδιάστατες παράµετροι ωα/c και kzd/π, όπου d η απόσταση µεταξύ 

διαδοχικών πλεγµατικών επιπέδων, α  η σταθερά του πλέγµατος και c η ταχύτητα του 

φωτός στο κενό. Προκειµένου να διαπιστώσουµε αν η δοµή µας συµπεριφέρεται ως 

µεταϋλικό, επικεντρώνουµε την προσοχή µας γύρω από τις συχνότητες ηλεκτρικού και 

µαγνητικού συντονισµού των σφαιρών.  

Για συχνότητα συντονισµού ίση µε 3 GHz, αν οι διηλεκτρικές σταθερές του υλικού των 

σφαιρών και του περιβάλλοντος µέσου επιλεγούν ίσες µε εs = 100 και εh = 1 αντίστοιχα, 

τότε οι ακτίνες των σφαιρών προκύπτουν r1 = 5 mm και r2 = 7.05 mm. Η σχηµατική 

απεικόνιση της δοµής του µεταϋλικού  διακρίνεται σε κάτοψη στο Σχήµα 5.1 και 

αποτελείται από εναλλασσόµενα επίπεδα σφαιρών διαφορετικής ακτίνας διατεταγµένων σε 

κυβικό πλέγµα. Είναι φανερό ότι το µεταϋλικό δηµιουργείται από την περιοδική 

επανάληψη κατά τον άξονα z µιας δοµικής µονάδας που περιλαµβάνει δύο επίπεδα 

σφαιρών. Η περίοδος επανάληψης είναι ίση µε d = 2α. 

z

x

α

d
 

Σχήµα 5.1: ∆ιάταξη σφαιρών µεταϋλικού 

Η καµπύλη διασποράς που προκύπτει γύρω από τη συχνότητα συντονισµού των 3 GHz για 

την παραπάνω διάταξη και τις αριθµητικές παραµέτρους παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.2. 
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Σχήµα 5.2: Καµπύλη διασποράς µεταϋλικού 

 

Παρατηρούµε ότι εµφανίζεται µία στενή ζώνη συχνοτήτων στο εύρος 0.9452 0.9460− , 

εντός της οποίας η σταθερά διάδοσης kz µειώνεται κατ’ απόλυτη τιµή µε την αύξηση της 

συχνότητας, φαινόµενο το οποίο δεν παρατηρείται στα συνήθη υλικά µέσα µε ε, µ > 0 

όπου η σταθερά φάσης αυξάνει µονότονα µε την αύξηση της συχνότητας. Η ζώνη αυτή 

διακρίνεται µε λεπτοµέρεια στο Σχήµα 5.3.  

 
Σχήµα 5.3: Ζώνη αρνητικού δείκτη διάθλασης 
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Το γεγονός αυτό έχει ως αποτέλεσµα η ταχύτητα οµάδας, που ορίζεται ως g zdω / dku =  και 

είναι αντιστρόφως ανάλογη της κλίσης της καµπύλης διασποράς, να λαµβάνει αρνητικές 

τιµές, ενώ η ταχύτητα φάσης  p zω / ku =  είναι θετική. Τα παραπάνω ισχύουν θεωρώντας 

µόνο τις θετικές πραγµατικές τιµές της σταθεράς διάδοσης kz. Αν εναλλακτικά 

θεωρήσουµε τις αρνητικές πραγµατικές τιµές του kz, τότε προκύπτει gu 0>  ενώ pu 0< . 

Συνεπώς, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι στο συγκεκριµένο εύρος ζώνης η ταχύτητα 

οµάδας και η ταχύτητα φάσης είναι αντιπαράλληλες, µε αποτέλεσµα ο δείκτης διάθλασης 

του µέσου να προκύπτει αρνητικός, ιδιότητα που χαρακτηρίζει τα µεταϋλικά, όπως 

αναλύθηκε και στο κεφάλαιο 2 της παρούσας διατριβής. Επιπλέον, η ενέργεια των 

κυµάτων διαδίδεται στην αντίθετη κατεύθυνση από τη φάση τους, προσδίδοντας το 

χαρακτήρα «οπισθοδροµικών» κυµάτων (backward waves). 

Ειδικότερα, ο δείκτης διάθλασης στη συγκεκριµένη ζώνη συχνοτήτων υπολογίζεται από τη 

σχέση 

                                                          z

c
k                                                          (5.1.21)

ω
n = −  

Στο σχήµα 5.4 παρουσιάζεται ενδεικτικά η µεταβολή του πραγµατικού µέρους του δείκτη 

διάθλασης της σύνθετης δοµής γύρω από τη συχνότητα συντονισµού. Προκύπτει τελικά 

ότι στο στενό εύρος ζώνης 3,0087 – 3,0113 GHz ο δείκτης διάθλασης λαµβάνει αρνητικές 

τιµές, όπως άλλωστε αναµενόταν. 

 
Σχήµα 5.4: Μεταβολή του πραγµατικού µέρους του δείκτη διάθλασης συναρτήσει της συχνότητας. 
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Επιστρέφοντας στην καµπύλη διασποράς του Σχήµατος 5.2, παρατηρούµε ότι για 

(κανονικοποιηµένες) συχνότητες µεγαλύτερες από 0.960, η µεταβολή της σταθεράς 

διάδοσης συναρτήσει της συχνότητας έχει τη συνήθη συµπεριφορά, δηλαδή η kz(ω) είναι 

αύξουσα συνάρτηση της συχνότητας. Στο εύρος 0.946-0.960 απουσιάζουν εξ ολοκλήρου οι 

πραγµατικές τιµές για τη σταθερά διάδοσης και η περιοχή αυτή αποτελεί ένα χάσµα 

συχνοτήτων (frequency band-gap), όπου είναι δυνατή η διάδοση µόνο φθίνοντων κυµάτων 

που αποσβένονται εκθετικά µε την απόσταση (evanescent waves)..Σηµειώνεται επίσης ότι 

οι τιµές της σταθεράς διάδοσης εµφανίζονται κατά ζεύγη kz(ω) και –kz(ω) λόγω 

συµµετρίας της διάταξης των σφαιρών στα επίπεδα του κρυστάλλου. 

Η διάταξη των σφαιρών του Σχήµατος 5.1 παρουσιάζει ωστόσο το µειονέκτηµα ότι το 

εύρος ζώνης επίτευξης αρνητικού δείκτη διάθλασης είναι αρκετά στενό, της τάξης των 2.6 

MHz. Προκειµένου να αυξηθεί το εύρος ζώνης του φαινοµένου, το οποίο χρειάζεται να 

γίνει εντονότερο, η αρχική διάταξη των σφαιρών τροποποιείται αυξάνοντας τη σύζευξη 

µεταξύ των σφαιρών. Η νέα διάταξη των σφαιρών απεικονίζεται στο Σχήµα 5.5. 

α

d

Σχήµα 5.5: Τροποποιηµένη διάταξη σφαιρών µε στόχο την αύξηση της σύζευξης. 

 

Ουσιαστικά, το επίπεδο σφαιρών µεγάλης ακτίνας µετατοπίζεται ως προς το επίπεδο των 

σφαιρών µικρότερης ακτίνας. Η µετατόπιση αυτή γίνεται συµµετρικά κατά τους άξονες x 

και y (ο άξονας y είναι κάθετος στη σελίδα) κατά απόσταση ίση µε α/2, όπου α η σταθερά 

του πλέγµατος. Η καµπύλη διασποράς που προκύπτει για τη νέα διάταξη παρουσιάζεται 

στο Σχήµα 5.6. 
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Σχήµα 5.6: Καµπύλη διασποράς µεταϋλικού 

 

Παρατηρούµε αρχικά την ύπαρξη µίας ζώνης συχνοτήτων στην περιοχή 0.920-0.926, εντός 

της οποίας η σταθερά διάδοσης kz αυξάνεται µε την αύξηση της συχνότητας. Η ζώνη αυτή 

εµφανίζεται και στα συνήθη υλικά µέσα και αντιστοιχεί σε διαδιδόµενα κύµατα εντός της 

σύνθετης δοµής. Στο εύρος ζώνης 0.942-0.946 η σταθερά διάδοσης µειώνεται µε την 

αύξηση της συχνότητας και ο δείκτης διάθλασης του µέσου προκύπτει αρνητικός, 

εποµένως η δοµή στο σύνολό της συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό. Συγκεκριµένα, στο Σχήµα 

5.7 διακρίνεται η µεταβολή του πραγµατικού µέρους του δείκτη διάθλασης του µέσου 

συναρτήσει της συχνότητας. Είναι φανερό ότι το εύρος ζώνης αρνητικού δείκτη διάθλασης 

(3,000 – 3,012 GHz) αυξήθηκε σηµαντικά σε σχέση µε το αντίστοιχο του Σχήµατος 5.4 για 

τις ίδιες αριθµητικές παραµέτρους, γεγονός που δικαιολογείται λόγω της µεγαλύτερης 

αλληλεπίδρασης µεταξύ των σφαιρών στη διάταξη του Σχήµατος 5.5. Ενδεικτικά 

αναφέρουµε ότι το εύρος ζώνης αρνητικού δείκτη διάθλασης αυξήθηκε από 2,6 MHz σε  

12 MHz. Επίσης, από την καµπύλη του Σχήµατος 5.7 παρατηρούµε ότι ο δείκτης 

διάθλασης λαµβάνει αρνητικές τιµές µέχρι και -1.5, δηλαδή το φαινόµενο καθίσταται 

αρκετά εντονότερο σε σχέση µε την περίπτωση της αρχικής διάταξης των σφαιρών. 

Τέλος, η ζώνη 0.958-0.980 της καµπύλης διασποράς του Σχήµατος 5.6 χαρακτηρίζεται από 

τη συνήθη συµπεριφορά των υλικών µέσων και αντιπροσωπεύει ένα ρυθµό ανώτερης 

τάξης. Στις περιοχές συχνοτήτων 0.926-0.942 και 0.946-0.958 απουσιάζουν οι πραγµατικές 
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λύσεις και είναι δυνατή η ύπαρξη κυµάτων µε µιγαδική σταθερά διάδοσης, δηλαδή οι 

περιοχές αυτές αποτελούν φωτονικά χάσµατα (photonic band gaps). 

 
Σχήµα 5.7: Μεταβολή του πραγµατικού µέρους του δείκτη διάθλασης συναρτήσει της συχνότητας. 

 

Η ένταση του φαινοµένου µπορεί να αυξηθεί µε την αύξηση της διηλεκτρικής σταθεράς 

του υλικού των σφαιρών εs. Αν για παράδειγµα υποθέσουµε ότι εs = 150, τότε για 

συχνότητα συντονισµού ίση µε 3 GHz, οι ακτίνες των σφαιρών προκύπτουν r1 = 4,1 mm 

και r2 = 5,8 mm, ενώ η σταθερά πλέγµατος επιλέγεται ίση µε α = 12,5 mm. Η καµπύλη 

διασποράς που προκύπτει έχει τη µορφή του Σχήµατος 5.8.  

Η καµπύλη έχει παρόµοια µορφή µε την αντίστοιχη του Σχήµατος 5.6 (για εs = 100). 

Εντοπίζουµε την κανονικοποιηµένη ζώνη συχνοτήτων 0,782–0,785 εντός της οποίας η 

δοµή µας συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό. Το πραγµατικό µέρος του δείκτη διάθλασης της 

συνολικής δοµής προκύπτει αρνητικό στην παραπάνω ζώνη, όπως διακρίνουµε και στο 

Σχήµα 5.9. Το εύρος ζώνης στο οποίο ο δείκτης διάθλασης λαµβάνει αρνητικές τιµές είναι 

κατά προσέγγιση η περιοχή 2,988-3,000 GHz (12 ΜΗz) και προκύπτει ίδιο µε το 

αντίστοιχο που λαµβάνεται για εs =100. Αντίθετα, το φαινόµενο παρουσιάζεται εντονότερο 

µε την αύξηση της διηλεκτρικής σταθεράς του υλικού των σφαιρών, αφού ο δείκτης 

διάθλασης λαµβάνει πλέον αρνητικές τιµές µέχρι και -2. Σηµειώνεται επίσης ότι η αύξηση 

της διηλεκτρικής σταθεράς του υλικού των σφαιρών επιφέρει µείωση των διαστάσεων των 

σφαιρών και κατ επέκταση του µεταϋλικού, αν η συχνότητα συντονισµού παραµένει 

σταθερή. 

 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-182- 

 
Σχήµα 5.8: Καµπύλη διασποράς µεταϋλικού για εs = 150, r1 = 4.1 mm, r2 = 5.8 mm. 

 

 
Σχήµα 5.9: ∆είκτης διάθλασης της δοµής για εs = 150, r1 = 4.1 mm, r2 = 5.8 mm. 
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5.2  Επίδραση περιβάλλοντος µέσου και απωλειών  

Στην ανάλυση που προηγήθηκε υποθέσαµε ότι η διηλεκτρική σταθερά του περιβάλλοντος 

µέσου είναι ίση µε τη µονάδα και επιπλέον ότι το υλικό των σφαιρών δεν εµφανίζει 

απώλειες, δηλαδή είναι τέλειο διηλεκτρικό. Στην ενότητα αυτή εξετάζεται η επίδραση που 

έχουν στην ένταση και το εύρος ζώνης του φαινοµένου οι απώλειες του διηλεκτρικού και η 

διηλεκτρική σταθερά του περιβάλλοντος µέσου εh και κυρίως αν η συνολική δοµή 

εξακολουθεί να συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό γύρω από τη συχνότητα συντονισµού, 

καθώς οι παραπάνω παράµετροι µεταβάλλονται. 

Για τη µελέτη της επίδρασης της διηλεκτρικής σταθεράς εh λαµβάνουµε αρχικά υπόψη ότι 

οι εξισώσεις προσδιορισµού των συχνοτήτων συντονισµού των σφαιρών για τα µαγνητικά 

και ηλεκτρικά κύµατα είναι αντίστοιχα 

                                      1 n 2 n 1 2 n 2 n 1
ˆ ˆˆ ˆx (x ) y (x ) x (x ) y (x ) 0                                  (5.2.1)j j′ ′− =  

                                      2 n 2 n 1 1 n 2 n 1
ˆ ˆˆ ˆx (x )y (x ) x (x )y (x ) 0                                   (5.2.2)j j′ ′− =  

όπου ορίζονται οι αδιάστατες παράµετροι: 1 0 0 h h

ω
x ω ε µ ε α ε α

c
= =  και 2 s

ω
x ε α

c
= , α 

η ακτίνα της σφαίρας. Επειδή ενδιαφερόµαστε για τον πρώτο ηλεκτρικό και µαγνητικό 

συντονισµό στις παραπάνω εξισώσεις θέτουµε n = 1, µε αποτέλεσµα οι σφαιρικές 

συναρτήσεις Bessel και Neumann να ορίζονται από τις σχέσεις [29] 

1 1 2

sin x cosx 1ˆ ˆ                 (x) cos x       (5.2.3)                (x) sin x 1           (5.2.4)  
x x x

j j
 ′= − = + − 
 

1 1 2

cosx sinx 1
ˆ ˆ                 y (x) sin x    (5.2.5)               y (x) cos x 1           (5.2.6)  

x x x
 ′= − − = − − 
 

 

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις αυτές στις σχέσεις (5.2.1) και (5.2.2) και λαµβάνοντας 

υπόψη ότι 2 s h 1x ε / ε  x=  είναι δυνατός ο ακριβής υπολογισµός των συχνοτήτων 

ηλεκτρικού και µαγνητικού συντονισµού των σφαιρών του µεταϋλικού.  

Θεωρώντας ότι εs = 100 και εh = 5 από τη λύση της εξίσωσης (5.2.1) προκύπτει ότι 

1x 0.67989= , οπότε η ακτίνα των σφαιρών προσδιορίζεται από τη σχέση 

                                                        1

h

cx
α                                                            (5.2.7)

2π εf
=  
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Αν επιλέξουµε και πάλι ως συχνότητα λειτουργίας 3f = GHz, τότε 1α 4.84= mm. Με 

ακριβώς παρόµοια διαδικασία η λύση της εξίσωσης (5.2.2) προκύπτει  1x 0.93144=  από 

όπου για 3f = GHz λαµβάνουµε 2α 6.63= mm. Οι αντίστοιχες τιµές για τις διαστάσεις 

των σφαιρών στην περίπτωση όπου εh = 1 ήταν 1α 4.95= mm και 2α 7.07= mm. Η 

καµπύλη διασποράς που προκύπτει γύρω από τη συχνότητα συντονισµού απεικονίζεται 

στο Σχήµα 5.10, όπου παρουσιάζεται µόνο η ζώνη συχνοτήτων εντός της οποίας η 

συνολική δοµή συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό. Με κόκκινο χρώµα παριστάνεται η 

αντίστοιχη ζώνη στην περίπτωση που η διηλεκτρική σταθερά του περιβάλλοντος µέσου 

ισούται µε τη µονάδα. Παρατηρούµε ότι το εύρος ζώνης αρνητικού δείκτη διάθλασης 

αυξάνεται δραστικά µε την αύξηση της διηλεκτρικής σταθεράς του περιβάλλοντος µέσου, 

γεγονός ιδιαίτερα επιθυµητό. Μάλιστα, η αύξηση της διηλεκτρικής σταθεράς σε τιµή 

διάφορη της µονάδας καθιστά δυνατή την κατασκευή του µεταϋλικού, αφού οι σφαίρες 

µπορούν να τοποθετηθούν στο περιβάλλον διηλεκτρικό µέσο, γεγονός αδύνατο όταν το 

περιβάλλον µέσο είναι ο αέρας µε εh = 1. 

 
Σχήµα 5.10: Καµπύλη διασποράς µεταϋλικού για εh = 5. 

Συγκεκριµένα, στο Σχήµα 5.11 παρουσιάζεται η µεταβολή του πραγµατικού µέρους του 

δείκτη διάθλασης γύρω από τη συχνότητα συντονισµού των 3 GHz. Παρατηρούµε ότι το 

εύρος ζώνης όπου ο δείκτης διάθλασης λαµβάνει αρνητικές τιµές είναι η περιοχή 

συχνοτήτων 2.99-3.04 GHz δηλαδή περίπου ίσο µε 50 MHz, περίπου 4 φορές µεγαλύτερο 

σε σχέση µε την περίπτωση που εh = 1 (12 MHz). Εναλλακτικά, εκφρασµένο ως ποσοστό 

της κεντρικής συχνότητας των 3 GHz, το εύρος ζώνης αρνητικού δείκτη διάθλασης 
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αυξάνεται από 0,4% για εh = 1 σε 1,7% για εh = 5. Η ένταση του φαινοµένου δεν 

παρουσιάζει ιδιαίτερη µεταβολή, αφού η ελάχιστη τιµή του δείκτη διάθλασης είναι -1,65. 

Αυξάνοντας επιπλέον την τιµή της διηλεκτρικής σταθεράς του περιβάλλοντος µέσου       

(εh = 10) ο δείκτης διάθλασης της συνολικής δοµής προκύπτει αρνητικός στο εύρος ζώνης 

συχνοτήτων 2.952-2.983 GHz (31 MHz), δηλαδή το εύρος ζώνης αρνητικού δείκτη 

διάθλασης µειώνεται σε σχέση µε την περίπτωση που εh = 5, αλλά και πάλι είναι 

σηµαντικά µεγαλύτερο από το αντίστοιχο για εh = 1. 

 
Σχήµα 5.11: ∆είκτης διάθλασης της δοµής για εh = 5. 

 
Σχήµα 5.12: ∆είκτης διάθλασης της δοµής για εh = 10. 
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Η επίδραση των απωλειών του διηλεκτρικού των σφαιρών που αποτελούν το µεταϋλικό 

έχει αγνοηθεί στη µέχρι τώρα ανάλυση, αλλά θα πρέπει να εκτιµηθεί γιατί στην πράξη όλα 

τα διηλεκτρικά υλικά εµφανίζουν απώλειες. Το κύριο ερώτηµα που χρειάζεται να 

απαντηθεί είναι αν η συνολική δοµή εξακολουθεί να συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό γύρω 

από τη συχνότητα συντονισµού, καθώς αυξάνονται οι θεωρούµενες απώλειες. 

Αρχικά θεωρούµε µία µικρή τιµή απωλειών που αντιστοιχεί σε εφαπτοµένη απωλειών της 

τάξης του 10-4 για διηλεκτρική σταθερά του υλικού των σφαιρών εs = 100 και σταθερά του 

περιβάλλοντος µέσου εh = 5. Για sε 100 0.01i= −  λαµβάνουµε την ακόλουθη καµπύλη 

µεταβολής του πραγµατικού µέρους του δείκτη διάθλασης γύρω από τη συχνότητα 

συντονισµού. Το εύρος ζώνης όπου ο δείκτης διάθλασης προκύπτει αρνητικός (Σχήµα 

5.13) είναι η περιοχή συχνοτήτων 3.02-3.07 GHz (50 MHz), όσο δηλαδή και στην 

περίπτωση που οι απώλειες του διηλεκτρικού έχουν αγνοηθεί. Εποµένως, η εισαγωγή 

µικρής τιµής απωλειών δεν επηρεάζει ουσιαστικά το φαινόµενο. 

 

Σχήµα 5.13: ∆είκτης διάθλασης για εs = 100 – i0,01 και εh = 5. 

Θεωρώντας στη συνέχεια εφαπτοµένη απωλειών ίση µε 5⋅10-4 η αντίστοιχη µορφή της 

καµπύλης του πραγµατικού µέρους του δείκτη διάθλασης γύρω από τη συχνότητα 

συντονισµού απεικονίζεται στο Σχήµα 5.14. Ο δείκτης διάθλασης λαµβάνει αρνητικές 

τιµές στο εύρος 3.032-3.057 GHz (25 ΜΗz), το οποίο είναι σαφώς µειωµένο σχέση µε το 

αντίστοιχο για εφαπτοµένη απωλειών ίση µε 10-4. Επιπλέον, το φαινόµενο έχει µετριαστεί 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-187- 

σηµαντικά ως προς την ένταση, γεγονός ενδεικτικό της αύξησης των απωλειών του 

διηλεκτρικού. 

 

Σχήµα 5.14: ∆είκτης διάθλασης για εs = 100 – i0,05 και εh = 5. 

Για µεγαλύτερες τιµές της εφαπτοµένης απωλειών το φαινόµενο σταδιακά εξαλείφεται ως 

προς την ένταση και το εύρος ζώνης. Ουσιαστικά, οι ιδιολύσεις που υπολογίζονται για τη 

σταθερά διάδοσης kz παύουν να είναι πραγµατικές και είναι εξ ολοκλήρου µιγαδικές, 

περιγράφοντας φθίνοντα κύµατα εντός της δοµής. Συγκεκριµένα, για tanδ 0.06≥ δεν 

προκύπτουν πραγµατικές ιδιολύσεις για τη σταθερά διάδοσης. Εποµένως, οι απώλειες του 

διηλεκτρικού των σφαιρών είναι µία ιδιαίτερα κρίσιµη παράµετρος που έχει καταλυτική 

επίδραση στο φαινόµενο, αφού όταν υπερβούν µία ορισµένη τιµή η δοµή παύει να 

συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό.  

Στο σηµείο αυτό κρίνεται σκόπιµο να συγκριθούν τα αποτελέσµατα της πλήρους λύσης 

του προβλήµατος µε τα αντίστοιχα που λαµβάνονται από την προσεγγιστική αναλυτική 

θεωρία του ενεργού µέσου που περιγράφηκε στο κεφάλαιο 3, προκειµένου να διαπιστωθεί 

η εγκυρότητα της προσεγγιστικής ανάλυσης.  

Για το σκοπό αυτό θεωρούµε αρχικά την περίπτωση που η διηλεκτρική σταθερά του 

υλικού των σφαιρών είναι εs = 100 – i0.01 και του περιβάλλοντος µέσου εh = 1. Η 

µεταβολή του δείκτη διάθλασης της δοµής συναρτήσει της συχνότητας, όπως υπολογίζεται 

από τη θεωρία του ενεργού µέσου, φαίνεται στο Σχήµα 5.15, ενώ η αντίστοιχη καµπύλη 

που λαµβάνεται σύµφωνα µε τη θεωρία της πολλαπλής σκέδασης (πλήρης λύση) 
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απεικονίζεται στο Σχήµα 5.16. Από τη σύγκριση των δύο καµπυλών παρατηρούµε ότι το 

εύρος ζώνης αρνητικού δείκτη διάθλασης στο Σχήµα 5.15 είναι ίσο µε 40 MHz (2.975-

3.015 GHz), αρκετά µεγαλύτερο από το αντίστοιχο των 12 MHz στο Σχήµα 5.16 (3.000-

3.012 GHz). Επιπλέον, το φαινόµενο παρουσιάζεται εντονότερο στην προσεγγιστική λύση, 

αφού ο δείκτης διάθλασης λαµβάνει ιδιαίτερα µεγάλες αρνητικές τιµές (έως και -4.5), σε 

αντίθεση µε την πλήρη λύση όπου η ελάχιστη τιµή του δείκτη διάθλασης είναι -1.5. 

Συνεπώς, η προσεγγιστική µέθοδος ανάλυσης φαίνεται να υπερεκτιµά το φαινόµενο όσον 

αφορά στην ένταση και το εύρος ζώνης. 
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Σχήµα 5.15: ∆είκτης διάθλασης σύµφωνα µε τη θεωρία του ενεργού µέσου. 

 

Σχήµα 5.16: ∆είκτης διάθλασης σύµφωνα µε τη θεωρία πολλαπλής σκέδασης. 
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Στη συνέχεια θεωρούµε την περίπτωση αύξησης της διηλεκτρικής σταθεράς του 

περιβάλλοντος µέσου διατηρώντας σταθερή την τιµή της διηλεκτρικής σταθεράς του 

υλικού των σφαιρών. Για εh = 3 και εs = 100 – i0.01 απεικονίζεται η µεταβολή του δείκτη 

διάθλασης συναρτήσει της συχνότητας µε βάση την προσεγγιστική αναλυτική µέθοδο 

(Σχήµα 5.17) και την πλήρη λύση (Σχήµα 5.18). Είναι εµφανής η σηµαντική αύξηση στο 

εύρος ζώνης αρνητικού δείκτη διάθλασης, το οποίο στο Σχήµα 5.17 προκύπτει ίσο µε 130 

MHz (2.93-3.06 GHz) και στο Σχήµα 5.18 περίπου ίσο µε 78 ΜΗz (3.01-3.088 MHz). Η 

προσεγγιστική µέθοδος ωστόσο φαίνεται να προσεγγίζει ικανοποιητικά την ένταση του 

φαινοµένου, αφού η ελάχιστη αρνητική τιµή που λαµβάνει ο δείκτης διάθλασης στο Σχήµα 

5.17 είναι  -1.4, ενώ η αντίστοιχη τιµή στο Σχήµα 5.18 προκύπτει -1.67.  
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Σχήµα 5.17: ∆είκτης διάθλασης σύµφωνα µε την προσεγγιστική µέθοδο για  εh  = 3. 

 

Σχήµα 5.18: ∆είκτης διάθλασης µε βάση την πλήρη λύση για  εh  = 3. 
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Σε γενικές γραµµές όµως η περαιτέρω αύξηση της διηλεκτρικής σταθεράς του 

περιβάλλοντος µέσου οδηγεί την προσεγγιστική µέθοδο σε λανθασµένα συµπεράσµατα, 

αφού το µήκος κύµατος στο περιβάλλον µέσο µειώνεται σύµφωνα µε τη σχέση 

                                                          h

h

c
λ                                                            (5.2.8)

ε f
=  

µε αποτέλεσµα να µην προκύπτει αρκετές φορές µεγαλύτερο από τις διαστάσεις των 

σφαιρών και τη σταθερά του πλέγµατος, όπως απαιτεί η θεωρία του ενεργού µέσου. Για 

παράδειγµα, αν εh = 3 τότε λh = 57.7 mm, ενώ η σταθερά του πλέγµατος b = 15 mm. Για 

ακόµα µεγαλύτερες τιµές του εh είναι προφανές ότι δε θα ισχύει η συνθήκη λh >> b, 

εποµένως αξιόπιστα αποτελέσµατα λαµβάνονται µόνο από την πλήρη λύση του 

προβλήµατος.  

Σηµειώνεται ότι το υλικό των σφαιρών πρέπει να διαθέτει ιδιαίτερα υψηλή τιµή της 

διηλεκτρικής σταθεράς εs, της τάξεως του 100, καθώς και χαµηλές απώλειες, µε 

εφαπτοµένη απωλειών της τάξης του 10-4, προκειµένου το σύνολο της δοµής να 

συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό σε ένα συγκεκριµένο εύρος ζώνης. Ένα υποψήφιο 

διηλεκτρικό που να παρουσιάζει τη συγκεκριµένη συµπεριφορά στις µικροκυµατικές 

συχνότητες λειτουργίας είναι το διοξείδιο του τιτανίου (TiO2), το οποίο εµφανίζει 

διηλεκτρική σταθερά ε = 96 και εφαπτοµένη απωλειών ίση µε 0.0005 για συχνότητα 

λειτουργίας 3 GHz [53]. Άλλα υποψήφια υλικά είναι διάφορα κεραµικά υλικά που 

κατασκευάζονται τεχνητά και ανήκουν στην κατηγορία των perovskites. Πρόκειται για 

διάφορα οξείδια του τιτανίου της γενικής µορφής 1 3
1/2 1/2 3(A B )TiO+ +⋅  όπου Α+1 ένα ιόν της 

κατηγορίας των αλκαλικών µετάλλων (Κ, Na, Li) και Β+3 ένα ιόν της οικογένειας των 

λανθανιδών [54]. Τα οξείδια αυτής της µορφής εµφανίζουν πολύ υψηλές τιµές της 

διηλεκτρικής σταθεράς. Σηµειώνεται ότι αν Α = Νa+1 και Β = La+3 προκύπτει εr = 122 στη 

συχνότητα λειτουργίας  των 3 GHz, ενώ όταν Α = Νa+1 και Β = Pr+3 προκύπτει υλικό µε   

εr = 109, τιµές κατάλληλες για να προκαλέσουν ισχυρό ηλεκτροµαγνητικό συντονισµό στο 

σύνολο της δοµής των σφαιρών και την εµφάνιση της επιθυµητής συµπεριφοράς του 

µεταϋλικού.   

Συνοψίζοντας, συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα της προσεγγιστικής µεθόδου µε τα 

αντίστοιχα της πλήρους λύσης διαπιστώνουµε ότι συµφωνούν ποιοτικά,  αφού εκτός από 

κάποιες ποσοτικές διαφοροποιήσεις, ο δείκτης διάθλασης του µέσου διάδοσης παρουσιάζει 

την επιθυµητή συµπεριφορά λαµβάνοντας αρνητικές τιµές γύρω από τη συχνότητα 
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συντονισµού. Επιπλέον, για µικρές τιµές της διηλεκτρικής σταθεράς του περιβάλλοντος 

µέσου, έτσι ώστε να ισχύει ότι λh >> b, η προσεγγιστική µέθοδος παρέχει αρκετά 

αξιόπιστα αποτελέσµατα.   

 

5.3  Προτεινόµενη εφαρµογή του µεταϋλικού  

Στην παρούσα ενότητα εξετάζεται µία πιθανή εφαρµογή της δοµής του µεταϋλικού που 

παρουσιάστηκε και µελετήθηκε στα προηγούµενα κεφάλαια της διατριβής. Συγκεκριµένα, 

εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι σε συγκεκριµένο εύρος συχνοτήτων λειτουργίας το 

προτεινόµενο µεταϋλικό εµφανίζει αρνητικό δείκτη διάθλασης, είναι δυνατό να 

χρησιµοποιηθεί για τη βελτίωση της ικανότητας εστίασης ενός υβριδικού συστήµατος 

ενδοκρανιακής απεικόνισης και θεραπείας. 

Πρόκειται για ένα µη επεµβατικό σύστηµα το οποίο έχει αναπτυχθεί τα τελευταία χρόνια 

στο εργαστήριο µικροκυµάτων και οπτικών ινών του ΕΜΠ και µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

τόσο για διαγνωστικούς όσο και για θεραπευτικούς σκοπούς [42-44]. Η µέθοδος θεραπείας 

που παρέχει το σύστηµα είναι η υπερθερµία, µία γνωστή τεχνική θεραπείας του καρκίνου, 

στην οποία η θερµοκρασία των ιστών που βρίσκονται εντός του όγκου αυξάνεται στην 

περιοχή 42-45ο C, ενώ οι γειτονικοί υγιείς ιστοί διατηρούνται σε χαµηλότερη θερµοκρασία. 

Η συγκεκριµένη µέθοδος έχει εφαρµοστεί σε συνδυασµό µε τις κλασικές θεραπείες του 

καρκίνου (ακτινοβόληση, χηµειοθεραπεία) µε ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε ορισµένες 

περιπτώσεις. Ωστόσο, µονάχα η επεµβατική υπερθερµία έχει µέχρι στιγµής εφαρµοστεί µε 

επιτυχία, παρουσιάζοντας αρκετά µειονεκτήµατα εις βάρος του ασθενούς (οίδηµα, 

αιµορραγία, µόλυνση). Για το λόγο αυτό το συγκεκριµένο σύστηµα εφαρµόζει µία µη 

επεµβατική τεχνική υλοποίησης της υπερθερµίας. Επιπλέον, για να είναι αποτελεσµατική η 

µέθοδος της υπερθερµίας χρειάζεται να συνοδεύεται από µία αποτελεσµατική µέθοδο 

µέτρησης της θερµοκρασίας των ιστών, απεικονίζοντας τη θερµική δόση που κατευθύνεται 

στους καρκινικούς ιστούς, καθώς επίσης και τη θερµοκρασία των γειτονικών υγιών ιστών. 

Για το σκοπό αυτό το σύστηµα χρησιµοποιεί τη µέθοδο της µικροκυµατικής ραδιοµετρίας, 

η οποία παρέχει µετρήσεις της κατανοµής της θερµοκρασίας των ιστών. Οι 

θερµοκρασιακές διακυµάνσεις στο εσωτερικό του εγκεφάλου µπορούν επίσης να µας 

παρέχουν πληροφορίες για τις διαφορετικές περιοχές του εγκεφάλου που 

δραστηριοποιούνται κάθε φορά. Μάλιστα, επειδή η εγκεφαλική δραστηριότητα προκαλεί 

αλλαγές στην τοπική ροή αίµατος στον εγκέφαλο (regional cerebral blood flow), η οποία 
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µε τη σειρά της επηρεάζει τις τιµές της ηλεκτρικής αγωγιµότητας των διαφόρων περιοχών, 

η µικροκυµατική ραδιοµετρία µπορεί να παρέχει πληροφορίες εµµέσως και για τη 

µεταβολή της αγωγιµότητας των εγκεφαλικών ιστών. 

Η διάταξη του συστήµατος αποτελείται από µία ελλειψοειδή αγώγιµη κοιλότητα, που δρα 

ως µορφοποιητής της δέσµης (beamformer), ευαίσθητους ραδιοµετρικούς δέκτες που 

λειτουργούν σε χαµηλές µικροκυµατικές συχνότητες (1-4 GHz) και γεννήτρια µάγνητρον 

που χρησιµοποιείται για ακτινοβόληση. Οι ιδιότητες του συστήµατος είναι συνάρτηση της 

συχνότητας λειτουργίας και των γεωµετρικών ιδιοτήτων της ελλειψοειδούς κοιλότητας. Το 

κύριο εποµένως τµήµα του συστήµατος είναι η αγώγιµη ελλειψοειδής κοιλότητα, η οποία 

παρέχει την απαραίτητη εστίαση της ακτινοβολίας στην περιοχή ενδιαφέροντος. Η 

κατασκευή εκµεταλλεύεται τη γεωµετρική ιδιότητα της έλλειψης, σύµφωνα µε την οποία 

κάθε ακτίνα που εκπέµπεται από τη µία εστία συγκλίνει στην άλλη µε το ίδιο συνολικό 

µήκος διαδροµής. Οι διαστάσεις της κοιλότητας είναι τέτοιες που να επιτρέπουν την 

είσοδο ενός ενήλικα µέχρι τη µέση του κορµού και τη σάρωση του ανθρώπινου 

εγκεφάλου. Ικανοποιείται επίσης η προϋπόθεση τα µήκη των αξόνων της έλλειψης να µην 

είναι συγκρίσιµα µε το µήκος κύµατος των συχνοτήτων λειτουργίας, οι οποίες κυµαίνονται 

στο εύρος 1-4 GHz. Με βάση τα παραπάνω, ο µεγάλος άξονας της έλλειψης έχει µήκος 

1,25 m και ο µικρός 1,20 m. Το λειτουργικό διάγραµµα και µία ενδεικτική φωτογραφία 

του συστήµατος φαίνεται στο Σχήµα 5.19. 

 

 

Σχήµα 5.19: Λειτουργικό διάγραµµα και άποψη του συστήµατος. 

Το σύστηµα υποστηρίζει δύο τρόπους λειτουργίας ανάλογα µε το αν χρησιµοποιείται για 

µετρήσεις της θερµοκρασίας (µικροκυµατική ραδιοµετρία) ή για ακτινοβόληση των ιστών 

της περιοχής ενδιαφέροντος (υπερθερµία). Στην πρώτη περίπτωση το κεφάλι του ασθενούς 

τοποθετείται στη µία εστία της ελλειψοειδούς κοιλότητας, ενώ στην άλλη εστία βρίσκεται 
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µία δικωνική κεραία λήψης, η οποία συνδέεται µε ένα ραδιόµετρο. Με τον τρόπο αυτό η 

θερµικά εκπεµπόµενη ακτινοβολία από το κεφάλι συγκεντρώνεται στην κεραία λήψης και 

στη συνέχεια οδηγείται στο ραδιόµετρο επιτρέποντας την ανίχνευσή της. Αντίστοιχα, όταν 

πραγµατοποιείται υπερθερµία, η κεραία λήψης αντικαθίσταται από µία κεραία εκποµπής 

και το ραδιόµετρο από µία µικροκυµατική γεννήτρια (magnetron). Σε αυτή την περίπτωση, 

η εκπεµπόµενη ακτινοβολία εστιάζεται επιλεκτικά σε µία συγκεκριµένη περιοχή 

ενδιαφέροντος στο κεφάλι του ασθενούς.  

Τα τελευταία χρόνια έχουν πραγµατοποιηθεί εκτεταµένες έρευνες που απέδειξαν ότι µε το 

συγκεκριµένο σύστηµα µπορεί να επιτευχθεί εστίαση της ακτινοβολίας σε συγκεκριµένες 

περιοχές ενδιαφέροντος του εγκεφάλου µε διάφορες τιµές όσον αφορά στο µέγεθος της 

εστίας και το βάθος ανίχνευσης, ανάλογα µε τις συχνότητες λειτουργίας [45, 46]. 

Εντούτοις, τα αποτελέσµατα αποκάλυψαν κάποια µειονεκτήµατα σχετικά µε την επίδοση 

του συστήµατος. Ειδικότερα, η έλλειψη καλής προσαρµογής στη διεπαφή αέρα-µοντέλου 

ανθρώπινου κεφαλιού εξαιτίας της µεγάλης διαφοράς ανάµεσα στην τιµή του δείκτη 

διάθλασης του αέρα και των εγκεφαλικών ιστών είχε ως αποτέλεσµα τη διαφυγή µεγάλης 

ποσότητας ηλεκτροµαγνητικής ενέργειας λόγω ανακλάσεων, µειώνοντας σηµαντικά το 

βάθος ανίχνευσης της ακτινοβολίας και επηρεάζοντας δυσµενώς την ικανότητα εστίασης 

του συστήµατος. Επιπλέον, το σύστηµα παρουσίαζε µειωµένη χωρική ευαισθησία (spatial 

sensitivity) σε σχετικές κινήσεις του µοντέλου του ανθρώπινου κεφαλιού γύρω από το 

σηµείο εστίασης. Η χρήση µεταϋλικών µπορεί να επιλύσει τα συγκεκριµένα προβλήµατα 

χρησιµεύοντας ως στρώµα προσαρµογής στη διεπιφάνεια αέρα-µοντέλο ανθρώπινου 

κεφαλιού, µε αποτέλεσµα τη σηµαντική αύξηση της εστίασης όσον αφορά στο βάθος 

ανίχνευσης και τη χωρική διακριτική ικανότητα. Στη συνέχεια παρουσιάζονται αναλυτικά 

τα αποτελέσµατα διαφόρων προσοµοιώσεων που αποδεικνύουν τα παραπάνω.  

Σηµειώνεται ότι στις προσοµοιώσεις που ακολουθούν το ανθρώπινο κεφάλι 

µοντελοποιείται από µία σφαίρα δύο στρωµάτων αναπαριστώντας δύο είδη ιστών: το 

εξωτερικό στρώµα ακτίνας 9 cm θεωρείται ότι αναπαριστά το κρανίο, ενώ το εσωτερικό 

στρώµα ακτίνας 8 cm τη φαιά ουσία του εγκεφάλου. Η διηλεκτρική σταθερά και η 

ηλεκτρική αγωγιµότητα των δύο στρωµάτων εξαρτώνται από τη συχνότητα λειτουργίας 

του συστήµατος [47]. Ενδεικτικά αναφέρουµε ότι για συχνότητα ίση µε 1.1 GHz οι τιµές 

των παραµέτρων αυτών για το κρανίο είναι εr = 16.3 και σ = 0.28 S/m, ενώ για τη φαιά 

ουσία  εr = 45.1 και σ = 0.84 S/m. Στο Σχήµα 5.20 φαίνεται η κατανοµή του ηλεκτρικού 

πεδίου εντός της ελλειψοειδούς κοιλότητας και εντός του µοντέλου του ανθρώπινου 
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κεφαλιού, που είναι τοποθετηµένο µε το κέντρο του στην εστία της κοιλότητας, χωρίς την 

παρουσία στρώµατος προσαρµογής (matching layer) και για συχνότητα λειτουργίας 1.1 

GHz. 

 

Σχήµα 5.20: Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου (α) στην ελλειψοειδή κοιλότητα και (β) στο µοντέλο 

ανθρώπινου κεφαλιού για  f = 1.1 GHz χωρίς στρώµα προσαρµογής. 

Είναι εµφανές ότι ενώ ένα µέρος του πεδίου εισέρχεται στο µοντέλο του κεφαλιού και 

συγκεντρώνεται στο κέντρο του, που συµπίπτει µε τη γεωµετρική εστία της έλλειψης, το 

µεγαλύτερο µέρος του ανακλάται στη διεπαφή αέρα-µοντέλο ανθρώπινου κεφαλιού, όπως 

απεικονίζεται στο Σχήµα 5.20 (β) µε κόκκινο χρώµα. Το γεγονός αυτό οφείλεται στη 

διαφορά ανάµεσα στην τιµή του δείκτη διάθλασης για τον αέρα και τους εγκεφαλικούς 

ιστούς. Εφόσον η τιµή της σχετικής µαγνητικής διαπερατότητας για τον αέρα και τους 

εγκεφαλικούς ιστούς είναι η ίδια και ίση µε τη µονάδα, η διαφορά στο δείκτη διάθλασης 

οφείλεται στη διαφορά των τιµών της διηλεκτρικής σταθεράς. 

Αρχικά εξετάζεται η δυνατότητα βελτίωσης της προσαρµογής στη διεπαφή αέρα-µοντέλο 

ανθρώπινου κεφαλιού µε τη χρήση στρωµάτων από µεταϋλικό. Θεωρούµε ότι το 

µεταϋλικό τοποθετείται γύρω από το µοντέλο του ανθρώπινου κεφαλιού και είναι ένα 

σφαιρικό στρώµα µε δείκτη διάθλασης 1n = − . Η τιµή αυτή επιλέγεται για να επιτευχθεί 

προσαρµογή µε τον αέρα, έτσι ώστε ο συντελεστής ανάκλασης για κάθετη πρόσπτωση της 

ακτινοβολίας στη διαχωριστική επιφάνεια να είναι ίσος µε µηδέν. Σε αυτή την περίπτωση, 

η ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία που διαδίδεται στον αέρα και προσπίπτει στη 

διαχωριστική επιφάνεια αέρα-µεταϋλικού εισέρχεται ολόκληρη στο µεταϋλικό. Επίσης, 

θεωρείται ότι το µεταϋλικό εµφανίζει πολύ χαµηλές απώλειες, µε εφαπτοµένη απωλειών 

της τάξεως του 10-4. Με δεδοµένες τις παραπάνω παραµέτρους του θεωρούµενου 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-195- 

µεταϋλικού, το µέγεθος εκείνο που µπορεί να επηρεάσει την επίδρασή του στη διάδοση της 

ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας είναι το πάχος του. Για την επιλογή του βέλτιστου 

πάχους του στρώµατος προσαρµογής πραγµατοποιήθηκαν προσοµοιώσεις για τρεις 

διαφορετικές τιµές: 1, 2 και 3 cm. Στο Σχήµα 5.21 διακρίνεται η κατανοµή του ηλεκτρικού 

πεδίου στην ελλειψοειδή κοιλότητα και το µοντέλο του ανθρώπινου κεφαλιού µε την 

παρουσία του στρώµατος προσαρµογής πάχους 1 cm [48, 49].  

 

Σχήµα 5.21: Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου (α) στην ελλειψοειδή κοιλότητα και (β) στο µοντέλο 

ανθρώπινου κεφαλιού για  f = 1.1 GHz µε χρήση στρώµατος προσαρµογής από µεταϋλικό πάχους 1 cm. 

Παρατηρούµε ότι επιτυγχάνεται σηµαντική µείωση του ανακλώµενου ηλεκτρικού πεδίου 

επιβεβαιώνοντας την υπόθεση πως η παρουσία του γύρω από το µοντέλο θα βελτιώσει τη 

συνθήκη προσαρµογής στη διεπαφή αέρα-µοντέλου ανθρώπινου κεφαλιού. Στο Σχήµα 

5.22 παρουσιάζεται η κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου στο µοντέλο του ανθρώπινου 

κεφαλιού για τις τρεις περιπτώσεις των στρωµάτων προσαρµογής µε τα διαφορετικά πάχη 

και συγκρίνονται µε την περίπτωση που δε χρησιµοποιήθηκε στρώµα προσαρµογής. Η 

κλίµακα για την ένταση του πεδίου είναι η ίδια για όλες τις εικόνες. Η προσθήκη 

στρώµατος προσαρµογής πάχους 1 cm είχε ως αποτέλεσµα την αύξηση της µέγιστης τιµής 

του ηλεκτρικού πεδίου στο εσωτερικό του µοντέλου κατά 37%, ενώ το στρώµα πάχους 2 

cm προκάλεσε ακόµα µεγαλύτερη αύξηση, της τάξης του 66%. Τέλος, η προσθήκη 

στρώµατος προσαρµογής µε πάχος 3 cm είχε ως αποτέλεσµα την εξασθένιση του πεδίου 

που εισέρχεται στο µοντέλο του ανθρώπινου κεφαλιού, µε αποτέλεσµα αυτό να 

συγκεντρώνεται σε µικρότερο βάθος και όχι στο κέντρο του, εξαιτίας της απορρόφησης 

σηµαντικού µέρους της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας. Μεγαλύτερα πάχη του 

στρώµατος προσαρµογής θα επιφέρουν ακόµα µεγαλύτερη απορρόφηση. Συνεπώς, το 
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βέλτιστο πάχος για την κατασκευή του στρώµατος προσαρµογής από µεταϋλικό είναι        

2 cm. 

 

 

      

Σχήµα 5.22: Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου στο µοντέλο ανθρώπινου κεφαλιού για  f = 1.1 GHz (α) χωρίς 

στρώµα προσαρµογής, (β) µε στρώµα προσαρµογής από µεταϋλικό πάχους 1 cm, (γ) µε στρώµα 

προσαρµογής από µεταϋλικό πάχους 2 cm και (δ) µε στρώµα προσαρµογής από µεταϋλικό πάχους 3 cm. 

 

Η ίδια διαδικασία µπορεί να εφαρµοστεί και για µεγαλύτερες συχνότητες λειτουργίας του 

συστήµατος. Για παράδειγµα, για συχνότητα λειτουργίας  f  = 1.8 GHz η κατανοµή του 
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ηλεκτρικού πεδίου στο µοντέλο του ανθρώπινου κεφαλιού και για τις τρεις περιπτώσεις 

διαφορετικού πάχους του στρώµατος προσαρµογής, καθώς και για την περίπτωση 

απουσίας στρώµατος προσαρµογής, φαίνεται στο Σχήµα 5.23. Όπως συνέβη και για τη 

συχνότητα των 1.1 GHz, το στρώµα πάχους 2 cm είναι αυτό που εµφάνισε τη βέλτιστη 

απόδοση, αυξάνοντας τη µέγιστη τιµή του ηλεκτρικού πεδίου στο εσωτερικό του µοντέλου 

του ανθρώπινου κεφαλιού κατά 90%. Το στρώµα πάχους 1 cm επίσης ενίσχυσε τη 

διείσδυση του πεδίου στο µοντέλο προκαλώντας αύξηση της µέγιστης τιµής του κατά 26%, 

ενώ το στρώµα πάχους 3 cm προκάλεσε αύξηση της µέγιστης τιµής του πεδίου στο 

µοντέλο κατά  46%.  

 

 
Σχήµα 5.23: Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου στο µοντέλο ανθρώπινου κεφαλιού για  f = 1.8 GHz (α) χωρίς 

στρώµα προσαρµογής, (β) µε στρώµα προσαρµογής από µεταϋλικό πάχους 1 cm, (γ) µε στρώµα 

προσαρµογής από µεταϋλικό πάχους 2 cm και (δ) µε στρώµα προσαρµογής από µεταϋλικό πάχους 3 cm. 
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Επειδή για  f  = 1.8 GHz το ηλεκτρικό πεδίο συγκεντρώνεται στα εξωτερικά τοιχώµατα του 

µοντέλου του ανθρώπινου κεφαλιού, λόγω του γεγονότος ότι το βάθος διείσδυσης της 

ακτινοβολίας είναι µικρότερο από ό,τι σε µικρότερες συχνότητες, η ενίσχυση του πεδίου 

που παρατηρήθηκε στο εσωτερικό του µοντέλου µε τη χρήση των στρωµάτων 

προσαρµογής είχε ως αποτέλεσµα την αύξηση του βάθους ανίχνευσης του συστήµατος. 

Η συνθήκη προσαρµογής στη διεπαφή αέρα-µοντέλο ανθρώπινου κεφαλιού µπορεί να 

βελτιωθεί ακόµα περισσότερο µε τη συνδυασµένη χρήση στρωµάτων προσαρµογής από 

µεταϋλικό και κοινά διηλεκτρικά [48]. Οι τιµές της διηλεκτρικής σταθεράς των υλικών 

αυτών επιλέγονται ανάµεσα στις αντίστοιχες τιµές για τον αέρα (εr = 1) και το µέσο 

εγκεφαλικό ιστό (εr = 40) για τις συχνότητες ενδιαφέροντος, αλλά λαµβάνοντας υπόψη και 

την εµπορική διαθεσιµότητα τέτοιων υλικών. Με τον τρόπο αυτό, η µετάβαση µεταξύ των 

δύο τιµών θα πραγµατοποιείται σε περισσότερα από ένα στάδια, οδηγώντας στην 

οµαλότερη διάδοση του κύµατος.  

Στις προσοµοιώσεις χρησιµοποιήθηκαν δύο και τρία στρώµατα προσαρµογής µε τους 

παρακάτω συνδυασµούς υλικών: 

• Εξωτερικό στρώµα από µεταϋλικό πάχους 2 cm και εσωτερικό στρώµα από 

διηλεκτρικό µε εr = 6 πάχους 1.5 cm. 

• Εξωτερικό στρώµα από µεταϋλικό πάχους 2 cm και εσωτερικό στρώµα από 

διηλεκτρικό µε εr = 12 πάχους 1.5 cm. 

• Εξωτερικό στρώµα από µεταϋλικό πάχους 2 cm, ενδιάµεσο στρώµα από 

διηλεκτρικό µε εr = 6 πάχους 1.5 cm και εσωτερικό στρώµα από διηλεκτρικό µε    

εr = 12 πάχους 1.5 cm. 

Το µεταϋλικό είχε και πάλι δείκτη διάθλασης ίσο µε -1. Για καθένα από τους παραπάνω 

συνδυασµούς στρωµάτων και στη συχνότητα των 1.1 GHz, η κατανοµή του ηλεκτρικού 

πεδίου στο µοντέλο του ανθρώπινου κεφαλιού παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.24 και 

συγκρίνεται µε την περίπτωση που δεν χρησιµοποιείται κανένα στρώµα προσαρµογής. Για 

τους δύο πρώτους συνδυασµούς παρατηρήθηκε σηµαντική αύξηση του πεδίου στο 

εσωτερικό του µοντέλου. Συγκεκριµένα, η µέγιστη τιµή του ηλεκτρικού πεδίου αυξήθηκε 

κατά 74% σε σχέση µε αυτήν που καταγράφηκε χωρίς την παρουσία στρώµατος 

προσαρµογής και για τους δύο συνδυασµούς. Για τον τρίτο συνδυασµό στρωµάτων 

προσαρµογής, η αύξηση της µέγιστης τιµής του πεδίου στο εσωτερικό του µοντέλου 

έφτασε το 81%, αλλά παρατηρήθηκε απόκλιση της περιοχής εστίασης από το κέντρο του, 
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που συµπίπτει µε τη γεωµετρική εστία της ελλειψοειδούς κοιλότητας. Συνεπώς, ο 

βέλτιστος συνδυασµός για τη µείωση της ανακλώµενης ακτινοβολίας στη διεπαφή αέρα-

µοντέλου ανθρώπινου κεφαλιού είναι η συνδυασµένη χρήση ενός στρώµατος 

προσαρµογής από µεταϋλικό και ενός στρώµατος προσαρµογής από διηλεκτρικό υλικό µε 

εr = 6 ή 12. 

 

Σχήµα 5.24: Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου στο µοντέλο ανθρώπινου κεφαλιού για  f = 1.1GHz για 

διάφορους συνδυασµούς στρωµάτων προσαρµογής. 

 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/05/2024 01:23:17 EEST - 3.147.82.10



-200- 

Εφαρµόζοντας την ίδια διαδικασία για τη συχνότητα λειτουργίας των 1.8 GHz λαµβάνουµε 

τα αποτελέσµατα του Σχήµατος 5.25.  

 

Σχήµα 5.25 Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου στο µοντέλο ανθρώπινου κεφαλιού για  f = 1.8 GHz για 

διάφορους συνδυασµούς στρωµάτων προσαρµογής. 

Για τους δύο πρώτους συνδυασµούς στρωµάτων, η αύξηση της µέγιστης τιµής του 

ηλεκτρικού πεδίου στο εσωτερικό του µοντέλου του ανθρώπινου κεφαλιού έφτασε το 87% 

σε σχέση µε την απλή περίπτωση χωρίς τη χρήση στρώµατος προσαρµογής. Για τον τρίτο 

συνδυασµό η µέγιστη τιµή της έντασης του πεδίου προκύπτει διπλάσια από αυτή που 

παρατηρήθηκε χωρίς τη χρήση στρώµατος προσαρµογής, δηλαδή σηµειώθηκε αύξηση της 

τάξης του 100%. Στην περίπτωση αυτή η χρήση τριών στρωµάτων προσαρµογής δεν 
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επηρέασε την περιοχή εστίασης του πεδίου στο µοντέλο, όπως παρατηρήθηκε στη 

συχνότητα των 1.1 GHz. Εποµένως, σε αυτή τη συχνότητα ο βέλτιστος συνδυασµός για τη 

µείωση της ανακλώµενης ακτινοβολίας στη διεπαφή αέρα-µοντέλου ανθρώπινου κεφαλιού 

και την αύξηση του βάθους ανίχνευσης του συστήµατος είναι η συνδυασµένη χρήση ενός 

στρώµατος προσαρµογής από µεταϋλικό και δύο στρωµάτων προσαρµογής από 

διηλεκτρικά υλικά. 

Για τη βελτίωση της χωρικής διακριτικής ικανότητας του συστήµατος είναι δυνατό να 

χρησιµοποιηθεί και πάλι το στρώµα προσαρµογής από µεταϋλικό σε συνδυασµό µε την 

πλήρωση του χώρου της ελλειψοειδούς κοιλότητας µε διηλεκτρικό υλικό χαµηλών 

απωλειών. Επιπλέον, ο αρχικός όγκος του ελλειψοειδούς µειώνεται κατά 25% σε µια 

προσπάθεια για την ανάπτυξη ενός µικρότερου φορητού συστήµατος, διατηρώντας τις 

ιδιότητες εστίασης του αρχικού ελλειψοειδούς. Με την παρουσία του διηλεκτρικού υλικού 

στο εσωτερικό της κοιλότητας, το µήκος κύµατος διάδοσης της ηλεκτροµαγνητικής 

ακτινοβολίας στις συχνότητες ενδιαφέροντος είναι µικρότερο από αυτό που έχουν οι ίδιες 

συχνότητες όταν διαδίδονται στον αέρα, µε αποτέλεσµα το ηλεκτροµαγνητικό κύµα να 

«βλέπει» µεγαλύτερο όγκο από ό,τι όταν το ελλειψοειδές είναι κενό, οδηγώντας σε 

καλύτερη ανίχνευση των σχετικών κινήσεων του µοντέλου ανθρώπινου κεφαλιού γύρω 

από την εστία του ελλειψοειδούς.  

Στο Σχήµα 5.26 απεικονίζεται η κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου εντός της απλής 

ελλειψοειδούς κοιλότητας και του µοντέλου ανθρώπινου κεφαλιού, µε το τελευταίο να 

είναι µετακινηµένο από τη γεωµετρική εστία κατά -50mm στον άξονα z, χωρίς τη χρήση 

στρωµάτων προσαρµογής και για τη συχνότητα λειτουργίας των 1.1 GHz. ∆ιαπιστώνεται 

ότι η ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία συγκεντρώνεται πολύ κοντά στο κέντρο του 

µοντέλου και όχι στην περιοχή που είναι τοποθετηµένη στην εστία. Συγκεκριµένα στο 

σύστηµα συντεταγµένων του συστήµατος, η εστία της ελλειψοειδούς κοιλότητας βρίσκεται 

στο σηµείο (-450, 0, 0) mm, το κέντρο του κεφαλιού είναι τοποθετηµένο στο σηµείο         

(-450, 0, -50) mm, ενώ το κέντρο της περιοχής στην οποία εστιάζεται η ακτινοβολία 

βρίσκεται στο σηµείο (-450, 0, -48) mm, επιβεβαιώνοντας την κακή χωρική διακριτική 

ικανότητα του συστήµατος. 
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Σχήµα 5.26: Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου (α) στην απλή ελλειψοειδή κοιλότητα και (β) στο µοντέλο 

ανθρώπινου κεφαλιού για µετακίνησή του από τη γεωµετρική εστία κατά -50 mm στον άξονα z, για 

συχνότητα  f  = 1.1 GHz. 

 

Αν η ελλειψοειδής κοιλότητα γεµίσει µε διηλεκτρικό σταθεράς εr = 6 µε παράλληλη 

µείωση του όγκου της, η κατανοµή του πεδίου εντός της κοιλότητας και του µοντέλου του 

ανθρώπινου κεφαλιού παρουσιάζεται στο Σχήµα 5.27. Στο νέο σύστηµα συντεταγµένων 

του συστήµατος (καθώς έχει µειωθεί ο όγκος της ελλειψοειδούς κοιλότητας), η εστία 

βρίσκεται στο σηµείο (-337.5, 0, 0) mm και το κέντρο του µοντέλου είναι τοποθετηµένο 

στο σηµείο (-337.5, 0, -50). Το ηλεκτρικό πεδίο εστιάζεται στην περιοχή µε κέντρο το 

σηµείο (-337.5, 0, -25) mm, δηλαδή στο µέσο της απόστασης µεταξύ γεωµετρικής εστίας 

και κέντρου του µοντέλου του ανθρώπινου κεφαλιού. Συγκρίνοντας µε την περίπτωση της 

κενής ελλειψοειδούς κοιλότητας, η απόσταση του κέντρου της περιοχής εστίασης από τη 

γεωµετρική εστία είναι µειωµένη περίπου κατά 50%. Εποµένως, η πλήρωση του 

ελλειψοειδούς µε διηλεκτρικό υλικό οδηγεί σε σηµαντική ολίσθηση της περιοχής εστίασης 

του πεδίου προς την επιθυµητή περιοχή, που είναι τοποθετηµένη στη γεωµετρική εστία του 

ελλειψοειδούς. Αξίζει να σηµειωθεί επίσης ότι το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου στο 

εσωτερικό του µοντέλου είναι πολύ ισχυρότερο για το ελλειψοειδές µειωµένου όγκου, 

επιβεβαιώνοντας τη βελτίωση στη συνθήκη προσαρµογής στη διεπαφή αέρα-µοντέλου 

ανθρώπινου κεφαλιού. 
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Σχήµα 5.27: Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου (α) στην ελλειψοειδή κοιλότητα µε µειωµένο όγκο και υλικό 

πλήρωσης και (β) στο µοντέλο ανθρώπινου κεφαλιού για µετακίνησή του από τη γεωµετρική εστία κατά -50 

mm στον άξονα z, για συχνότητα  f  = 1.1 GHz. 

 

Η βελτίωση της χωρικής διακριτικής ικανότητας του συστήµατος είναι ακόµα µεγαλύτερη 

αν γύρω από το µοντέλο του ανθρώπινου κεφαλιού χρησιµοποιηθεί στρώµα προσαρµογής 

από µεταϋλικό µε δείκτη διάθλασης n = -1 και πάχους 2 cm. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 

5.28, παρατηρείται µεγαλύτερη µετατόπιση της περιοχής εστίασης προς τη γεωµετρική 

εστία σε σχέση µε την περίπτωση του Σχήµατος 5.27, που απουσιάζει το στρώµα 

προσαρµογής από µεταϋλικό.  

 

 
Σχήµα 5.28: Κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου (α) στην ελλειψοειδή κοιλότητα µε µειωµένο όγκο και υλικό 

πλήρωσης και (β) στο µοντέλο ανθρώπινου κεφαλιού για µετακίνησή του από τη γεωµετρική εστία κατά -50 

mm στον άξονα z, µετά την τοποθέτηση στρώµατος προσαρµογής από µεταϋλικό για  f  = 1.1 GHz. 
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Ειδικότερα, η απόσταση του κέντρου της περιοχής εστίασης από τη γεωµετρική εστία 

παρουσία του στρώµατος προσαρµογής είναι 12 mm, ενώ στην περίπτωση του Σχήµατος 

5.27 η αντίστοιχη απόσταση είναι 25 mm, παρατηρείται δηλαδή µείωση της απόστασης 

περίπου κατά 50%, ενώ σε σχέση µε την περίπτωση της κενής ελλειψοειδούς κοιλότητας 

(Σχήµα 5.26) η µείωση της απόστασης είναι της τάξεως του 75%. Το γεγονός αυτό 

οφείλεται στην περαιτέρω µείωση της ανακλώµενης ενέργειας στη διεπαφή αέρα-µοντέλου 

ανθρώπινου κεφαλιού. 

Συνεπώς, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η συνδυασµένη χρήση στρώµατος 

προσαρµογής από µεταϋλικό και διηλεκτρικού υλικού για την πλήρωση της ελλειψοειδούς 

κοιλότητας προκαλεί τη µεγαλύτερη βελτίωση στην απόκριση του συστήµατος στις 

σχετικές κινήσεις του κεφαλιού γύρω από το γεωµετρικό σηµείο εστίασης.  

 

Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα της παρούσας ενότητας, αναφέρουµε ότι η χρήση των 

µεταϋλικών ως στρώµατα προσαρµογής που µπορούν να τοποθετηθούν γύρω από το 

µοντέλο του ανθρώπινου κεφαλιού επιφέρει µεγάλη βελτίωση στην ικανότητα εστίασης 

του συστήµατος απεικόνισης και θεραπείας, όσον αφορά στο βάθος διείσδυσης της 

ακτινοβολίας και στη χωρική διακριτική ικανότητα του συστήµατος, δηλαδή την 

ικανότητα εστίασης σε σχετικές κινήσεις του κεφαλιού γύρω από το σηµείο εστίασης. 

Μάλιστα, η βελτίωση είναι ακόµα µεγαλύτερη όταν τα µεταϋλικά συνδυαστούν µε 

διηλεκτρικά υλικά, που χρησιµεύουν είτε ως στρώµατα προσαρµογής για τη µείωση της 

ανακλώµενης ενέργειας στη διεπαφή αέρα-µοντέλου ανθρώπινου κεφαλιού είτε ως υλικά 

πλήρωσης της ελλειψοειδούς κοιλότητας για την αύξηση της χωρικής διακριτικής 

ικανότητας του συστήµατος.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6  

ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΕΡΕΥΝΑ – ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

6.1  Λειτουργία του µεταϋλικού στην περιοχή των THz 

Στα κεφάλαια που προηγήθηκαν µελετήθηκε η λειτουργία του µεταϋλικού, αποτελούµενου 

από ένα κυβικό πλέγµα σφαιρών, στις µικροκυµατικές συχνότητες. Μάλιστα, η εφαρµογή 

που παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο 5 απαιτεί η συχνότητα λειτουργίας του µεταϋλικού να 

βρίσκεται στο εύρος 1-3.5 GHz. Στην παρούσα ενότητα θα εξεταστεί το ενδεχόµενο 

λειτουργίας του µεταϋλικού σε υψηλότερη περιοχή του φάσµατος και συγκεκριµένα στην 

περιοχή των THz και των υπέρυθρων συχνοτήτων. Το γεγονός αυτό είναι ιδιαίτερα 

σηµαντικό γιατί επιφέρει σηµαντική µείωση στις διαστάσεις της συνολικής δοµής του 

µεταϋλικού και επεκτείνει τη χρήση του µεταϋλικού σε εφαρµογές που λαµβάνουν χώρα 

σε υψηλότερες συχνότητες. 

Η µοντελοποίηση του µεταϋλικού ως κυβικό πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών διατηρείται. 

Το υλικό κατασκευής των σφαιρών, όπως αναφέρθηκε και στο κεφάλαιο 3, επιλέγεται και 

πάλι έτσι ώστε να εµφανίζει υψηλή διηλεκτρική σταθερά (της τάξης του 100) και χαµηλές 

απώλειες στην περιοχή των ΤΗz. Οι απαιτούµενες ιδιαίτερα υψηλές τιµές της διηλεκτρικής 

σταθεράς παρέχονται από ειδικούς κρυστάλλους (polaritonic materials) στις υπέρυθρες 

συχνότητες. Η σχετική διηλεκτρική επιτρεπτότητα των παραπάνω υλικών δίνεται από τη 

σχέση [50] 

                                             
2 2
L T

s 2 2
Τ

ω ω
ε ε( ) 1                                            (6.1.1)

ω ω ωγi

 −
= ∞ + − + 

   

όπου ε( )∞  η οριακή τιµή της διηλεκτρικής σταθεράς στις υψηλές συχνότητες, Τω  η 

εγκάρσια οπτική φωνονική συχνότητα, Lω η διαµήκης οπτική φωνονική συχνότητα και γ ο 

συντελεστής απόσβεσης. Οι παράµετροι αυτές συνδέονται σύµφωνα µε τη σχέση Lyddane-

Sachs-Teller relation  

                                                          
2
L
2
Τ
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                                                           (6.1.2)
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=
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όπου ε(0) η στατική διηλεκτρική σταθερά. Τυπικό παράδειγµα τέτοιου υλικού αποτελεί ο 

κρύσταλλος LiTaO3, για τον οποίο οι σχετικές παράµετροι έχουν τις εξής τιµές [51]:          

ε(0) = 41.4, ε( )∞ =13.4, ωΤ/2π = 4.25 ΤΗz, ωL/2π = 7.46 ΤΗz και γ/2π = 0.1 THz. Το 
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συγκεκριµένο υλικό κατασκευής των σφαιρών επιλέγεται επειδή εµφανίζει υψηλή τιµή 

στατικής διηλεκτρικής σταθεράς ε(0), µε αποτέλεσµα να αναµένεται ισχυρός συντονισµός 

της µαγνητικής διπολικής ροπής των σφαιρών και εποµένως να είναι ευκολότερη η 

επίτευξη αρνητικής ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας για το σύνολο της δοµής.  

Στη συνέχεια του αριθµητικού παραδείγµατος, θεωρώντας ότι η ακτίνα των σφαιρών  είναι 

α = 4 µm, η σταθερά πλέγµατος b = 10 µm και η διηλεκτρική σταθερά του περιβάλλοντος 

µέσου εh = 1, η συχνότητα του πρώτου µαγνητικού συντονισµού προκύπτει ίση µε 3.53 

ΤΗz, σύµφωνα µε τη σχέση του (3.5.1) του κεφαλαίου 3, ενώ η ενεργός µαγνητική 

διαπερατότητα του συνόλου των σφαιρών υπολογίζεται από τη σχέση (3.3.60). Στο Σχήµα 

6.1 παρουσιάζεται ενδεικτικά η ενεργός µαγνητική διαπερατότητα (πραγµατικό µέρος) για 

το παραπάνω πλέγµα σφαιρών ως συνάρτηση της συχνότητας. Παρατηρούµε ότι σε ένα 

στενό εύρος συχνοτήτων γύρω από τη συχνότητα συντονισµού (3.53-3.65 ΤΗz) η µr 

λαµβάνει πράγµατι αρνητικές τιµές, ωστόσο η ένταση του φαινοµένου παρουσιάζεται 

µειωµένη σε σχέση µε την αντίστοιχη περίπτωση στις µικροκυµατικές συχνότητες, λόγω 

διαφοράς στο διηλεκτρικό υλικό των σφαιρών και στις απώλειες που αυτό εµφανίζει. 

Τέλος, το µήκος κύµατος ελευθέρου χώρου στη συχνότητα µαγνητικού συντονισµού 

προκύπτει 10.6 φορές µεγαλύτερο από τη διάµετρο των σφαιρών, επιβεβαιώνοντας την 

ισχύ της θεωρίας του ενεργού µέσου (λh >> α). 

                               
Σχήµα 6.1: Ενεργός µαγνητική διαπερατότητα ενός πλέγµατος σφαιρών από LiTaO3. 

∆εδοµένου ότι ο ηλεκτρικός συντονισµός των σφαιρών προκύπτει λιγότερο ισχυρός από 

τον αντίστοιχο µαγνητικό για την ίδια τιµή της διηλεκτρικής σταθεράς εs του υλικού των 

σφαιρών, το φαινόµενο επίτευξης αρνητικής ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς για το 
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σύνολο των σφαιρών θα είναι πιο εξασθενηµένο. Για την επίλυση του προβλήµατος αυτού 

πρέπει είτε να επιλεγεί υλικό µε ακόµα υψηλότερες τιµές διηλεκτρικής σταθεράς είτε να 

βρεθεί ένας εναλλακτικός µηχανισµός για να προκληθεί ηλεκτρικός συντονισµός και κατ 

επέκταση αρνητική ενεργός διηλεκτρική σταθερά. Ηλεκτρικός συντονισµός προκαλείται 

και από αρνητικές τιµές της διηλεκτρικής σταθεράς του υλικού των σφαιρών, δηλαδή όταν 

εµφανίζεται συµπεριφορά πλάσµατος. Το γεγονός αυτό επιβεβαιώνεται και από την 

ανάπτυξη σε σειρά Taylor του συντελεστή σκέδασης ηλεκτρικών κυµάτων Α1 που ορίζεται 

από τη σχέση 

       [ ]1 1

1
A 1 exp( 2α )

2
i= − − − , όπου 1 1 1 1

1
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆn (nx) (x) (x) (nx)
tanα                 (6.1.3)

ˆ ˆˆ ˆn (nx) y (x) y (x) (nx)

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

όπου sn ε=  ο δείκτης διάθλασης του υλικού των σφαιρών, αφού το περιβάλλον µέσο 

έχει διηλεκτρική σταθερά εh = 1. Χρησιµοποιώντας τις προσεγγιστικές εκφράσεις για τις 

σφαιρικές συναρτήσεις Bessel και Neumann προκύπτει 

                                
2

3 5 3 s
1 2

s

ε 12 n 1 2
tanα x O(x ) x                                   (6.1.4)

3 n 2 3 ε 2

−−
= + ≅

+ +
 

αφού x5 << 1. Ηλεκτρικός συντονισµός παρατηρείται όταν µηδενισθεί ο παρονοµαστής της 

παραπάνω έκφρασης, δηλαδή όταν εs = –2. Είναι εποµένως φανερό ότι µία µεµονωµένη 

σφαίρα παρουσιάζει ηλεκτρικό συντονισµό όταν το υλικό της διαθέτει αρνητική 

διηλεκτρική σταθερά. Η ενεργός διηλεκτρική σταθερά του συνόλου των σφαιρών 

προκύπτει µε τη σειρά της από τη σχέση (3.4.31) που γράφεται ισοδύναµα ως εξής 

                                               
3 3

1
r,eff 3 3

1

x 4π Nα Α
ε                                                      (6.1.5)

x 2π Nα Α

i

i

+
=

−
 

όπου x = k0α, α η ακτίνα των σφαιρών, Ν = 1/b3 η συγκέντρωση των σφαιρών και b η 

σταθερά του πλέγµατος. Ο συντελεστής σκέδασης Α1 µπορεί να γραφεί στη µορφή 

                                                   1
1

1
Α                                                         (6.1.6)

1 cotαi
= −

−
 

οπότε αντικαθιστώντας την παραπάνω σχέση στην (6.1.5) το πραγµατικό µέρος της 

ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς προκύπτει 

       
6 3 3 3

eff f 1 f 1 f 1
r 6 3 2 3

f 1 f 1

4x (6v 2x cotα )( 3v 2x cotα ) 6v 2x cotα
Re[ε ]            (6.1.7)

4x ( 3v 2x cotα ) 3v 2x cotα

+ + − + +
= ≅

+ − + − +
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αφού 6x 0→ , όπου µε vf συµβολίζεται το ποσοστό του χώρου που καταλαµβάνει η κάθε 

σφαίρα (volume filling fraction) σύµφωνα µε τη σχέση 

                                                     3
f

4π
v α                                                         (6.1.8)

3
= Ν  

Συνεπώς, παρατηρείται συντονισµός της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς όταν ο 

παρονοµαστής του παραπάνω κλάσµατος µηδενισθεί, δηλαδή όταν 

                                        
(6.1.4)

3 res f
f 1 r

f

v 2
3v 2x cotα ε                                            (6.1.9)

v 1

+
= ⇔ =

−
   

όπου έγινε χρήση της (6.1.4). Η τιµή αυτή της διηλεκτρικής σταθεράς του υλικού των 

σφαιρών είναι πάντα αρνητική, αφού f0 v 1< < . Τα υλικά που εµφανίζουν τη 

συγκεκριµένη συµπεριφορά είναι µέταλλα και ηµιαγωγοί, που ακολουθούν το µοντέλο 

διασποράς του Drude, σύµφωνα µε το οποίο η διηλεκτρική τους σταθερά περιγράφεται από 

τη σχέση [51] 

                                                     
2
Ρ

r 2

ω
ε (ω) 1                                                 (6.1.10)

ω ωγi
= −

−
  

όπου ωP η συχνότητα πλάσµατος και γ ο συντελεστής απόσβεσης. Για συχνότητες 

λειτουργίας µικρότερες της ωP
 
είναι εr < 0. Μάλιστα, επειδή τα µέταλλα έχουν συχνότητες 

πλάσµατος στην υπεριώδη περιοχή του φάσµατος, δεν είναι κατάλληλα στην περίπτωσή 

µας, σε αντίθεση µε τους ηµιαγωγούς που µπορούν να εµφανίσουν συχνότητες πλάσµατος 

στην περιοχή των THz µε κατάλληλη νόθευση. Η συχνότητα πλάσµατος του υλικού 

προσεγγίζεται εξισώνοντας τις εκφράσεις (6.1.9) και (6.1.10) για τη διηλεκτρική σταθερά 

του υλικού και αγνοώντας τις απώλειες (γ = 0), καταλήγοντας στη σχέση 

                                                   P
f

e,res
3

ω ω                                                     (6.1.11)
1 v

=
−

 

όπου ωe,res η επιθυµητή συχνότητα ηλεκτρικού συντονισµού. Θεωρώντας για παράδειγµα 

ότι η συχνότητα ηλεκτρικού συντονισµού συµπίπτει µε αυτήν του αντίστοιχου µαγνητικού 

(f  = 3.53 THz) και ότι η ακτίνα των σφαιρών είναι α = 4.7 µm (οπότε vf = 0.435) 

προκύπτει ότι ωΡ/2π = 8.13 THz.  

Αν µάλιστα θεωρήσουµε και απώλειες στο διηλεκτρικό των σφαιρών, ώστε γ = ωΡ/100 στη 

σχέση (6.1.10), υπολογίζουµε την ενεργό διηλεκτρική σταθερά του πλέγµατος σφαιρών µε 

εφαρµογή της (6.1.5) και λαµβάνουµε την εικόνα του Σχήµατος 6.2. 
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          Σχήµα 6.2: Ενεργός διηλεκτρική σταθερά πλέγµατος σφαιρών από  

                                        υλικό µε συµπεριφορά πλάσµατος. 

              

Παρατηρούµε ότι εµφανίζονται αρνητικές τιµές της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς σε 

αρκετά µεγάλο εύρος ζώνης (ουσιαστικά για συχνότητες µικρότερες της συχνότητας 

πλάσµατος), ενώ ο συντονισµός είναι πολύ ισχυρότερος από τον αντίστοιχο για την ενεργό 

µαγνητική διαπερατότητα στο σχήµα 6.1.  

Συνεπώς, υλικά όπως ο κρύσταλλος LiTaO3 έχουν ως αποτέλεσµα την εµφάνιση αρνητικής 

µαγνητικής διαπερατότητας για το σύνολο της δοµής των σφαιρών, ενώ ηµιαγωγοί 

προσµίξεων προκαλούν αρνητικές τιµές για την ενεργό διηλεκτρική σταθερά. 

Συνδυάζοντας τα δύο αυτά υλικά είναι δυνατή η επίτευξη ταυτόχρονα αρνητικών τιµών για 

τις παραµέτρους εeff και µeff, δηλαδή ενός µέσου µε αρνητικό δείκτη διάθλασης. Για την 

περαιτέρω µείωση του όγκου του σχεδιαζόµενου µεταϋλικού, εξετάζεται η περίπτωση 

σφαιρών αποτελούµενων από δύο στρώµατα διηλεκτρικών (coated spheres), όπως φαίνεται 

στο Σχήµα 6.3. 

α1

2α
ε1

2ε

 

                                             Σχήµα 6.3: Γεωµετρία σφαίρας δύο στρωµάτων 
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Συγκεκριµένα, το υλικό του πυρήνα (core) επιλέγεται ώστε να µας παρέχει µeff < 0, ενώ το 

υλικό του περιβλήµατος (coating) προκαλεί εeff < 0. Οι συντελεστές σκέδασης που 

υπολογίστηκαν για την περίπτωση της απλής σφαίρας δεν ισχύουν πλέον και χρειάζεται να 

τροποποιηθούν. Οι νέοι συντελεστές σκέδασης προσδιορίζονται γράφοντας τη γενική 

µορφή των συνιστωσών του Η/Μ πεδίου σε κάθε επιµέρους περιοχή και εφαρµόζοντας τις 

κατάλληλες οριακές συνθήκες στις διαχωριστικές επιφάνειες (βλέπε Παράρτηµα Γ). 

Τελικά προκύπτουν οι ακόλουθες εκφράσεις [ 

r
r n n 2 2 n n 2 n n 2 n 2 n 2 n
n (2) (2) r (2) (2)

2 n 2 n n n 2 n 2 n 2 n n n 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ (y) y (n y) n (y) y (n y)] A (n y) (y) n (n y) (y)
α      (6.1.12)

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ[n y (n y) h (y) h (y) y (n y)] A n (n y) h (y) h (y) (n y)

j j j j j j

j j

′ ′ ′ ′− − +
=

′ ′ ′ ′− − +
 

  

 
r

r n n 2 2 n n 2 n n 2 n 2 n 2 n
n (2) (2) r (2) (2)

2 n 2 n n n 2 n 2 n 2 n n n 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ (y) y (n y) n (y) y (n y)] B (n y) (y) n (n y) (y)
b     (6.1.13)

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ[n y (n y) h (y) h (y) y (n y)] B n (n y) h (y) h (y) (n y)

j j j j j j

j j

′ ′ ′ ′− − +
=

′ ′ ′ ′− − +
 

 
όπου  

                                    r 1 n 1 n 2 2 n 1 n 2
n

1 n 1 n 2 2 n 1 n 2

ˆ ˆ ˆ ˆn (n x) (n x) n (n x) (n x)
A                           (6.1.14)

ˆ ˆˆ ˆn (n x) y (n x) n (n x) y (n x)

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

 

                                     r 1 n 1 n 2 2 n 1 n 2
n

1 n 1 n 2 2 n 1 n 2

ˆ ˆ ˆ ˆn (n x) (n x) n (n x) (n x)
B                           (6.1.15)

ˆ ˆˆ ˆn (n x) y (n x) n (n x) y (n x)

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
  

 
x = k0α1, y = k0α2 και n1, n2 οι δείκτες διάθλασης των υλικών του πυρήνα και του 

περιβλήµατος αντίστοιχα. Συνεπώς, οι συντελεστές σκέδασης r r
n nα ,b  γράφονται σε µορφή 

αντίστοιχη µε την περίπτωση της απλής σφαίρας (κεφάλαιο 3) ως εξής 

                                  rn
n

1
α

1 cot ai
= −

−
   ,    r

n
n

1
b                                    (6.1.16)

1 cotβi
= −

−
 

όπου οι φάσεις an και βn ορίζονται από τις σχέσεις 

   
r

2 n 2 n n n 2 n 2 n 2 n n n 2
n r

n n 2 2 n n 2 n n 2 n 2 n 2 n

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[n y (n y) y (y) y (y) y (n y)] A n (n y) y (y) y (y) (n y)
cot a     (6.1.17)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ (y) y (n y) n (y) y (n y)] A (n y) (y) n (n y) (y)

j j

j j j j j j

′ ′ ′ ′− − +
=

′ ′ ′ ′− + + −
 

 

   
r

2 n 2 n n n 2 n 2 n 2 n n n 2
n r

n n 2 2 n n 2 n n 2 n 2 n 2 n

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[n y (n y) y (y) y (y) y (n y)] Β n (n y) y (y) y (y) (n y)
cotβ     (6.1.18)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ (y) y (n y) n (y) y (n y)] Β (n y) (y) n (n y) (y)

j j

j j j j j j

′ ′ ′ ′− − +
=

′ ′ ′ ′− + + −
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Μελέτη µαγνητικού συντονισµού της σύνθετης σφαίρας  
 
Στη συνέχεια εξετάζεται η συνθήκη µαγνητικού συντονισµού της σφαίρας δύο στρωµάτων, 

θεωρώντας ότι το υλικό του πυρήνα εµφανίζει υψηλή τιµή διηλεκτρικής σταθεράς και 

κατά πολύ µεγαλύτερη της διηλεκτρικής σταθεράς του περιβλήµατος, δηλαδή 2 1ε / ε 0→ . 

Επιπλέον, θεωρούµε ότι x << 1, y << 1 ενώ λόγω της µικρής τιµής του |n2| είναι και 

2n x 1<< , 2n y 1<< . Από το µηδενισµό του αριθµητή της (6.1.18) προσδιορίζεται η 

συνθήκη µαγνητικού συντονισµού 

                                              
r

2 1 1 2 1 1 2
r

1 1 2 1 1 2

ˆˆ ˆn y (y) (n y) B y (n y)
                                     (6.1.19)

ˆˆ ˆy (y) (n y) B y (n y) 

j

j

−
=

′ ′ ′−
 

 
Αν αντικαταστήσουµε τις σφαιρικές συναρτήσεις Bessel και Neumann µε τις 

προσεγγιστικές τους εκφράσεις  για µικρά ορίσµατα λαµβάνουµε  

                                                            r 3 3
1 2

3
B n y                                                       (6.1.20)

2
=  

όπου ο συντελεστής r
1Β  προσεγγίζεται από τη σχέση 

 

                                           
3 3

r 2 1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1

ˆ ˆn x n x (n x) 2 (n x)
B                                     (6.1.21)

ˆ ˆ3 (n x) n x (n x)

j j

j j

′ −
≅ −

′+
 

 
Προκύπτει τελικά η σχέση 

                                        1 1 1 1 1
ˆ ˆ(9 2τ) n x (n x) (4τ 9) (n x)                                    (6.1.22)j j′+ = −  

όπου 3 3
1 2τ (x / y) (α / α )= = . Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις ορισµού των σφαιρικών 

συναρτήσεων Bessel για n = 1 η παραπάνω εξίσωση λαµβάνει τη µορφή 

                                        1
1 1 1

1

sin(n x) 9 2τ
cos(n x) n x sin(n x)                              (6.1.23)

n x 6τ

+
− =  

Η εξίσωση αυτή λύνεται αριθµητικά και η µικρότερη ρίζα  που αντιστοιχεί στη βασική 

συχνότητα συντονισµού δίνεται από τη σχέση  

                                            res
1 m

1 1

3.018c
n x 3.018 ω                                           (6.1.24)

ε α
= ⇔ =  

Η τιµή αυτή της συχνότητας µαγνητικού συντονισµού είναι λίγο µικρότερη από την 

αντίστοιχη της περίπτωσης της απλής σφαίρας (n1x = π). Αντικαθιστώντας την έκφραση 

(6.1.1) για τη διηλεκτρική σταθερά του υλικού του πυρήνα (LiTaO3) µε γ = 0 στην 

εξίσωση (6.1.24) λαµβάνουµε µία προσέγγιση της συχνότητας µαγνητικού συντονισµού: 

res
mf = 3.54 THz, τιµή η οποία διαφέρει ελάχιστα από αυτή που υπολογίστηκε για την απλή 
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σφαίρα. Άρα, επιλέγοντας κατάλληλα το υλικό του πυρήνα µπορούµε να πετύχουµε 

eff
rµ 0< , όπως και στην περίπτωση της απλής σφαίρας, δίχως το περίβληµα να επιδρά 

ουσιαστικά στα αποτελέσµατα.  

 
 
Μελέτη ηλεκτρικού συντονισµού της σύνθετης σφαίρας 
 
Η συνθήκη ηλεκτρικού συντονισµού της σφαίρας δύο στρωµάτων προκύπτει από το 

µηδενισµό του αριθµητή της εξίσωσης (6.1.17)  

                                               
r

2 1 1 1 2 1 2
r

1 1 1 2 1 2

ˆˆ ˆn y (y) A y (n y) (n y)
                                     (6.1.25)

ˆˆ ˆy (y) A  y (n y) (n y)

j

j

′ ′ ′−
=

−
 

 
Κάνοντας χρήση των προσεγγιστικών εκφράσεων για τις σφαιρικές συναρτήσεις Bessel 

και Neumann λαµβάνουµε 

                                                 r 2 3 3 2
1 2 2 23A (1 n ) n y (2 n )                                          (6.1.26)− = +     

 
Ο συντελεστής r

1A  γράφεται στη µορφή 

                                                   
3 3 2 2

r 2 1 2
1 2 2

1 2

2n x (n n )
A                                                 (6.1.27)

3(n 2n )

−
≅

+
 

από όπου µε αντικατάσταση στη σχέση (6.1.26) προκύπτει 

                                      1 2 2 1 2 22τ(ε ε )(1 ε ) (ε 2ε )(2 ε )                                    (6.1.28)− − = + +  

Λαµβάνοντας υπόψη ότι 1 2ε / ε 1>>  η παραπάνω σχέση απλοποιείται ως εξής 

                                                       res
2

τ 1
ε 2                                                         (6.1.29)

2τ 1

−
=

+
    

Η εξίσωση (6.1.29) προσδιορίζει την τιµή της διηλεκτρικής σταθεράς του υλικού του 

περιβλήµατος που οδηγεί τη µεµονωµένη σφαίρα των δύο στρωµάτων σε ηλεκτρικό 

συντονισµό και επειδή τ < 1, η τιµή αυτή προκύπτει πάντοτε αρνητική. Το γεγονός αυτό 

µας επιτρέπει να θεωρήσουµε ότι το υλικό του περιβλήµατος (coating) εµφανίζει διασπορά 

σύµφωνα µε το µοντέλο του Drude της σχέσης (6.1.10).  

Για τον προσδιορισµό της απαιτούµενης διηλεκτρικής σταθεράς του περιβλήµατος που 

οδηγεί το σύνολο της δοµής των σύνθετων σφαιρών σε ηλεκτρικό συντονισµό, 

αντικαθιστούµε την προσεγγιστική έκφραση του συντελεστή σκέδασης r
1α  στην εξίσωση 

υπολογισµού της r,effε  (6.1.5). Ο συντελεστής r
1α  προκύπτει από τη σχέση (6.1.16) όπου 

                                          2
1 3

2

3 ε (1 2τ) 2(1 τ)
cot a                                     (6.1.30)

2y ε (2τ 1) (1 τ)

+ + −
≅

+ − −
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Αντικαθιστώντας στη σχέση (6.1.5) λαµβάνουµε 

                         
3 3 3

eff 0 1 f
r 3 3 3

0 1 f

k (1 cot a ) 4π N 2y S (2Ry 6Sv )
ε                        (6.1.31)

k (1 cot a ) 2 N 2y S (3Sv 2Ry )

i i i

i i iπ
− − − +

= ≅
− + + −

 

όπου θέτουµε 3
2S 2y [ε (2τ 1) (1 τ)]= + − − , 2R 3[ε (1 2τ) 2(1 τ)]= + + −  και 

3

2
f

4π α
v

3 b
 =  
 

. 

Το πραγµατικό µέρος της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς τότε γράφεται 

                    
6 2 3 3 3

eff f f f
r 6 2 3 2 3

f f

4y S (2Ry 6Sv )(3Sv 2Ry ) 2Ry 6Sv
Re{ε }              (6.1.32)

4y S (3Sv 2Ry ) 2Ry 3Sv

− + − +
= ≅

+ − −
   

αφού 6 2 12y S y 0→∼ . Συντονισµός παρατηρείται όταν 3
f2Ry 3Sv 0− =  από όπου 

προκύπτει τελικά 

                                                        res f
2

f

v 2 1 τ
ε                                                (6.1.33)

v 1 1 2τ

+ −
=

− +
 

Αυτή είναι η τιµή της διηλεκτρικής σταθεράς του υλικού του περιβλήµατος που µπορεί να 

οδηγήσει την ενεργό διηλεκτρική σταθερά του συνόλου των σύνθετων σφαιρών σε 

ηλεκτρικό συντονισµό. Εξισώνοντας µάλιστα τις εκφράσεις για το res
2ε  από τις σχέσεις 

(6.1.33) και (6.1.10) αγνοώντας τυχόν απώλειες (γ = 0) προκύπτει η προσεγγιστική 

έκφραση για τη συχνότητα πλάσµατος του υλικού του περιβλήµατος. 

                                                 f
P

f
e,res

3(1 τv )
ω ω                                          (6.1.34)

(1 v )(1 2τ)

−
=

− +
    

όπου e,resω  η επιθυµητή συχνότητα ηλεκτρικού συντονισµού. Παρατηρούµε ότι η 

παραπάνω εξίσωση για τ 0→  ταυτίζεται µε την αντίστοιχη σχέση (6.1.11) για την 

περίπτωση των απλών σφαιρών. 

 
 
Αριθµητικά αποτελέσµατα 
 
Ο πλήρης υπολογισµός της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας και της ενεργού 

διηλεκτρικής σταθεράς του συνόλου της δοµής των σφαιρών δύο στρωµάτων 

συµπεριλαµβάνει τις θεωρούµενες απώλειες των δύο διηλεκτρικών: γ1/2π = 0.1 ΤΗz και 

2 Ργ ω /100=  για τα υλικά του πυρήνα και του περιβλήµατος αντίστοιχα, ενώ 

πραγµατοποιείται αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των συντελεστών σκέδασης r
1b  και r

1α  

(σχέσεις  6.1.13 και 6.1.12 για n = 1) στις παρακάτω εξισώσεις 
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3 r

eff 0 1
r 3 r

0 1

k 4 Nb
µ                                                    (6.1.35)

k 2 Nb

i

i

π
π

+
=

−
 

                                                   
3 r

eff 0 1
r 3 r

0 1

k 4 Nα
ε                                                    (6.1.36)

k 2 Nα

i

i

π
π

+
=

−
 

όπου Ν = 1/b3  η συγκέντρωση των σφαιρών και b η σταθερά του πλέγµατος.  

Η συχνότητα µαγνητικού συντονισµού του πυρήνα προκύπτει από τη σχέση (6.1.24) ίση µε 

3.54 THz και η συχνότητα ηλεκτρικού συντονισµού του περιβλήµατος επιλέγεται ίση µε 

3.5 THz, καθορίζοντας την τιµή της συχνότητας πλάσµατος του υλικού του περιβλήµατος 

από τη σχέση (6.1.34) ίση µε 4.62 ΤΗz (είναι vf = 0.435 και τ = 0.616). Τα διηλεκτρικά 

υλικά του πυρήνα (κρύσταλλος LiTaO3) και του περιβλήµατος (ηµιαγωγός κατάλληλης 

νόθευσης) υπενθυµίζεται ότι ακολουθούν αντιστοίχως τα εξής µοντέλα διασποράς [50] 

                  
2 2 2
L T Ρ

1 22 2 2
T 1 2

ω ω ω
ε (ω) ε( ) 1 ,     ε (ω) 1                       (6.1.37)

ω ω ωγ ω ωγi i

 −
= ∞ + = − − + − 

 

όπου: ε( ) 13.4∞ = , fT = 4.25 THz, fL = 7.46 THz, fP = 4.62 THz, γ1/2π = 0.1 ΤΗz,               

γ2 = ωΡ/100, ενώ οι ακτίνες του πυρήνα και του περιβλήµατος και η σταθερά του 

πλέγµατος είναι αντίστοιχα α1 = 4 µm, α2 = 4.7 µm και b = 10 µm. Ακολουθούν οι 

γραφικές παραστάσεις του πραγµατικού µέρους της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας 

(Σχήµα 6.4) και ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς (Σχήµα 6.5) στο εύρος  3-4 ΤΗz.  

 
Σχήµα 6.4: Ενεργός µαγνητική διαπερατότητα ενός συνόλου σφαιρών δύο στρωµάτων. 
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Σχήµα 6.5: Ενεργός διηλεκτρική σταθερά  ενός συνόλου σφαιρών δύο στρωµάτων. 

 

Παρατηρούµε ότι το πραγµατικό µέρος της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας εµφανίζει 

αρνητικές τιµές για ένα ιδιαίτερα στενό εύρος συχνοτήτων, σε αντίθεση µε την ενεργό 

διηλεκτρική σταθερά που παραµένει αρνητική για µεγάλο εύρος συχνοτήτων, ενώ 

παρατηρούνται και σηµαντικές αυξοµειώσεις στο πλάτος της, καθιστώντας εµφανώς 

εντονότερο τον ηλεκτρικό συντονισµό. Ο δείκτης διάθλασης του συνόλου των σφαιρών 

υπολογίζεται από τη σχέση eff r,eff r,effn µ  ε= ±  και η µεταβολή του πραγµατικού του µέρους 

συναρτήσει της συχνότητας απεικονίζεται στο Σχήµα 6.6, όπου διακρίνεται πράγµατι µία 

ζώνη συχνοτήτων (3.5-3.75 THz) εντός της οποίας effRe(n ) 0< .  

 
Σχήµα 6.6: Ενεργός δείκτης διάθλασης ενός συνόλου σφαιρών δύο στρωµάτων. 

 

Συνεπώς, είναι πράγµατι εφικτή η δηµιουργία ενός µέσου µε αρνητικό δείκτη διάθλασης 

σε συγκεκριµένο εύρος συχνοτήτων, δηλαδή οδηγούµαστε στην κατασκευή ενός 

µεταϋλικού στην περιοχή των THz. Σηµειώνεται ότι επειδή κατά τον υπολογισµό του 
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δείκτη διάθλασης χρειάζεται ο υπολογισµός της τετραγωνικής ρίζας ενός µιγαδικού 

αριθµού, σε κάθε περίπτωση επιλέγεται εκείνη η τιµή του δείκτη διάθλασης που 

εξασφαλίζει ότι το φανταστικό µέρος του είναι πάντοτε αρνητικό (έχοντας υποθέσει 

παντού χρονική εξάρτηση των πεδίων της µορφής ei tω ), αφού είναι ενδεικτικό των 

εµφανιζόµενων απωλειών. Το φανταστικό µέρος της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας 

(Σχήµα 6.7) και ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς (Σχήµα 6.8) είναι επίσης πάντα αρνητικό, 

υποδηλώνοντας  ότι το µέσο είναι παθητικό στο σύνολό του.    

 
        Σχήµα 6.7: Φανταστικό µέρος της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας. 

 

 

         Σχήµα 6.8: Φανταστικό µέρος της ενεργού διηλεκτρικής σταθεράς. 
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6.2   Σύνοψη συµπερασµάτων 

 

Αντικείµενο της παρούσας διατριβής αποτέλεσε η ανάλυση και σχεδίαση µικροκυµατικών 

µεταϋλικών µέσων διάδοσης, τα οποία ουσιαστικά είναι ενεργά οµογενείς δοµές µε 

ασυνήθιστη ηλεκτροµαγνητική συµπεριφορά. Στο 1ο κεφάλαιο παρουσιάστηκαν τα 

σπουδαιότερα αποτελέσµατα των επιστηµονικών ερευνών στο αντικείµενο µελέτης των 

µεταϋλικών µέσων και οι βασικές ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες των µεταϋλικών, που τα 

διαφοροποιούν σηµαντικά σε σχέση µε τα συµβατικά µέσα διάδοσης, όπως η 

“αριστερόστροφη” φύση τους, η αντιστροφή του νόµου του Snell και του φαινοµένου 

Doppler. Παρουσιάστηκαν επίσης οι σηµαντικότερες πιθανές εφαρµογές των µεταϋλικών 

και δόθηκε ιδιαίτερη έµφαση στη δυνατότητα ανάπτυξης ενός τέλειου φακού, ο οποίος 

επιτυγχάνει εστίαση µε διακριτική ικανότητα µεγαλύτερη από το φράγµα του µήκους 

κύµατος, καθώς και στα κυκλωµατικά ισοδύναµα των µεταϋλικών µε γραµµές µεταφοράς, 

που επιτρέπουν την κατασκευή διατάξεων µε βελτιωµένα χαρακτηριστικά λειτουργίας, 

όπως κατευθυντικοί συζεύκτες και κεραίες διαρρέοντος κύµατος. 

Στο 2ο κεφάλαιο µελετήθηκαν οι φασµατικές ιδιότητες των µεταϋλικών µέσων διάδοσης, 

προκειµένου να καταλήξουµε σε χρήσιµα συµπεράσµατα για την ιδιαίτερη 

ηλεκτροµαγνητική τους συµπεριφορά. Για τις ανάγκες της ανάλυσης θεωρήθηκε µία πλάκα 

από µεταϋλικό και εξετάστηκε τι είδους κύµατα είναι δυνατό να υποστηρίξει 

χρησιµοποιώντας τη γενική µέθοδο ανάλυσης του πεδίου σε επαλληλία επιπέδων κυµάτων. 

Τα κύρια συµπεράσµατα προέκυψαν από την καµπύλη διασποράς του µέσου, όπου 

απεικονίστηκε η µεταβολή της σταθεράς διάδοσης και της σταθεράς απόσβεσης 

συναρτήσει της συχνότητας, στο εύρος συχνοτήτων όπου οι συντακτικές παράµετροι του 

µέσου ε και µ ήταν ταυτόχρονα αρνητικές. ∆ιακρίθηκαν οι διάφορες κατηγορίες 

διεγειρόµενων κυµάτων εντός της πλάκας και προέκυψε το βασικό συµπέρασµα ότι η 

ταχύτητα οµάδας και η ταχύτητα φάσης είναι αντιπαράλληλες, γεγονός που δεν 

παρατηρείται στα συνήθη υλικά µε θετικά ε και µ.  

Στο 3ο κεφάλαιο παρουσιάστηκε η προτεινόµενη δοµή για τη µοντελοποίηση του 

µεταύλικού µέσου, που αποτελούνταν από ένα κυβικό πλέγµα διηλεκτρικών σφαιρών, οι 

οποίες ήταν µαγνητικά αδρανείς, καθιστώντας ευκολότερη τη φυσική υλοποίηση του 

µεταϋλικού σε σχέση µε τις πολύπλοκες κυκλωµατικές διατάξεις. Η συγκεκριµένη δοµή 

εκµεταλλεύεται το φαινόµενο του ηλεκτροµαγνητικού συντονισµού των σφαιρών που 

πραγµατοποιείται σε συγκεκριµένες συχνότητες και έχει ως αποτέλεσµα τη µεγιστοποίηση 
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του πλάτους του σκεδαζόµενου ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Εφαρµόζοντας τη θεωρία του 

ενεργού µέσου, η οποία βασίζεται στη θεώρηση των σφαιρών ως ισοδύναµων ηλεκτρικών 

και µαγνητικών διπόλων, οδηγηθήκαµε σε αναλυτικές εκφράσεις για την ενεργό 

διηλεκτρική σταθερά και ενεργό µαγνητική διαπερατότητα του συνόλου των σφαιρών 

συναρτήσει των συντελεστών σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα. Ο ηλεκτροµαγνητικός 

συντονισµός των σφαιρών ήταν ιδιαίτερα έντονος όταν το υλικό των σφαιρών εµφάνιζε 

ιδιαίτερα υψηλή διηλεκτρική σταθερά, της τάξης του 100. Θεωρώντας τέτοια υλικά, η 

ενεργός µαγνητική διαπερατότητα και η ενεργός διηλεκτρική σταθερά προέκυψαν 

αρνητικές σε ένα εύρος συχνοτήτων γύρω από τις συχνότητες συντονισµού των 

µαγνητικών και ηλεκτρικών κυµάτων αντίστοιχα. Μάλιστα, η προτεινόµενη δοµή 

αποτελούνταν από δύο είδη σφαιρών διαφορετικής ακτίνας, αλλά από το ίδιο υλικό 

προκειµένου η µαγνητική διαπερατότητα και η διηλεκτρική σταθερά του µέσου να 

λαµβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιµές, δηλαδή ο δείκτης διάθλασης να προκύπτει 

αρνητικός. Οι διαστάσεις των σφαιρών της δοµής επιλέχθηκαν ώστε να συµπίπτουν η 

συχνότητα του πρώτου µαγνητικού συντονισµού των σφαιρών µικρής ακτίνας µε τη 

συχνότητα του πρώτου ηλεκτρικού συντονισµού των σφαιρών µεγαλύτερης ακτίνας. Τα 

αριθµητικά αποτελέσµατα της ανάλυσης έδειξαν ότι το πραγµατικό µέρος του δείκτη 

διάθλασης του συνόλου των σφαιρών προέκυψε πράγµατι αρνητικό γύρω από τη 

συχνότητα συντονισµού. Στο τέλος του κεφαλαίου πραγµατοποιήθηκε προσοµοίωση της 

διάταξης (full wave simulation) µε τη βοήθεια του λογισµικού πακέτου HFSS, τα 

αποτελέσµατα της οποίας επιβεβαίωσαν ποιοτικά την αναλυτική προσέγγιση µε τη θεωρία 

του ενεργού µέσου, µε τη διαφορά ότι το εύρος ζώνης στο οποίο προέκυψε αρνητικός 

δείκτης διάθλασης ήταν µικρότερο από αυτό που υπολογίστηκε µε αναλυτικές µεθόδους. Η 

µέθοδος ανάλυσης που ακολουθήθηκε ωστόσο (θεωρία ενεργού µέσου) ήταν µία πρώτης 

τάξης προσέγγιση του προβλήµατος που παρείχε αξιόπιστα αποτελέσµατα µόνο όταν το 

µήκος κύµατος στο περιβάλλον µέσο ήταν αρκετά µεγαλύτερο της διαµέτρου των σφαιρών 

δίχως να συνυπολογίζει συνεισφορές από ανώτερης τάξης ρυθµούς και τις 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών. 

Στο 4ο κεφάλαιο παρουσιάστηκε η πλήρης λύση του προβλήµατος εφαρµόζοντας τη 

θεωρία της πολλαπλής σκέδασης, η οποία αποδίδει επακριβώς τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ 

των σφαιρών και εφαρµόζεται ανεξαρτήτως περιορισµών. Ξεκινώντας από τη µελέτη της 

σκέδασης από ένα επίπεδο σφαιρών, περιοδικά διατεταγµένων καταλήξαµε στο  

συµπέρασµα ότι το σκεδαζόµενο κύµα από ένα επίπεδο σφαιρών εκφράζεται συναρτήσει 
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των πινάκων σκέδασης από µεµονωµένη σφαίρα, των σταθερών δοµής Ω, οι οποίοι 

εκφράζουν τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των σφαιρών του επιπέδου, καθώς και των 

συντελεστών ανάπτυξης του προσπίπτοντος πεδίου. Οι σταθερές δοµής µελετήθηκαν 

διεξοδικά καταλήγοντας σε αναλυτικούς τύπους για τον ιδιαίτερα πολύπλοκο υπολογισµό 

τους. Επιπλέον, προσδιορίστηκαν οι συντελεστές ανάκλασης και µετάδοσης από το 

επίπεδο σφαιρών εκφράζοντας  το σκεδαζόµενο πεδίο ως υπέρθεση επιπέδων κυµάτων. 

Στη συνέχεια, µελετήθηκε η σκέδαση από περισσότερα επίπεδα σφαιρών, αφού το 

µεταϋλικό αποτελούνταν από την επαλληλία εναλλασσόµενων επιπέδων από σφαίρες 

διαφορετικής ακτίνας. Τέλος, καταλήξαµε στην εξαγωγή της σχέσης διασποράς του 

µεταϋλικού µέσου, από την οποία προέκυψαν βασικά συµπεράσµατα για τις ιδιότητες της 

σύνθετης δοµής. Η σχέση διασποράς, που περιγράφει τη µεταβολή της σταθεράς διάδοσης 

zk  συναρτήσει της συχνότητας λειτουργίας, αποτέλεσε ένα πρόβληµα ιδιοτιµών-

ιδιοδιανυσµάτων που υπολογίστηκαν αριθµητικά και εντοπίστηκαν περιοχές στις οποίες 

επιτρεπόταν η διάδοση καθώς και άλλες όπου η σταθερά διάδοσης προέκυπτε µιγαδική, 

αποτρέποντας τη διάδοση (φωτονικά χάσµατα). 

Στο κεφάλαιο 5 συνοψίστηκαν τα αριθµητικά αποτελέσµατα εφαρµόζοντας τη θεωρία 

πολλαπλής σκέδασης και συγκρίθηκαν µε τα αντίστοιχα του κεφαλαίου 3. Από τη µελέτη 

της καµπύλης διασποράς συµπεράναµε ότι υπάρχει ένα εύρος ζώνης συχνοτήτων εντός του 

οποίου η ταχύτητα φάσης και η ταχύτητα οµάδας είναι αντιπαράλληλες και ο δείκτης 

διάθλασης του µέσου προκύπτει αρνητικός. Ωστόσο, η ένταση του φαινοµένου και το 

εύρος ζώνης ήταν σηµαντικά µικρότερα από ό,τι στην περίπτωση της αναλυτικής 

προσέγγισης. Εντούτοις, µε µικρή τροποποίηση της διάταξης των σφαιρών εντός της 

δοµικής µονάδας, έτσι ώστε να αυξηθεί η σύζευξη µεταξύ των σφαιρών, το εύρος ζώνης 

στο οποίο ο δείκτης διάθλασης προέκυπτε αρνητικός αυξήθηκε σηµαντικά. Σηµαντική 

αύξηση στο εύρος ζώνης του φαινοµένου παρατηρήθηκε επίσης και µε την αύξηση της 

διηλεκτρικής σταθεράς του περιβάλλοντος µέσου, γεγονός ιδιαίτερα επιθυµητό. 

Παρατηρήθηκε επίσης ότι ιδιαίτερη επίδραση στο φαινόµενο είχαν οι απώλειες του 

διηλεκτρικού των σφαιρών, οι οποίες είχαν ως αποτέλεσµα το φαινόµενο να µετριάζεται 

σηµαντικά ως προς την ένταση και να εξαφανίζεται για τιµές της εφαπτοµένης απωλειών 

µεγαλύτερες από 10-3. Σε γενικές γραµµές πάντως η δοµή εµφάνιζε την επιθυµητή 

συµπεριφορά µεταϋλικού γύρω από τις συχνότητες συντονισµού των σφαιρών 

επιβεβαιώνοντας τους αρχικούς θεωρητικούς µας ισχυρισµούς.  
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Για το υλικό των σφαιρών συµπεράναµε ότι έπρεπε να διαθέτει ιδιαίτερα υψηλή τιµή της 

διηλεκτρικής σταθεράς, καθώς και χαµηλές απώλειες, προκειµένου το σύνολο της δοµής 

να συµπεριφέρεται ως µεταϋλικό. Ένα υποψήφιο διηλεκτρικό στις µικροκυµατικές 

συχνότητες λειτουργίας είναι το διοξείδιο του τιτανίου (TiO2), ενώ άλλα υποψήφια υλικά 

είναι διάφορα οξείδια του τιτανίου της γενικής µορφής 1 3
1/2 1/2 3(A B )TiO+ +⋅  όπου Α+1 ένα ιόν 

της κατηγορίας των αλκαλικών µετάλλων (Κ, Na, Li) και Β+3 ένα ιόν της οικογένειας των 

λανθανιδών (perovskites).  

Στη συνέχεια του 5ου κεφαλαίου παρουσιάστηκε µία πιθανή εφαρµογή του µεταϋλικού, η 

οποία αναφερόταν στη χρήση του µε σκοπό τη βελτίωση της ικανότητας εστίασης ενός 

υβριδικού συστήµατος ενδοκρανιακής απεικόνισης και θεραπείας σύµφωνα µε τη µέθοδο 

της υπερθερµίας. Πρόκειται για ένα µη επεµβατικό σύστηµα που αναπτύχθηκε στο 

εργαστήριο µικροκυµάτων και οπτικών ινών του ΕΜΠ µε στόχο την επιλεκτική θέρµανση 

των περιοχών ενδιαφέροντος του εγκεφάλου (υπερθερµία) και τη δυνατότητα απεικόνισης 

της θερµοκρασίας της ακτινοβολούµενης περιοχής του εγκεφάλου σε πραγµατικό χρόνο. Η 

περιοχή συχνοτήτων λειτουργίας του απεικονιστικού συστήµατος ήταν 1.5-3.5 GHz. Η 

ανάπτυξη του µεταϋλικού που περιγράφηκε παραπάνω είχε ως αποτέλεσµα τη βελτίωση 

της εστίασης του συστήµατος θεραπείας, όσον αφορά στο βάθος διείσδυσης της 

ακτινοβολίας, καθώς και στη χωρική διακριτική ικανότητα του συστήµατος απεικόνισης. 

Ειδικότερα, η χρήση ενός στρώµατος προσαρµογής από µεταϋλικό γύρω από το µοντέλο 

του ανθρώπινου κεφαλιού επέφερε σηµαντική µείωση της ανακλώµενης ακτινοβολίας στη 

διεπαφή αέρα-µοντέλου ανθρώπινου κεφαλιού µε αποτέλεσµα τη µεγάλη αύξηση του 

βάθους ανίχνευσης του συστήµατος. Η χωρική διακριτική ικανότητα του συστήµατος, 

δηλαδή η ικανότητα εστίασης σε σχετικές κινήσεις του κεφαλιού γύρω από το σηµείο 

εστίασης, βελτιώθηκε σηµαντικά όταν το στρώµα προσαρµογής από µεταϋλικό 

συνδυάστηκε µε διηλεκτρικά υλικά, που χρησίµευσαν ως υλικά πλήρωσης της 

ελλειψοειδούς κοιλότητας.  

Στο κεφάλαιο 6 εξετάστηκε το ενδεχόµενο λειτουργίας της δοµής στην περιοχή των THz, 

γεγονός που επέφερε σηµαντική µείωση στις διαστάσεις του µεταϋλικού. Συγκεκριµένα, η 

δοµή του µεταϋλικού τροποποιήθηκε αποτελούµενη πλέον από ένα µόνο είδος σφαιρών, οι 

οποίες περιείχαν δύο στρώµατα από διαφορετικά διηλεκτρικά υλικά (coated spheres). Το 

υλικό του πυρήνα διέθετε υψηλή διηλεκτρική σταθερά της τάξης του 100 οδηγώντας σε 

ισχυρό µαγνητικό συντονισµό, ενώ το υλικό του περιβλήµατος εµφάνιζε συµπεριφορά 

πλάσµατος γύρω από τη συχνότητα λειτουργίας (ε < 0) οδηγώντας σε ηλεκτρικό 
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συντονισµό. Υποψήφια υλικά µε την παραπάνω συµπεριφορά ήταν φερροηλεκτρικά υλικά 

(π.χ. LiTaO3) για το υλικό του πυρήνα και ηµιαγωγοί προσµίξεων µε συµπεριφορά 

πλάσµατος στην περιοχή των THz για το υλικό του περιβλήµατος των σφαιρών.  

Συνεπώς, το µοντέλο του πλέγµατος των διηλεκτρικών σφαιρών είναι δυνατό να εµφανίσει 

συµπεριφορά µεταϋλικού τόσο στις µικροκυµατικές όσο και στις υπέρυθρες συχνότητες. 

Το επόµενο στάδιο έρευνας είναι η κατασκευή του µεταϋλικού που θα επιτρέψει την 

πειραµατική επιβεβαίωση των θεωρητικών ισχυρισµών µας.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

Α.1  Συνολικό πεδίο εντός της πλάκας από µεταϋλικό 

Το συνολικό πεδίο εντός της πλάκας είναι το άθροισµα του πρωτογενούς πεδίου y0E  και 

του δευτερογενούς πεδίου y2E  και σύµφωνα µε τις σχέσεις (2.1.12) και (2.1.28) 

εκφράζεται ως εξής 

1

1
0 1 0

y,total y0 y2 z
1 z 1 z

z d/2
g |x x |

k (z z ) g µ g µ(ω)gωµ(ω)
E E E dk

4π g (k ) g (k )

e
ee ii +∞

−∞

−
− − ′

− − ′  −
= + = − + ⋅


∫

1 1 1 1

1 1 1 1
0 1 0 0 1 0

cosh(g x )cosh(g x) sinh(g x )sinh(g x)
                               (Α.1)

g d g d g d g d
g µ(ω)cosh gµ sinh gµ(ω)sinh gµ cosh

2 2 2 2

 
 ′ ′ 

+  
 + +
 

  

Ο παρονοµαστής της ανωτέρω παράστασης είναι 

1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 0

g d g d g d g d
g g µ(ω)cosh gµ sinh gµ(ω)sinh gµ cosh                 (A.2)

2 2 2 2

          + +                    
 

και είναι άρτιος ως προς g1, επειδή η συνάρτηση cosh(g1d/2) είναι άρτια και η συνάρτηση 

sinh(g1d/2) περιττή ως προς το όρισµά της. Ειδικότερα, ο πρώτος όρος στην αγκύλη είναι 

άρτιος ως προς g1 και ο δεύτερος όρος στην αγκύλη περιττός ως προς g1, άρα το γινόµενο 

και των τριών όρων θα είναι άρτια συνάρτηση του g1. Εξετάζουµε ακολούθως τον 

αριθµητή της παράστασης ως προς την αρτιότητα. Ο αριθµητής γράφεται στη µορφή 

 

1 1 1 1
0 1 0 0 1 0

1g x x g d g d g d g d
g µ(ω)cosh gµ sinh gµ(ω)sinh gµ cosh

2 2 2 2
e− − ′           + +                    

1 1
0 1 0 0 1 0 1 1

1g d/2 g d g d
+ [µ g µ(ω)g ] g µ(ω)sinh gµ cosh cosh(g x )cosh(gx)

2 2
e−

     ′− +     
    

1 1
0 1 0 1 1

g d g d
g µ(ω)cosh gµ sinh sinh(g x )sinh(g x)

2 2

     ′+ +          
= 

( ) ( )
1

1 1
0 1 0 0 1 0

g x x
g d/2 g d/2g µ(ω) g µ g µ(ω) g µ

4

e
e e

− − ′
− = + + − ⋅ 

( ) ( )0 1 0 0 1 0
1 1g d/2 g d/2g µ(ω) g µ g µ(ω) g µe e− ⋅ + − − +   

[ ] ( ) ( )0 1 0 1 0 0 1 0 0

1
1 1

g d/2
g d/2 g d/2

µ g g µ(ω) g µ g µ(ω) g µ g µ(ω)
8

e e e
−

− + − + + − ⋅   
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1 1 1 1g (x x ) g (x x ) g (x x ) g (x x )e e e e′ ′ ′ ′+ + − −− − ⋅ + + +  + 

[ ] ( ) ( )1
0 1 0 1 0 0 0 1 0

1
1g d/2

g d/2
g d/2

µ g g µ(ω) g µ g µ(ω) g µ(ω) g µ
8

e
e e
−

− + − + + − ⋅   

11 1 1 g (x x )g (x x ) g (x x ) g (x x ) ee e e − ′−+ + −′ ′ ′− ⋅ + − −                                                                      (Α.3) 

 

Έστω ότι x>x΄. Τότε η ανωτέρω παράσταση του αριθµητή γίνεται: 

[ ] [ ]2 2

1 0 0 0 1 0
1 1g (x x d) g (x x d)1 1

g µ g µ(ω) g µ(ω) g µ
4 4
e e− − − − − +′ ′+ − − + 

( )22 2 2 2
1 0 0 1 0 0

1g d1
g µ g µ (ω) g µ g µ(ω)

4
e− − + −  [ ] [ ]{ }1 1cosh g (x x ) cosh g (x x )′ ′+ + −  

+ ( ) [ ] [ ]{ }2 2 2 2
1 0 0 1 1

1
g µ g µ (ω) cosh g (x x ) cosh g (x x )

4
′ ′− + − −

( ) [ ] [ ]{ }2

1 0 0 1 1
1g d1

g µ g µ(ω) cosh g (x x ) cosh g (x x )
4

e− ′ ′− − + − − = 

( ) [ ] ( ) [ ]22 2 2 2
1 0 0 1 1 0 0 1

1g d1 1
g µ g µ (ω) cosh g (x x ) gµ g µ(ω) cosh g (x x )

2 2
e−′ ′= − + + − −  

( )2 2 2 2
1 0 0 1 1 0 0 1

1g (x x )1
g µ g µ (ω) sinh (g d) 2g gµ µ(ω)cosh(g d)

2
e− − ′  + + + = 

( ) [ ] ( ) 12 2 2 2 2 2 2 2
1 0 0 1 1 0 0 1 0 0

g d1 1
g µ g µ (ω) cosh g (x x ) gµ g µ (ω) 2g gµ µ(ω)

2 4
e−′= − + + + − ⋅

1 1g (x x ) g (x x )e e− −′ ′− 
 
⋅ + ( ) ( )2 2 2 2

1 0 0
1 1 1g (x x ) g d g d1

g µ g µ (ω)
4

e e e− −′−+ + −

( )1 0
0

1 1 1g (x x ) g d g dg g
µ µ(ω)

2
e e e− − −′+ + = 

[ ]2 2 2 2
1 0 0 1 1 0 0

1 1 1 1
g (x x d) g (x x d) g (x x d) g (x x d)1 1

g µ g µ (ω) cosh g (x x ) g gµ µ(ω)
2 2

e e e e
− − − + − +′ ′ ′ − −′− − − ′ = − + +    

+ − −

+ ( )2 2 2 2
1 0 0

1 1 11
g (x x d) g (x x d) g (x x d)g (x x d)1

g µ g µ (ω)
4

e e e e
− + − + − −′ ′ ′− −′− − − +   

− + +  = 

( ) [ ] ( ) [ ]

[ ]

2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 0 1

1 1
g µ g µ (ω) cosh g (x x ) gµ g µ (ω) cosh g (x x d)

2 2
1

g g µ µ(ω) 2sinh g (x x d)                                                                                             (A.4)
2

′ ′= − + + + − − −

′− − −

 

Παρατηρούµε ότι για x > x́  ο αριθµητής είναι τελικά άθροισµα τριών όρων, οι οποίοι είναι 

όλοι άρτιοι ως προς g1. Με ακριβώς παρόµοια διαδικασία αποδεικνύεται ότι και για x < x́  

καταλήγουµε στο ίδιο συµπέρασµα. Συνεπώς, ο αριθµητής είναι επίσης άρτιος ως προς g1, 
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άρα η έκφραση που δίνει το συνολικό πεδίο µέσα στην πλάκα είναι άρτια ως προς g1 και 

εποµένως δε χρειάζεται να οριστεί βροχοτοµή για το πρόσηµο του g1, παρά µόνο για το 

πρόσηµο του g0. 

 

Α.2  Υπολογισµός πρωτογενούς πεδίου 

 

Το πρωτογενές πεδίο είναι λύση της εξίσωσης Helmholtz  

                                                    ( )2
0

2 k ωµ                                                   (A.5)i∇ + =0E J  

Επειδή όµως ˆ  δ(x x )δ(z z )′ ′= − −J y  η εξίσωση Helmholtz γράφεται  

                                         ( )2
0

2
y0k E ωµ δ(x x )δ(z z )                                      (A.6)i ′ ′∇ + = − −  

Άρα, η παράσταση ψ = y0

ωµ

Ei
 είναι η συνάρτηση Green του προβλήµατος στο οποίο έχουµε 

γραµµική πηγή ρεύµατος µε µοναδιαίο πλάτος κατά µήκος µιας άπειρης ευθείας 

παράλληλης µε τον άξονα y στη θέση (x΄,z΄). Η συνάρτηση Green θα παρουσιάζει 

κυλινδρική συµµετρία ως προς την ευθεία στην οποία βρίσκεται η πηγή ρεύµατος, 

εποµένως θα εξαρτάται µόνο από την απόσταση ΤR ′= −Τr r  όπου ′Τr  το διάνυσµα θέσης 

της πηγής. Αντικαθιστώντας την έκφραση του τελεστή 2∇  σε κυλινδρικές συντεταγµένες 

στη σχέση (Α.6) έχουµε  

                                                 2
0

1 d dψ
R k ψ δ(R)                                         (A.7)

R dR dR
  + = − 
 

 

Σε όλα τα σηµεία εκτός του R = 0 η συνάρτηση ψ ικανοποιεί την οµογενή εξίσωση 

                                                      
2

2
02

d ψ 1 dψ
k ψ 0                                               (A.8)

dR R dR
+ + =   

Θέτοντας όπου x = k0R η παραπάνω σχέση γράφεται ισοδύναµα ως εξής 

                                                     
2

2 2
2

d ψ dψ
x x x ψ 0                                             (A.9)

dx dx
+ + =  

δηλαδή λαµβάνουµε την εξίσωση Bessel σε κυλινδρικές συντεταγµένες. 

Συνεπώς, η συνάρτηση Green προκύπτει (2)
0 0ψ (k R)= ΑΗ  ώστε να αντιπροσωπεύει κύµατα 

που αποµακρύνονται από την πηγή για k0R >> 1. Η συνάρτηση Hankel 2ου είδους έχει 

πράγµατι αυτή την ιδιότητα, αφού για k0R >> 1  λαµβάνει την ασυµπτωτική έκφραση 

                                                 0(2)
0 0

0

k R2
H (k R)                                              (A.10)

πk R
e ii −

≃  
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η οποία παριστάνει κύµατα που διαδίδονται από την πηγή προς το άπειρο και επιπλέον 

µηδενίζονται στο άπειρο (συνθήκη ακτινοβολίας). Για τον προσδιορισµό της σταθεράς Α 

θεωρούµε το όριο της εξίσωσης Helmholtz  όταν k0 τείνει στο 0. Η εξίσωση Helmholtz 

µεταπίπτει στην εξίσωση Poisson   

                                                           2ψ δ(R)                                                     (A.11)∇ = −  

Η λύση της εξίσωσης Poisson παριστάνει αριθµητικά το ηλεκτροστατικό δυναµικό που 

προκαλείται από γραµµικό φορτίο λ = 1 C/m που βρίσκεται σε άπειρη ευθεία παράλληλη 

στον άξονα y, µε διάνυσµα θέσης ′Τr . Άρα, είναι  

                                                 αν ανR R
                                          (A.12)

R R

λ 1
ψ ln ln

2π 2π
= =  

όπου ανR  η ακτίνα της κυλινδρικής επιφάνειας αναφοράς των δυναµικών. Τότε θα πρέπει 

οι δύο λύσεις για τη συνάρτηση ψ να ταυτίζονται στο όριο 0k 0→ , δηλαδή 

                                                   
0

0
(2)
0k 0

ανR1
ln lim (k R)                                      (A.13)

2π R →
= Α Η  

Επειδή όµως 
0

0 0
(2)
0k 0

2
lim H (k R) 1 ln(k R)

π

i
→

= −  προκύπτει η σχέση  

                                    
0αν

1 1 2 2
ln R lnR A Alnk AlnR (A.14)

2π 2π π π
                           i i

− = − −  

από όπου εξισώνοντας στα δύο µέλη τους συντελεστές του ln R λαµβάνουµε τελικά 

                                                             Α                                                              (A.15)
4

i
= −  

Συνεπώς, το πρωτογενές πεδίο γράφεται στη συνεπτυγµένη µορφή  

                                                  (2)
0 0y0

ωµ
ωµψ (k R)                                    (A.16)

4
E i= − = − Η  

όπου 2 2R (x x ) (z z )′ ′ ′= − = − + −Τ Τr r  
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Β.  Υπολογισµός των σταθερών δοµής Ω 

 

Για τον προσδιορισµό των στοιχείων 
EE

; ' 'lm l mΩ  του πίνακα  Ω, σύµφωνα µε τη σχέση 

(4.4.14), απαιτείται ο υπολογισµός της ποσότητας  

                                    (1)

0

(B.1)exp( ) h ( ) ( )                                 l n l m ni kr′ ′ ′
≠

⋅∇× Ω∑
n

|| n
R

r k R X  

Λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση ορισµού του τελεστή της στροφορµής:  i= − ⋅∇×L r  και 

την ταυτότητα (4.4.24) προκύπτει ότι: 

(1) (1)

0 0

exp( ) h ( ) ( ) exp( ) h ( ) ( )l n l m n l n l m ni kr i i kr′ ′ ′ ′ ′ ′
≠ ≠

⋅∇× Ω = ⋅ Ω∑ ∑
n n

|| n || n
R R

r k R X L k R X

( )1 1
1

ˆ α Z β Z ( )Y ( )
( 1)

l
l m l m

l m l m l m l m l l m
l m l

i
j kr

l l

′′+∞ +
′′ ′′ ′′ ′′

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′+ −
′′ ′′ ′′= =−


= ⋅ ⋅ + Ω

′ ′ + 
∑ ∑L x  

( )1 1
1

(Β.2)ˆ ˆα Z β Z ( )Y ( ) Z ( )Y ( )           
l

l m l m l m
l m l m l m l m l l m l m l l m

l m l

i j kr m j kr
′′+∞ +

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′+ −

′′ ′′ ′′= =−

′− ⋅ − Ω + Ω 


∑ ∑y z  

Επειδή ο τελεστής L επιδρά µόνο στις γωνιακές µεταβλητές (θ,φ) και κατ’ αναλογία µε τη 

σχέση ορισµού των διανυσµατικών σφαιρικών αρµονικών ( )lm ΩX (σχέσεις 4.4.7, 4.4.23) 

λαµβάνουµε ότι: 

 

(1)

0

exp( ) h ( ) ( )l n l m ni kr′ ′ ′
≠

⋅∇× Ω =∑
n

|| n
R

r k R X

( )( )1 1 1 1
1

( ) α Z β Z α Y β Y
( 1)

l
l m l m

l l m l m l m l m l m l m l m l m
l m l

i
j kr

l l

′′+∞ +
′′ ′′ ′′ ′′

′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ − + −
′′ ′′ ′′= =−

= + +′ ′ +
∑ ∑  

( )( )1 1 1 1α Z β Z α Y β Y Z Yl m l m l m
l m l m l m l m l m l m l m l m l m l mm m′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′+ − + −

′ ′′− − − + =                                 (Β.3) 

( )1 1 1 1
1

2α β Z Y 2α β Z Y Z Y ( )
( 1)

l
l m l m l m

l m l m l m l m l m l m l m l m l m l m l
l m l

i
m m j kr

l l

′′+∞ +
′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′+ − − +
′′ ′′ ′′= =−

′ ′′= + +
′ ′ +

∑ ∑  

 

Πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της παραπάνω σχέσης µε *Y (Ω)lm και ολοκληρώνοντας σε 

όλη τη στερεά γωνία, λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση ορθογωνιότητας των σφαιρικών 

αρµονικών  (σχέση 4.4.10), προκύπτει: 
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(1) *

0

exp( ) ( ) ( )Y (Ω) dΩ
( 1)

l n l m n lm

i
i h kr

l l
′ ′ ′

≠

⋅∇× Ω = ⋅
′ ′ +

∑∫
n

|| n
R

r k R X

( )1 1 1 1
1

2α β Z δ δ 2α β Z δ δ Z δ δ ( )
l

m m l m m m l m l m
l l l m ll mm l l l m ll mm l m ll mm l

l m l

m m j kr
′′+∞ +

′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′
′ ′′ ′ ′ ′′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′′′ ′′ ′ ′ ′′′ ′′ ′′+ − − +

′′ ′′ ′′= =−

′ ′′+ +∑ ∑

( )1 1
1 1 1 1 (Β.4)

( )
2α β Z 2α β Z Z                                

( 1)
lm lm lml

l m lm l m lm l m l m l m

i j kr
m m

l l
+ −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − −

⋅
′= + +

′ ′ +
 

Με αντικατάσταση της παραπάνω σχέσης στη σχέση (4.4.14), προσδιορίζονται τελικά τα 

στοιχεία EE
; ' 'lm l mΩ  του πίνακα  Ω.  

       ( )EE 1 1
; ' ' 1 1 1 1 (Β.5)

1
2α β Z 2α β Z Z  

( 1) ( 1)
       lm lm lm

lm l m l m lm l m lm l m l m l mm m
l l l l

+ −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − − ′Ω = + +

′ ′+ +
 

Εφαρµόζοντας ανάλογη διαδικασία είναι δυνατό να προσδιοριστούν τα στοιχεία EH
; ' 'lm l mΩ  

του πίνακα  Ω, σύµφωνα µε τη σχέση (4.4.15). Συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας τη σχέση 

(4.4.24) για το πλεγµατικό άθροισµα (1)

0

exp( ) h ( ) ( )l n l m ni kr′ ′ ′
≠

Ω∑
n

|| n
R

k R X , προκύπτει ότι: 

( )

( )

(1)

0

1 1
1

1 1

exp( ) ( ) ( )

1
( )Y ( ) sinθcosφ α Z β Z

( 1)

sinθsinφ α Z β Z cosθ Z

l n l m n

l
l m l m

l l m l m l m l m l m
l m l

l m l m l
l m l m l m l m l m

i h kr

rj kr
l l

i m

′ ′ ′
≠

′′+∞ +
′′ ′′ ′′ ′′

′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ −
′′ ′′ ′′= =−

′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ −

⋅ Ω =

= Ω +′ ′ +

′− − +

∑

∑ ∑

n

|| n
R

k Rr X

(Β.6)                                                 m ′ 


 

Η παραπάνω σχέση ωστόσο παρουσιάζει το µειονέκτηµα ότι η εξάρτηση από τις γωνιακές 

µεταβλητές (θ,φ) δεν εµπεριέχεται µονάχα στις συναρτήσεις των σφαιρικών αρµονικών 

Y ( )l m′′ ′′ Ω , γεγονός που δυσχεραίνει την εφαρµογή της σχέσης (4.4.15) για τον υπολογισµό 

των στοιχείων EE
; ' 'lm l mΩ . Μπορεί όµως να αποδειχθεί ότι ισχύουν οι παρακάτω ταυτότητες, 

µε τις οποίες η σχέση (Β.2) εκφράζεται συναρτήσει των συνήθων σφαιρικών αρµονικών 

[35] 

 

1 1 1 (Β.7)cosθY ( ) ζ Y ( ) ζ Y ( )                                                                   m m m m m
l l l l l− + +Ω = Ω + Ω

1 1 1 1 1
1 1 1 1, 1 1 1sinφ sinθY ( ) γ Y ( ) γ Y ( ) γ Y ( ) γ Y ( )     (Β.8)m m m m m m m m

l l l l l l l m l li − − + − + + +
− − + + − + + Ω = − Ω + Ω − Ω − Ω 

1 1 1 1 1
1, 1 1 1 1 1 1 (Β.9)cosφsinθY ( ) γ Y ( ) γ Y ( ) γ Y ( ) γ Y ( )   m m m m m m m m

l l l m l l l l l l
− + − + − + +

− − − + + + +Ω = − Ω + Ω + Ω − Ω

 

όπου  ορίζουµε 
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( )( ) 1 ( )( 1)

ζ ,  γ  
(2 1)(2 1) 2 (2 1)(2 1)

m m
l l

l m l m l m l m

l l l l

+ − + + −
= =

− + − +
                     (Β.10) 

Με τη βοήθεια των παραπάνω σχέσεων, η σχέση (Β.6) λαµβάνει τη µορφή: 

{

(1)

0

1 1 1
1 1 1 1

1

1
1 1 1

exp( ) ( ) ( )

1
( )  2α Z γ Y ( ) γ Y ( )

( 1)

2β Z γ Y ( ) γ

l n l m n

l
m l m m m m m

l l l m l l l l
l m l

m l m m m
l l m l l l

i h kr

rj kr
l l

′ ′ ′
≠

′′+∞ +
′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′− + − −

′′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + −
′′ ′′ ′′= =−

′ ′′ ′′ ′′ ′′− +
′ ′ ′ ′′ ′′ ′′− − +

⋅ Ω =

 = Ω − Ω ′ ′ +

+ Ω −

∑

∑ ∑

n

|| n
R

k Rr X

}1 1
1 1 1 1 (Β.11)Y ( ) Z ζ Y ( ) ζ Y ( )   m m l m m m m m

l l m l l l lm′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ +
′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′+ − + +′   Ω + Ω + Ω   

 

Η παραπάνω µορφή είναι κατάλληλη για τον πολ/σµό των δύο µελών της σχέσης µε 

*Y ( )lm Ω  και τη χρήση της συνθήκης ορθογωνιότητας των σφαιρικών αρµονικών: 

                                                *Y (Ω)Y (Ω)dΩ δ δ (Β.12)                                       l m lm ll mm′ ′ ′ ′=∫  

Πράγµατι, πολλαπλασιάζοντας τη σχέση (Β.11) µε *Y ( )lm Ω  και ολοκληρώνοντας σε όλη 

τη στερεά γωνία, προκύπτει ότι: 

( ){

(1) *

0

1
1 1 1 1 1 1

1

1 1 1

exp( ) ( ) ( )Y ( )d

1
( )  2α Z γ δ δ γ δ δ

( 1)

2β Z γ δ δ

l n l m n lm

l
m l m m m

l l l m l ll mm l ll mm
l m l

m l m m
l l m l ll mm

i h kr

rj kr
l l

′ ′ ′
≠

′′+∞ +
′ ′′ ′′ ′′ ′′− +

′′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + − − −
′′ ′′ ′′= =−

′ ′′ ′′ ′′−
′ ′ ′ ′′ ′′ ′′− − +

⋅ Ω Ω Ω =

= −
′ ′ +

+ −

∑∫

∑ ∑

n

|| n
R

k Rr X

( ) ( )}
( )

1
1 1 1 1 1 1

1 1, 1 1 1, 1 1,
1 1 1 1 1 1

γ δ δ Z ζ δ δ ζ δ δ

2α γ Z 2β γ Z ζ Z ( )
( 1)

                  2α

m l m m m
l ll mm l m l ll mm l ll mm

m m l m m m l m m l m
l l l m l l l m l l m l

m
l

m

r
m j kr

l l

′′ ′′ ′′ ′′ ′′+
′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′+ + + − + +

′ ′+ + + − + + − +
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + − + +

′
′

′+ +

 ′= − + +′ ′ +

+ ( )1, 1 1, 1 1,
1 1 1 (Β.13)γ Z 2β γ Z ζ Z ( )               m l m m m l m m l m

l l m l l l m l l m lm j kr′− − + − − −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ − −

′− + 
 

Από την παραπάνω σχέση προσδιορίζονται άµεσα τα στοιχεία 
EH

; ' 'lm l mΩ  του πίνακα Ω, 

σύµφωνα µε τη σχέση (4.4.15): 

( )

( )

EH 1, 1 1, 1 1,1
; ' ' 1 1

1 1, 1 1 1, 1 1,1
1 1 1 1 1

( )
2α γ Z 2β γ Z ζ Z

( )( 1) ( 1)

( )
2α γ Z 2β γ Z ζ Z

( )

m m l m m m l m m l ml
lm l m l l l m l l l m l l m

l

m m l m m m l m m l ml
l l l m l l l m l l m

l

rj krk
m

j krl l l l

rj kr
m

j kr

′ ′− − + − − −−
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ −

′ ′+ + + − + + − ++
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + − +


′Ω = − − +′ ′+ + 

′+ − + + (Β.14)                       



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Η παραπάνω έκφραση ωστόσο, είναι ανεξάρτητη του r εξ ορισµού, εποµένως οι 

υπολογισµοί απλοποιούνται αν θεωρήσουµε οριακά ότι r 0→ . Λαµβάνοντας υπόψη τις 

κατάλληλες ασυµπτωτικές εκφράσεις για τις σφαιρικές συναρτήσεις Bessel έχουµε ότι: 

                                                   
0

( )
lim ( )

1 3 5...(2 1)

l

l
r

kr
j kr

l→
=

⋅ ⋅ +
                                       (Β.15) 

Τότε προκύπτει εύκολα ότι:  

                                 
2

1 1

0 0 0
και

( ) ( ) 2 1
lim lim 0    lim

( ) 2 3 ( )
l l

r r r
l l

rj kr rj krkr l

j kr l j kr k
+ −

→ → →

+
= = =

+
            (Β.16) 

Με αντικατάσταση των παραπάνω σχέσεων στη σχέση προσδιορισµού των EH
; ' 'lm l mΩ  

προκύπτει τελικά ότι: 

   ( )EH 1, 1 1, 1 1,
; ' ' 1 1 (Β.17)

2 1
2α γ Z 2β γ Z ζ Z        

( 1) ( 1)
m m l m m m l m m l m

lm l m l l l m l l l m l l m

l
m

l l l l
′ ′− − + − − −
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ −

+ ′Ω = − + −
′ ′+ +
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Γ.  Υπολογισµός συντελεστών σκέδασης από σφαίρα δύο στρωµάτων 

 
Οι νέοι συντελεστές σκέδασης υπολογίζονται γράφοντας τη γενική µορφή των 

συνιστωσών του Η/Μ πεδίου σε κάθε επιµέρους περιοχή και εφαρµόζοντας τις κατάλληλες 

οριακές συνθήκες στις διαχωριστικές επιφάνειες. Ειδικότερα, οι συνιστώσες του πεδίου σε 

κάθε περιοχή του χώρου είναι της µορφής 

 
r > α2 (εκτός της σφαίρας):   
 

    
1 r

r n 1 r (2) (2) 10 n n
θ n n 0 n 0 n

n 10

E cosφ 2n 1 dP (cosθ) bˆ ˆE ( ) α  h (k r)  h (k r) P (cosθ)     (Γ.1)
k r n(n 1) dθ sinθ

i
i

∞
−

=

 +
′= − − + +  

∑       

r 1
r n 1 (2) 1 r (2)0 n n
φ n 0 n n n 0

n 10

E sinφ 2n 1 α dP (cosθ)ˆ ˆE ( )  h (k r) P (cosθ)  b  h (k r)      (Γ.2)
k r n(n 1) sinθ dθ

i i
∞

−

=

 + ′= − − +  
∑

1
r n 1 r (2) r (2) 10 n
θ n n 0 n n 0 n

n 10 0

E sinφ 2n 1 dP (cosθ) ˆ ˆH ( ) b  h (k r) α  h (k r) P (cosθ)    (Γ.3)
ζ k r n(n 1) dθ sinθ

i
i

∞
−

=

 + ′= − − + +  
∑

r 1
r n 1 (2) 1 r (2)0 n n
φ n 0 n n n 0

n 10 0

E cosφ 2n 1 b dP (cosθ)ˆ ˆH ( )  h (k r) P (cosθ) α  h (k r)    (Γ.4)
ζ k r n(n 1) sinθ dθ

i i
∞

−

=

 + ′= − − − +  
∑

 
 
r < α1 (εντός του πυρήνα των σφαιρών):    
 

1
t n 1 t t 10 n
θ n n 1 n n 1 n

n 11

E cosφ 2n 1 dP (cosθ) ˆ ˆE ( ) α (k r) b  (k r) P (cosθ)        (Γ.5)
k r n(n 1) dθ sinθ

i
i j j

∞
−

=

 + ′= − − + +  
∑

       
t 1

t n 1 1 t0 n n
φ n 1 n n n 1

n 11

E sinφ 2n 1 α dP (cosθ)ˆ ˆE ( )  (k r)P (cosθ)  b (k r)           (Γ.6)
k r n(n 1) sinθ dθ

i j i j
∞

−

=

 + ′= − − +  
∑  

1
t n 1 t t 10 n
θ n n 1 n n 1 n

n 11 1

E sinφ 2n 1 dP (cosθ) ˆ ˆH ( ) b  (k r) α  (k r) P (cosθ)        (Γ.7)
ζ k r n(n 1) dθ sinθ

i
i j j

∞
−

=

 + ′= − − + +  
∑

         
t 1

t n 1 1 t0 n n
φ n 1 n n n 1

n 11 1

E cosφ 2n 1 b dP (cosθ)ˆ ˆH ( )  (k r)P (cosθ) α (k r)      (Γ.8)
ζ k r n(n 1) sinθ dθ

i j i j
∞

−

=

 + ′= − − + +  
∑  

 
α1 < r < α2 (εντός του περιβλήµατος των σφαιρών):   
 

1
m n 1 m m0 n
θ n n 2 n n 2

n 12

1
m mn
n n 2 n n 2

E cosφ 2n 1 dP (cosθ) ˆ ˆE ( ) [α  (k r) α y (k r)]  
k r n(n 1) dθ

 P (cosθ) ˆ ˆ                          [b  (k r) b y (k r)]                                                
sinθ

i j

i
j

∞
−

=

+
′ ′= − − + +

+ 


+ + 



∑

    (Γ.9)
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1
m n 1 m m0 n
θ n n 2 n n 2

n 12 2

1
m mn
n n 2 n n 2

E sinφ 2n 1 dP (cosθ) ˆ ˆH ( ) [b  (k r) b y (k r)]  
ζ k r n(n 1) dθ

 P (cosθ) ˆ ˆ                        [α  (k r) α y (k r)]                                                
sinθ

i j

i
j

∞
−

=

+
′ ′= − − + +

+ 


+ + 



∑

 (Γ.11)

 

1
m n 1 m m0 n
φ n n 2 n n 2

n 12 2

1
m mn
n n 2 n n 2

E cosφ 2n 1 P (cosθ)ˆ ˆH ( ) [b  (k r) b y (k r)]  
ζ k r n(n 1) sinθ

dP (cosθ) ˆ ˆ                        [α  (k r) α y (k r)]                                                 (
dθ

i j

i
j

∞
−

=

+
′ ′= − − + +

+ 


+ + 



∑

Γ.12)

 

 
όπου ζ1, ζ2 οι κυµατικές αντιστάσεις και k1, k2 οι κυµαταριθµοί του πυρήνα και του 

περιβλήµατος αντίστοιχα. Η διαφορά µε την περίπτωση της απλής σφαίρας είναι ότι στην 

ενδιάµεση περιοχή του περιβλήµατος (α1 < r < α2) οι συνιστώσες του Η/Μ πεδίου 

εµφανίζουν ως εξάρτηση από τη µεταβλητή r ένα γραµµικό συνδυασµό των σφαιρικών 

συναρτήσεων Bessel και Neumann. Οι άγνωστοι συντελεστές ανάπτυξης r t m m
n n n nα ,α ,α ,α  

(ΤΜ ρυθµοί) και r t m m
n n n nb ,b ,b ,b  (ΤΕ ρυθµοί) υπολογίζονται από τις οριακές συνθήκες στις 

διαχωριστικές επιφάνειες  r = α1 και r = α2. Οι συνθήκες αυτές είναι  

                                           t m t m
1 θ,φ θ,φ θ,φ θ,φr α :  E E ,  Η                                        (Γ.13)= = = Η  

                                inc r m inc r m
2 θ,φ θ,φ θ,φ θ,φ θ,φ θ,φr α :  E E E ,   Η Η                             (Γ.14)= + = + = Η  

όπου µε το δείκτη inc συµβολίζεται το προσπίπτον πεδίο, ενώ µε τους δείκτες t και r το 

µεταδιδόµενο και ανακλώµενο πεδίο αντίστοιχα. Σκοπός µας είναι ο υπολογισµός των 

συντελεστών σκέδασης r r
1 1α ,  b  για την περίπτωση της σφαίρας δύο διηλεκτρικών 

στρωµάτων για n = 1 και να αντικαταστήσουµε τις εκφράσεις τους στις εξισώσεις 

προσδιορισµού της ενεργού µαγνητικής διαπερατότητας και διηλεκτρικής σταθεράς 

αντίστοιχα. Υπενθυµίζεται η µορφή του προσπίπτοντος Η/Μ πεδίου. 

  
1

inc 1 10 n
θ n 0 n 0 n

10

E cosφ 2n 1 dP (cosθ)ˆ ˆE ( ) (k r) (k r)P (cosθ)             (Γ.15)
k r n(n 1) dθ sinθ

n

n

i
i j j

∞
−

=

 +
′= − − + +  

∑  

  
1

inc 1 10 n
φ n 0 n n 0

10

E sinφ 2n 1 1 dP (cosθ)ˆ ˆE ( ) (k r) P (cosθ)  (k r)             (Γ.16)
k r n(n 1) sinθ dθ

n

n

i j i j
∞

−

=

 +
′= − − +  

∑  

1
m n 1 m m0 n
φ n n 2 n n 2

n 12

1
m mn
n n 2 n n 2

E sinφ 2n 1 P (cosθ)ˆ ˆE ( ) [α  (k r) α y (k r)]  
k r n(n 1) sinθ

 dP (cosθ) ˆ ˆ                        [b  (k r) b y (k r)]                                                  (Γ.
dθ

i j

i
j

∞
−

=

+ ′ ′= − +
+ 


− + 



∑

10)
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1
inc 1 10 n
θ n 0 n 0 n

10 0

E sinφ 2n 1 dP (cosθ)ˆ ˆH ( ) (k r) (k r)P (cosθ)           (Γ.17)
ζ k r n(n 1) dθ sinθ

n

n

i
i j j

∞
−

=

 +
′= − − + +  

∑
1

inc 1 10 n
φ n 0 n n 0

10 0

E cosφ 2n 1 1 dP (cosθ)ˆ ˆH ( ) (k r) P (cosθ)  (k r)          (Γ.18)
ζ k r n(n 1) sinθ dθ

n

n

i j i j
∞

−

=

 +
′= − − + +  

∑  

 

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε τις οριακές συνθήκες 

                      t m m2
1 n n 1 1 n 2 1 n n 2 1

1

k ˆ ˆ ˆr α : α  (k α ) α  (k α ) α y (k α ) 0                               (Γ.19)
k nj j′ ′ ′= − − =  

                                  t m m2
n n 1 1 n n 2 1 n n 2 1

1

k ˆ ˆ ˆb  (k α ) b  (k α ) b y (k α ) 0                              (Γ.20)
k

j j− − =  

                                    t m m
n n 1 1 n n 2 1 n n 2 1

ˆ ˆ ˆb  (k α ) b  (k α ) b  y (k α ) 0                                (Γ.21)j j′ ′ ′− − =  

                                    t m m
n n 1 1 n 2 1 n n 2 1

ˆ ˆ ˆα  (k α ) α  (k α ) α  y (k α ) 0                                (Γ.22)nj j− − =  

              r (2) m m2 2
2 n n 0 2 n n 2 2 n n 2 2 n 0 2

0 0

k kˆ ˆ ˆˆr α : α h (k α ) α  (k α ) α  y (k α ) (k α )            (Γ.23)
k k

j j′ ′ ′ ′= − − = −  

                           r (2) m m2 2
n n 0 2 n n 2 2 n n 2 2 n 0 2

0 0

k kˆ ˆ ˆˆb h (k α ) b  (k α ) b  y (k α ) (k α )             (Γ.24)
k k

j j− − = −                                  

                              r (2) m m
n n 0 2 n n 2 2 n n 2 2 n 0 2

ˆ ˆ ˆˆb h (k α ) b  (k α ) b  y (k α ) (k α )                    (Γ.25)j j′ ′ ′ ′− − = −  

                              r (2) m m
n n 0 2 n n 2 2 n n 2 2 n 0 2

ˆ ˆ ˆˆα h (k α ) α  (k α ) α  y (k α ) (k α )                    (Γ.26)j j− − = −  

 

Οι εξισώσεις (Γ.19), (Γ.22), (Γ.23) και (Γ.26) διαµορφώνουν ένα σύστηµα 4x4 για τους 

συντελεστές r t m m
n n n nα , α , α , α  (ΤΜ ρυθµοί), ενώ οι εξισώσεις (Γ.20), (Γ.21), (Γ.24), (Γ.25) 

ένα σύστηµα 4x4 για τους συντελεστές r t m m
n n n nb , b , b , b  (ΤΕ ρυθµοί). Αν επιπλέον για 

ευκολία στους συµβολισµούς θέσουµε k1 = k0n1,  k2 = k0n2  και  x = k0α1,  y = k0α2  οι 

ορίζουσες των δύο συστηµάτων προκύπτουν αντίστοιχα 

(2) (2) 2
n n 2 2 n n 2 n 1 n 2 n 1 n 2

1

(2) (2) 2
n 2 n 2 n 2 n n 1 n 2 n 1 n 2

1

nˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆdetA h (y) y (n y) n h (y) y (n y) (n x) (n x) (n x) (n x)
n

nˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ        (n y) h (y) n (n y) h (y) (n x) y (n x) (n x) y (n x)   
n

j j j j

j j j j

  ′ ′ ′ ′= − + −    

  ′ ′ ′ ′− − + −    
   (Γ.27)

 

(2) (2) 2
n n 2 2 n n 2 n 1 n 2 n 1 n 2

1

(2) (2) 2
n 2 n 2 n 2 n n 1 n 2 n 1 n 2

1

nˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆdetB h (y) y (n y) n h (y) y (n y) (n x) (n x) (n x) (n x)
n

nˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ       (n y) h (y) n (n y) h (y) (n x) y (n x) (n x) y (n x)     
n

j j j j

j j j j

  ′ ′ ′= − + −    

  ′ ′ ′ ′− − + −    
(Γ.28)

 

 
Τότε οι ορίζουσες που αντιστοιχούν στους συντελεστές r r

n nα ,b  λαµβάνουν τη µορφή 
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2
1 n n 2 2 n n 2 n 1 n 2 n 1 n 2

1

2
n 2 n 2 n 2 n n 1 n 2 n 1 n 2

1

nˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆD (y) y (n y) n (y) y (n y) (n x) (n x) (n x) (n x)
n

nˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ     (n y) (y) n (n y) (y) (n x) y (n x) (n x) y (n x)     (Γ.29)
n

j j j j j j

j j j j j j

 
 ′ ′ ′ ′= − −  

 

 
 ′ ′ ′ ′− − −  

 

 

      

2
2 n n 2 2 n n 2 n 1 n 2 n 1 n 2

1

2
n 2 n 2 n 2 n n 1 n 2 n 1 n 2

1

nˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆD (y) y (n y) n (y) y (n y) (n x) (n x) (n x) (n x)
n

nˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ     (n y) (y) n (n y) (y) (n x) y (n x) (n x) y (n x)        (Γ.30)
n

j j j j j j

j j j j j j

 
 ′ ′ ′ ′= − −  

 

 
 ′ ′ ′ ′− − −  

 

 

 
Εποµένως, οι συντελεστές σκέδασης r r

n nα ,b  ορίζονται από τις σχέσεις 

r r1 2
n n

D D
α ,  b

detA detB
= =  και γράφονται σε πιο συνεπτυγµένη µορφή ως εξής 

 

 
r

r n n 2 2 n n 2 n n 2 n 2 n 2 n
n (2) (2) r (2) (2)

2 n 2 n n n 2 n 2 n 2 n n n 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ (y) y (n y) n (y) y (n y)] A (n y) (y) n (n y) (y)
α       (Γ.31)

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ[n y (n y) h (y) h (y) y (n y)] A n (n y) h (y) h (y) (n y)

j j j j j j

j j

′ ′ ′ ′− − +
=

′ ′ ′ ′− − +
 

 

    
r

r n n 2 2 n n 2 n n 2 n 2 n 2 n
n (2) (2) r (2) (2)

2 n 2 n n n 2 n 2 n 2 n n n 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ (y) y (n y) n (y) y (n y)] B (n y) (y) n (n y) (y)
b     (Γ.32)

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ[n y (n y) h (y) h (y) y (n y)] B n (n y) h (y) h (y) (n y)

j j j j j j

j j

′ ′ ′ ′− − +
=

′ ′ ′ ′− − +
 

 
όπου θέτουµε 

                                 r 1 n 1 n 2 2 n 1 n 2
n

1 n 1 n 2 2 n 1 n 2

ˆ ˆ ˆ ˆn (n x) (n x) n (n x) (n x)
A                                 (Γ.33)

ˆ ˆˆ ˆn (n x) y (n x) n (n x) y (n x)

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

 

                                 r 1 n 1 n 2 2 n 1 n 2
n

1 n 1 n 2 2 n 1 n 2

ˆ ˆ ˆ ˆn (n x) (n x) n (n x) (n x)
B                                  (Γ.34)

ˆ ˆˆ ˆn (n x) y (n x) n (n x) y (n x)

j j j j

j j

′ ′−
=

′ ′−
 

 
Συνεπώς, οι συντελεστές σκέδασης r r

n nα ,b  µπορούν να γραφούν αντίστοιχα στη µορφή  

r
n

n

1
α

1 cot ai
= −

−
  και  r

n
n

1
b

1 cotβi
= −

−
 όπου οι φάσεις an και βn ορίζονται από τις σχέσεις 

 

    
r

2 n 2 n n n 2 n 2 n 2 n n n 2
n r

n n 2 2 n n 2 n n 2 n 2 n 2 n

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[n y (n y) y (y) y (y) y (n y)] A n (n y) y (y) y (y) (n y)
cot a       (Γ.35)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ (y) y (n y) n (y) y (n y)] A (n y) (y) n (n y) (y)

j j

j j j j j j

′ ′ ′ ′− − +
=

′ ′ ′ ′− + + −
 

 

     
r

2 n 2 n n n 2 n 2 n 2 n n n 2
n r

n n 2 2 n n 2 n n 2 n 2 n 2 n

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[n y (n y) y (y) y (y) y (n y)] Β n (n y) y (y) y (y) (n y)
cotβ      (Γ.36)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ (y) y (n y) n (y) y (n y)] Β (n y) (y) n (n y) (y)

j j

j j j j j j

′ ′ ′ ′− − +
=

′ ′ ′ ′− + + −
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