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Η μελέτη των ροών σε διστόξεις μικροκλlμακας αποτελεl μια επιστημονική

περιοχή που έχει προσελκύσει το ενδιαφέρον της επιστημονικής κοινότητας

τα τελευταlα χρόνια. Η συνήθης αντιμετώπιση βασlζεταl στην επlλυση των

εξισώσεων του συνεχούς μέσου με την κατόλληλη διαμόρφωση των οριακών

συνθηκών ώστε να ληφθούν υπόψη τα φαινόμενα ολlσθησης που

παρατηρούνται στις διεπιφόνειες. Η προσέγγιση όμως αυτή, μπορεl να

εφαρμοστεl μόνο για μικρούς αριθμούς Knudsen. Για αέρια με μεγαλύτερο

βσθμό αραlοποlησης εlναl απαραlτητη η χρήση μεθοδολογιών μεσοκλlμσκας

που να βοσlζονται στην κινητική θεωρlα.

Η παρούσα εργασlα έχει ως στόχο τη μελέτη της ροής αερlου σε τριγωνική

και τρσπεζοειδή μlκροκοιλότητσ. Η επlλυση της μlκρορροής γlνεταl

αναmύσσοντας τη μέθοδο των διακριτών ταχυτήτων (Discrete Velocity
Method) για την εξαγωγή αξιόπιστων αποτελεσμότων σχετικό με τις

μακροσκοπικές ιδιότητες του αερlου.

Σημαντική δ,απlστωση, αποτελεl το γεγονός ότι οι μεσοσκοπlκές

μεθοδολογlες κινητικής φύσεως εlναl ικανές να προσομοιώσουν αξιόπιστα

ροές σε όλο το εύρος του αριθμού Knudsen, κότι εξαιρετικό σημσντικό για

προβλήματα όπου εμφανlζονταl φαινόμενα σε διόφορες κλlμακες.
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η κατασκευή συσκευών σε διαατάσεις νανοκλίμακας ξεκίνησε απά

τις αρχές της δεκαετίας του 1990 αν και αποτέλεσε όραμα και

συγχρόνως πρόκληση για την επιστημονική κοινότητα εδώ και πολλά

χρόνια. Η κατασκευή σπουδαίων τεχναλογlκών επιτευγμάτων

κατέστη δυνατή χόρη ατη ραγδαία εξέλιξη της τεχναλογίας κατά τη
διάρκεια των τελευταίων ετών και την ανάπτυξη νέων

κατασκευαστικών τεχνικών, παυ σαν στόχο είχαν την ελάπωση του

κόατους επιταχύνοντας έτσι την ανάπτυξη των εφαρμογών, σε

συνδυασμό με τη μαζlκοποίηση της παραγωγής.

Αντιπροσωπευτικό παραδείγματα τέτοιων εφαρμαγών αποτελούν

εξαρτήματα όπως επιταχυνσιόμετρα (χρησιμοποιαύνταl για την

ενεργοποίηση αερόσακων στα οχήματα), ιατρικό εργαλεία (για

επεμβάσεις σε επίπεδο κυπάραυ) και μικροσκοπικοί αισθητήρες

πίεσης.

Η μελέτη των ρευατοδυναμlκών φαινομένων κρίνεται αναγκαία

καθώς αρκετές από τις συσκευές αυτές είτε έρχονται σε επαφή με

ρευατό κατά τη λειτουργία τους, είτε περιλαμβάνουν εξαρτήματα,

όπως για παράδειγμα μlκροαγωγούς ή μlκροκαιλότητες τα απαία είναι

άμεσα συνδεδεμένα με ρευστό. Επίσης, πολλές φορές οι συσκευές

έχουν ως στόχο αποτελέσματα που αφορούν αποκλειστικό

ρευστοδυναμlκά μεγέθη (αντλίες, ραόμετρα, συστήματα

κυκλωμάτων ψύξης) γεγονός που καθιστά απαραίτητα τον

προσδιορισμό των φαινομένων που λαμβόνουν χώρα στο ρευστό.

Η ανόπτυξη μεθόδων για τη μελέτη ρευσταδυναμlκών φαινομένων

και τη βέλτιατη πρασαμοίωσή τους σε επίπεδο μlκροκλίμακας

αποτελεί το γνωστικό αντικείμενο της μlκρορευατοδυναμlκής.

Παράλληλα με τον τομέα αυτό εξελίσσονται η κατασκευαατική

τεχναλογία και η τεχνολογία υλικών ατη μικροκλίμακα. Τα τρία αυτό

πεδία έρευνας θα μπαρούσε να θεωρηθεί ότι απατελούν τις τρεις

συνιατώσες της επιστημονικής περιοχής παυ ονομάζεται

μlκρομηχανlκή.

Μία πια εξεζητημένη περιοχή έρευνας για την οποία το τελευταίο

διάστημα έχει αρχίσει να αναπτύσσεται ενδιαφέρον είναι αυτή της

νανοκλίμακας[1]. Μαλανότι οι κατασκευαστικές δυνατότητες είναι

ακόμα περιορισμένες, η θεμελίωση αρχών και η θεωρητική μελέτη

είναι κάτι εφικτό και ταυτόχρονα ζηταύμενα για την προοδευτική

ανόπτυξή της.

Αρχικό, στις πρώτες διατάξεις με σχετικά μικρές διαατόσεις που

δημιουργήθηκαν και θα μπαραύσαν να καταταχθούν στην κατηγορία

της μlκρομηχανlκής, η μελέτη των ρευστών γινόταν με τη

χρησιμοποίηση των εξισώσεων συνέχειας. Προοδευτικό όμως, και

καθώς οι δυνατότητες για δημιουργία όλο και μικρότερων διατάξεων

γινόταν περισσότερες φόνηκε ότι η μελέτη των ροών παυ

παρουσιαζόταν σε αυτές δεν μπαρούσε να γίνει πλέον με τις
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εξισώσεις συνέχειας, αλλό απαιταύνταν ορισμένες αλλαγές. Η πιο

απατελεσματική τραποποίηση που πρατόθηκε, αφορούσε τις οριακές

συνθήκες ώστε αυτές να μπορέσουν να συμπεριλόβουν φαινόμενα

ολίσθησης τα οποία παρουσιόζονται στα τοιχώματα με αποτέλεσμα

την εξαγωγή ικανοποιητικών απατελεσμότων, τα αποία μπορούν να

ανταποκριθούν στις απαιτήσεις ακόμα και της σημερινής εποχής.

Όμως η εξέλιξη την έχει οδηγήσει στα όριό της και πλέον απαιτείται

μία νέα προσέγγιση.

Η νέα αυτή προσέγγιση αναμένεται να πρακύψει με τη βοήθεια της

κινητικής θεωρίας και αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι στις νέες

συσκευές που παραυσιόζονται, η υπόθεση ταυ συνεχούς μέσαυ
γίνεται επισφαλής, ενώ τα φαινόμενα παυ παρουσιόζονται είναι

αντίστοιχα με αυτό που παρατηραύνται σε ραές σε συνθήκες κενού ή

γενικότερα παλύ χαμηλής πυκνότητας.

Η βασική διαφαρό της νέας προσέγγισης βρίσκεται στην

εγκατόλειψη της μελέτης των μακρασκοπικών ιδιοτήτων όπως η

πυκνότητα, η ταχύτητα και η θερμακρασία και στην εστίαση στη

συμπεριφορό των σωμστιδίων από τα οπαία απατελείται το ρευστό.

Όπως είναι φυσικό δεν είναι δυνατόν να εξετόζεται τα κόθε

σωματίδιο χωριστό και για το λόγο αυτό, υιοθετείται μια στατιστική

αντιμετώπισή τους. Οι μακροσκοπικές ιδιότητες προκύπτουν ως

δευτερεύοντα μεγέθη και τα βασικό σταιχεία το οποίο μελετόται είναι

μια συνόρτηση κστανομής η οποία υπακούει στη γνωστή εξίσωση

Baltzmann[2].
Τα κυριότερα πλεανέκτημα παυ παραυσιόζει η νέα αυτή πρασέγγιση

είναι ότι η υπόθεση της συνέχειας είναι πλέον αδιόφορη και το πεδίο

εφαρμαγής εκτείνεται από τα συνεχή μέσα, μέχρι και τις ραές στις

οποίες τα σωματίδια μπαραύν να αντιμετωπισταύν ακόμα και

διακριτό. Επιπλέον, η μαθηματική τεκμηρίωση είναι ισχυρή ενώ

τροποποιήσεις για τη συμπερίληψη επιδρόσεων όπως αυτή της

βαρύτητας ή ταυ μαγνητικού πεδίου για ροές ιονισμένων ρευστών,

γίνανται με μαθηματική συνέπεια επιτρέπαντας την ευκαλότερη

αντιμετώπιση προβλημότων μαγνητοϋδραδυναμικήςκαι όλλων.

Οι τεχνικές οι οποίες χρησιμοποιούνται για την επίλυση των

εξισώσεων που προκύπτουν, μπαραύν να διαφοραπαιηθούνανόλογα

με την αποτελεσματικότητα της κόθε μιας σε σχέση με την κλίμακα

των φαινομένων που μελετώνται. Έτσι για παρόδειγμα, σε πολύ

αραιό ρευστό η μέθοδας Monte Carlo[3] είναι ίσως η πια

ενδεδειγμένη, ενώ για συνεχή μέσα η μέθοδος Lattice Boltzmann[4]
αποτελεί την κυριότερη πρόταση. Για τις ενδιόμεσες περιαχές, οι

οποίες μας θα μας απασχολήσουν ιδιαίτερα στην παρούσα εργασία,

τα τοπίο δεν είναι τόσο ξεκόθαρα μιας και υπόρχαυν αρκετές μέθοδαι

που αποδεικνύονται αποτελεσματικές. Ωστόσο αν η προσέγγιση παυ

ακολουθείται είναι πλήρως αριθμητική, τότε η μέθοδος διακριτών

ταχυτήτων (DVM)[S,6] αποκτό προβόδισμα.

Όμως όπως είναι φυσικό αναμενόμενο η εφαρμογή όλων αυτών

των τεχνικών δεν είναι χωρίς προβλήματα εφόσον ΠΟλλές από αυτές

,.
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έχουν nορουσιοστεί nολύ nρόσφοτο. Βοσlκό ονοστολτικό nορόγοντο

οnοτελεί η μεγόλη οnοίτηση nou nορουσιόζετοl γιο υnολογιστική

ισχύ κοι υnολογιστικό χρόνο, κότι nou σρκετές φορές κοθιστό

οnογορευτική την εφορμογή των nροονοφερθέντων τεχνικών.

Τουτόχρονο, υnόρχουν κοι μιο σειρό όλλων εμnοδίων nou
οnοιτούν οντιμετώnιση, nολλό οnό το onoio είνοl κοινό σε όλες τις

μεθόδους, ενώ όλλο οφορούν μόνο ορισμένες εξ ουτών. Όλο ουτό

έχουν nεριορίσεl το nεδίο εφορμογής των μεσοσκοnlκών

μεθοδολογιών ορκετό ώστε, με ελόχιστες εξοιρέσεlς, το nροβλήμοτο

nou οντιμετωnίζοντοl νο οφορούν μονοδιόστοτες ροές οnλής

γεωμετρίος κοι ενός συστοτικού.

Σκοnός της συγκεκριμένης εργοσίος είνοl η μελέτη της ροής σε

τριγωνική κοι τροnεζοειδή μlκροκοιλότητο χρησιμοnοιώντος

μεσοσκοnlκές μεθόδους κοθώς εnίσης κοι η εξογωγή οξιόnιστων

οnοτελεσμότων το onoio θο οδηγήσουν σε οσφολή συμnερόσμοτο.

Η εργοσίο οnοτελείτοl οnό τέσσερις ενότητες. Στην nρώτη ενότητο

(Κεφόλοιο 1) δίνοντοl ορισμένο γενικό στοιχείο nou οφορούν την

nεριγροφή της υnόρχουσος κοτόστοσης στη διεθνή βιβλιογροφίο.

Η εnόμενη ενότητο (Κεφόλοιο 2) nεριλομβόνεl το θεωρητικό

υnόβοθρο στο onoio στηρίζετοl η μεθοδολογίο nou μος οnοσχόλησε.

Στο κεφόλοιο ουτό nορουσιόζοντοl οι βοσlκές ορχές της κινητικής

θεωρίος οι οnοίες θεωρούντο ι οnοροίτητες γιο την κοτονόηση των

εnόμενων κεφολοίων.

Στην Τρίτη ενότητο (Κεφόλοιο 3) nερlέχετοl ονολυτικό η

μεθοδολογίο nou χρησιμοnοιήθηκε γιο τη μελέτη της ροής σε

τριγωνική κοιλότητο γιο όλο το εύρος του οριθμού Knudsen [7] κοι

nεριγρόφετοl με λεnτομέρεlο η υnολογιστlκή διοδlκοσίο της

εnίλυσης. Εnίσης ,nορουσιόζοντοl οι οντίστοιχες nληροφορίες γιο τη

ροή σε τροnεζοειδή κοιλότητο.

Στην τελευτοίο ενότητο (Κεφόλοιο 4) εμnερlέχετοl λεnτομερής

ονόλυση των οnοτελεσμότων nou nροέκυψον KOI το συμnερόσμοτο

(Κεφόλοιο 5) nou εξόγοντοl οnό την εnεξεργοσίο τους.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΑΝΑ ΚΟΠΗΣΗ:

1.1 Εισανωνή

Όπως έχει ήδη ονοφερθεί στην εισογωγή, το θέμο της πορούσος

εργοσίος οποτελεί η μελέτη σε μlκροκλίμοκο οροlοποlημένης ροής

οερίου σε τριγωνική KOI τροπεζοειδή κοιλότητο KOI επίλυση με την

εφορμογή της μεθόδου δlοκριτών τοχυτήτων (Discrete Velocity
Method-DVM). Στο πορόν κεφόλοιο εξετόζετοl το θεωρητικό

υπόβοθρο της μελέτης ουτής το οποίο οποτέλεσε η κινητική θεωρίο

κοθώς επίσης κοl ο τρόπος με τον οποίο εξελίχθηκε στο πέροσμο

των χρόνων με την ονόπτυξη της τεχνολογίος.

Η κινητική θεωρίο , η οποίο οποτελεί ένον οπό τους κλάδους της

στοτιστlκής μηχονlκής, επιτρέπει την περιγροφή των μοκροσκοπικών

ιδιοτήτων των οερίων με τη θεώρηση της σύστοσής τους σε μοριοκό

επίπεδο (μικροσκοπικές ιδιότητες).

Η ονόπτυξη της θεωρίος ξεκίνησε ουσlοοτικό το 17° οlώνο (Hooke,
Descartes) KOI εξελίχθηκε περοlτέρω τον 18° οlώνο (Bernoulli,
Boyle). Το θεμέλιο λίθο, πόνω οτον οποίο βοσίοτηκον όλλοl εξίσου

σημοντlκοί επιστήμονες κοτό τη διόρκειο του 200U οlώνο, έθεσον

δύο μεγόλοl φυσικοί, ο Maxwell KOI ο Boltzmann.
Πορόλο ουτό, η θεωρίο του Boltzmann εφορμόστηκε γιο πρώτη

φορό οτη μελέτη προβλημότων μικροσκοπικής κλίμοκος τη δεκοετίο

του '50. Η μεγόλη υπολογlοτική προσπόθειο που οποιτεί η επίλυση

της εξίσωσης Boltzmann KOI η οποίτηση ενός υπολογlοτικού

συοτήμοτος με ικονοποιητική ισχύ οποτέλεσον σημοντlκό εμπόδιο

οτην εφορμογή της. Το εμπόδιο όμως ουτό ξεπερόοτηκον σε κόποιο

βοθμό με τη ρογδοίο εξέλιξη της τεχνολογίος η οποίο συνεχώς

βελτιώνετοl κόνοντος πιο εύκολη την ονόπτυξη μεθόδων όπως ουτή.

Η εφορμογή της εξίσωσης Boltzmann σε προβλήμοτο

μlκρορευστοδυνομlκής ροής σε ογωγούς γίνετοl έπειτο οπό

θεωρητικές προσεγγίσεις βοσlσμένες στην κινητική θεωρίο. Οι

προσεγγίσεις ουτές οφορούν τον προσδιορισμό των οριοκών

συνθηκών KOI τη μοντελοποίηση του όρου των σωμοτιδlοκών

συγκρούσεων. Γιο το λόγο ουτό οι κοτοστοτικές εξισώσεις Newton
KOI Fourier της κλοσlκής ρευοτομηχονlκής KOI μετόδοσης

θερμότητος, με ορlοκές συνθήκες μη ολίσθησης, οδυνοτούν νο

περιγρόψουν τέτοιου είδους προβλήμοτο.

Ο προσδιορισμός των οριοκών συνθηκών είνοl ένο σημοντlκό βήμο

γιο την επίλυση κοθώς οποτελεί κριτήριο γιο το πόσο οκριβείς

είμοστε στην προσομοίωση του φοlνομένου. Η πρώτη συνθήκη η

οποίο εφορμόζετοl μέχρι σήμερο οφείλετοl στο Maxwell[2].
Σύμφωνο με τη συνθήκη ουτή (συνθήκη τύπου διόχυσης), η
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καταναμή των ειαερχόμενων πραζ ροή σωματιδίων ακολουθεί

κατανομή Maxwell όπωζ αυτή ορίζεται από ΤΙζ μακροσκοπlκέζ

lδιότητεζ του στερεού τοlχώμαΤΟζ (τα σωματίδια δηλαδή καθώζ

προσπίπτουν χάνουν τη μνήμη τουζ και συνεχίζουν μόνα με βάση

την πληροφορία του ταlχώμαΤΟζ-θεωρείταl απαρράφηση των

σωματιδίων απά το τοίχωμα και εκ νέαυ εκπομπή ταυζ).

Ωστόσο, η εφαρμογή τηζ σε αραιά αέρια ή σε τοιχώματα μlκρήζ

τραχύτηταζ δε συμφωνεί με τα πειραματικά δεδομένα, το γεγονόζ

αυτό αδήγησε σε τροποποίηση τηζ συνθήκηζ από το Maxwell[8] έτσι

ώστε τα σωματίδια να μην εμφανίζαυν αλlκή απώλεια μνήμηζ αλλό

μερική.

Πιο συγκεκριμένα, ένα ορισμένο ποσοστό a των σωματιδίων δεν

απορροφόταl από τα τοίχωμα αλλά ανακλόταl πόνω σε αυτό. Ο

συντελεστήζ a αποτελεί χαρακτηριστική ιδιότητα ταυ συνδυασμού

ρευστού-ταlχώμαΤΟζ. Το πρόβλημα που ανέκυψε από ΤΙζ αποκλίσεlζ

στην τιμή του a για συγκεκριμένο συνδυασμό ρευστού-τοlχώμαΤΟζ

αντιμετωπίστηκε με την ύπαρξη πλέον δύο συντελεστών για τον

καθαρισμό των αριακών συνθηκών, εκ των αποίων ο έναζ

περιγρόφεl τη μετόδοση ορμήζ και α δεύτεΡΟζ τη μετάδαση

θερμότηταζ[9] (συνθήκεζ Cercignani-Lampis). Επειδή όμωζ

παραυσιάζουν μεγόλη πολυπλοκότηταδεν εφαρμόζονταιευρέωζ.

Μια διαφορετική προσέγγιση έχει γίνει για παλυαταμlκό αέρια

εφαρμόζονταζ μία γενικευμένη συνθήκη η οποία περικλείει ΤΙζ

συνθήκεζ Maxwell και Cecignani-Lampis. Η προσέγγιση όμωζ αυτή

βασίζεται σε λανθασμένες παραδαχέζ ,όπως για παράδειγμα ότι δεν

υπόρχεl αλληλεπίδραση μεταξύ των δύα συντελεστών(ορμήζ και

θερμότηταζ).
Η μαντελοποίηση του όραυ των συγκρούσεων στην εξίσωση

Boltzmann είναι έναζ εξίσου σημαντικόζ παρόγανταζγια την επίλυση

καθώζ επηρεόζεl τη ρεαλιστική προσέγγιση του προβλήμαΤΟζ. Η

αντικατόσταση ταυ όραυ στην ιδανική περίπτωση απεlκανίζεl όλαυζ

ταυζ τύπουζ των συγκρούσεων των σωματιδίων και την πραγματική

συμπεριφαρά τουζ κατά τη μεταξύ τουζ αλληλεπίδραση. Ο κόθε

τύΠΟζ συγκραύσεωναντιπροσωπεύειτα συνολικό αριθμό σωματιδίων

που αλληλεπιδρούν μεταξύ τουζ την ίδια χρονική στιγμή. Είναι

βέβαια αυτονόητο ότι δεν περιλαμβόνονταl όλοι αl δυναταί τύποι

αφού α αριθμόζ τουζ είναι ίσΟζ με τον αριθμό των σωματιδίων του

συστήμαΤΟζ. Καθώζ επίσηζ, δεν έχαυν όλοι την ίδια σημασία αλλό

και συχνότητα.

Ανόλογα με την εφαρμαγή που εξετάζεται, οι τύποι των

συγκρούσεων απακτούν διαφορετική σημασία. Πια συγκεκριμένα

στην αραlοπαlημένη ροή, αρκεί να προσδιοριστούν οι συγκρούσεlζ

σΤΙζ αποίεζ αλληλεπιδραύν δύο σωματίδια εφόσον οι υπόλοιπεζ

περlπτώσεlζ είναι σπόνιεζ. Καθώζ προσεγγίζεται η υδραδυναμlκή

περιοχή κρίνεται απαραίτηταζ ο υπαλαγισμόζ και των συγκρούσεων

σΤΙζ οπαίεζ εμπλέκονταιτρία σωματίδια.

11



•

Για ταν nρααδιαρισμό του δυναμικού είναι αnαραίτητο να γίνουν

ορισμένες nαραδαχές αι οnοίες βασίζονται ατην κινητική θεωρία.

Σύμφωνα με μια nρώτη nρασέγγιση, οι συγκρούσεις μεταξύ των

σωματιδίων θεωρούνται αnΟλύτως ελαστικές και εnικρατεί το

μοντέλο των συμnαγών σφαιρών (σωματίδια χωρικά ενταnισμένα).

Μία ακόμη θεώρηση είναι αυτή των σωματιδίων Lenard-Jones. Το

δυναμικό αλληλεnίδρασης ή δυναμικό Lenard-Jones είναι μία

nοσότητα nou καθορίζει την nαρεία-τροχιά των σωματιδίων μετά τις

μεταξύ τους αλληλεnιδράσεις. Τέλος υnάρχει η δυνατάτητα

υnολογισμού του δυναμικαύ αλληλεnίδρασης μέσω nειραματικών

δεδομένων (nραγματικό δυναμικό). Η μεθοδολογία αυτή, nαρά το

γεγονός ότι δεν είναι θεωρητικά αnοδεδειγμένη χρησιμαnοιείται

αnοτελεσματικά για την nροσέγγιση των φαινομένων.

Έχαντας nλέον ως δεδαμένα τον όρο των συγκρούσεων και τα

δυναμικό αλληλεnίδρασης μnαραύμε να nροχωρήσαυμε ατην

εnίλυση τις εξίσωσης Boltzmann. Πρόκειται όμως για μια εξαιρετικά

nολύnλοκη διαδικασία και υnερβαλικά αnαιτητική σε υnολογιατικό

χρόνα. Ένα nρώτο κριτήρια για την εnίλυση της εξίσωσης είναι η

nυκνότητα των σωματιδίων, όταν αυτή είναι nαλύ μικρή[1Ο] και

έnειτα αnό θεωρήσεις (αμελητέος αριθμός συγκρούσεων) τότε nολύ

nιθανό να nροκύψουν λύσεις.

Ένα δεύτερο κριτήριο αnοτελεί ο αριθμός Knudsen (Kn) , ανάλαγα

με την τιμή ταυ onoiou κρίνεται η μεθοδολογία εnίλυσης. Ως

ελεύθερη μοριακή nεριοχή (nεριοχή ελεύθερης κίνησης των

σωματιδίων) θεωρείται συνήθως για Kn ~ 103 .Η nροσομοίωση ατην
nεριοχή αυτή γίνεται με την εξίσωση Boltzmann χωρίς τον όρο των

συγκρούσεων. Ενώ για Kn " 10-3 το ρευστό μnορεί να μελετηθεί ως
συνεχές μέσο και να nεριγραφεί αnό υδροδυναμικές εξισώσεις

(Navier- Stokes).
Αξίζει να σημειωθεί ότι η εnίλυση μέσω των εξισώσεων Navier­

Stokes είναι nολύ nIQ onM ,υnάρχουν όμως nεριnτώσεις όnως η

μεταβατική nεριοχή 10-3 " Kn" 103 όnαυ μnαρεί να αδυνατούν

υnαλαγιατικά να αδηγήσαυν σε αnοτελέσματα χωρίς να nαρέχουν

αξιόnιστες λύσεις οnότε κρίνεται αnαραίτητη η εφαρμογή της

εξίσωσης Boltzmann λαμβάνοντας υnόψιν την ελεύθερη κίνηση των

μορίων και τις συγκρούσεις μεταξύ ταυς και με τα τοιχώματα.

1.2 Μοντελοηοίησητου όοου των σωυατιδιακών

συγκοαύσεωνκαι υεθοδολαγίεςεηίλυσηςοαών

Η μοντελαnοίηση του όραυ των συγκρούσεων αnοτέλεσε ένα μέσα

εξοικονόμησης υnολογιατικής ισχύος για την εnίλυση της εξίσωσης.

Μερικά αnό τα nIo γνωατά μαντέλα nou εφαρμόζανται για ροές ενός

συστατικού είναι το Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)[ll], το Shakhov
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(5)[12] και το ελλειψοειδές μοντέλο (E5)[13].Eν(~ για ροές

μειγμότων αερίων τα πιο γνωστό είναι τα μοντέλα Hamel[14] και

McCormack[15].
Έχοντας επιλέξει το μοντέλο του όρου των συγκρούσεων και αφού

καθοριατούν οι οριακές συνθήκες του προβλήματος αυτό που

απομένει είναι η μεθοδολογία επίλυσης. Για την επίλυση της

εξίσωσης Boltzmann υπόρχουν πολλές διαφορετικές προσεγγίσεις

αναλυτικές (μέθοδος των ροπών[2,3] ,των βασικών λύσεων), ημι­

αναλυτικές (μέθοδος των ολοκληρωτικών ροπών) και αριθμητικές

(Monte Carlo[3], DVM[16], Lattice Boltzmann).
Στην παρούσα εργασία η μεθοδολογία που ακολουθείται για την

αριθμητική επίλυση της κινητικής εξίσωσης είναι αυτή των διακριτών

ταχυτήτων(ονΜ).Η μέθοδος βασίζεται στην επιλογή ορισμένων

διευθύνσεων και τιμών της μικροσκοπικής ταχύτητας, για τις οποίες

αν είναι γνωατή η λύση της εξίσωσης Boltzmann , είναι δυνατό να

προσδιοριστούν οι τιμές των μακροσκοπικών ιδιοτήτων. Η ακρίβεια

της επίλυσης εξαρτόται από το πλήθος των διευθύνσεων και των

ταχυτήτων, όσο μεγαλύτερο είναι αυτό τόσο πιο ακριβείς είμαστε

στην προσέγγιση των μακροσκοπικών ιδιοτήτων.

Οι μακροσκοπικές ιδιότητες αποτελούν ροπές της λύσης της

εξίσωσης Boltzmann ως προς τη μικροσκοπική ταχύτητα και

προκύπτουν από την ολοκλήρωσή της. Για το λόγο αυτό

προκειμένου να έχουμε τη βέλτιστη δυνατή επιλογή ταχυτήτων, οι

ταχύτητες επιλέγονται ώατε να είναι ρίζες κόποιου ορθογώνιου

πολυωνύμου. Ουσιαστικό δηλαδή, απαιτείται μια σειρό από

αριθμητικές ολοκληρώσεις το σφόλμα των οποίων ελαχιστοποιείται

όταν αυτή γίνεται με την εφαρμογή κόποιας Γκαουσιανού τύπου

μεθοδολογίας πρόγμα που απαιτεί τη γνώση της ολοκληρώσιμης

ποσότητας για τιμές της μεταβλητής ολοκλήρωσης ίση με τις ρίζες

του πολυωνύμου που καθορίζει τη μεθοδολογία.

Το αριθμητικό σχήμα που προκύπτει είναι επαναληπτικό και ατη

γενική περίπτωση συγκλίνει. Όπως είναι φυσικό, η σύγκλιση αυτή

είναι αργή ιδιαίτερα όταν ο αριθμός Knudsen της ροής είναι μικρός.

Παρόλα αυτό τα αποτελέσματα θεωρούνται αξιόπιστα σε όλο το

εύρος του αριθμού Knudsen και τυχόν σφόλματα που πρακύπτουν

είναι συνήθως αριθμητικής φύσης και πιο συγκεκριμένα σφόλματα

ατρογγυλοποίησης, κότι που σημαίνει ότι παρουσιόζονται σε πιο

έντονη μορφή όταν αυξόνει πολύ ο αριθμός των επαναλήψεων.

Προκειμένου να αντιμετωπιατεί το πρόβλημα αυτό, έχουν προταθεί

ορισμένες βελτιώσεις που όμως δεν έχουν γενική εφαρμογή και

αφορούν μόνο ορισμένες απλές ροές.
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1.3 Ποοσδιοοισ όc συVT~.λεστώνολίσθησ

Ένα από τα σημαντικότερα απατελέσματα με μεγόλα τεχναλαγlκό

ενδlαφέραν παυ έχει δώσει η επίλυση της εξίσωσης Boltzmann είναι

α προσδιορισμός των συντελεστών ολίσθησης. ΟΙ συντελεστές ουτοί

αποτελούν κρίσιμες παρομέτρους γιο την εφαρμογή των εξισώσεων
συνέχεlος στην επίλυση ελοφρό οροlοποlημένων ροών και την

αντιμετώπιση προβλημότων σε μlκροκλίμοκο οδυνατώντας όμως νο
προσεγγίσουν ροές όπου Κπ " 0.1.
Σε ροές ενός συοτοτικού οπαντώντοl οι πορακότω συντελεοτές:

-IΕώδους ολίσθησης σρ (viSCOUS Slip ςοeffίςίeπt):προκύπτεl ως

οδιόοτοτη έκφραση της τοχύτητας του ρευοτού πόνω σε τοίχωμα

όταν είναι καθορισμένη η ταχύτητο του μέσου.

-θεουlκής OλίσθΓjQης στ (thermal slip ςοeffίςίeπt):οποτελεί την

οντίοτοιχη έκφροση όταν η κίνηση οφείλεται σε κλίση θερμοκροσίος.

-θεΡj.Jοκρασlακού όλμοτος (temperature jump coefficient) :εκφρόζεl
την οπόκλιση της θερμοκρασίας τοιχώμοτος από την αντίοτοιχη του

ρευοτού πόνω σε αυτό, ότον αυτή προκαλείτοl οπό κλίση

θερμοκρασίας κόθετη προς το τοίχωμα.

Στις ροές μειγμότων εμφανίζεται ένας επιπλέον συντελεοτής :
-συντελεστής ολίσθησης λόγω διόχυσης (diffusion slip coefficient):
εκφρόζεl τη σχετική τοχύτητα του ρευοτού πόνω οτο τοίχωμο όταν

αιτία της κίνησης είναι κλίση συγκέντρωσης πορόλληλο ως προς το

τοίχωμα.

Οι ποροπόνω συντελεοτές προσδιορίζοντοl μέσω της επίλυσης

ροών σε ημιόπειρο χωρίο για την οποφυγή τυχόν επιδρόσεων από

όλλα τοιχώμοτο. Έπειτο οπό επίλυση της εξίσωσης Boltzmann για

μοντέλο συμπογών σφοιρών KOI οριακές συνθήκες διόχυσης έχει

προκύψει σρ=0.985. Με μοντελοποίηση του όρου των συγκρούσεων

οι τιμές οποκτούν ένο μικρό εύρος διακύμονσης (0.9624 '" σρ <
1.0185).
Όταν οι ορlοκές συνθήκες είνοl τύπου διόχυσης-ανόκλασης η

επίδραση του συντελεοτή ονόκλασης μπορεί να εκφροστεί μέσω της

σχέσης[17] :

ο _

σ,(a) = -=----"fσ-(Ι) - 0.1211(1- a)1a L - -

(1.1)

Σχετικό με το συντελεστή θερμικής ολίσθησης εφορμόζοντος

διόφορες τεχνικές οι τιμές που προκύπτουν κυμαίνοντοl μετοξύ

1.149", στ '" 0.988 με πιο οποδεκτή τιμή την στ=1.01.

Τέλος, για τον υπολογισμό του συντελεστή θερμοκρασιακού

όλματος υπόρχεl σημοντlκή βιβλιογραφίο που περιλαμβόνεl λύσεις

βοσlσμένες στην εξίσωση Boltzmann KOI σε μοντελοποlημένες

εξισώσεις κοθώς KOI ορlοκές συνθήκες των δύο τύπων του Maχwell

KOI των CerCignani-Lampis.
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Γενικά σε ότι αφαρά ταν πρασδιαρισμά των αυντελεστών στις ροές

ενάς συστατικού η βlβλlογραφία[18] που παρουσιάζεται θεωρείται

πλήρης. Παράλα αυτά άμως, οι τιμές των συντελεστών που

χρησιμοποιούνται προκύπτουν απά υπολογισμούς που είχε κάνει ο

ίδιος ο Maχwell και άπως είναι φυσικά θεωρούνται πλέον

ξεπερασμένοι.

Περνώντας στις ροές μειγμάτων, η προσπάθεια που έχει καταβληθεί

είναι περιορισμένη. Ελάχιστες εργασίες έχουν εμφανιστεί σχετικά με

τον ακριβή υπολογισμά ροών, ενώ η αντίστοιχη προσπάθεια για τον

υπολογισμό των συντελεστών ολίσθησης αν και πιο έντονη δεν είναι

αρκετά ικανοποιητική.

Φυσlκό, η εστίαση στους συντελεστές ολίσθησης μπορεί να γίνει

κατανοητή από την όμεση σχέση που έχουν με την εφαρμογή των

εξισώσεων συνέχειας στη μlκρο-ρευστοδυναμlκή. Η προσέγγιση

όμως αυτή, όπως έχει ήδη αναφερθεί, έχει περιορισμένες

δυνατότητες ως προς το εύρος του αριθμού Knudsen που καλύπτει

και η επίλυση των κινητικών εξισώσεων θεωρείται ιδανική. Οι

περισσότεροι από τους υπάρχοντες συντελεστές έχουν προκύψει με

την εφαρμογή απλών κινητικών μοντέλων που ήταν διαθέσιμα

παλlότερα[19] και δεν μπορούν να χαρακτηριστούν ακριβείς και με

ικανοποιητική φυσική συνοχή.

1.4 Εφaaυaγές

Στη βιβλιογραφία υπόρχουν αρκετές αναφορές σχετικό με την

εφαρμογή της εξίσωσης Boltzmann (κυρίως σε γραμμlκοποlημένη

μορφή) για την επίλυση συγκεκριμένων προβλημότων.

Μέχρι τώρα έχουν επιλυθεί αρκετές περιπτώσεις ροών. Ξεκινώντας

από τις ροές που οφείλονται σε διαφορά πίεσης, η πιο απλή

εφαρμογή είναι αυτή της ροής μεταξύ δύο παρόλληλων πλακών

μεγόλου μήκους ,με περισσότερες αναφορές στη ροή ενός

συστατικού. Εφαρμόζοντας οριακές συνθήκες διόχυσης και το

μοντέλο BGK για τον όρο των συγκρούσεων εξάγονται ασφαλή

αποτελέσματα[20] τα οποία συνήθως αφορούν την παροχή μόζας και

θερμότητας. Αντίστοιχα αποτελέσματα έχουν ληφθεί

χρησιμοποιώντας το μοντέλο 5[21] καθώς επίσης και με απ ευθείας

επίλυση της εξίσωσης Boltzmann (μοντέλο συμπαγών σφαιρών για

τα σωματίδlα)[22]. Με επιτυχία έχουν εφαρμοστεί και οι οριακές

συνθήκες διόχυσης-ανόκλασης σε συνδυασμό τόσο με το BGK[20]
όσο και με την εξίσωση Boltzmann. Λιγότερες είναι οι αναφορές

στην εφαρμογή οριακών συνθηκών Cerci9nani-Lampis[23].
Επίσης έχει μελετηθεί η κίνηση ρευστού εντός κυλινδρικού αγωγού

μεγάλου μήκους (υπό την επίδραση διαφορός πίεσης).Πlο

αυνηθlσμένη είναι η εφαρμογή οριακών συνθηκών διάχυσης σε
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συνδυασμό με διόφορες προτόσεις επίλυσης της εξίσωσης όπως γισ

παρόδειγμα με απ ευθείας αριθμητική επίλυση ή με τη χρήση

ολοκληρωτικών εξισώσεων και μοντελοποιώντας τον όρο των

συγκρούσεων με το 5[25]. Ικανοποιητικό αποτελέσματα

λαμβόνονται από την επίλυση με BGK[26] και οριακές συνθήκες

διόχυσης ανόκλασης καθώς επίσης και με τη χρήση του μοντέλου

5[27].
Μία όλλη κατηγορία ροών είναι αυτές που προκαλούνται από

διαφορό θερμοκρασίας. Και σ αυτήν την περίπτωση έχει μελετηθεί η

ροή μεταξύ δύο παρόλληλων πλακών (ροή Poiseuille - ροή θερμικού

ερπυσμού - thermal creep flow). Η μελέτη έχει γίνει εφαρμόζοντας

οριακές συνθήκες διόχυσης[22] και σε όλλες περιπτώσεις συνθήκες

διόχυσης-ανόκλασης[20]. Αξίζει να σημειωθεί ότι στη συγκεκριμένη

εφαρμογή το BGK αδυνατεί να προσομοιώσει ροές τέτοιου τύπου σε

αντίθεση με το μοντέλο 5 το οποίο παρέχει αποτελέσματα με

μικρότερες αποκλίσεις[28]. Η ροή αυτή έχει μελετηθεί και εντός

κυλινδρικού αγωγού, όπου και σ αυτή την περίπτωση το μοντέλο 5
υπερτερεί σημαντικό, σε ότι αφορό την ασφαλή εξαγωγή

αποτελεσμότων, έναντι του BGK[26,29].
Οι 5haripov και 5eleznev έχουν μελετήσει παρόμοιες εφαρμογές

όπως την αραιοποιημένη ροή αερίου σε κυκλική διατομή υπό τη

διαφορό βαθμίδας πίεσης ή θερμοκρασίας[30]. Επίσης, ο Aoki έχει

ασχοληθεί με ροές σε αγωγούς διαφόρων οχημότων[31] ενώ η

εφαρμογή της μεθόδου ονΜ έχει επεκταθεί για ροές σε

ορθογωνικό[16] και ελλειψοειδή[32] κανόλια.

πολλές αναφορές υπόρχουν επίσης σχετικό με ορισμένες

μονοδιόστατες ροές οι οποίες θεωρούνται απλές εφαρμογές.

Παραδείγματα τέτοιων ροών αποτελεί η ροή Couette μεταξύ

παρόλληλων πλακών ή και μεταξύ ομόκεντρων κυλίνδρων[33,34],

ροές γύρω από σώματα[35] καθώς επίσης και φαινόμενα όπως η

εξότμιση και η συμπύκνωση[36].

Επικεντρώνοντας το ενδιαφέρον μας στις εφαρμογές που σαν

στόχο έχουν την αντιμετώπιση ροών ατη μικροκλίμακα και τη

νανοκλίμακα βασιζόμενη πόντα στη μεσοσκοπική προσέγγιση των

φαινομένων, έχουν μελετηθεί εκτενώς ροές μέσα σε αγωγούς οι

οποίες αποτελούν τις απλούατερες διατόξεις που μπορούν να

εξεταστούν[37).

Επίσης, έχουν παρουσιαστεί εργασίες με αντικείμενο τη ροή

Couette[38] , η ροή μέσα σε ορθογωνική κοιλότητα της οποίας η μία

πλευρό κινείται (cavity flow)[39,43] καθώς και η αντίστοιχη ροή

όπου η κινούμενη πλόκα απέχει κόποια απόσταση την κοιλότητα

(grooved channel flow) και όλλες.

Είναι φανερό ότι υπόρχει ένα όλο και αυξανόμενο ερευνητικό

ενδιαφέρον στην περιοχή της μικροκλίμακας για τη συγκεκριμένη

μεθοδολογία γεγονός που αποδίδεται τόσο στις νέες δυνατότητες

εφαρμογών που παρουσιόζονται αλλό και στη συσσωρευμένη

εμπειρία για την αντιμετώπισητων εξισώσεων Navier-5tokes.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
ΚΙΝΗΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ

2.1 Εισανωνή

Η κινητική θεωρία αποτελεί κλάδο της ατοτιστικής μηχανικής με

αντικείμενο τη μελέτη αερίων που βρίσκονται εκτός θερμοδυναμικής

ισορροπίας. Στο πέρασμα των χρόνων αρκετοί επιστήμονες

ασχολήθηκαν με την ανόπτυξη του συγκεκριμένου επιστημονικού

πεδίου. Ωστόσο η κινητική θεωρία έγινε αποδεκτή μετά το 1850.
Το θεμέλιο λίθο, πάνω στον οποίο βασίστηκε η ΠεΡεταίρω ανάπτυξη

της θεωρίας , έθεσαν οι αρχαίοι Ίωνες φιλόσοφοι και αργότερα ο

Δημόκριτος και οι μαθητές του. Χάρη σ αυτούς, έγιναν οι πρώτες

προσεγγίσεις των φυσικών συστημάτων ως σύνολα διακριτών

σωματιδίων.

Στη συνέχεια, ο Δανός μαθηματικός Daniel Bernoulli (1700-1782)
ανέπτυξε τη θεωρία ότι τα μόρια ενός αερίου βρίσκονται σε διαρκή

κίνηση και ότι η πίεση ενός αερίου οφείλεται στις συγκρούσειςτων

μορίων με τα τοιχώματα του δοχείου όπου περιέχεται.

Η υπόθεση του Bernoulli έμεινε στην αφάνεια για πολλά χρόνια

μέχρι να ασχοληθεί με την κινητική θεωρία ο Σκοτσέζος μαθηματικός

James Clerk Maxwell (1831-1879). D Maxwell απέδειξε ότι τα μόρια

ενός ιδανικού αερίου κινούνται και το μέτρο της ταχύτητας τους σε

κάθε διεύθυνση στο χώρο ακολουθεί κατανομή Gauss.
Τέλος, ο Αυστριακός φυσικός Ludwig Boltzmann (1844-1906)

έχοντας σαν θεωρητικό υπόβαθρο την κατανομή Maxwell
περιέγραψε την κίνηση των μορίων με μία μερική διαφορική εξίσωση

στην οποία η μόνη μεταβλητή είναι μία συνάρτηση κατανομής

ταχυτήτων των μορίων. Η εξίσωση Boltzmann είναι από τις

σημαντικότερες εξισώσεις της στατιστικής μηχανικής σε καταστάσεις

συστημάτων εκτός ισορροπίας.

Daniel Bernoulli James Clerk Maxwell Ludwig Boltzmann
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2.2 Διατύπωσ ε ίσωσ Baltzmann

Θεωρώντας ένα σύστημα απατελαύμενα από Ν σωματίδια και

υποθέτοντας στη συνέχεlο ότι ισχύουν οι νόμοι της κλασικής

μηχονlκής, τότε η κίνηση του κόθε σωματιδίου καθορίζεται από το

δεύτερο νόμο του Νεύτωνα ,δηλαδή από τις σχέσεις

Όπαυ:

ι~ι ;;;; ξί

ξ, = Χ,

r; = Χ ί

(2.1)

Γι : το διάνυσμα θέσης του σωματιδίου ί

Ε; : το αντίσταιχα διάνυσμα της ταχύτητας

χ, : το ανηγμένο ως προς τη μάζα του σωματιδίου ί διάνυσμα της

συνισταμένης των δυνάμεων στο σημείο Γι

Προκειμένου να περιγραφεί πλήρως το σύστημα πρέπει να

προσδιοριστούν οι τιμές 6Ν+1 μεταβλητών, (τρεις συνιστώσες θέσης

και τρεις συνιστώσες ταχύτητας για κάθε σωματίδιο και του χρόνου),

επιλύοντας το σύστημα (2.1) και με καθορισμένες τις αρχικές

συνθήκες. Η επίλυση του συστήματος όμως είναι αδύνατή καθώς το

Ν είναι της τάξης του αριθμού Avogadra (6.022 1023) ενώ για τις

αρχικές συνθήκες είναι απαραίτητη η γνώση της θέσης και του

διανύσματος της ταχύτητας για κάθε ένα από τα Ν σωματίδια σε

κόποια ορισμένη χρονική στιγμή.

Η ακριβής λύση του συστήματος όμως δεν είναι το ζητούμενο. Αυτό

που ενδιαφέρει ουσιαστικά είναι κάποιες μέσες τιμές οι οποίες

συνδέονται με τα μακροσκοπικά μεγέθη. Αυτό αποτέλεσε τη βόση

της ανόπτυξης της στατιστικής μηχανικής σύμφωνα με την οποία δεν

ενδιαφέρει η πληροφορία για κόθε σωματίδιο χωριστό, αλλά μόνο τα

στοιχεία που είναι απαραίτητα για τον προσδιορισμό των

μακροσκοπικών μεγεθών.

Συνεπώς, στην περίπτωση των συστημάτων αερίων προέκυψε ότι

αυτό που είναι απαραίτητο είναι ο προσδιορισμός της πιθανότητας να

υπάρχει ορισμένος αριθμός σωματιδίων στην περιοχή [x"x,+dx) με

ταχύτητα [ξ"Ε;+dξ) τη χρονική στιγμή t για όλο το πεδίο ορισμού. Η

πληροφορία αυτή μπορεί να εκφραστεί μέσω μιας συνάρτησης

κατανομής f και αποδεικνύεται ότι η εξίσωση στην οποία υπακούει η

συνάρτηση f είναι η εJ;ίσωση Boltzmann:

σ/(/'.ξ.')+c ~f(r.ξ.r)+ ;γ σf(r.ξ.r) = Q( (, (*)
& -, & 'σξ , (2.2)
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'Onou'

Ωυ,Γ) : αnοτελεί τον όρο των σωματιδιακών συγκρούσεων,

δηλαδή της αλληλεnίδρασης ταυ κόθε σωματιδίαυ με τα

υnόλοιnο σύστημα.

Παρατηρώντας την εξίσωση (2.2) είναι φανερό ότι το αριστερό

μέλας αnοτελεί την ολική nαράγωγο της f nεριλαμβάνοντας και τον

όρα της εnιτάχυνσης. Πιο συγκεκριμένα, αnοτελεί τη μεταβολή της

nοσότητας f κατά μήκος μιας χαρακτηριστικής καμnύλης nou αρίζεται

αnό την ταχύτητα ξ και το nεδία δυνάμεων χ.

Με βάση τα nαραnάνω, καταλήγαυμε στα συμnέρασμα ότι το νόημα

της εξίσωσης Boltzmann είναι: Η υεταβολή τnς συνάρτησnc

κατανουής κατά μήκος μιαc )(αaακτnριστικής καμnύλης είναι ίση με

το ολοκλήρωμα του όρομ των σωματιδιακών συνκρούσεων nάνω

στην καμnύλη αυτή.

Σκοnός της κινητικής θεωρίας είναι η εnίλυση της εξίσωσης (2.2)
για τον nρασδιορισμό της καταναμής f. Έnειτα γνωρίζοντας την f
γίνεται ο υnολογισμός των μακροσκοnικών μεγεθών:

Αριθμητική nυκνότητα

Μακροσκοnική ταχύτητα

Πίεση

Μητρώα τάσεων

n(r,t) = [. jdξ

Ι
u(r,t) = •

n(r,t) r ξ jdξ
,-ο

m f" ,Ρ(I',Ι)=- Ξ'jdξ
3 -"

Ρ I.j(r, ι) = ι» Γ. Ξ ,Ξ jfd ξ

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Θερμοκρασία T(r,t) = πι f" Ξ' jdξ
3k.n(r,t) -"

(2.7)

Θερμαρροή

Εσωτερική ενέργεια

π,

q (r , ι) = ----00-'''-----

2 ι: Ξ 'Ξ/dξ

ι Ι"ε(ι',ι) ~ Ξ fdξ
2n(I',t) -.

(2.8)

(2.9)
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Όπου:

: είνοι η σχετική τοχύτητο κοι ορίζετοι ως: - ~ ιι

kB ,η στοθερά του Boltzmann (kB; 1.380658 10-23 J/KX ''''.1)
m : η μοριοκή μάζο του οερίου

Απά τις εξισώσεις (2.5) ΚΟΙ (2.7) προκύπτει η κοτοστοτική εξίσωση:

P(r,t); n(r,t)kBT(r,t) (2,10)

Η κοτοστοτική εξίσωση στη μορφή (2.10) ισχύει κοι σε κοτοστάσεις

εκτός ισορροπίος επειδή η πίεση ορίζετοι οπό την εξίσωση (2.5) ως ο

μέσος όρος των τριών τιμών στις τρεις διευθύνσεις.

Επίσης, ο ορισμός της θερμοκροσίοςστην εξίσωση (2.7) προκύπτει

έμμεσο οπό τον ορισμό της εσωτερικήςενέργειος κοι οπό τη σχέση:

3 k
ε(Γ,I); --'T(r,l)

2 m

Τέλος η ολική ροή ενέργειος είνοι εξ ορισμού

Ι S- ,q",(r,t);"2 ._ξ ξjdξ

(2.11)

(2.12)

Η ροή ενέργειος σε κάθε διεύθυνση μπορεί νο γροφεί ατη μορφή:

(2.13)

Όπου:

- ο πρώτος άρος αντιατοιχεί στη μακροσκοπική μεταφορά ενέργειας

λόγω συναγωγής

- ο δεύτερος όρος οφείλεται στο έργο που παράγουν οι τάσεις

- ο τρίτος όρος ονομάζεται θερμορροή ατις μακροσκοπικές εξισώσεις

και αντιατοιχεί ατον όρο μεταφοράς θερμότητας (γενικά, δεν είναι

απολύτως ακριβής αυτή η διατύπωση καθώς υπάρχουν περιπτώσεις

όπου σε ισοθερμοκρασιακά πεδία έχει μη μηδενικές τιμές).
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(2.14)

2.3 Ο όοο των συνκ ούσεων κοι κοτονου Maxwell

Η εξίσωση Boltzmann (2.2), δεν πορουσιάζεl κάτι οξιοσημείωτο στο

πρώτο μέλος της που να δυσχεραίνει την επίλυσή της. Αντιθέτως, ο

άρος των σωματιδιακών συγκρούσεων στο δεύτερο μέλος είνοl

άγνωστος ενώ ο προσδιορισμάς του είνοl οπαροίτητος γιο την

επίλυση της εξίσωσης. Αυτά είναι εφικτά κάνοντας κάποιες

ποροδοχές τάσο γιο τον τύπο των συγκρούσεων άσο KOI για τον

τύπο των σωματιδίων. Στην περίπτωση που ο άρος αυτάς θεωρηθεί

ίσος με το μηδέν οι ποραδοχές δε χρειάζοντοl. Εάν θεωρηθεί επίσης

άτι δεν υπάρχει πεδίο εξωτερικών δυνάμεων μία δυνοτή λύση της

εξίσωσης είναι
3

( )
' m,ξ-.".<),'

/. ''''(r ξ ι) = n(I' ι) m e- ",Τ"."
(QC " '2πkΒ Τ(r,t)

Η οποία είναι γνωστή ως κατανομή Maxwell. Απά μαθηματική

σκοπιά αποτελεί μία κανονική κατανομή ως προς ξ με μέση τιμή την

μακροσκοπική ταχύτητα υ και τυπική απάκλιση ε. Η κατανομή

Maxwell αποτελεί επίσης το άριο προς το οποίο τείνει να συγκλίνει το

σύστημα, γεγονάς που την καθιστά ένα πολύ χρήσιμο εργαλείο.

2.4 Μοντελοηοίησητου όοου των συνκρούσεων:

Μοντέλο BGK

Οι εξισώσεις που προκύπτουν από την αντικατάσταση του άρου των

συγκρούσεων από μια απλοποιημένη έκφραση ονομάζονται κινητικές

εξισώσεις. Η αντικατάσταση αυτή μπορεί να γίνει χρησιμοποιώντας

διάφορα μοντέλα καθένα απά τα οποία πρέπει να ικανοποιεί το

δεύτερο θερμοδυναμlκά αξίωμα. Η ισχύς του αξιώματος

εξασφαλίζεται αν μία συνάρτηση f ικανοποιεί την εξίσωση Boltzmann
στην αρχική της μορφή.

Τα πιο διαδεδομένα μοντέλα που χρησιμοποιούνται για ροές ενός

συστατικού είναι το BGK που είναι το πρώτο που παρουσιάστηκε

καθώς επίσης και το S που αποτελεί μια επέκταση του BGK
προκειμένου να αντιμετωπιστούν μη lσοθερμοκρασlακές ροές. Για

ροές μειγμάτων το απλούστερο μοντέλο που χρησιμοποιείται είναι

του Hamel ενώ του McCormack είναι αρκετά πιο αποτελεσματικά.

Το μοντέλο το οποίο χρησιμοποιήσαμε για την προσομοίωση του

άρου των συγκρούσεων είναι το BGK. Το μοντέλο αυτά βασίζεται

στην υπάθεση άτι ο άρος των συγκρούσεων είναι ανάλογος προς τη

διαφορά της συνάρτησης κατανομής απά την κατανομή Maxwell που
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προσδιορίζεται οπό τις τοπικές μακροσκοπικές ιδιότητες σε κόθε

σημείο και ονομόζεται τοπική κατανομή ισορροπiας.

Q(f,f*)=-V(f-f,;;q»~-.vlf-n(2 : τ 1 e
π 8 ,

,. J (2.15)

Η ποσότητα Ι/ν ονομόζεται χρόνος χαλάρωσης και είναι

χαρακτηριστικήιδιότητα του μέσου η οποία συνδέεται με το ιξώδες.

Τα σημαντικότερα πλεονεκτήματα του BGK είναι ότι αποτελεί ένα

αρκετό απλά μοντέλο δίνοντας σε πολλές περιπτώσεις ικανοποιητικό

αποτελέσματα και αποδεικνύεται εύκολα ότι ικανοποιεί το δεύτερο

θερμοδυναμικό αξίωμα. Το βασικότερο μειονέκτημα είναι ότι δεν

επιτρέπει τον ανεξόρτητο προσδιορισμό του ιξώδους και της

θερμικής διαχυτότητας ενώ ο αριθμός Prandtl είναι πόντα ίσος με τη

μονάδα.

Αντίστοιχη προσέγγιση ακολουθεί και το μοντέλο 5 με τη διαφορό

ότι ο όρος των συγκρούσεων είναι ανόλογος της διαφορός της

κατανομής ισορροπίας από μία τροποποιημένη κατανομή ισορροπίας

που λαμβόνει υπ 'όψιν και τη θερμορροή q. Χρησιμοποιώντας το

συγκεκριμένο μοντέλο δεν μπορεί να γίνει ανεξόρτητος

προσδιορισμός του ιξώδους και της θερμικής διαχυτότητας και ο

αριθμός Prandtl είναι πλέον ίσος με 2/3 (ίσος με τη θεωρητική τιμή

για μονοατομικό αέρια). Επίσης, δεν μπορεί να αποδειχτεί η ισχύς

του θερμοδυναμικού αξιώματος και γενικό παρουσιόζεται πιο

αυξημένη πολυπλοκότητα.

Στις ροές μειγμότων, χρησιμοποιώντας το μοντέλο του Hamel, ο

όρος των συγκρούσεων για κόθε συστατικό είναι παρόμοιος με αυτόν

του BGK αλλά πλέον περιλαμβόνεται και η επίδραση του έτερου

συστατικού.

2.5 Γοομμικοποίησηκινητικώνεξισώσεων

Σε αρκετές περιπτώσεις ροών που αντιμετωπίζονται στην

πραγματικότητα, οι αποκλίσεις της ταχύτητας, της πυκνότητας και

της θερμοκρασίαςμπορούν να θεωρηθούν σχετικό μικρές κι αυτό εξ

αιτίας των ήπιων φαινομένων που παρατηρούνται. Στην περίπτωση

αυτή η συνόρτηση κατανομής μπορεί να γραμμικοποιηθεί ως προς

μία κατανομή Maxwell που προσδιορίζεται από κόποιες ποσότητες

αναφορός και ονομόζεται απόλυτη κατανομή ισορροπίας. Σαν

ποσότητες αναφορός επιλέγονται συνήθως τιμές κοντό στη μέση

θερμοκρασία και τη μέση πυκνότητα της ροής ενώ ως ταχύτητα

αναφορός επιλέγεται η μηδενική.
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Επομένως, η οπόλυτη κοτονομή ισορροπiος εiνοι

(2.16)

(2.17)

Η γρομμικοποίησητης τοπικής κοτονομής ισορροπίος ως προς την

οπόλυτη κοτονομή ισορροπίος γίνετοι χρησιμοποιώντος το

ονόπτυγμο Taylor. Ανοπτύσσοντος ως προς την πυκνότητο , τη

θερμοκροσίο κοι την τοχύτητο Mach κοι κροτώντος μόνο τους όρους

πρώτης τόξης προκύπτει

I ('''~ ι",,[ι+ρ+ m ξU+Τ( mξ' _λ)]
/oc κΙ k Τ 2 k Τ 2

8 Q 8 Ο

Όπου οι ποσότητες Ρ κοι τ ορίζοντOl ως

n - n,1

n"

_Τ-=-_Τ-"-,,
τ =

Το

(2.18)

(2.19)

Οι ποσότητες ουτές οποτελούν τις οποκλίσεις της οριθμητικής

πυκνότητος κοι της θερμοκροσίος . Σημειώνετοι ότι η οπόκλιση της

οριθμητικής πυκνότητος είνοι ίδιο με ουτή της πυκνότητος κοι με

ουτή την ονομοσίο θο χρησιμοποιείτο ι οτη συνέχειο.

Τέλος, ορίζετοι η ποσότητο h ούτως ώστε νο ισχύει:

1= 1,':"(1 + h) (2.20)

Συνδυόζοντος τις εξισώσεις (2.15)
νοουυικοποιπυένπ εΕίσωσπ

συγκρούσεωντο BGK.

, (2.17) κοι (2.20)
Boltzmann με

εξόγετοι η

μοντέλο

oh oh [ m ( m ξ 2 3 ) ]-+c-=v ρ+--ξu+τ --- -h
σι . σΥ k.T, 2k.T, 2

(2.21)

Η προσέγγιση ουτή οπλοποιεί σχετικό τη διοδικοσίο επίλυσης οπό

μοθημοτική σκοπιό. Τουτόχρονο , επιτρέπει την εφορμογή τεχνικών

που βελτιώνουν τόσο την οκρίβειο όσο κοι την τοχύτητο της

οριθμητικής προσέγγισης.
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2.6 Αδιαστατοποί ση κ.ν τικών ε ισώσεων

τόσο οτην περιοχή των οροιών οερίων όσο KOI οτη

ρευοτοδυνομlκή συνήθως δεν έχει lδιοίτερο νόημο νο εξετάζετοι η

διοοτοτή εξίσωση εκτός κι ον μελετότοl ένο συγκεκριμένο

πρόβλημο. Στη γενική περίπτωση το διοοτοτά μεγέθη μπορούν νο

συνδυοστούν KOI νο δώσουν χοροκτηριοτικό οδιάοτοτο μεγέθη.

Στην περίπτωση των γρομμlκών προβλημάτων, κάτι τέτοιο είνοl

ορκετά οπλό KOI σύνηθες. Αποιτείτοl βέβοlο ορχικά ο προσδιορισμός

ορισμένων χοροκτηριοτικών μεγεθών.

Ορίζετοl λοιπόν το χοροκτηριοτικό μήκος του προβλήμοτος Ι ενώ

η χοροκτηριστlκή τοχύτητο δίνετοl οπό τη σχέση

U, = J2k BTo 1m (2.22)

Επίσης απαραίτητος είναι και ο προσδιορισμόςτης πίεσης αναφοράς

μέσω της σχέσης (2.10)

(2.23)

Τα μεγέθη με διαοτάσεις μήκους αδιαστατοποιούνταl με το

χαρακτηριατικό μήκος Ι ενώ τα αντίοτοιχα με διαστάσεις ταχύτητας

με την ταχύτητα υ,. Για την πυκνότητα και τη θερμοκρασία ισχύουν

οι σχέσεις (2.18) και (2.19) ενώ οι τάσεις αδιαστατοποιούνταl με

την πίεση αναφορός (2.23).Τέλοςγια τη θερμορροή ισχύει

q = q
UrPo

(2.24)

Η εξίσωση (2.21) παίρνει τη μορφή

oh oh L);;; [ . (2 3) ]-+c-= J v, p+2cu+r c -- -h
οΙ ΟΧ 2k

B
To - 2

Όπου:

c : η αδιόοτατη μικροσκοπική ταχύτητα

χ : το αδιόοτατο διάνυσμα θέσης

(2.25)

24



Η ποοότητα ν ουνδέεται με τα μακρασκαπικό μεγέθη μέσω της

σχέσης

μ (τ ο)
(2.26)

Όπαυ:

μ : το ιξώδες στη θερμοκρασία ΤΟ

Αν λόβαυμε υπόψη ότι η μέση ελεύθερη διαδραμή των σωματιδίων

μεταξύ δύα διαδαχικών συγκραύσεων λ είναι

(2.27)

Τότε α όρας παυ πολλαπλασιόζειτο δεξί μέλος στην εξίσωση (2.25)
είναι

(2.28)

Η κύρια παρόμετρος που χαρακτηρίζει τις αραιαποιημένες ραές

αερίων είναι ο αδιόστατος αριθμός Knudsen. Ορίζεται ως ο λόγας της

μέσης ελεύθερης διαδρομής των σωματιδίων πρας τη χαρακτηριστική

διόσταση της ραής. Στα συνεχές όριο μηδενίζεται ενώ για ραές χωρίς

συγκραύσεις τείνει στο όπειρα. Ο Knudsen εκφρόζει σε μεγόλα

βαθμό το πόσα σημαντικό είναι τα φαινόμενα που προκαλεί η

αραιαποίηση ενός αερίου και είναι η παρόμετρος ως πρας την αποία

παραμετΡOΠOΙOύVΤαι συνήθως τα αποτελέσματα.

Συνδέεται με τους αδιόσταταυς αριθμαύς Reynolds
(Ma) μέσω της σχέσης

Kn= }ΠΥ Μα
ν 2 Re

(Re) και Mach

(2.29)

Αν πραγματοποιήσουμετην παρακότω αντιστοίχηση στην εξίσωση

Baltzmann

r:: ,
δ =..::!....::...._.­

2 Kn
(2.30)
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τότε η αδιάστατ Ε ίσωσ Baltzmann έχει τη μορφή

ah ah [ (1 3) ]-+c-=J p+2cu+T c -- -h
aI ax 2

(2.31)

26



ΚΕΦΑΛΑΙΟ_3

ΡΟΗ ΑΕΡΙΟΥ ΣΕ ΜΙΚΡΟΚΟΙΛΟΤΗΤΑ ΤΡΙΓΩΝΙΚΗΣ ΚΑΙ

ΤΡΑΠΕΖΟΕΙΔΟΥΣ ΔΙΑΤΟΜΗΣ

3.1 Εισανων'

Πέρα από τις ροές που οφείλανταl σε διαφορό βαθμίδας πίεσης και

διαφαρό βαθμίδας θερμακρασίας, εξαιρετικό φυσικό αλλά και

τεχνολογικό ενδlαφέραν παραυσιόζαυν οι ραές αl οπαίες

προκαλαύνταl από μεταφαρά αρμής λόγω διότμησης, οι λεγόμενες

δlατμητικές ραές. Οι ραές αυτές αποτελαύν αντικείμενα μελέτης για

μεγόλα χρονικό διόατημα καθώς τις συναντάμεσυχνά σε συσκευές.

Ένα κλασικό παράδειγμα αποτελεί η ροή Cauette, η οποία

περιγράφει τη ραή μεταξύ δύα παρόλληλων πλακών των οπαίων η

σχετική κίνηση προκαλεί την κίνηση ταυ ρευστού. Μία ακόμη

αντιπροσωπευτική περίπτωση διατμητικής ροής απατελεί η ραή σε

καιλότητα (Cavity flow). Ο ορισμός αυτός περιγρόφεl τη ροή παυ

δπυιαυονείταl έσα σε κοιλότπτα (οοθονωνlκή, τοινωνlκή.

τ απε οειδ σε δύο . σε τoεΙC διαστάσει όταν π υία εκ των οποίων

πλακών παυ σχπυατί~oυν τπν κοιλάτπτα κινείται κόθετα npoc TIc
εφαπτόμενεc σε αυτή πλάκεc.

Κατά καιρούς έχουν εφαρμοστεί διάφορες μέθοδοι μελέτης των

διατμητικών ροών. Κυρίως χρησιμοποιήθηκαν οι εξισώσεις συνέχειας

(Navier-Stokes) και κάποιες μέθοδοι ψευδοσυμπιεοτότητας.

Σημαντικό μειονέκτημα οτη χρήση αυτών των μεθοδολογιών

αποτελεί το γεγονός ότι όλες αναφέρονται σε συνεχή μέσα και είναι

αδύνατη η εφαρμογή τους ατη μικροκλίμακα.

3.2 Ρα' σε καιλότ τα

Η ροή σε κοιλότητα είναι ίσως μια από τις τυπικότερες ροές στην

περιοχή της κλασσικής υδροδυναμικής και έχει αντιμετωπιοτεί με

επιτυχία εδώ και αρκετό χρόνια. Αποτελεί ένα πρότυπο πρόβλημα και

χρησιμοποιείται πολύ συχνό οτην πιστοποίηση κωδίκων και

μεθοδολογιών.

Αξίζει να σημειωθεί ότι αρχικά η επίλυση είχε γίνει μόνο για

συνεχές μέσο, ενώ στη μεταβατική περιαχή υπάρχουν ελάχιστες

μελέτες. Οι μελέτες αυτές έχουν σαν αντικείμενα την εφαρμογή των

εξισώσεων συνεχούς μέσου, καθώς επίσης και τη χρήση της

μεθοδολογίας Lattice Boltzmann επιβόλλοντας ταυτόχρονα οριακές

συνθήκες ολίσθησης (δεν μπορεί να εφαρμοστεί σε ροές με αριθμό
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Knudsen μεγαλύτερο του 0.01). Τέλος, έγινε εφαρμογή της

nροσομοίωσης Monte-Carlo, η onaia όμως δεν είναι εφαρμόσιμη σε

ροές με αριθμό Knudsen μικρότερα του 10.
Με βόαη τα nαραnόνω, γίνεται αντιληnτό ότι υnήρξε ένα κενό στη

μελέτη κρίσιμων τεχνολογικό ροών. Το κενό αυτό καλύφθηκε αnό

εφαρμογές βασιζόμενες στην κινητική θεωρία, οι οnοίες δύναται να

εnιλύσουν τέτοια nροβλήματα ροών για όλο το εύρος του αριθμού

Knudsen.
Μέχρι τώρα η μόνη nερίnτωση ροής σε κοιλότητα nou έχει εnιλυθεί

με τέτοιου είδους εφαρμογές είναι αυτή της αρθογωνlκής

δlατομής[7,43]. Στη συνέχεια της nαρούσας εργασίας, και αφού

αναnτύχθηκε η μεθοδολογία εnίλυσης αυτού του είδαυς ροής, έγινε

δυνατή η αντιμετώnιση ροών σε διαφορετικού σχήματος κοιλότητες

όnως τριγωνική (nαρόγραφος 3.3), τραnεζοειδής (nαρόγραφος

3.10) και όλλες.

Για τη χρήση των νέων αυτών μεθοδολογιών αnαιτούνταl κόnοιες

διαφοροnοιήσεις. Αρχικό, αnό όnοψη φυσικής, εnειδή η εnίλυση

γίνεται ατο δισδιόατατο χώρα, αl διανυσματικές μακροσκοnlκές

ιδιότητες έχουν δύο συνιστώσες μη μηδενικές. Εnίσης, εnειδή

nαρατηρούνταl σημαντικό φαινόμενα συμnιεατότητας ,οι αnοκλίσεις

της nυκνότηταςδεν μnορούν να θεωρηθούν μηδενικές.

γnολογιστlκό, δεν είναι εφικτή η nροβολή του nροβλήματος στο

χώρο της ορμής ή ατους χώρους της ορμής και της θερμορροής ,
μnορεί όμως να γίνει nροβολή της τρίτης συνιατώσας της

μlκροσκοnικής ταχύτητας. Αξιασημείωτη εnίσης είναι η ύnαρξη

σημείων ασυνέχεlας τα onoIa δυσχεραίνουν την εnίλυση και

αντιμετωnίζεταl με εφαρμογή ειδικής nροσέγγισης [7] ( ο τρόnος

αντιμετώnισης των nροβλημότων αυτών nαρουσιόζεταl

αναλυτικότερα nαρακότω- Παρόγραφος 3.8).

3.3 Ροή σε τοιvωνlκή κοιλότητο

Η εnίλυση της ροής σε τριγωνική κοιλότητα γίνεται συνδυόζοντας

δύα εnιμέρους nροβλήματα. Πιο συγκεκριμένα, εφαρμόζουμε τη

μεθοδολογία nou αναnτύχθηκε για ροή σε ορθογωνlκή

κοlλότητα[39,43] χρησιμοnοιώντας το υnολογιστlκό nλέγμα του

nροβλήματος ροής σε τριγωνικό αγωγό[40].

ροη σε

'ρι·I(ο)\~ι.:1i ...
ι.:οιι.ό,ψυ.

μ.εθoδoλoyίfLεnίλ"σης

ροής σε ορθογωνική

κοιλότητα.

+
1>ΠολΟΥισιικό πλέγμα.

ροής σε τριγωνικό

lΙγωγό
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Ροή σε ο θο ωνικπ κοιλότ το:

Η τεχνική η οποία οναπτύχθηκε γιο την επίλυση της ροής σε

ορθογωνική κοιλότητα είναι ουτή της μεθόδου των διοκριτών

τοχυτήτων (DVM) χρησιμοποιώντας ως μοντέλο συγκρούσεων το

BGK κοι εφορμόζοντας οριοκές συνθήκες τύπου διόχυσης

(Maxwell)[39] .
Έπειτο, αφού επιλυθεί η αδιόατατη κινητική εξίσωση Boltzmann

(θεωρώντας δισδιόατατο πρόβλημα) εξόγονται αποτελέσματα για

διόφορα μακροσκοπικό μεγέθη (ταχύτητα, πίεση, θερμοκρασία... )
ενώ το αριθμητικό σχήμα που προκύπτει φαίνεται αρκετό

αποτελεσματικό και ακριβές δίνοντας αποτελέσματα για όλο το

φόσμα του αριθμού Knudsen .

Ροή σε τοινωνικό ανωνό:

Τα προβλήματα ροών σε αγωγούς έχουν προκαλέσει έντονα το

ενδιαφέρον της επιοτημονικής κοινότητας εξ αιτίας της θεωρητικής

αλλό και πρακτικής σημασίας των εφαρμογών αυτών σε πολλό

επιστημονικό πεδία.

Για την επίλυση της ροής σε τριγωνικό αγωγό χρησιμοποιείται και

πόλι η μέθοδος των διακριτών ταχυτήτων (DVM) και μοντέλο

συγκρούσεων το BGK εφαρμόζοντας οριακές συνθήκες τύπου

Maxwell. Η μεθοδολογία που αναπτύχθηκε είναι βασισμένη ατην

κινητική θεωρία και οι λύσεις που προκύπτουν καλύπτουν όλο το

εύρος του αριθμού Knudsen και όλες τις περιοχές (από την ελεύθερη

μοριακή περιοχή έως το υδροδυναμικό όριο).

Το αριθμητικό σχήμα της επίλυσης αποτελεί ένα τριγωνικό δίκτυο

στο οποίο διακριτοποιούνται κατόλληλα οι κινητικές εξισώσεις τόσο

ατο φυσικό όσο και ατο μοριακό χώρο των ταχυτήτων.

Ροή σε τρινωνική κοιλότπτα:

Αντιμετωπίζοντας την περίπτωση της ροής σε τριγωνική κοιλότητα

ως επαλληλία των δύο προβλημότων που αναπτύχθηκαν παραπόνω,

η επίλυση γίνεται χρησιμοποιώντας και πόλι το μοντέλο BGK , τη

μέθοδο ονΜ και οριακές συνθήκες Maxwell ενώ η διακριτοποίηση

λαμβόνει χώρα σε τριγωνικό πλέγμα κατόλληλα προσαρμοσμένο ατα

δεδομένα του προβλήματος. Τέλος σημειώνεται ότι η όλη

προσέγγιση αφορό μικρές τιμές του αριθμού Reynolds και Mach
λόγω της γραμμικοποίησης που εφαρμόζεται στην εξίσωση

Boltzmann.
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3.4 Γεω ετ ΙΚ διατύπωσ ποοΒλήuατοc

κινούμενη πλάκα

οκίνητοτοίχωμα

Τ=Το

U=Uo

Τ=Το

•

/ ακίνητο τοίχωμα

/ Τ=Το

Σχήμα 3.1

Η υπό μελέτη ροή διομορφώνετοlεντός μιος κοιλότητοςτριγωνικής

διοτομής. Το τοιχώμοτοτων δύο πλευρώντου τριγώνου πορομένουν

οκίνητο ενώ την τρίτη πλευρό οποτελεί κινούμενη πλόκο (Σχήμο

3.1). Η πλόκο κινείτοl με στοθερή οριζόντιο τοχύτητο υ=υο.Η κίνηση

της πλόκας απατελεί την αιτία της ραής (διατμητική ροή). 'Ολα τα

τοιχώματα θεωραύνταl lσοθερμοκρασιακό με θερμακρασία ίση με τη

θερμοκρασία αναφορός Το. Η τρίτη διόσταση της κοιλότητας Ζ

θεωρείται ότι έχει όπειρο μήκος με αποτέλεσμα η ροή να

αντιμετωπίζεται ως δισδιόστατη.

Στη συνέχεια, ορίζεται η υδσαυλlκπ δlόuετDΟC Dh η οποία απατελεί

το χαρακτηριστικό μέγεθος του προβλήματας.

4Α

D h = r (3.1)

Όπου:

Α: το εμβαδόν της διατομής (εμβαδόν τριγώναυ)

Γ: η περίμετραςτου τριγώναυ
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Τέλος, πορουσιάζοντο, οι Οδιάστοτες μετοβλητές του προβλημοτος,

οι οποίες είνο ι;

χ'
Ι'

- , ,ι ' Γ'.\'"=- \' = - - = Α=-- = (3,2)Dh
- D'D, D, D.h

3.5 Μσθη σηκό OVΤέλO

Η εξlσωση Boltzmann γιο μόνιμη ροή KOI με μοντέλο συγκρούσεων

το BGK έχει τη μορφή

ξ 8f = !...(f.q - f)
8,' μ

Όπου:

f=f(r,ξ) συνόρτηση κοτονομής

r :άνυσμο θέσης

ξ=(ξχ,ξΥ,ξ,) μικροσκοπική τοχύτητο

Ρ :τοπική πίεση

μ :ιξώδες του ρευστού στην τοπική θερμοκρσσίσ Τ

(3.3)

Επίσης f"q είνοl η τοπική κστσνομή lσορροπίσς Maxwell που δίνετσl

σπό τη σχέση (2,14)
Οι τοπικές μσκροσκοπlκές ποσότητες προκύπτουν οπό τις σχέσεις

(2,3)-(2,9),

Σημειώνετσι επίσης ότι ισχύει η κστσστστική εξίσωση των σερίων

προσδιορισμένη όμως βάσει των τοπικών μοκροσκοπικών ιδιοτήτων

δηλσδή

Ρ = nkT

Η κοτάστοση lσορροπίσς διστσράσσετσl οπό την κίνηση της πλάκος

η οποίσ κινείτοι με στσθερή τσχύτητο Uo « vo' όπου Vo=..Γ2ii'i;, , είνοl

η χοροκτηριστlκή μοριοκή τσχύτητο, Στην περίπτωση συτή μπορεί

νο θεωρηθεί ότι το ρευστό δεν βρίσκετσl μεν σε κστάστσση

ισορροπίος , σλλά ορκετά κοντά σε συτή κσl επομένως η ροή μπορεί

νο περιγροφεί οπό τη γρσμμlκοποlημένη έκφονση της εξίσωσης

(3.3),

31



Σε αυτή, ως άγνωστη συνάρτηση καταναμής αρίζετα' η h~h(r,ξ) που

συνδέεται με την αρχική μέσω της σχέσης

f - f""(- -u,)- ΕΙ 1+11-
V o

(3.4)

-,~~,

Όπαυ η πασάτητα 1.';" δίνεται απά τη σχέση (2.16) και απατελεί.-
την απάλυτη καταναμή ισαρραπίας αριζόμενη από μία μοριακή

συγκέντρωση αναφαράς Πο και μια θερμακρασία αναφαρός Το. Αν

τώρα αναπτυχθεί η ταπική καταναμή ισαρραπίας fι~") ως πρας την

απόλυτη, χρησιμοπαιώντας όραυς μέχρι πρώτης τάξεως πρακύπτει

(3.5)

Οι αδιόστατες μακρασκαπικέςπασότητες αρίζονται πλέαν ως

(3.6)

Στη συνέχεια αν αντικατασταθαύναι εξισώσεις (3.4) και (3.5) στην

εξίσωση (3.3) λαμβόνεται η νοομμ,κοηο,ημένη εξίσωση

Boltzmann με μοντέλο σμΥκοούσεωντο BGK

(3.7)

Θεωρώντας ότι αι θερμακρασιακές διαφαρές είναι παλύ μικρές η

εξίσωση (3.7) παίρνει τη μαρφή

(3.8)

Όπαυ Ρ, και μο αντισταιχούν στην πίεση ισορραπίας και τα ιξώδες

ταυ ρευσταύ σε θερμοκρασία ΤΟ αντίατοιχα.
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u =

Τέλος ορίζοντας τις αδιόοτατες πασότητες

r
s =-

L
v

U o
(3.9)

όπου s=(χ,y,z), c=(c"Cy,c,) και U=(U"Uy,U,)

εξόγεταl η αδlόσταΤrugjLητικ,; εEiσωσπ

c 8,': + δh = δ [Ρ + 2cu]
os

με την παρόμετρο αραιοπαίησης δ να δίνεται από τη σχέση

δ =#_'_= ?,ι
2 Kn μο.J2RΤο

(3.10)

(3.11)

Οι αδιόστατες αποκλίσεις της πυκνότητας ,της ταχύτητας και της

θερμοκρασίας από τα αντίστοιχα μεγέθη σε κατόσταση lσορραπίας,

δίνονται ως ραπές της h από τις σχέσεις

Ρ =

(3.12)

'f" ,U = ----τ -<Ο che- c dc
π'

Επlπλέαν το αδιόστατο μητρώο των τόσεων είναι

Όπου:

ί=Χ,Υ,Ζ

j=X>y,z
ί '# j

(3.13)
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3.6 Δια όοφωσ ε

τ ίτ

ισώσεων UE "00

διάστασnc

ολ' Tnc

Η ροή που εξετόζετοι οτη συγκεκριμένη εργοσίο οποτελεί

περίπτωση δισδιόστοτης ροής. Πιο συγκεκριμένο, θεωρώντος το

βόθος της κοιλότητος όπειρο το οριοκό φοινόμενο στην τρίτη

διόστοση ποροβλέποντοι. Συνεπώς, η συνόρτηση κοτονομής h κοι οι

μοκροσκοπικές μετοβλητές ποσότητες του ΠΡΟβλήμοτος είνοι

ονεξόρτητες της διόοτοσης Ζ ΚΟΙ ισχύει h(s,c)=h(χ,Υ,cχ.CΥ'c,), ενώ οι

μοκροσκοπικές ποσότητες είνοι συνορτήσεις μόνο των χ κοι Υ.

Πορόλληλο, η συνιοτώσο της μικροσκοπικής τοχύτητος οτην τρίτη

διόοτοση μπορεί νο οπολειφθεί εφορμόζοντος την τεχνική των

προβολών. Κοθώς οι οποκλίσεις της πυκνότητος δεν είνοι μικρές

στην υπό εξέτοση περίπτωση, η προβολή δεν μπορεί νο γίνει οτο

χώρο της ορμής.

Ε ίσωσπ υετοφοοόc :

προκύπτει οπό τον πολλοπλοσιοσμό της κινητικής εξίσωσης (3.10)
1 _ ,

με την ποσότητο ~ e ., ΚΟΙ ολοκλήρωσητης προκύπτουσος

εξίσωσης ως προς c,.

(3.14)

Ενώ πλέον η όγνωστη συνόρτηση κοτονομήςφ συνδέετοι με την h
μέσω της σχέσης

(3.15)

Η εξίσωση (3.15) είνοι ουτή που επιλύετοι σε συνδυοσμό με τις

εξισώσεις ορισμού των μοκροσκοπικώνποσοτήτων
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Οι μοκροσκοπικές ποσότητες προσδιορίζοντοl πλέον βάσΕΙ των νέων

συνορτήσΕων κοτονομής ως

Ρ(Χ.Υ)=-lι Ι"φ.
π -.. -Ε

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Η οπολοιφή μιος ή ΚΟΙ περισσοτέρων συνιοτωσών της

μικροσκοπικής τοχύτητος Είνοι ΟΡΚΕτό σημοντική όσον οφορό το

υπολογιστικό κόοτος ΚΟΙ τον οποιτούμΕνο χρόνο. Όμως, σΕ

προβλήμοτο που πορουσιόζουν μΕτοβολές κοι στις ΤΡΕις διοστόσΕις,

όπως η ροή σΕ κοιλότητο μΕ ΠΕπεροσμένη την τρίτη διόστοση ,κότι

τέτοιο δΕν Είνοι Εφικτό κοι ονογκοοτικό Επιλύετοι η κινητική Εξίσωση

(3.10).
Μίο ολλογή που μΠΟΡΕί νο γίνΕΙ, Είνοι η μετοφορό του ΠΕδίου των

μικροσκοπικών τοχυτήτων οτο πολικό σύστημο συντετογμένων (ή

οτο σφοιρικό ον ΕπρόΚΕΙΤΟ γιο το πλήΡΕς πρόβλημο), Ενώ οι χωρικές

συντετογμένΕςπορομένουν σΕ κορτεσιονό σύστημο. Κότι τέτοιο έΧΕΙ

οποδΕιχθΕί ότι συμβόλΕΙ σημοντικό οτη βΕλτίωση της οκρίβΕιος των

οποτελΕσμότων.

Έτσι ορίζοντος τις νέΕς μετοβλητές 0< μ <00 κοι Ο<θ < 2π

μ=Jc/+c/ ΚΟΙ θ = .rc!.n (C y Ι ο,) (3.20)
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Η εξίσωση μεταφοράς (3.15) εnανοδιοτυnώνεταlως

μ[CΟSθ~:+Sίnθ:}'δφ~δLΡ+2μ(u,CΟSθ+u,Sίnθ)]

Ενώ οι μοκροσκοnlκέςnοσάτητεςδίνοντοl οnά τις σχέσεις

'Ι"Ι' ,Ρ(Χ,Υ) ~ - φμε-' dμdθ
π ' ,

1 /'2χ Ι'φ ~ ~

u,(x,y) = -J J' φμ-.-μ cοsθdμdθ
π ο ο

Ι ..26 1''''' :

u,(x,y) = -J J φμ'ε-
μ

sίnθdμdθ
π ο ο

1 ,. 2 ιr f'<C , 2

Π ... (χ,)')=-Ι ί (f)Ue- P sίnθcοsθdμdθ
Λ. π JO JO··

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3,25)

Οι συζευγμένη ολοκληρο-διαφορική εξίσωση (3.21) οnοτελεί την

κύρια εξίσωση nou EnlMETOI στην nερίnτωση της δισδιάστατης ροής

σε κοιλότητο. Αφού υnολογιοτεί η άγνωατη συνάρτηση φ, οι

μακροσκοnlκές nοσότητες nροκύnτουν μέσω των ολοκληρωτικών

εξισώσεων (3.22)-(3.25).

3.7 Οριακές Συνθήκες

Οι οριακές συνθήκες οτα τοιχώμοτα θεωρήθηκε άτι είναι τύnου

Maxwell (διάχυσης). Προκειμένου να IKOVOnOIEiTOI η συνθήκη μη

διείσδυσης nρέnεl η κάθετη τοχύτητο οτην εnιφάνεια του τοιχώμοτος

νο είναι μηδέν. Γιο νο συμβεί αυτά, άσον αφορά το σταθερά

τοιχώματα είναι αναγκαίος ο nροσδιορισμάς της γωνίος χ nou
σχημοτίζετοl μετοξύ της κάθετης στο τοίχωμα διεύθυνσης και της

ταχύτητας των nροσnιnτόντων σωματιδίων.
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ΔεΕι τοίχωυα:

f
x -

_ - θ

_:_-- - - -----------------

Σχήμα 3.2

Η γωνία χ (Σχήμα 3.2) δίνεται από τη σχέση:

χ = ~ - θ - φ, = (~ - φ, ) - θ (3.26)

Η τιμή της πυκνότητας για την οποίο το ολοκλήρωμο της ταχίιτητος

ατην κόθετη προς το τοίχωμα διείιθυνση μηδενίζεται ορίζεται ως

παράμετροςγια την ικανοποίησητης συνθήκης μη διείσδυσης Ρ.'

Πρέπει λοιπόν να ισχίιει:

(3.28)

Όπου η κάθετη συνιστώσατης ταχίιτητας στο τοίχωμα δίνεται από τη

σχέση:

c" = CCOS(X) (3.29)
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Δ.οιστεοό τοί ωυα:

χ

/
.......... ..L ..'.

Ψι

ΣΥήυa 3.3

Η γωνία χ (Σχήμα 3.3) δίνεται από τη σχέση:

π
χ= θ - φ -­, 2

Για την ικαναπαίηαη της συνθήκης

και σ αυτήν την περίπτωση:

Κιναύμενη πλάκα:

(3.30)

μη διείσδυσης πρέπει να ισχύει

(3.28)

Η πλάκα κινείται με σταθερή αριζόντια ταχύτητα U=Un ενώ

βρίσκεται στην ίδια θερμακρασία T=Tn (θερμακρασία αναφαρός) με

τα ταιχώματα (ισαθερμακρασιακό πρόβλημα). Σημειώνεται επίσης ότι

και στην πλάκα έχαυμε αριακές συνθήκες Maxwell (ικαναπαιείται η

συνθήκη μη διείσδυσης).
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3.8 Αντιυετώπισ των ασυνε ειών σTIC ο ιακέ συνθ' κε

Η διάδοση των ασυνεχειών εντάς της ροής και οι δυσκαλίες που

πρακαλεί η επίδραση ταυς τόσα στη συνάρτηση καταναμής άσο και

στις μακροσκοπικές lδιάτητες απασχάληοε αρκετά την επιοτημανlκή

καινότητα. Οι ασυνέχεlες αποτελαύν την αιτία εμφάνισης

κυματισμών και ταλαντωτικών φαινομένων χωρίς φυσική ερμηνεία.

Η συμπεριφαρά αυτή είναι καθαρά αριθμητικής φύσης και

πρακαλείταl από την προσέγγιση των πεπερασμένωνδιαφορών κατά

μήκας των ασυνεχειών και απατελεί σύνηθες φαινόμενα οτην

περιοχή μελέτης νετρονίων γνωοτό και ως ray effect (φαινόμενα

ρυτιδώσεων).Αυξάνονταςτην ανάλυση οτο χώρο των μlκρασκαπικών

ταχυτήτων παρατηρείται μείωση του πλάτους των κυματισμών αλλά

αύξηση της συχνότητας τους.

Οι ασυνέχεlες που παρουσιάζονται ατην περίπτωση ραής σε

κοιλότητα είναι δύο μορφών. Η πρώτη αφορά φυσικές ασυνέχεlες

που προκαλούνται οτους γωνιακαύς κάμβους όπου η ταχύτητα

καθορίζεται τάσα από την ταχύτητα ταυ ατατικού τοιχώματος άσα και

από αυτή του κινούμενου τοιχώματος. Ισχύει γενικά ότι αl οριακαί

κόμβοι οτην κιναύμενη πλάκα εκπέμπαυν τα σωματίδια με κατανομές

πολύ δlαφαρετικές από ότι οι αντίοτοιχοl κόμβαl των οτατικών

τοιχωμάτων. Συνέπεια του γεγονότος αυτού είναι η δημιουργία

έντανων ασυνεχειών στη συνάρτηση καταναμής σε άλαυς ταυς

εσωτερικούς κόμβους .01 ασυνέχεlες αυτές σκεδόζονταl ανάλογα με

την απάοταση του σημείαυ από την πηγή της ασυνέχεlας. Η σκέδαση

όμως αυτή εκτός από την αναλογικότητα παυ όπως αναφέρθηκε

παρουσιάζει ως προς την απόοταση από την πηγή της ασυνέχεlας ,
είναι ανάλαγη και με ταν όρο των σωματιδιακών συγκραύσεων.

Συνεπώς, παρουσιάζονται αρκετά προβλήματα καντά σταυς

γωνιακούς κόμβους της κιναύμενης πλάκας καθώς επίσης και για

μικρές τιμές της παραμέτρου αραιοποίησης δ. Επισημαίνεται εδώ τα

προβλήματα αυτά σχετίζανταl με τη συνάρτηση κατανομής φ. Το

δεύτερο είδος ασυνεχειών αποτελούν οι τεχνητές ασυνέχεlες που

προκαλούνται από τον τράπο με τον οποίο υπολογίζεται η πυκνότητα

σταυς γωνιακαύς κάμβους. Στα συγκεκριμένα σημεία η πυκνάτητα

οφείλει να υπακούει οτη συνθήκη μη διείσδυσης τόσο οτη Χ

διεύθυνση άσα και οτην γ ,συνεπώς πρέπει να λάβει δύο

διαφορετικές τιμές. Οι ασυνέχεlες αυτές όμως δε δημιουργαύν

σημαντικά προβλήματα και αντιμετωπίζονται εύκολα προσδιορίζοντας

την πυκνότητα ατους γωνιακούς κόμβαυς με προεκβολή των τιμών

των γειτονικών κάμβων. Τεχνική την οποία χρησιμοποιήσαμε

μελετώντας τη ροή σε τριγωνική καιλάτητα.

Για την αντιμετώπιση των προβλημάτων που πρακαλούν αl

ασυνέχεlες υπάρχει μια αρκετά απατελεσματική προσέγγιση που

μπορεί να γίνει προκειμένου να καταλήξουμε σε αξιόπιστα και

ασφαλή απατελέσματα[7]. Η πρασέγγlση αυτή έχει σαν οτόχο τη
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διάσπαση του πραβλήματος σε δύο υποπροβλήματα σε καθένα από

τα αποία είτε δεν αντιμετωπίζανται πραβλήματα ασυνέχειας , είτε δεν

είναι απαραίτητη η εφαρμογή της αριθμητικής λύσης. Αντίσταιχη

μεθαδολογία έχει παραυσιαστεί για την αντιμετώπιση προβλημάτων

ατην περιαχή της μανοδιάατατης εξίσωσης μεταφαράς μίας

ταχύτητας σε ημιάπειρα χωρία

Στη συνέχεια, παρουσιάζανται αναλυτικά τα βήματα της διάσπασης

του αρχικαύ προβλήματας και α τρόπας επίλυσης κάθε επιμέραυς

υπαπροβλήματας.

Αρχικά, η εξίσωση μεταφαράς ατα παλικό σύατημα συντεταγμένων

(3.21) γράφεται στη μορφή

Όπαυ:

D φ + δ φ = δΙ (3.31)

D = μ[CΟSθ~+Sίηθ~] = -μ~ (3.32)
σχ σΥ 08

αντιπροσωπεύει το διαφορικό τελεατή παυ εφαρμόζεται ατην

ποσότητα φ

8 : χαρακτηριατική διεύθυνση

J = Ρ+ 2μ (U x COSB + Uy sinB)

Στη συνέχεια η πασότητα φ χωρίζεται σε δύα καμμάτια:

(3.33)

(3.34)

Η εξίσωση (3.34) αντικαθίαταται ατην εξίσωση (3.31)
εφαρμόζανται οι αντίσταιχες οριακές συνθήκες (3.28) ώατε

προκύψαυντα δύο υποπραβλήματα.

• ΠΡΩΤΟ ΥΠΟΠΡΟΒΑΗΜΑ :

Το πρώτα υποπρόβλημα αφαρά την ποσότητα φι και περιγράφεται

από τη διαφαρική εξίσωση

και

να

(3.35)

με φ' =0 οτα δύο ακίνητα τοιχώματα και φ~ =2μcοsθστα κιναύμενο

τοίχωμα.
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Το πρόβλημα αυτό λύνετοl ανολυτικά ολοκληρώνοντας κοτά μήκος

της χορακτηριοτικής και η προκύπτουσα λύση είνοl

Όπου

δ,ο

Ψι(Χ,Υ,μ,θ) = Ψι'e μ (3,36)

•
ψ,'

η απόοταση κοτά μήκος της χοροκτηριοτικής μεταξύ του

σημείου (χ,Υ) και του οντίοτοlχου οριοκού σημείου

η τιμή οτο σημείο όπου η χαροκτηριοτική τέμνει το τοίχωμα.

- ΔΕΥΤΕΡΟ ΥΠΟΠΡΟΒΛΗΜΑ :

Το δεύτερο υποπρόβλημα οφορά την ποσάτητο φι και περιγράφετοl

από τη διαφορική εξίσωση

Dψ, + δψ, = δΙ (3.37)

με φ; = Ρ. οτα τρίο τοιχώματο και Ρ. την πυκνότητα οτο αντίοτοιχο

σημείο του τοιχώματος που δίνεται οπό την εξίσωση (3.28).

Όπως γίνεται οντιληπτό, το πρόβλημα που πρέπει νο επιλυθεί

οριθμητικά είνοl αυτά που οφορά τη μεταβλητή φι οτο οποίο πλέον

οι ορlοκές συνθήκες δεν περιλομβάνουν τις οσυνέχεlες που

οφείλονται οτην κίνηση της πλάκος.

Σε κάθε επανάληψη απαιτείτοl πλέον η επίλυση των εξισώσεων

μεταφοράς που αφορούν τη φι. Στις τιμές που προκύπτουν για τη φι

προοτίθεταl οτη συνέχεια η αντίοτοιχη τιμή που έχει προκύψει οπό

την ονολυτική λύση γιο τη φι κοl πλέον μπορούν νο υπολογιοτούν

όλες οι μοκροσκοπlκές ποσότητες. Προφανώς, η φι επιλύετοl μόνο

μίο φορά και χρησιμοποιείτοι καθ όλη την εποναληπτική διοδlκασίο.

Έχοντας επιλύσει το δύο υποπροβλήματα προκύπτει γιο την

πυκνάτητο οτα τοιχώμοτο:

(3.38)

Εφορμάζοντας την παροπάνω διοδlκοσίο κοτά την επίλυση,

εξαλείφονται άλες οι ανεπιθύμητες επιδράσεις των ασυνεχειών οτο

αποτελέσμοτο.
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3.9 Αο'θunτικό ο

Η διακριτοπαίηση των κινητικών εξισώσεων ατο χώρα των

μικρασκοπικών ταχυτήτων βασίζεται στη μέθοδο των διακριτών

ταχυτήτων για τις εξισώσεις μόνιμης ραής. Στην περίπτωση της

εξεταζόμενης ραής σε τριγωνική καιλότητα η διακριτοποίηση

πραγματοποιείταισε τριγωνικό πλέγμα.

Η εξίσωση που επιλύεται είναι η γραμμικοποιημένη εξίσωση

Boltzmann για μοντελοποίηση του όρου των συγκρούσεων με BGK.

μdφ +δφ=δ.
ds

χρησιμοπαιώντας για την ταχύτητα τη σχέση

1 r'r 'u(X,Y) = π 1 μφe-μ dμdθ

(3.39)

(3.40)

Ο διανυσματικόςχώρος αποτελείται από τα χώρο των μαριακών

ταχυτήτων (μ,θ) και από τα φυσικό χώρο (χ,γ)

Στα χώρα των μαριακών ταχυτήτων η διακριτοποίησηγίνεται

επιλέγονταςτο κατάλληλο σύνολο διακριτών ταχυτήτων (μm,θο ) το

αποίο ορίζεται ως εξής: Ο"" μm < 00 , m=1,2, M
0:$ θπ S 2π ι n=1,2, N

Το σύνολο των ταχυτήτων που προκύπτει αποτελείται απά Μ χ Ν

διακριτές ταχύτητες. Διακριτοποιώντας στο χώρο των ταχυτήτων η

εξίσωση παυ προκύπτει είναι

dφ., δφ δ
μ.--'+ m.n(X,y) = 'U(X,y)

ds

Ενώ η εξίσωση για τις ταχύτητες γίνεται

(3.41)

Όπαυ:

Ι
U(X,y) =-Σ

π m
Σ W",W"Ψ""n
"

(3.42)

για τη μεταβλητή μ χρησιμοπαιείταιολοκλήρωσηGauss
για τη μεταβλητή θ εφαρμόζεται ο κανόνας του τραπεζίου

Wm ,Wo : συντελεστές βαρύτητας
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Στο φυσικό χώρο οκολουθείτοl μιο δlοφοροποlημένη μεθοδολογίο

δlοκριτοποίησης, με οτόχο νο συμβΟδίζεl το σχήμο επίλυσης με τη

φύση των εξισώσεων ολλά ΚΟΙ νο επιτευχθεί μεγολύτερη οκρίβειο.

Η δlοκριτοποίηση γίνετοl δlοιρώντος το πεδίο της ροής σε ίσο

τριγωνικό μέρη. Το πλέγμο κοτοσκευόζετοl σχεδιόζοντος οτην

τριγωνική περιοχή τρεις ομόδες πορόλληλων γρομμών. Οι γρομμές

είνοl lσοπέχουσες KOI κόθε ομόδο οπ ουτές είνοl πορόλληλη σε μίο

πλευρό του τριγώνου. Στο Σχήμο 3.4 οπεlκονίζετοl το πλέγμο

δlοκριτοποίησηςοποτελούμενοοπό ί κόμβους όπου 1=1'2....1.

1 2

Σχήμα 3.4

Η δlοκριτοποίηση σύμφωνο με τη διοδlκοσίο που ονοφέρθηκε

πορέχεl μεγόλη οκρίβειο στην οριθμητική επίλυση του προβλήμοτος

κοθώς το σύνορο του πλέγμοτος τουτίζοντοl με τοιχώμοτο της

τριγωνικήςδιοτομήςτης κοιλότητος.

Σε κόθε κόμβο ί του πλέγμοτος γίνετοl δlοκριτοποίηση του

συοτήμοτος των εξισώσεων (3.39) κοτολήγοντος έτσι σε ένο

σύοτημο ολγεβρικών εξισώσεων.

Η πρώτη ποράγωγος ως προς 5 στην εξίσωση (3.39) προσεγγίζετοl

μέσω ενός σχήμοτος κεντρικών διοφορών δεύτερης τάξης. Γιο την

κοτοσκευή του σχήμοτος εφορμόζετοl μιο μεθοδολογίο σύμφωνο με

την οποίο ο κόμβος ί μετονομόζετοl σε Κ KOI ΟΙ 6 γειτονικοί κόμβοι

γύρω οπ ουτόν συμβολίζοντοl με το γράμμοτά Α, Β, C, Ο, Ε, F
(Σχήμο 3.5). Το εξάγωνο που σχημοτίζετοl οπό τους γειτονικούς

κόμβους μπορεί νο θεωρηθεί το υπολογιστικό κελί του εσωτερικού

κόμβου Κ. Πορόμοιο εξάγωνο σχημοτίζοντοl γιο κόθε εσωτερικό

κόμβο του τριγωνικού πλέγμοτος.

43



c • • Β

(μm,θn ) '<

.~

, θ.

Ο .~----,,":o;,~-LI ο Α

-/1, Κ

/

" /
• F

Σχήμα 3.5

. ξ' . dψ.. ό β
Προκειμενου να ε αγουμε την παραγωγα μ. , στον κ μ ο Κ για

αs

την αμόδα των διακριτών ταχυτήτων που τέμναυν την πλευρό ΑΒ

έχαυμε

. .
= μ ΨΚ",.n - ΨΝm,n

m Δ S ΚΝ
(3.46)

Όπαυ το σημείο Ν και η απόσταση ΔS"" απεικονίζονται ατο Σχήμα

3.5.
Οι τιμές ατα σημείο Ν υπαλαγίζανταl από τις αντίστοιχες τιμές στα

δύο γειτονικό σημεία ταυ πλέγματος D και Ε μέσω γραμμικής

παρεμβαλής.

Η διαδικασία αυτή επεκτείνεται για όλες τις τιμές των πολικών

γωνιών θη που τέμνουν τις υπόλοιπες 5 πλευρές του εξαγώνου και

επαναλαμβόνεταl για όλα τα εξόγωνα παυ προκύπτουν για κόθε

κόμβο ξεχωριστό. Με τον τρόπο αυτό, προκύπταυν ΜχΝ εξισώσεις

για κόθε έναν από τους Ι κόμβους του πλέγματος.

Το πρόβλημα λοιπόν, επιλύεται μέσω μιας επαναληπτικής

διαδικασίας μεταξύ της κινητικής εξίσωσης για τη φ και της

ολοκληρωτικής έκφρασης για την ταχύτητα υ. Οι επαναλήψεις

ξεκινούν υποθέτοντας κόποιες αρχικές τιμές για τη υ. Σε κόθε

επανόληψη το σύστημα των αλγεβρικών εξισώσεων που εξόγεται

από την κινητική εξίσωση επιλύεται μέσω ενός βηματικού σχήματος.

Για κόθε διακριτή ταχύτητα (μm,θn ) η συνόρτηση καταναμής φm.n.1

υπολογίζεται ακριβώς μέσω του πλέγματος ατα φυσικό χώρο. Η

διαδικασία ξεκινόεl πόντα από τους συνοριακούς κόμβους και η

διεύθυνση που ακολουθεί εξαρτόται από την παλlκή γωνία θο ,

Σημειώνεται ότι δε χρειόζεταl να γίνει αντιατροφή πινόκων.
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Στη συνέχεια, με βόση την τιμή της φm,ο.' υπολογίζεται η

μακροσκοπική ταχύτητα υ, με αριθμητική ολοκλήρωση. Οι νέες τιμές

της υ, αντικαθίστανται οτην κινητική εξίσωση οπότε ξεκινόεl η

επαναληπτική διαδικασία η οποία τερματίζεται όταν ικανοποιηθεί το

κριτήριο σύγκλισης.

Ακολουθώντας τη διαδικασία αυτή και εξασφαλίζοντας ένα αρκετό

πυκνό τριγωνικό πλέγμα σε συνδυασμό με έναν επαρκή αριθμό

διακριτών ταχυτήτων μπορούμε να καταλήξουμε σε αποτελέσματα

ανεξάρτητα του πλέγματος με συγκριτικά μικρή υπολογlοτική

προσπόθεια.

3.10 Ροή σε τοοπεζοειδήκοιλότητο

Η .αντιμετώπιση του προβλήματος της ροής σε τραπεζοειδή

κοιλότητα προκύπτει με μεθοδαλαγία αντίστοιχη της επίλυση της

ροής σε τριγωνική κοιλότητα. Λόγω της γεωμετρικής "ομοιότητας"

των δύο προβλημάτων, έχοντας επιλύσει το πράβλημα της

τριγωνικής κοιλότητας είναι αρκετά εύκολη η μετάβαση στο

πράβλημα της τραπεζοεlδούς[41].

Η επίλυση του προβλήματος γίνεται με τη μέθοδο των διακριτών

ταχυτήτων (DVΜ),χρησlμοποlώνταςτο μοντέλο BGK στον άρο των

σωματιδιακών συγκρούσεων και εφαρμόζοντας οριακές συνθήκες

τύπου Maxwell (διόχυσης).

3.10.1 Γεωμετοικήδιατύπωση ποοΒλήματος

κινούμενη πλάκα

1=10

U=Uo

1=Το

1=10

---

Σ . α 3.6
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Η υπό μελέτη ροή διομορφώνετοι εντός μιας κοιλότητας

τραπεζοειδούς διατομής. Τα τοιχώματα των τριών πλευρών του

τραπεζίου παραμένουν ακίνητα ενώ την τέταρτη πλευρό αποτελεί

κινούμενη πλόκα (Σχήμα 3.6). Η πλόκα κινείται με οταθερή

οριζόντια ταχύτητα υ=υο. Η κίνηση της πλόκας αποτελεί την αιτία

της ροής (διατμητική ροή). Όλα τα τοιχώματα θεωρούνται

ισοθερμοκρασιακό με θερμοκρασία ίση με τη θερμοκρασία αναφορός

Το. Η τρίτη διόσταση της κοιλότητας Ζ θεωρείται ότι έχει άπειρο

μήκος με αποτέλεσμα η ροή να αντιμετωπίζεταιως δισδιάστατη.

Το χαρακτηριστικό μήκος του προβλήματος αποτελεί η υδραυλική

διάμετρος όπως έχει ήδη οριστεί στην εξίσωση (3.1).

4Α
D =­, Γ

(3.1)

Επίσης οι αδιόστατεςμεταβλητέςορίζονται από τις εξισώσεις (3.2).

χ'

χ=­

D 'h

v'
Υ = D ',

Ζ'
Ζ=­

D,
Γ'

Γ=­
D,

(3.2)

.10.2 Επίλυαη υέαω τοινωνική διαταυ-

b

φ,

Όπου:

υ

Β

φ, φ,

Σχήμα 3.7

υ

Β

φ,

Β : το μήκος της μεγόλης βόσης του τραπεζίου

b : το μήκος της μικρής βάσης του τραπεζίου

υ : το ύψος του τραπεζίου και του τριγώνου
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Κατό την επίλυαη της ραής σε τριγωνική καιλότητα αλόγας

B/b=O. Θέταντας τα λόγα B/b*O μεταβαίναυμε στην επίλυση της

τραπεζαειδαύς διαταμής. Η διαδικασία αυτή μας πρασφέρεl αρκετή

ευελιξία κατό την επίλυση καθώς για τις διόφαρες τιμές ταυ λόγαυ

B/b υπόρχεl η δυνατότητα εξαγωγής απατελεσμότων για κόθε

επιθυμητή διόσταση ταυ τραπεζίαυ.

Οι παρόμετραl παυ επηρεόζαυν την επίλυση ταυ πραβλήματας είναι

αι γωνίες φι και φ2 και αλόγας B/b.

Οι ρητές εκφρόσεις των αδιόστατων συντεταγμένων παυ

πρασδιαρίζαυν τα πεδία αρισμαύ ταυ πραβλήματας είναι:

Β = 1/ (Dh tan(φι»+ ι / (Dh tan(φ,»

2(1 -(Β / b)

υ=Β l-(B/b)
1/ (Dh tan(φι» + 1/ (Dh tan(φ,»

3.10.3 ΟοlaκέςΣυνθήκες

ι~·.., }

(3.48)

Οι αρlακές συνθήκες για τα δεξί και τα αριστερό ταίχωμα καθώς

και για την κιναύμενη πλόκα έχαυν ήδη αναφερθεί[Παρόγραφας3.7
(εξισώσεις 3.26-3.30)].
Για την ακίνητη βόση ταυ τραπεζίαυ σημειώνεται ότι βρίσκεται στην

ίδια θερμακρασία T=Tn (θερμακρασία αναφαρός) με τα ταιχώματα

(ισαθερμακρασιακό πρόβλημα) και επικραταύν αρlακές συνθήκες

Maxwell (ικαναπαιείταl η συνθήκη μη διείσδυσης).

Όπως είναι αναμενόμενα και στην περίπτωση ταυ τραπεζίαυ

παραυσιόζανταl ασυνέχεlες στις αρlακές συνθήκες αl απαίες

αντιμετωπίζανταl με διόσπαση ταυ πραβλήματας σε δύα

υπαπραβλήματα, διαδικασία παυ έχει περιγραφεί ήδη (Παρόγραφας

3.8).
Επίσης όμαια με την τριγωνική καιλότητα είναι τα μαθηματικό

μαντέλα (Παρόγραφας 3.5), η διαμόρφωση των εξισώσεων με

πραβαλή της τρίτης διόστασης (Παρόγραφας 3.6) και τα αριθμητικό

σχήμα (Παρόγραφας3.9).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Στο κεφόλοιο ουτό ποροτίθεντοl το οποτελέσμοτο που προέκυψον

έπειτο οπό προσομοιώσεις γιο μεγόλο εύρος της πορομέτρου

οροιοποίησης (δ) KOI διόφορες τιμές της γωνίος φ. Σημειώνετοl ότι

οτο πλοίσιο της πορούσος εργοσίος εξετόστηκε η περίπτωση

ισοσκελούς τριγώνου.

Πιο συγκεκριμένο, το οποτελέσμοτο οφορούν τιμές της

πορομέτρου οροιοποίησης δ =10-3, 10-', 10-', 0.5, 1, 1.5, 2, 4, 5,
10, 20 ενώ οι γωνίο που σχημοτίζετοl μετοξύ της κινούμενης πλάκος

KOI των οκίνητων τοιχωμότων KOI φ έλοβε τις τιμές 300, 450, 600 KOI
750.
Το κριτήριο σύγκλισης ορίστηκε 10-6 KOI οφορό το οθροιστlκό

οπόλυτο σφόλμο των μοκροσκοπικών ποσοτήτων οτο κόθε σημείο.

Η δlοκριτοποίηση που έλοβε χώρο είχε σον οτόχο την εξογωγή

οξιόπιοτων οποτελεσμότων. Λομβόνοντος υπόψη το γεγονός ότι σε

ρευοτό μεγόλης οροιοποίησης οποιτείτοl πυκνότερο πλέγμο οτο

χώρο των τοχυτήτων ενώ το χωρικό πλέγμο μπορεί νο είνοl

λιγότερο πυκνό KOI σε περιπτώσεις μικρής οροιοποίησης ισχύει το

οντίοτροφο, οι προσομοιώσεις γιο δsι έγινον σε πλέγμο 151
κόμβων KOI με οριθμό δlοκριτών γωνιών 240 ενώ γιο δ;ο, 1.5 το

πλέγμο οποτελούντονοπό 301 κόμβους KOI 120 δlοκρlτές γωνίες.

Η δlοκριτοποίησηοτο χώρο των γωνιών όσον οφορό την ονολυτική

επίλυση του πρώτου υποπροβλήμοτοςεπιλέχθηκε ένο ορκετό πυκνό

πλέγμο 4800 γωνιών μιος KOI η επίδροση που προκύπτει στο χρόνο

επίλυσης είνοl μικρή εφόσον η επίλυση ουτή γίνετοl μιο φορό κοl

δεν συμμετέχει στην επονοληπτική διοδlκοσίο.

Με βόση το οποτελέσμοτο, φοίνετοl ότι γιο μικρές τιμές της γωνίος

βόσης, το οποτελέσμοτο είνοl ονομενόμενο κοl χωρίς lδιοίτερες

διοφοροποιήσεις. Η οποκλίσεις της πυκνότητος φοίνετοl ότι

υπόρχουν μεν ολλά είνοl σχετικό μικρές. Ειδικότερο φοίνετοl ότι γιο

μέτριες τιμές της πορομέτρου οροιοποίησης έχουμε μιο ενίσχυση ενώ

γιο τιμές προς το συνεχές μέσο ολλά ΚΟΙ την ελεύθερη μοριοκή

κίνηση οι οποκλίσεις είνοl ελοφρό μικρότερες. Εμφονίζετοl δηλοδή

κότι σον το ελόχιοτο Knudsen που ποροτηρείτοl σε ροές εντός

ογωγών μόνο που οφορό την οπόκλιση της πυκνότητος.

Αντίστοιχη, όσον οφορό την μετοβολή της οπόκλισης της

πυκνότητος, εμφονίζετοl η συμπεριφορό KOI σε μεγολύτερες τιμές

της γωνίος βόσης με ελοφρό πιο έντονο το φοινόμενο όσο

μεγολώνεl η γωνίο.

Οι ροϊκές γρομμές εμφονίζουν γιο μικρές γωνίες πολύ μικρές

διοφοροποιήσεις. Ιδιοίτερο το κέντρο της δημιουργούμενης δίνης

είνοl ουσιοστlκό οκίνητο (Σχ. 4.26). Το γεγονός ουτό οφείλετοl στο
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nολύ μικρό nεριθώριο μεταβαλών λόγω ταυ nεριαριομένου χώρου

και της αυοιαστlκό αριζόντιας μεταβολής της αnόκλισης της

nυκνότητας γεγανός nau nεριαρίζεl τις κατακόρυφες μεταβολές.

Σε μεγαλύτερες γωνίες βόοης εμφανίζανται μεταταnίσεις του

κέντραυ της κεντρικής δίνης και μόλιοτα όσα μεγαλύτερη είναι η

γωνία βόσης τόσο nlQ έντανες είναι αl μετακινήσεις.

Ήδη για γωνία βόσης 60- σε μεγόλες τιμές της nαραμέτρου

αραιοnαίηοης, εμφανίζεται μια δευτερεύαυσα δίνη οτη βόση της

καιλότητας (Σχ. 4.14) Τα φαινόμενα αυτό είναι nολύ nlQ έντανο για

γωνία 750 όnαυ η δευτερεύαυσα δίνη εμφανίζεται σε μικρότερες

τιμές της nαραμέτραυ αραιοnαίησης (Σχ. 4.21 και Σχ. 4.22) της

τόξης ταυ 1.5 με 2 έχαυμε την έναρξη της δημιαυργίας

δευτερεύουσας δίνης. Σε μεγαλύτερες τιμές της nαραμέτρου

αραιαnαίησης, υnόρχεl η δημιαυργία μιας τρίτης δίνης nαλύ

μικρότερης φυσικό έντασης (Σχ. 4.25). Η ένταση γενικό των δινών

έχει χαντρικό μια αnόκλιση 2-3 τόξεων μεγέθαυς. Τα γεγονός αυτό

φαίνεται χαρακτηριοτικό και οτα Σχ. 4.30 όnου nαρουσιόζεται η

καταναμή της ταχύτητας οτο εnίnεδα συμμετρίας οτην nεριαχή της

δευτερεύαυσας δίνης για Φ=750 και μεγόλα δ. Όnως φαίνεται και
στην κλίμακα αl ταχύτητες είναι της τόξης ταυ 10-3.
Σημειώνεται ότι τα συμnερόσματα αυτό βρίσκονται σε αnόλυτη

συμφωνία με τα αντίοταιχα nau έχαυν nαραυσιαοτεί για την

αρθαγωνlκή καlλότητα[7] όnου και εκεί nαρατηρήθηκαν αl

μηχανισμοί δημιαυργίας δευτερευαυσών δινών με αντίσταιχες τόξεις

μεγέθαυς.

Όσαν αφαρό τα μέτρα της ταχύτητας οτην nεριοχή της nλόκας αnό

τα σχήματα 4.26 ως 4.29 καθώς και ταν nivaKa 4.1 διαnιοτώνεταl

αρχικό ότι όσα nρασεγγίζεταl τα υδραδυναμlκό όρια τόσα

μεγαλύτερες είναι αl ταχύτητες nou αναnτύσσανταl και εnαμένως

τόσα μικρότερη είναι η αλίσθηση στην nλόκα, γεγανός αnολύτως

αναμενόμενα. Εnίσης φαίνεται ότι για μεγαλύτερες γωνίες η

ταχύτητα οτα ταίχωμα είναι σημαντικό μεγαλύτερη για μικρό δ ενώ

για μεγόλα δ συγκλίνουν. Η αnόκλιση nou υnόρχεl σε μικρό δ

εξηγείται μερικώς αnό ταν αρισμό ταυ δ με βόση την υδραυλική

διόμετρα αλλό κυρίως αnό την ''αντίοταση'' nau δέχεται η ροή σε

μικρές γωνίες λόγω της γειτνίασης της nλόκας με τα κότω τοίχωμα.

Κλείναντας την αναφορό οτα αnατελέσματα nau αφαραύν την

τριγωνική καιλότητα, ένα σημαντικό μέγεθας για τα onaio εξήχθησαν

αnατελέσματα είναι α συντελεοτής οnlσθέλκουσας(Cd) nόνω οτην

κιναύμενη nλόκα. Ο Cd υnαλογίζεταl αλακληρώνοντας την αναlγμένη

διατμητική τόση η anoia δίνεται αnό την εξίσωση (3.25). Ένας

nρώτος έλεγχος οτα αnατελέσματαταυ nivaKa 4.2 δείχνει ότι με την

nρασέγγlση ταυ υδραδυναμlκαύ αρίου,α συντελεοτής αnlσθέλκαυσας

βαίνει μειούμενας nροσεγγίζαντας μια σταθερή τιμή η anaia
αντιοταιχεί οτην υnολογιζόμενη με βόση το νόμα ταυ Newtan.
Η συμnεριφαρό αυτή βρίσκεται σε αντιστοιχία με ότι έχει

nαρατηρηθεί στη ραή Couette τόσα για αnλό αέριο όσα και για
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μείγμα καθώς επίαης και στη ραή εντός αρθαγωνlκής

κοιλότητος[43]. Συγκρίνοντας τις διόφορες περιπτώσεις μεταξύ

τους, φαίνετοl ότι η κύριο παρόμετρος που επηρεόζεl την τιμή του Cd
είνοl η παρόμετρος οροιοποίησης, ενώ η γωνίο βόσης ποίζεl πολύ

μικρότερο ρόλο. Η επίδραση της γωνίας έγκειτο ι οτη μείωοη του

συντελεστή οπlσθέλκουσας ουξονόμενης της γωνίος. Τέλος, η

απόκλιση των αποτελεσμότων μετα~ύ των οριακών περιπτώσεων

(φ= 300 και Φ=75 Ο) ενώ για δ=1Ο' είνοl της τόξης του 10% γιο

δ=20 είνοl της τόξης του 1% γεγονός που κοτοδεlκνύεl της

προοδευτική σύγκλιση προς τις τιμές του υδροδυνομlκού ορίου όσο

μεγολώνεl το δ.

Περνώντος στην ροή σε τροπέζlο σημειώνεται ότι λόγω της

ειοογωγής της παρομέτρου του λόγου της μεγόλης προς την μικρή

πλευρό, οι συνδυασμοί των παραμέτρων αυξόνοντοl σημοντικό KOI

για τον λόγο αυτό οτην πορούσα εργασίο παρουσιόζονταl ορισμένα

ενδεικτικό οποτελέσμοτα. Είναι προφανές ότι οποιοσδήποτε

συνδυασμός παρομέτρων μπορεί να επιλυθεί με βόση τον κώδικα

που έχει ονοπτυχθεί.

Τα οποτελέσμοτο που επιλέχθηκε νο παρουσιαστούν, οφορούν σον

βασική διαμόρφωση, γωνίες βόσης ίσες με 600 και ο λόγος μεγόλης

προς μικρής πλευρό ίσος με 0.5. Με βόση αυτή τη διαμόρφωση,

έγινον προσομοιώσεις γιο Φ=600 KOI B/b= 0.25 KOI 0.75
προκειμένου νο εξετοσθεί η επίδραση του λόγου των πλευρών στην

διαμορφούμενη ροή ενώ έγιναν και προσομοιώσεις με Φ=750 και

B/b=0.5 ώστε νο ελεγχθεί η επίδραση της γωνίας βόσης.

Με βόση τα εξοχθέντο αποτελέσμοτο προκύπτει ότι οι μετοβολέςτης

πυκνότητος σε σχέση με την παρόμετρο αραιοποίησης δ οκολουθεί

τον κανόνο που πορατηρήθηκε και οτην τριγωνική κοιλότητα,

δηλοδή γιο αροιό KOI πυκνό ρευοτό οι διακυμόνσεις είναι μικρότερες

σε σχέση με αυτές που πορατηρούντοl για μεσοίες τιμές του δ (0.5,
1,2).
Ένο ενδιαφέρον φοινόμενο που παρουσιόζετοl οφορό την

περίπτωση όπου ο λόγος B/b είνοl 0.75 και για μικρές τιμές της

πορομέτρου οραιοποίησης δ όπου οντί μιας σχηματίζονται δύο δίνες

με όμοιο φορό(Σχ.4.42). Αντίστοιχες διαμορφώσεις έχουν

παρατηρηθεί κοl στην περίπτωση της ροής σε κονόλl όπου το ένα

τοίχωμο έχει ορθογωνlκές κοιλότητες (grooved channel) [42]. Οι

σχημοτισμοί αυτοί προοδευτικό εκφυλίζοντοl κοθώς μεγαλώνει το δ

και τελικό ενώνονται KOI σχηματίζετοl μια ενιαία δίνη.

Η δημιουργίο δευτερεύουσος δίνης οτην κατακόρυφη διεύθυνση

είνοl ένο όλλο ζητούμενο το οποίο όμως δεν πορατηρήθηκε οτις

προσομοιώσεις που υλοποιήθηκον. Αυτό οφείλεται προφονώς οτο ότι

δεν επιτεύχθηκε το κρίσιμο βόθος κοιλότητας που αποιτείταl, όπως

αναφέρθηκε στην περίπτωση της τριγωνικής κοιλότητος, ώστε να

κατοοτεί δυνατή η δημιουργία της.
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Κλείνοντος, στον nivoKo 4.3 δίνοντοl οι τιμές του συντελεοτή

οnlσθέλκουσος. Φοίνετοl ότι η nopouaio των κόθετων nλευρών δρο

κοτολυτικό οnομσκρύνοντος τις δύο οριζόντιες nλόκες κοι

κοθιστώντσς την εnίδροση των nορσμέτρων στην διομόρφωση του

συντελεοτή nολύ μικρή. Πορόλσ συτό φοίνετοl ότι όσο μεγολώνεl το

δ, nροσεγγίζετσl και σε αυτή τη nερίnτωση η υδροδυνομlκή λύση με

βόση τα νόμο του Newton. Πόντως, αl μικρές δlοφορές nou
nορατηρούντοl στην nερίnτωση των 750, αφείλοντοl κατό βόση στο

γεγονός της μεγολύτερης οnόοτοσης κοθ' ύψος nou οnοιτείτοl ώστε

νο φτόσεl η μικρή nλευρό να αnοτελεί το καθορισμένο nοσοοτό του

μήκους της μεγόλης nλευρός.
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Σ)(ιιμα 4.1: Ροϊκές γρομμές και κατονομή αnόκλισης nuκνότηταςγιο

Φ=300 κοι δ=ΙΟ· και 10" .
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Σνήuα 4.2: Ροϊκές γραμμές και κατανομή απόκλισης πυκνότηταςγια

Φ=300 και δ=lΟ-', 0.5 και 1.
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Σ ήυa 4.3: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητοςγιο

Φ=3Ο· κοι δ=1.5, 2 κοι 4.

54



δ=5

R
1.5
1.3
1.•
ο.•
0.7
05
0.3
0.1

.0.1

.0.3

.0.5
<J.7
.ο .•
-1.1
·1.3
-1.5

δ=10

R
15
'3
1.1
ο.•
0.7
05
O~

0.1
.0.1
.0.3
.05
.0.7
.ο.•
•, .1
., .3

_-15

δ=20

R
1.5
1~

1.1
O~

0.7
05
O~

0.1
<J.1
ω

.0.5

.0.7

.o~

.1.1
·1.3
-15

Σ ή α 4.4: Ραϊκές γραμμές και καταναμη απόκλισης πυκνότηταςγιο

Φ=300 κοι δ=5,10 KOI 20.
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Σ . α 4.5: Ροϊκές γραμμές και κατανομή απόκλισηςπυκνότηταςγια

Φ=450 και δ= 10-3 και 10-2.
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Σ • ua 4.6: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητοςγιο

Φ=450 κοι δ=lΟ-'. 0.5 κοι 1.
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0
κοι δ=1.5, 2 κοι 4.
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Σ • α 4.8: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητοςγιο

Φ=450 κοι δ=5, 10 κοι 20.
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Σ α 4.9: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητοςγιο

Φ=600 κοι δ=10-3 ΚΟΙ 10-2.
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Σ . 04.1 : Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=600 KOI δ=10 ' KOI ).5.
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ΣΥ· υα 4.11: Ροϊκές γρομμές και κατανομή απόκλισης πυκνότητας

για Φ=600 και δ=1 και 1.5.
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ΣΥ' a 4.12: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλιοης πυκνότητος
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κοι δ=2 κοι 1.

63



δ=5

•

R
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

δ=10

R
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

Σ . υα 4.13: Ροϊκές γρομμές και κοτανομή απόκλισης πυκνότητας

γιο Φ=60
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κοι δ=5 και ΙΟ.
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Σνήυa 4.14: Ροϊκές γρομμές ΚΟΙ κοτονομή οnόκλισης nuκνότητος

γιο Φ=600 κοι δ=20.

65



δ=10·3

R
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

·0.1
-0.2
-0.3
·0.4
-0.5
-0.6
-0.7

Σ 04.15: Ροϊκές γραμμές και κατονομή απόκλισης πυκνότητας

γιο Φ=7s0 και δ=1Ο'3 ,
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Σχήμα 4.16: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητας

για Φ=750 και δ=ιο·2 •
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Σvήuα 4.17: Ροϊκές γρομμές και κατανομή αnόκλισης nυκνότητας

για Φ=7S0 και δ=10·'.
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Σνήu 4.18: Ροϊκές γρομμές κοι κατονομή απόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=7s0 και δ=Ο.S.
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Σ ήυa 4.1 : Ροϊκές γρομμές κοι κατανομή απόκλισης πυκνότητας

για Φ=75
0
και δ=l.
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Σ υα 4.20: Ραϊκές γραμμές και καταναμή απόκλισηςπυκνότητας

για Φ=750 και δ=1.5.
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Σχήμα 4.21: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=750 κοι δ=2.
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Σ • α 4.22: Ροϊκές γρομμές κοι κοτανομή αnόκλισης nυκνότητας

γιο Φ=7s
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και δ=4.
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Σνήυa 4.23: Ραϊκές γραμμές και καταναμή απόκλισης πυκνότητας

για Φ=75
0
και δ=5.
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Σ ήua 4.24: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οnόκλισης nυκνότητος

γιο Φ=750 κοι δ=lΟ.
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Σχήμα 4.25: Ροϊκές γραμμές και κατανομή απόκλισηςπυκνότητας

για φ=750 και δ=20.
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Σvήuο 4.26: Καταναμή ταχυτήτωνστα επίπεδη συμμετρίας για

γωνία Φ=300 και δ=1Ο·3 , 1 και 10.
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Σνήυο 4.27: Καταναμή ταχuτήτων ατο επίπεδη σuμμετρίας για

γωνία Φ=4s0 και δ= 10-3, Ι και 10.
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Σνήυα 4.28: Κατανομή τοχυτήτωνστο επίπεδη συμμετρίας για

γωνία Φ=600 KOI δ=1Ο- 3, 1 ΚΟΙ 10.
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ΣΥήυα 4.29: Κατανομή ταχυτήτων στο επίπεδη συμμετρίας για

γωνία Φ=750 και δ= 10-3, 1 και 10.
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Σχήυα 4.30: Καταναμή ταχυτήτων στα επίπεδη αυμμετρίας για

γωνία Φ=750 και δ=ΙΟ και 20 στην περιαχή της

δευτερεύαυσας δίνης.
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4.1 Πίνακα τaνύτ τac στο κέντ ο τ κινού εν πλόιc:η

δ φ =30 φ =45 φ =60 φ =75

10,3
0.1924 0.2463 0.2939 0.3386

10" 0.1949 0.2481 0.2952 0.3396
10,1

0.2187 0.2654 0.3082 0.3495

0,5 0.3062 0.3118 0.3596 0.3898

1 0.3870 0.3978 0.4133 0.4334

1,5 0.4225 0.4526 0.4586 0.4700

2 0.5008 0.4962 0.4968 0.5027

4 0.6245 0.6144 0.6058 0.6006

5 0.6637 0.6535 0.6435 0.6358

10 0.7723 0.7641 0.7538 0.7421

20 0.8511 0.8430 0.8390 0.8208
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.2 Πίνακα οπισθέλκουσα

δ φ = 30 φ = 4S φ = 60 φ = 7S

10·3
0.8045 0.7843 0.7524 0.7127

10·2
0.8039 0.7836 0.7518 0.7122

10·1
0.7973 0.7764 0.7453 0.7065

0,5 0.7683 0.7470 0.7186 0.6830

1 0.7350 0.7149 0.6894 0.6570

1,5 0.7027 0.6863 0.6644 0.6366

2 0.6757 0.6608 0.6413 0.6160

4 0.5908 0.5710 0.5668 0.5489

5 0.5582 0.5485 0.5374 0.5220

10 0.4483 0.4414 0.4354 0.4277

20 0.3381 0.3381 0.3360 0.3347
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δ=10-3

De

0.7
0.6
0.5
0.4
03
02
0.1
Ο

-0.1
-02
-0.3
-0.4
-05
-06
-0.7

De

0.7
0.6
05
0.4
0.3
02
Ο 1
Ο

-01
-02
-0.3
-0.4
-05
-0.6
-07

cY!!.ΙJ!!!..:!!"";ι,,l!,,;: Ροϊκές γρομμές ΚΟΙ κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=600, B/b=0.25 κοι δ= 10- κοι ΙΟ .
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De

r:l7
06
05
0.4
03
02
ΟΙ

Ο

-01
-02
-03
-04
-0.5
-0.6
-0.7

11=0.5

De

0.7
0.6
0.5
U.4
0.3
02
0.1
Ο

-0.1
-02
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

!

Σνήυο 4.32: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πuκνότητος

γιο Φ=600, B/b=O.25 ΚΟΙ δ=lΟ-! κοι 0.5.
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D.

0.7
06
0.5
0.4
03
02
ΟΙ

Ο

-0.1
-02
-03
-0.4
-0.5
-06
-0.7

De

0.7
0.6
0.5
0.4
03
02
0.1
Ο

-0.1
-02
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

.Σ"YιL·l!υ...a,-,,~όl-': Ραϊκές γραμμές και καταναμη απόκλισης πυκνότητας

για Φ=60
0

, B/b=0.25 και δ= 1 και 2.
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De

07
0.6
05
04
0.3
0.2
ΟΙ

Ο

-01
-02
-03
-0.4
-ο 5
-06
-07

De

D.7
U.6
u.s
υ.4

0.3
U.2
U.1
Ο

-0.1
-02
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

Σν . υa 4.34: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισηςπυκνότητος

γιο Φ=600 , B/b=0.25 κοι δ=4 κοι 5.
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δ=10

De

0.7
06
0.5
0.4
03
02
0.1
Ο

-0.1
-02
-0.3
-0.4
-0.5
-06
-0.7

δ=20

ο.

B
·g~

0.5
0.4
03
0.2
0.1
Ο

-0.1
-02
-D.3
-0.4
-0.5
-06
-0.7

Σ uo 4.35: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ~600, B/b~0.25 κοι δ~lO κοι 20.
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δ=10·3

De
C7
υ6

05
0.4
0.3
02
0.1
Ο

·0.1
·0.2
·03
·04
·05
·0.6
·0.7

δ=10·'

De
0.7
0.6
0.5
04
03
0.2
0.1
Ο

.0.1
·0.2
·0.3
·0.4
·0.5
·0.6
·07

Σ . α 4.36: Ροϊκές γραμμές και καταναμή απόκλισης πυκνότητας

για Φ=600, B/b=O.SO και δ=1Ο-3 και 10·'.
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δ=10-1

ο.

0.1
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

δ=Ο.5

ο.

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

Σ α 4.37: Ροϊκές γρομμές και κοτονομή απόκλισηςπυκνότητας

για Φ=600 , Bjb=0.50 και δ= 10-1 και J.5.
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De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

·0.1
·0.2
·0.3
·0.4
·0.5
·0.6
·0.7

ο.

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

·0.1
·0.2
.0.3
·0.4
·0.5
-0.6
·0.7

.,Σ"""""",-",,,,,,..,.: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=60
0

, Bjb=O.5C κοι δ= 1 κοι 2.
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Drι

0.'
06
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
·0.2
·0.3
·0.4
·0.5
·0.6
.0.7

ο.

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
·0.2
·0.3
·0.4
-0.5
·0.6
·0.7

Σχήμα 4.39: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ;600, B/b;O.SO κοι δ;4 κοι S.
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δ=10

De
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
-02
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

δ=20

De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

Σ . α 4.40: Ροϊκές γρομμές ΚΟΙ κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=60
0

, B/b=0.50 κοι δ=lO κοι 20.
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De

2
1.6
1.2
0.8
0.4
Ο

-0.4
-0.8
-1.2
-1.6
-2

De

2
1.6
1 2
0.8
0.4
Ο

-0.4
-0.8
-1.2
-1.6
-2

Σχήuα 4.41: Ροϊκές γραμμές και καταναμή απόκλισης πυκνότητας

για Φ=600, B/b=0.75 και δ=1Ο·3 και 10-'.
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De

2
16
12
0.8
0.4
Ο

-04
-0.8
-1.2
-1.6
-2

δ=Ο.S

De

2
1.6
1.2
U.H
04
Ο

-0.4
-0'8
-1.2
-1.6
-2

ΣΥήυα 4 42: Ραϊκές γραμμές και καταναμή απόκλισης πυκνότητας

για Φ=600 , Bjb=0.75 και δ=1Ο-1 και 0.5.
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De

2
1.6
1.2
υ8

0.4
Ο

-0.4
-0.8
-1.2
-16
-2

De

2
1 6
1 2
0.8
0.4
Ο

-04
-08
-1 2
-1.6
-2

Σ • α 4.43: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=600, B/b=0.75 κοι δ= 1 κοι 2.
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(

De

2
1.6
1.2
0.8
0.4
Ο

-0.4
-0.8
-1.2
-1.6
-2

De

2
1 6
1.2
0.8
0.4
Ο

-0.4
-0.8
-1.2
-1 6
-2

ΣΙ(' α 4.44: Ροϊκές γραμμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητας

γιο Φ=600 , B/b=0.75 KOI δ=4 KOI 5.
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δ=10

De
... 2

1.75
- 1.5

1.25
1

- 0.75
0.5
0.25
Ο

-0.25
-0.5
-0.75
·1
·1.25

'ι..ι.1.5
,!!!!!. ·1.75

·2

δ=20

De

2
1.75
1.5
1.25
1
0.75
0.5
0.25
Ο

·0.25
-0.5
-0.75
·1
·1.25
-1.5
-1.75
·2

Σvi!ua 4.45: Ροϊκές γραμμές και κατανομή απόκλιαης πυκνότητας

για Φ=60
0

, B/b=0.75 και δ= 10 και 20.
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De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
·0.2
-0.3
'-0.4
-0.5
-0.6

.-0.7

δ=10'>

De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-0.7

Σ • α 4.4 : Ροϊκές γραμμές και κοτονομή απόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=750 , B/b=O.50 και δ=lΟ'- κοι ιο '.
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De

0.7
0.1:;
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

.{Ι.1

.{Ι.2

.{Ι.3

.{Ι.4

.{Ι.5

.{Ι.6

.{Ι.7

δ=Ο.5

De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

.{Ι.1

.{Ι.2

.{Ι.3

.{Ι.4

.{Ι.5

.{Ι.6

.{Ι.7

Σ .47: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=750 , B/b=0.50 κοι δ=1Ο" κοι 0.5.
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De

07
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
ΟΙ

Ο

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5
-0.6
-07

De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

.0:1
-0.2
·0.3
-0.4
-0.5
-0.6

.-Ο.-ι

Σνήua 4.48: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=750, Bjb=0.50 κοι δ=l κοι 2.
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De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-Ό .1
-Ό.2

-Ό.3

-Ό.4

-Ό.5

-Ό.6

-Ό.7

De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-Ό.1

-Ό.2

-Ό.3

-Ό.4

·0.5
-Ό.6

!ΙΙ! -Ό.7

Σ •ua 4.49: Ροϊκές γρομμές ΚΟΙ κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=75
0
, B/b=0.50 κοι δ=4 κοι 5.
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δ=l

De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
02
0.1
Ο

-ίJ.1

-ίJ.2

-ίJ.3

-ίJ.4

-ίJ.5

-ίJ.6

-ίJ.7

δ=20

De

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
Ο

-ίJ.1

-ίJ.2

-ίJ .::1
-ίJ.4

-ίJ.5

-ίJ.6

1-ίJ.7

Σ • ο 4. Ο: Ροϊκές γρομμές κοι κοτονομή οπόκλισης πυκνότητος

γιο Φ=750, B/b=0.5C κοι δ=.C κοι ΙΟ.
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4.3 niVOKOC οπ,σθέλκοuσοc:

B/b=0.25 0.50 0.75 0.50
δ φ=60 60 60 75

10'3 0.7527 0.7596 0.7796 0.7142
10" 0.7521 0.7589 0.7789 0.7137
10" 0.7457 0.7519 0.7717 0.7082
0.5 0.7196 0.7232 0.7401 0.6856

1 0.6909 0.6916 0.7041 0.6606
2 0.6438 0.6402 0.6455 0.6211
4 0.5702 0.5614 0.5571 0.5559
5 0.5409 0.5307 0.5235 0.5297

10 0.4393 0.4262 0.4131 0.4364
20 0.3389 0.3270 0.3155 0.3425
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ΚΕΦΑΛΑΙ0S

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται η επίλυση ροής σε

μlκροκοιλάτητο τριγωνικής κοι τροπεζοειδούς δl.ατομής. Η

προσέγγιση που οκολουθήθηκε ήτον η επιλυση της

γρομμlκοποlημένης εξίσωσης Boltzmann με τη μέθοδο των δlοκριτών

τοχυτήτων κοι οριακές συνθήκες διάχυσης.

Οι αλγάριθμοl που ανοπτύχθηκαν, βασίστηκον σε υπάρχοντες οι

οποίοι επέλυον τις ροές της ορθογωνlκής κοιλάτητος κοι της ροής σε

τριγωνικά ογωγά λόγω κλίσης πίεσης. Χρησιμοποιήθηκε τριγωνικό

πλέγμα οτο χώρο το οποίο πορουσιάζεl το πλεονέκτημο της

απάλυτης σύμπτωσης του υπολογlοτικού πλέγμοτος με το

προγματικό όριο της κοιλότητας.

Στην επίλυση χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος της διόσποσης του

προβλήματος σε δύο υποπροβλήματο η οποίο διαθέτει το

πλεονέκτημο της αποφυγής των ορνητικών συνεπειών που

προκολούν οι ασυνέχεlες που πορουσιόζονταl μεταξύ της κινούμενης

πλόκος κοι των οταθερών τοιχωμότων.

Τα αποτελέσμοτο το οποίο εξήχθησαν αφορούσαν την περίπτωση

του ισοσκελούς τριγώνου για διόφορες γωνίες βόσης κοι του

ισοσκελούς τροπεζίου με διάφορους συνδυοσμούς γωνίος βάσης κοι

λόγου πλευρών.

Με βάση το οποτελέσματα, φοίνετοl άτι παρουσιόζοντοl κατ

αντιστοιχία με την ροή σε ορθογωνlκά αγωγό lδιοίτερες ροϊκές

διομορφώσεις ορκετά ενδιαφέρουσες. Πιο συγκεκριμένα, στον

τριγωνικό ογωγά φοίνετοl ότι ουξανομένου του δ υπόρχεl μιο

κρίσιμη τιμή της γωνίας βόσης πάνω απά την οποίο ξεκινό η

δημιουργίο μιας δευτερεύουσος δίνης, ενώ για μεγόλες τιμές της

γωνίος βάσης κοι μεγάλα δ δημιουργείται και μιο τρίτη δίνη.

Στην περίπτωση της τροπεζοειδούς κοιλάτητος, ίσως η πιο

ενδlοφέρουσα διομάρφωση της ροής παροτηρείταl σε μεγόλους

λόγους των δύο πλευρών, όπου για μικρές τιμές του δ φοίνετοl νο

δημιουργούνται δύο παράλληλες δίνες. Η διαμάρφωση αυτή έρχεται

σε συμφωνίο με προηγούμενο αποτελέσμοτο της βιβλιογροφίος με

πορόμοιες γεωμετρικές διαμορφώσεις.

Συμπεροσμοτικό, με την παρούσο εργοσία επιτυγχόνεταl ο

συνδυοσμός ήδη ονεπτυγμένων εργολείων γιο την επίλυση ροών σε

προκτικό χρήσιμες γεωμετρικές διαμορφώσεις. Είνοl γεγονός ότι με

την υπάρχουσο τεχνολογία κοι το χρησιμοποιούμενα υλικό, η
κατοσκευή ορθογωνlκών κοναλιών είνοl πολύ δύσκολη κοl ορκετές
φορές αδύνατη, τουλόχιοτον με το συνηθέστερο χρησιμοποιούμενο

υλικά λόγω φυσικών ιδιοτήτων άπως η γωνία των δεσμών των
μορίων κοl άλλες. Επομένως, η επίλυση ροών άπου το σχήμα του

καναλιού μπορεί να λάβει διάφορες πρακτικό χρήσιμες μορφές
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μnορεi νο οnοβεi OημαVΤIKή βοήθεια στην καταακευή νέων

εξαρτημάτων στη μlκροκλίμακα.
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