
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΘΕΣΣΑΛΙΑΣ 

ΠΟΛΥΤΕΧΝΙΚΗ ΣΧΟΛΗ 
ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 

 
Εργαστήριο Φυσικών και Χηµικών ∆ιεργασιών  

 

∆ιπλωµατική Εργασία 
 

ΜΕΛΕΤΗ ΡΟΩΝ ΣΕ ΜΙΚΡΟΚΑΝΑΛΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΩΝ ∆ΙΑΤΟΜΩΝ 
ΛΟΓΩ ΒΑΘΜΙ∆ΑΣ ΠΙΕΣΗΣ ΚΑΙ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑΣ 

 

Υπό 

ΡΗΤΟΥ ∆. ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ 

 

 

 

Υπεβλήθη για την εκπλήρωση µέρους των 

απαιτήσεων για την απόκτηση του  

∆ιπλώµατος Μηχανολόγου Μηχανικού  

ΒΟΛΟΣ 2009 

 



2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

© 2009 Ρήτος ∆. Κωνσταντίνος 

 

Η έγκριση της διπλωµατικής εργασίας από το Τµήµα Μηχανολόγων Μηχανικών της 

Πολυτεχνικής Σχολής του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας δεν υποδηλώνει αποδοχή των 

απόψεων του συγγραφέα (Ν.5343/32 αρ.202 παρ.2). 



3 

 

 

Εγκρίθηκε από τα Μέλη της Τριµελούς Εξεταστικής Επιτροπής: 

 

Πρώτος Εξεταστής       ∆ρ. ∆ηµήτριος Βαλουγεώργης 

      (Επιβλέπων) Καθηγητής, Τµήµα Μηχανολόγων Μηχανικών, 

Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας 

 

 

 

∆εύτερος Εξεταστής      ∆ρ. Τάσος Σταµατέλλος 

  Καθηγητής, Τµήµα Μηχανολόγων Μηχανικών, 

Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας 

 

 

 

Τρίτος Εξεταστής       ∆ρ. Αθανάσιος Παπαθανασίου 

 Αναπληρωτής Καθηγητής, Τµήµα Μηχανολόγων Μηχανικών,      

Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας 

 

 

 

 

 



4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αφιερώνεται στην ανιψιά µου Έλενα. 

 

 

 

 

 

 



5 

 

Ευχαριστίες 

Με αφορµή την παρούσα διπλωµατική εργασία, θα ήθελα να εκφράσω τον 

σεβασµό µου και τις ευχαριστίες µου στον επιβλέποντα καθηγητή κ. ∆ηµήτριο 

Βαλουγεώργη. Η εµπιστοσύνη που µου έδειξε καθώς και η σηµαντική βοήθεια που µου 

προσέφερε σε όλη την διάρκεια της συνεργασίας µας είναι δύο θεµελιώδεις παράγοντες 

που συντέλεσαν στην ολοκλήρωση της διπλωµατικής µου εργασίας. Ο τρόπος σκέψης 

που µου ενέπνευσε, ο οποίος συνίσταται στην κριτική αντιµετώπιση των επιστηµονικών 

θεµάτων, αποτελεί ένα εξαίρετο εφόδιο, το οποίο βρίσκει εφαρµογή σε όλες τις πτυχές 

της καθηµερινής µας ζωής. 

Επίσης θα ήθελα να ευχαριστήσω τα άλλα δύο µέλη της Επιτροπής για την µελέτη 

και αξιολόγηση της εργασίας µου. 

Ένα µεγάλο ευχαριστώ στους µεταπτυχιακούς και προπτυχιακούς φοιτητές του 

Εργαστηρίου Φυσικών και Χηµικών ∆ιεργασιών και ιδιαίτερα στους Στέλιο Βαρούτη, 

Σεραφείµ Μισδανίτη και Σαράντη Πανταζή για την πολύτιµη βοήθεια τους στην 

εκπόνηση της διπλωµατικής εργασίας. 

Ακόµη θα ήθελα να ευχαριστήσω όλα τα µέλη της ακαδηµαϊκής κοινότητας του 

τµήµατος Μηχανολόγων Μηχανικών για τις πληροφορίες και τη γνώση που µου 

προσέφεραν σε ακαδηµαϊκά και όχι µόνο θέµατα. 

Τέλος θα ήθελα να ευχαριστήσω τους γονείς µου, ∆ηµήτρη και Άννα Ρήτου, και 

την αδερφή µου, Αναστασία Ρήτου, για την συµπαράσταση τόσο υλικά όσο και 

ψυχολογικά σε όλη την διάρκεια των σπουδών µου, καθώς και για την αµέριστη αγάπη 

τους στην προσπάθεια ολοκλήρωσης της προσωπικότητάς µου. 

Ρήτος Κωνσταντίνος 



6 

 

ΜΕΛΕΤΗ ΡΟΩΝ ΣΕ ΜΙΚΡΟΚΑΝΑΛΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΩΝ ∆ΙΑΤΟΜΩΝ ΛΟΓΩ 

ΒΑΘΜΙ∆ΑΣ ΠΙΕΣΗΣ ΚΑΙ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑΣ 

ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ ΡΗΤΟΣ 

Πανεπιστήµιο Θεσσαλίας, Τµήµα Μηχανολόγων Μηχανικών, 2009 

 

Επιβλέπων Καθηγητής: ∆ρ. ∆ηµήτριος Βαλουγεώργης, Καθηγητής Αναλυτικών και 

Υπολογιστικών  Μεθόδων Μεσοκλίµακας σε Φαινόµενα Ροής και Μεταφοράς 

 

Περίληψη 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία µελετάται η ροή αερίων σε µικροαγωγούς 

διαφόρων διατοµών λόγω βαθµίδας πίεσης και θερµοκρασίας.  Αρχικά γίνεται µία 

εισαγωγή στην οποία παρουσιάζονται τεχνολογικές εφαρµογές όπου µπορούν να 

εµφανιστούν τέτοιου είδους ροές. Αναφέρεται ο βασικός λόγος για τον οποίο επιλέχτηκε 

η συγκεκριµένη µελέτη. Παρουσιάζεται η περιοχή ροής και η θεωρία στην οποία 

στηρίχτηκε η επίλυση αυτών των ροών. Παράλληλα αναφέρονται οι λόγοι για τους 

οποίους επιλέχτηκαν συγκεκριµένες διατοµές και περιγράφεται συνοπτικά το φαινόµενο 

του θερµικού ερπυσµού. Τέλος γίνεται µία παρουσίαση των υπόλοιπων κεφαλαίων της 

διπλωµατικής εργασίας. 

Στη συνέχεια δίδεται µία βιβλιογραφική ανασκόπηση στην οποία παρουσιάζονται τα 

βιβλία και τα άρθρα τα οποία µελετήθηκαν και στα οποία µπορεί να ανατρέξει ο 

αναγνώστης για µεγαλύτερη εµβάθυνση στο θέµα. Στις αναφορές αυτές περιλαµβάνονται 

συγγράµµατα σχετικά µε την κινητική θεωρία των αερίων και άρθρα που 
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επικεντρώνονται στην θεωρητική, υπολογιστική ή πειραµατική µελέτη συγκεκριµένων 

ροών.   

Στο επόµενο κεφάλαιο γίνεται θεωρητική περιγραφή του φαινοµένου του θερµικού 

ερπυσµού. Στο ίδιο κεφάλαιο παρουσιάζεται µία πειραµατική διάταξη µέσω της οποίας 

µπορεί να γίνει πειραµατική επιβεβαίωση του φαινοµένου. 

Έπεται το κυρίως µέρος της διπλωµατικής εργασίας µε την µαθηµατική διατύπωση 

των ροών και την παρουσίαση αδιάστατων αποτελεσµάτων.  Στο κεφάλαιο αυτό αρχικά 

δίδεται η γεωµετρία και οι παράµετροι της ροής. Ακολουθεί λεπτοµερής παρουσίαση των 

διατοµών που επιλέχτηκαν για µελέτη. Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα κινητικά 

µοντέλα και οι µαθηµατικές εκφράσεις που χρησιµοποιήθηκαν για τον υπολογισµό των 

αδιάστατων παροχών. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την επίλυση των 

κινητικών εξισώσεων παρατίθενται σε πίνακες και διαγράµµατα στη συνέχεια του 

κεφαλαίου. Το τέλος του κεφαλαίου αφιερώνεται στην περιγραφή του αριθµού 

Pouseuille και στις τιµές που λαµβάνει στις υπό µελέτη περιπτώσεις. 

Ακολουθεί ο υπολογισµός της παροχής µάζας και της κατανοµής της πίεσης κατά 

µήκος του αγωγού. Τα αποτελέσµατα αφορούν ροές λόγω βαθµίδας πίεσης, αλλά και 

ροές λόγω βαθµίδας πίεσης και θερµοκρασίας. Τα δύο είδη ροών µελετήθηκαν µε 

διαφορετικό κινητικό µοντέλο, ενώ σε κάθε περίπτωση σχολιάζονται τυχών αποκλίσεις, 

σφάλµατα ή µη αναµενόµενα  αποτελέσµατα που παρατηρούνται.  

Τελευταίο µελετάται το φαινόµενο διαφορικής θερµοµοριακής πίεσης. Παρατίθενται 

οι εξισώσεις που το περιγράφουν και στη συνέχεια παρουσιάζονται ενδεικτικά 

αποτελέσµατα για την σταθερά του φαινοµένου.  
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Τέλος γίνεται µία σύνοψη όλων των παραπάνω, καταγράφονται τα συµπεράσµατα 

που προέκυψαν από την παρούσα διπλωµατική εργασία και επιπλέον προτείνονται 

θέµατα που µπορούν να µελετηθούν ως συνέχεια της εργασίας αυτής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η επιστηµονική περιοχή της αεριοδυναµικής σε αραιοποιηµένες συνθήκες, γνωστή 

στην διεθνή βιβλιογραφία σαν rarefied gas dynamics [1], έχει πολύ σηµαντικές 

τεχνολογικές εφαρµογές. Παραδοσιακά, σε αυτές περιλαµβάνονται µεταξύ άλλων η 

τεχνολογία κενού, τα πορώδη υλικά, η τεχνολογία αεροζόλ, η τεχνολογία επικαλύψεων 

επιφανειών, η αεροδυναµική µεγάλου υψοµέτρου, ενώ πιο πρόσφατα σηµαντικές 

εφαρµογές παρατηρούνται στα ραγδαία εξελισσόµενα πεδία της νανοτεχνολογίας και 

των µικροηλεκτροµηχανολογικών συστηµάτων γνωστά σαν MEMS [2].  Οι εφαρµογές 

σε χαµηλοδιάστατα συστήµατα (MEMS) ασχολούνται µε το σχεδιασµό και την 

κατασκευή συσκευών-µινιατούρες σε µικρογραφία. Για την ανάπτυξη και οµαλή 

λειτουργία των συσκευών αυτών απαιτείται ο λεπτοµερής και πλήρης 

θερµορευστοδυναµικός τους σχεδιασµός.  

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία επικεντρωνόµαστε σε φαινόµενα ροής και 

µεταφοράς σε διατάξεις MEMS και ειδικότερα στην πλήρως ανεπτυγµένη ροή αερίων σε 

µικροαγωγούς διαφόρων διατοµών που αποτελούν βασικό τµήµα-εξάρτηµα αυτών των 

συσκευών . Η κλασσική ρευστοµηχανική και µετάδοση θερµότητας η οποία βασίζεται 

στις καταστατικές εξισώσεις Newton και Fourier, µε οριακές συνθήκες µη ολίσθησης, 

δεν δύναται να εφαρµοστεί στις ειδικές συνθήκες που επικρατούν σε µικροδιατάξεις. 

Αντίθετα, απαιτούνται εναλλακτικές θεωρητικές προσεγγίσεις, εκ των οποίων η πλέον 

σηµαντική µε στέρεο θεωρητικό υπόβαθρο είναι η κινητική θεωρεία, όπως αυτή 

περιγράφεται από την εξίσωση Boltzmann και τα κινητικά µοντέλα [3, 4].   
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Βασική παράµετρος στην αεριοδυναµική σε αραιοποιηµένες συνθήκες, µαζί µε τους 

αριθµούς Reynolds και Mach είναι ο αριθµός Knudsen ( Kn ). Ο αριθµός αυτός ορίζεται 

ως ο λόγος του µήκους της µέσης µοριακής ελεύθερης διαδροµής, δηλαδή της µέσης 

απόστασης που διανύει ένα µόριο πριν συγκρουσθεί µε ένα άλλο µόριο, ως προς ένα 

χαρακτηριστικό µακροσκοπικό µήκος του προβλήµατος. Στην περίπτωση των 

εσωτερικών ροών, όπως αυτές που εξετάζονται στη παρούσα διπλωµατική εργασία, ως  

χαρακτηριστικό µακροσκοπικό µήκος έχει επιλεγεί η υδραυλική διάµετρος του 

µικροαγωγού. Το µέγεθος του αριθµού Knudsen καθορίζει την περιοχή ροής και 

εποµένως και την µεθοδολογία προσέγγισης. Συγκεκριµένα, για 0.1Kn ≤  το ρευστό 

µπορεί να µελετηθεί ως συνεχές µέσο και να περιγραφεί από υδροδυναµικές εξισώσεις 

όπου οι άγνωστες ποσότητες είναι µακροσκοπικές µεταβλητές όπως η πυκνότητα, το 

διάνυσµα της ταχύτητας, η πίεση, η θερµοκρασία, κ.τ.λ. Για 0.1 10Kn< < , στη λεγόµενη 

µεταβατική περιοχή, απαιτείται µικροσκοπική προσέγγιση όπου λαµβάνεται υπ’ όψη η 

ελεύθερη κίνηση των µορίων όπως και οι συγκρούσεις µεταξύ τους και µε τα τοιχώµατα. 

Στη µεταβατική περιοχή η προσοµοίωση της ροής γίνεται µε την κινητική θεωρία όπως 

αυτή περιγράφεται από την εξίσωση Boltzmann, έχοντας σαν βασικό άγνωστο την 

συνάρτηση κατανοµής, ενώ οι µακροσκοπικές µεταβλητές που έχουν πρακτικό 

ενδιαφέρον προκύπτουν από τις ροπές της συνάρτηση κατανοµής. Τέλος, για 10Kn > , οι 

συγκρούσεις µεταξύ µορίων  είναι πολύ λιγότερες σε σχέση µε τις συγκρούσεις µεταξύ 

µορίων και τοιχωµάτων και για το λόγο αυτό οι συγκρούσεις µεταξύ µορίων  µπορούν να 

αγνοηθούν. Αυτή η περιοχή της ροής είναι γνωστή σαν ελεύθερη µοριακή περιοχή και 

βασίζεται και πάλι στην κινητική θεωρία και στην εξίσωση Boltzmann αλλά αυτή την 

φορά χωρίς τον όρο των συγκρούσεων. Σηµειώνεται ότι προσεγγίσεις που βασίζονται 

στην κινητική θεωρία ισχύουν σε όλο το εύρος του αριθµού Knudsen, από την ελεύθερη 
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µοριακή περιοχή µέχρι και το συνεχές, υδροδυναµικό όριο. Βεβαίως, η επίλυση του 

προβλήµατος µε βάση την εξίσωση Boltzmann είναι αρκετά έως πολύ πιο δύσκολη από 

ότι µε τις εξισώσεις Navier-Stokes και για το λόγο αυτό εφαρµόζεται συνήθως µόνο όταν 

οι εξισώσεις Navier-Stokes καταρρέουν και οδηγούν σε λάθος αποτελέσµατα.  

Έχοντας ως βάση την κινητική θεωρεία, την τελευταία δεκαετία έχουν αναπτυχθεί και 

εφαρµοστεί πολλές αριθµητικές µέθοδοι για ροές αερίων µέσα σε αγωγούς σε όλο το 

εύρος του αριθµού Knudsen. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να σηµειώσουµε ότι όλες οι 

διατάξεις των συσκευών MEMS αποτελούνται από εξαρτήµατα που συνδέονται µε 

µικροαγωγούς. Εποµένως, επειδή οι µικροαγωγοί, αποτελούν κύριο στοιχείο κάθε 

τέτοιας διάταξης, η ροή αερίων εντός των µικροαγωγών απασχολεί εδώ και αρκετά 

χρονιά  την επιστηµονική κοινότητα. Εκτεταµένη θεωρητική και πειραµατική δουλειά 

έχει γίνει για τις περιπτώσεις των κυκλικών και ορθογωνίων διατοµών [5, 6]. Όµως, η 

µεγάλη ποικιλία διατοµών που χρησιµοποιείται στις εφαρµογές απαιτεί τη µελέτη ροών 

και σε αγωγούς άλλων διατοµών. Η µέθοδος της χηµικής εγχάραξης είναι η πιο 

διαδεδοµένη τεχνική κατασκευής µικροαγωγών σε πλακίδια πυριτίου. Οι διατοµές που 

µπορούν να επιτευχθούν µε την συγκεκριµένη κατασκευαστική τεχνική είναι 

περιορισµένες. Οι µικροαγωγοί που παράγονται µε χηµική εγχάραξη απευθείας πάνω σε 

πλακίδια πυριτίου έχουν διατοµές που εξαρτώνται από διαφόρους παράγοντες όπως η 

κρυσταλλογραφική δοµή του εκάστοτε πυριτίου. Για παράδειγµα, οι µικροαγωγοί που 

χαράζονται µε τη χρήση διαλύµατος KOH σε πυρίτιο 110  έχουν ορθογώνια διατοµή, 

ενώ σε πυρίτιο 100  έχουν τραπεζοειδή διατοµή µε γωνία βάσης 54,74ο που 

εµφανίζεται λόγω της κρυσταλλογραφικής µορφολογίας του  100  πυριτίου [7].  
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Στη παρούσα διπλωµατική εργασία εξετάζονται, έχοντας σαν βάση την κινητική 

θεωρία, πλήρως ανεπτυγµένες ροές αερίων σε µικροαγωγούς µε τις παραπάνω 

ορθογώνιες και τραπεζοειδείς διατοµές, όπως και σε ισοσκελή τριγωνική διατοµή µε 

γωνία βάσης 54,74ο. Επίσης, για λόγους πληρότητας αλλά και εξοικείωσης µε το 

αντικείµενο περιλαµβάνονται και ροές σε κυλινδρικούς αγωγούς. Σε όλες τις περιπτώσεις 

διατοµών η ροή µπορεί να οφείλεται σε διαφορά πίεσης ή σε διαφορά θερµοκρασίας στη 

διεύθυνση της ροής. Τα αποτελέσµατα καλύπτουν όλο το εύρος του αριθµού Knudsen. 

Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να αναφερθούµε στη ροή που οφείλεται σε διαφορά 

θερµοκρασίας. Σηµειώνεται ότι η ροή αυτή γνωστή σαν ροή θερµικού ερπυσµού 

(thermal creep flow) δεν οφείλεται σε βαρυτικές δυνάµεις όπως η ροή φυσικής 

συναγωγής. Ο µηχανισµός αυτής της ροής εξαρτάται αποκλειστικά από το γεγονός ότι το 

αέριο βρίσκεται εκτός θερµοδυναµικής ισορροπίας και για το λόγο αυτό εµφανίζεται 

µόνο σε αραιοποιηµένες ατµόσφαιρες, ενώ παύει να υφίσταται καθώς πλησιάζουµε το 

υδροδυναµικό όριο. Στη συνέχεια της εργασίας παρουσιάζεται λεπτοµερής περιγραφή 

της ροής θερµικού ερπυσµού, όπως επίσης και του σχετικού προκύπτοντος σε ειδικές 

περιπτώσεις φαινοµένου της διαφορικής θερµοµοριακής πίεσης (Thermomolecular 

Pressure Difference) [8]. 

Κλείνοντας το εισαγωγικό κεφάλαιο παρουσιάζεται η δοµή της παρούσας 

διπλωµατικής εργασίας. Στο 2ο Κεφάλαιο γίνεται µία βιβλιογραφική ανασκόπηση και 

αναφέρονται τα συγγράµµατα και τα άρθρα τα οποία µελετήθηκαν µε σκοπό την 

δηµιουργία του απαραίτητου θεωρητικού υποβάθρου καθώς επίσης και τη σύγκριση – 

επιβεβαίωση των αποτελεσµάτων. Αναλυτική περιγραφή του φαινοµένου του θερµικού 

ερπυσµού από θεωρητική και πειραµατική σκοπιά παρουσιάζεται στο 3ο Κεφάλαιο. Στη 

συνέχεια τα Κεφάλαια 4, 5 και 6, όπου περιλαµβάνονται η µαθηµατική διατύπωση των 
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ροών που έχουν εξετασθεί µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα, τµήµα των οποίων 

παρουσιάζεται για πρώτη φορά στη βιβλιογραφία, και είναι τα πλέον σηµαντικά της 

διπλωµατικής εργασίας. Συγκεκριµένα, στο 4ο Κεφάλαιο παρουσιάζονται οι διατάξεις 

ροής,  τα κινητικά µοντέλα και τα αποτελέσµατα σε αδιάστατη µορφή. Το 5ο Κεφάλαιο, 

περιλαµβάνει την µεθοδολογία υπολογισµού της παροχής µάζας και της κατανοµής 

πίεσης κατά µήκος των αγωγών σε ροές που οφείλονται σε διαφορά πίεσης και 

θερµοκρασίας, ενώ στο 6ο Κεφάλαιο εξετάζεται το φαινόµενο της διαφορικής 

θερµοµοριακής πίεσης και υπολογίζεται η σταθερά που το χαρακτηρίζει σε σχέση µε 

άλλες παραµέτρους της ροής. Τέλος, στο 7ο Κεφάλαιο γίνεται µία σύντοµη ανασκόπηση, 

παρουσιάζονται συνοπτικά τα κύρια συµπεράσµατα και προτείνονται πιθανές 

µελλοντικές δράσεις σαν της παρούσας διπλωµατικής εργασίας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ 

Η κινητική θεωρία αποτελεί κλάδο της στατιστικής µηχανικής και ασχολείται µε 

συστήµατα εκτός θερµοδυναµικής ισορροπίας. Αναπτύχθηκε στο δεύτερο ήµισυ του 19ου 

αιώνα από δύο πολύ µεγάλους φυσικούς, τους Maxwell και Boltzmann τις αρχικές 

θεωρήσεις των οποίων επέκτειναν και ολοκλήρωσαν στη διάρκεια 20ου αιώνα άλλοι 

εξίσου σηµαντικοί µαθηµατικοί-φυσικοί όπως οι Lorentz, Hilbert, Chapman, Green, 

Uhlenbeck και άλλοι [3]. Η κινητική θεωρία των µονοατοµικών αερίων (ήλιο, νέον, 

κ.τ.λ.) όπως αυτή περιγράφεται από την συνάρτηση κατανοµής που ικανοποιεί την 

εξίσωση Boltzmann και τις συναφείς έννοιες (ενδοµοριακό δυναµικό, διαφορική ενεργός 

διατοµή, θεώρηµα Η, ανάπτυγµα Chapman-Enskog) αποτελεί µία θεωρία µε στέρεο 

θεωρητικό υπόβαθρο που έχει επαληθευθεί πειραµατικά. Στη περίπτωση των 

πολυατοµικών αερίων η έρευνα συνεχίζεται σε θεωρητικό και πρακτικό επίπεδο. Τα 

τελευταία είκοσι χρόνια το ενδιαφέρον γύρω από την κινητική θεωρία έχει 

αναζωπυρωθεί αφενός µε αιτία διάφορες έντονα αναπτυσσόµενες τεχνολογικές περιοχές 

µε αιχµή του δόρατος την νανοτεχνολογία και αφετέρου λόγω της ραγδαίας 

ισχυροποίησης των υπολογιστικών συστηµάτων (hardware και software) µε αποτέλεσµα 

προβλήµατα που εθεωρούντο ως µη επιλύσιµα υπολογιστικά πριν µερικά χρόνια σήµερα 

να επιλύονται µε λογικό υπολογιστικό κόστος. 

Στο πλαίσιο αυτό µία πλήρης ανασκόπηση της ροής αερίων λόγω διαφοράς πίεσης 

και θερµοκρασίας ανάµεσα σε πλάκες και διαµέσου κυκλικού αγωγού σε όλο το εύρος 

του αριθµού Knudsen δίδεται από τους Sharipov και Seleznev στο άρθρο [8]. Στο 
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συγκεκριµένο άρθρο παρουσιάζονται η εξίσωση Boltzmann, οι κινητικές εξισώσεις-

µοντέλα που απλοποιούν τον όρο των µοριακών συγκρούσεων, οι εµπλεκόµενες οριακές 

συνθήκες, διάφορες τεχνικές επίλυσης των ολοκληροδιαφορικών εξισώσεων που 

περιγράφουν µαθηµατικά το πρόβληµα καθώς και εκτενής αναφορά στα σχετικά 

αποτελέσµατα. Επίσης, συµπεριλαµβάνονται όλα τα αξιόπιστα πειραµατικά δεδοµένα 

και γίνονται συγκρίσεις µε αντίστοιχα αριθµητικά. Επιπλέον, στο ίδιο άρθρο [8] 

αναφέρονται τα δύο κινητικά µοντέλα, συγκεκριµένα το µοντέλο Bhatnagar-Gross-

Krook, γνωστό ως BGK και το µοντέλο Shakhov, γνωστό ως µοντέλο S, τα οποία 

εφαρµόζονται και επιλύονται στην παρούσα διπλωµατική εργασία. Τέλος, στο άρθρο [8] 

περιγράφεται επίσης και το φαινόµενο διαφορικής θερµοµοριακής πίεσης. Τονίζεται ότι 

όλα τα παραπάνω παρουσιάζονται µόνο για την περίπτωση αγωγών κυλινδρικής 

διατοµής. 

Έχοντας σαν βάση την ροή σε κυλινδρικό αγωγό, πολλοί ερευνητές όπως οι Loyalka, 

Sone, Aoki, Sharipov και άλλοι επέλυσαν αντίστοιχες ροές σε ορθογώνιους αγωγούς [5, 

6, 9]. Σηµειώνεται ότι η προσοµοίωση της ροής σε ορθογώνιους αγωγούς απαιτεί 

µεγαλύτερη υπολογιστική ισχύ και για το λόγο αυτό αναπτύσσονται και εφαρµόζονται 

εξειδικευµένες αριθµητικές τεχνικές επίλυσης των κινητικών εξισώσεων [10, 11]. 

Πρόσφατα παρουσιάζονται εργασίες σε πιο πολύπλοκες γεωµετρίες όπως ροές σε 

ελλειπτικούς, τριγωνικούς και τραπεζοειδείς αγωγούς [12, 13, 14].  

Οι ροές που οφείλονται σε διαφορά πίεσης, εξετάζονται συχνότερα σε σχέση µε τις 

αντίστοιχες ροές που οφείλονται σε διαφορά θερµοκρασίας επειδή έχουν εντονότερο 

τεχνολογικό ενδιαφέρον και είναι απλούστερες. Η ροή θερµικού ερπυσµού προϋποθέτει 

την επίλυση του µοντέλου S που βεβαίως είναι πολυπλοκότερο από το µοντέλο BGK που 

κρίνεται κατάλληλο µόνο για ροές τύπου Poiseuille, επειδή δεν µπορεί να αποδώσει τους 
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σωστούς συντελεστές ιξώδους και θερµικής αγωγής ταυτόχρονα. Για το λόγο αυτό οι 

εργασίες που σχετίζονται µε ροές θερµικού ερπυσµού είναι περιορισµένες. Επίσης στις 

εργασίες [15, 16] παρουσιάζεται το φαινόµενο της διαφορικής θερµοµοριακής πίεσης και 

δίδονται αποτελέσµατα για την χαρακτηριστική σταθερά του φαινοµένου για ροές σε 

ορθογώνιους και ελλειπτικούς αγωγούς.  

Ένας από τους πλέον γνωστούς καθηγητές-ερευνητές που ασχολούνται, εδώ και 

δεκαετίες µε ροές και φαινόµενα µεταφοράς εκτός θερµοδυναµικής ισορροπίας είναι ο 

Yoshio Sone που στο τελευταίο του βιβλίο περιγράφει µε λεπτοµέρεια τα 

χαρακτηριστικά ροών σε αραιοποιηµένες συνθήκες που οφείλονται σε βαθµίδες 

θερµοκρασίας. Στο βιβλίο αυτό παρουσιάζεται ο φυσικός µηχανισµός δηµιουργίας της 

ροής θερµικού ερπυσµού και µια πειραµατική διάταξη µε την οποία γίνεται ποιοτικά 

εµφανές το φαινόµενο του θερµικού ερπυσµού [17].  

Τα τελευταία δέκα χρόνια έχει γίνει σηµαντική πειραµατική ερευνητική δουλειά για 

ροές αερίων σε µικροαγωγούς, όπως οι εργασίες των Morini [7] και Colin [18]. Όµως 

σηµειώνεται ότι όλες οι δηµοσιεύσεις αφορούν πειραµατικές διατάξεις µε ορθογώνιους 

αγωγούς, όπου η ροή οφείλεται µόνο σε διαφορά πίεσης. Εποµένως, το πεδίο για 

ερευνητική πειραµατική δουλειά σε ροές εντός τριγωνικών και τραπεζοειδών αγωγών 

που είναι ιδιαίτερα σηµαντικοί σε µικροδιατάξεις όπως και σε ροές θερµικού ερπυσµού 

παραµένει ανοικτό.  Στο άρθρο [7] παρουσιάζεται µία πειραµατική διάταξη µε σκοπό την 

µέτρηση του συντελεστή τριβής των µικροκαναλιών και τα αποτελέσµατα που 

προέκυψαν για διάφορες διατοµές. Στο άρθρο [18] παρουσιάζεται µία διάταξη µε στόχο 

την µέτρηση της παροχής µάζας σε µικροκανάλια ορθογώνιας διατοµής.  

Ολοκληρώνοντας τη σύντοµη βιβλιογραφική ανασκόπηση θεωρούµε χρήσιµο να 

αναφέρουµε τις δηµοσιεύσεις της ερευνητικής οµάδας  του Εργαστηρίου Φυσικών και 
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Χηµικών ∆ιεργασιών του Πανεπιστηµίου Θεσσαλίας αφού µεγάλο τµήµα της παρούσας 

διπλωµατικής εργασίας βασίζεται σε αυτές [13, 14, 19, 20, 21, 22, 23, 24].  

Με βάση τα παραπάνω και την υπάρχουσα υποδοµή του Εργαστηρίου Φυσικών και 

Χηµικών ∆ιεργασιών σε λογισµικό και υπολογιστές, στο πλαίσιο της παρούσας 

διπλωµατικής θα ολοκληρωθεί και θα παρουσιασθεί σε συνέδριο η εργασία [25]. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΡΟΗΣ ΘΕΡΜΙΚΟΥ ΕΡΠΥΣΜΟΥ 

3.1 Θεωρητική εξήγηση φαινοµένου 

Η ροή ενός αερίου εκτός θερµοδυναµικής ισορροπίας λόγω διαφοράς θερµοκρασίας 

στη διεύθυνση της ροής είναι γνωστή ως ροή θερµικού ερπυσµού. Το φαινόµενο αυτό 

δεν ανακαλύφτηκε πρόσφατα, αλλά παρατηρήθηκε πρώτα από τον Knudsen. Γύρω στο 

1910 [17]. Η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος θερµικού ερπυσµού περιγράφεται 

από κινητικές εξισώσεις που θα διατυπωθούν σε επόµενα κεφάλαια της διπλωµατικής, 

ενώ στο παρόν κεφάλαιο περιγράφεται ο φυσικός µηχανισµός της συγκεκριµένης ροής 

[17].  

Θεωρούµε ένα αέριο σε ηρεµία πάνω από ένα ακίνητο επίπεδο τοίχωµα όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 1. Το τοίχωµα βρίσκεται στο επίπεδο 0y = , ενώ το αέριο 

καταλαµβάνει την περιοχή 0y > . Η θερµοκρασία του τοιχώµατος και του αερίου είναι 

γνωστή και περιγράφεται από µία θερµοκρασιακή κατανοµή της µορφής ( )T T z=  µε 

0dT / dz > . ∆ηλαδή η θερµοκρασία είναι συνάρτηση µόνο της µεταβλητής z  και 

αυξάνεται µονότονα καθώς αυξάνεται το z . Έστω ένα οποιοδήποτε σηµείο S  κατά 

µήκος του τοιχώµατος και µια µικρή περιοχή dS  γύρω από το σηµείο S . Η περιοχή που 

καταλαµβάνει το αέριο χωρίζεται από την νοητή γραµµή Sz z=  σε δύο περιοχές την Ι και 

ΙΙ για Sz z<  και Sz z>  αντίστοιχα, όπου η µέση θερµοκρασία της περιοχής Ι είναι 

µικρότερη από την αντίστοιχη θερµοκρασία της περιοχής ΙΙ, δηλαδή I IIT T< . Αντίστοιχα 

αφού η ταχύτητα των µορίων είναι ανάλογη κάποιας δύναµης της θερµοκρασίας, εύκολα 
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προκύπτει ότι η µέση µοριακή ταχύτητα των µορίων της περιοχής Ι είναι µικρότερη από 

αυτή της περιοχής ΙΙ, δηλαδή I IIυ υ< .  

Μόρια προερχόµενα και από τις δύο περιοχές, την ψυχρή και τη θερµή, 

συγκρούονται µε το στοιχειώδες τµήµα του τοιχώµατος dS . Μάλιστα όσο περισσότερο 

αραιή είναι η ατµόσφαιρα τόσο µεγαλύτερες είναι οι ελεύθερες τροχιές των µορίων πριν 

συγκρουσθούν µε το τοίχωµα. Εάν υποθέσουµε ότι ο αριθµός των µορίων που 

προσκρούουν στην επιφάνεια  dS  προερχόµενα από τις περιοχές Ι και ΙΙ είναι περίπου 

ίσος ( I IIm m ), είναι προφανές ότι η µέση ορµή των µορίων της περιοχής Ι που 

µεταφέρεται στο τοίχωµα είναι µικρότερη από την αντίστοιχη ορµή των µορίων της 

περιοχής ΙΙ, δηλαδή I I II IIm mυ υ< . Όσο αυξάνει ο αριθµός Knudsen τόσο µεγαλύτερο 

είναι και το µέτρο της διαφοράς ορµής I I II IIm mυ υ− , αφού τα µόρια που προσκρούουν 

στην επιφάνεια dS  προέρχονται από αποµακρυσµένες περιοχές και για το λόγο αυτό 

στατιστικά έχουν µεγάλες διαφορές στην θερµοκρασία και στην µοριακή τους ταχύτητα. 

Αντίθετα, σε µικρούς αριθµούς Knudsen, λόγω των πολλαπλών συγκρούσεων µεταξύ 

γειτονικών µορίων τα µόρια που προσκρούουν στην επιφάνεια dS  βρίσκονται πολύ 

κοντά στην επιφάνεια dS  και έχουν περίπου τις ίδιες θερµοκρασίες µε αποτέλεσµα να 

ελαττώνεται και τέλος στο υδροδυναµικό όριο να µηδενίζεται η διαφορά ορµής. 

Εποµένως, συνολικά ασκείται από το αέριο στο τοίχωµα µία δύναµη που µάλιστα 

αυξάνει µε την αύξηση του αριθµού Knudsen. Η συνιστώσα της δύναµης αυτής που είναι 

παράλληλη µε το τοίχωµα έχει φορά από την περιοχή ΙΙ προς την περιοχή Ι. Επειδή όµως 

το τοίχωµα είναι ακίνητο λόγω δράσης και αντίδρασης το τοίχωµα ασκεί στο αέριο µία 

δύναµη ίση και αντίθετη, της οποίας η συνιστώσα που είναι παράλληλη µε το τοίχωµα 

έχει φορά από την περιοχή Ι προς την περιοχή ΙΙ, δηλαδή από την ψυχρή προς τη θερµή 
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περιοχή. Η δύναµη αυτή αποτελεί την κινητήρια δύναµη για την δηµιουργία της ροής 

θερµικού ερπυσµού που έχει φορά από τις χαµηλές προς τις υψηλές θερµοκρασίες.  

 

 

Σχήµα1: Σχηµατική αναπαράσταση της ροής θερµικού ερπυσµού. 

 

3.2 Πειραµατική επιβεβαίωση φαινοµένου 

Η ροή θερµικού ερπυσµού έχει παρατηρηθεί και επιβεβαιωθεί πειραµατικά. Μία 

τέτοια πειραµατική διάταξη [17] που χαρακτηρίζεται για την απλότητά της 

παρουσιάζεται και σχολιάζεται στη παρούσα παράγραφο.  

Η πειραµατική διάταξη, όπως αυτή φαίνεται στο Σχήµα 2, αποτελείται από ένα 

διαφανές υάλινο περίβληµα, ώστε να υπάρχει οπτική επαφή µε τα τεκταινόµενα εντός 

του περιβλήµατος και µία βάση στην οποία στηρίζεται το περίβληµα και ο υπόλοιπος 

εξοπλισµός της διάταξης. Όπως φαίνεται και στο σχήµα εντός του περιβλήµατος 

τοποθετείται κατακόρυφα ένα ορθογώνιο υάλινο πλακίδιο που στηρίζεται σε κατάλληλο 

στήριγµα. Το πλακίδιο µπορεί να θερµανθεί µε τη βοήθεια ηλεκτρικής αντίστασης 
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νικελίου – χρωµίου που βρίσκεται στο κάτω τµήµα του πλακιδίου. Με τον τρόπο αυτό η 

θέρµανση του κατακόρυφου πλακιδίου είναι ανοµοιόµορφη έχοντας τις υψηλές 

θερµοκρασίες κοντά στην ηλεκτρική αντίσταση στο κάτω τµήµα του και τις χαµηλότερες 

θερµοκρασίες στο πάνω άκρο του πλακιδίου. Επιπλέον, εντός του περιβλήµατος µπροστά 

στο γυάλινο πλακίδιο και σε µικρή απόσταση από αυτό τοποθετείται πτερωτή µε σκοπό 

την ανίχνευση κάθετων ρευµάτων αέρα. Τέλος, η πίεση στο εσωτερικό του περιβλήµατος 

µπορεί να µεταβάλλεται, µε την βοήθεια αντλίας κενού, από την ατµοσφαιρική πίεση 

(105 Pascal) µέχρι και µερικά Pascal. Όταν το υάλινο πλακίδιο θερµαίνεται η 

θερµοκρασία στο άνω και κάτω άκρα είναι 34ο C και 140ο C αντίστοιχα. 

Με τη συσκευή αυτή εξετάζονται ανοδικά και καθοδικά ρεύµατα αέρα παράλληλα 

µε το υάλινο πλακίδιο που οφείλονται στην διαφορετική θερµοκρασία του πλακιδίου σε 

σχέση µε τον αέρα που βρίσκεται εντός του περιβλήµατος και στην θερµοκρασιακή 

κατανοµή του ιδίου του πλακιδίου. Η ύπαρξη τέτοιων ρευµάτων γίνεται εµφανής µε την 

περιστροφή της πτερωτής. Τα αποτελέσµατα των παρατηρήσεων έχουν ως εξής: 

1. Όταν το πλακίδιο δεν θερµαίνεται η πτερωτή παραµένει ακίνητος για όλο το εύρος 

πίεσης στο οποίο διεξάγεται το πείραµα. 

2. Όταν το πλακίδιο θερµαίνεται και το αέριο έχει ατµοσφαιρική πίεση η πτερωτή 

γυρίζει µε περίπου 110 στροφές ανά λεπτό, κάτι το οποίο αποδεικνύει ότι 

δηµιουργείται ροή κατά µήκος του υάλινου πλακιδίου. Από την συσχέτιση µεταξύ 

της γωνίας των πτερυγίων της πτερωτής και από την φορά περιστροφής γίνεται 

αντιληπτό ότι η ροή έχει ανοδική διεύθυνση και εποµένως οφείλεται σε φυσική 

συναγωγή. 
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3. Με τη βοήθεια της αντλίας κενού µειώνεται σταδιακά η πίεση εντός του 

περιβλήµατος. Παρατηρείται ότι παράλληλα µε την πίεση µειώνεται σταδιακά η 

ταχύτητα περιστροφής της πτερωτής που τελικά µηδενίζεται και η πτερωτή 

ακινητοποιείται όταν η πίεση είναι περίπου 1400 Pa. Καθώς η πίεση µειώνεται 

περαιτέρω περίπου στα 40 Pa, η πτερωτή αρχίζει να περιστρέφεται και πάλι, όµως 

αυτή τη φορά προς την αντίθετη κατεύθυνση καταδεικνύοντας την ύπαρξη 

καθοδικού ρεύµατος. Το καθοδικό ρεύµα ισχυροποιείται καθώς µειώνεται 

περαιτέρω η πίεση όπως φαίνεται και από την αύξηση των στροφών της πτερωτής. 

Η ταχύτητα περιστροφής φτάνει την µέγιστη τιµή της περίπου 140 στροφές ανά 

λεπτό όταν η πίεση είναι γύρω στα 3 Pa που αποτελεί και το όριο χαµηλής πίεσης 

που δύναται να αναπαραχθεί από την συγκεκριµένη αντλία κενού. 

Είναι λοιπόν προφανές ότι καθώς η πίεση µειώνεται αρχικά η ροή θερµικού 

ερπυσµού είναι το ίδιο ισχυρή µε τη ροή φυσικής συναγωγής, ενώ στη συνέχεια µε την 

περαιτέρω µείωση της πίεσης η ροή θερµικού ερπυσµού ισχυροποιείται, ενώ αντίθετα η 

ροή φυσικής συναγωγής αδυνατίζει και τελικά βέβαια σε πολύ χαµηλές πιέσεις 

µηδενίζεται. Το πείραµα που παρουσιάστηκε αν και έχει ποιοτικά και όχι λεπτοµερή 

ποσοτικά χαρακτηριστικά, δείχνει ξεκάθαρα τη ροή πάνω σε ένα θερµαινόµενο υάλινο 

πλακίδιο λόγω θερµικού ερπυσµού, από τη χαµηλή προς την υψηλή θερµοκρασία.  

Παράλληλα τονίζει την έντονη διαφορά µεταξύ της ροής λόγω θερµικού ερπυσµού σε 

συνθήκες χαµηλής πίεσης και της ροής λόγω φυσικής συναγωγής σε συνθήκες 

ατµοσφαιρικής πίεσης. 
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Σχήµα 2: Πειραµατική διάταξη επίδειξης της ροής θερµικού ερπυσµού. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ∆ΙΑΤΥΠΩΣΗ ΡΟΩΝ ΚΑΙ Α∆ΙΑΣΤΑΤΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

4.1 Γεωµετρία και παράµετροι ροής 

Θεωρούµε ότι έχουµε ροή ενός αερίου διαµέσου ενός αγωγού µεγάλου µήκους L και 

υδραυλικής διαµέτρου hD , ο οποίος συνδέει δύο δεξαµενές που βρίσκονται σε πιέσεις 

1P , 2P  και θερµοκρασίες 1T , 2T , µε 1 2P P≤  και 1 2T T≤  [14]. Η διάταξη φαίνεται στο 

Σχήµα 3. Ο όγκος των δοχείων 1 και 2 είναι πολύ µεγαλύτερος από τον όγκο του 

µικροαγωγού και εποµένως οι πιέσεις και οι θερµοκρασίες των δοχείων παραµένουν 

σταθερές. Η επιφάνεια και η περίµετρος της διατοµής συµβολίζονται µε A  και 

Γ αντίστοιχα, ενώ υδραυλική διάµετρος ορίζεται ως 

4
h

AD
Γ

=      (1) 

Θεωρούµε ότι σε όλες τις περιπτώσεις που εξετάζονται hD L<< . Εποµένως η ροή είναι 

πλήρως ανεπτυγµένη και οι επιδράσεις εισόδου και εξόδου από τον αγωγό µπορούν να 

αγνοηθούν. Παράλληλα, σε κάθε διατοµή, που ορίζεται στο επίπεδο ( )x, y , η πίεση και η 

θερµοκρασία είναι σταθερές και µεταβάλλονται µόνο κατά µήκος της ροής στην 

κατεύθυνση z , δηλαδή 1 2( ) [ , ]P P z P P= ∈  και  1 2( ) [ , ]T T z T T= ∈ . Η θερµοκρασιακή 

κατανοµή θεωρείται γνωστή, ενώ η κατανοµή πίεσης είναι άγνωστη και αποτελεί τµήµα 

της λύσης του προβλήµατος. Ωθούσα δύναµη που προκαλεί τη ροή είναι η επιβαλλόµενη 

αδιάστατη διαφορά πίεσης και θερµοκρασίας 

                  (2)h
P

D dPX
P dz

=
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και 

                   (3)h
T

D dTX
T dz

=  

αντίστοιχα. Η µόνη µη µηδενική συνιστώσα της µακροσκοπικής ταχύτητας είναι αυτή 

στη διεύθυνση της ροής, δηλαδή στη z  κατεύθυνση και δηλώνεται ως ( , )u x y , όπου 

x και y  οι παράπλευρες συντεταγµένες κάθετα στη ροή. Η ροή λόγω βαθµίδας πίεσης 

είναι αντίστοιχη µε τη ροή Poiseuille, ενώ η ροή λόγω βαθµίδας θερµοκρασίας είναι η 

ροή θερµικού ερπυσµού. 

Η πλέον βασική παράµετρος της ροής είναι ο αριθµός Knudsen που ορίζεται ως 

,                  (4)
2 h

Kn
D P

π µυ
=  

όπου µ είναι το ιξώδες του αερίου στη θερµοκρασία T και  2RTυ =  η πιθανότερη 

µοριακή ταχύτητα, µε /R k m= να υποδηλώνει την σταθερά του αερίου (k είναι η 

σταθερά του Boltzmann και m το µοριακό βάρος). Για πρακτικούς λόγους που 

συσχετίζονται µε την πληρέστερη παρουσίαση των αποτελεσµάτων που θα προκύψουν, 

αντί του αριθµού Knudsen επιλέγουµε την χρήση της επονοµαζόµενης παραµέτρου 

αραιοποίησης (rarefaction parameter), που ορίζεται ως 

1                         (5)
2

hD P
Kn

πδ
µυ

= =  

Η υδραυλική διάµετρος Dh και η µοριακή ταχύτητα υ  θεωρούνται ως το 

χαρακτηριστικό µήκος και η χαρακτηριστική ταχύτητα αντίστοιχα και χρησιµοποιούνται 

στην αδιαστατοποίηση των µεγεθών. Εισάγονται οι αδιάστατες χωρικές µεταβλητές  

/ hx x D= , / hy y D=  και / hz z D= , η αδιάστατη επιφάνεια διατοµής 2/ hA A D=  και η 

αδιάστατη περίµετρος διατοµής / hDΓ Γ= . 
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Σε αυτό το σηµείο είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι µε την υπόθεση hD L<<  οι 

αδιάστατες µεταβολές της πίεσης και της θερµοκρασίας που δίδονται από τις εξισώσεις 

(2) και (3) αντίστοιχα είναι πάντα µικρότερες της µονάδος, δηλαδή 

1                          (6)

1                          (7)

h h
P

h h
T

D DdP PX
P dz L P

D DdT TX
T dz L T

∆
= <<

∆
= <<

 

ανεξάρτητα από την τάξη της διαφοράς θερµοκρασίας 1 2T T T∆ = −  και πίεσης 

2 1P P P∆ = −  µεταξύ των δύο δεξαµενών. Αυτή η σηµείωση εξηγείται εύκολα 

παρατηρώντας ότι ακόµα και σε µεγάλες διαφορές θερµοκρασίας ή πίεσης, οι λόγοι  

/T T∆  ή /P P∆  είναι το πολύ της τάξης του ένα, ενώ ο λόγος / 1hD L << . Για αυτό οι 

ποσότητες PX  και TX  θεωρούνται πάντα ως πολύ µικρές παράµετροι και 

χρησιµοποιούνται στην γραµµικοποίηση των κινητικών εξισώσεων που µοντελοποιούν 

τη ροή ακόµα και σε µεγάλες διαφορές θερµοκρασίας ή πίεσης. 

 

Σχήµα 3: ∆ιάταξη ροής λόγω διαφοράς πίεσης ή/και θερµοκρασίας. 
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4.2 ∆ιατοµές µικροαγωγών 

Οι διατοµές που εξετάζονται απεικονίζονται στο Σχήµα 4 και περιλαµβάνουν α) 

κυκλική διατοµή, β) ορθογώνια διατοµή µε λόγο πλευρών 1, 0,1 και 0,05, γ) ισοσκελή 

τριγωνική διατοµή µε γωνία βάσης ˆ 54,74οω =  και δ) ισοσκελή τραπεζοειδή διατοµή µε 

γωνία βάσης ˆ 54,74οω =  και µικρή προς µεγάλη βάση 0,25, 0,50 και 0,75. Η επιλογή των 

τριγωνικών και τραπεζοειδών διατοµών δεν έγινε τυχαία, αλλά βασίστηκε στους 

κατασκευαστικούς περιορισµούς της χηµικής εγχάραξης των µικροαγωγών σε πλακέτες 

πυριτίου.   

Οι εκφράσεις που δίδουν την υδραυλική διάµετρο, το εµβαδόν και την περίµετρο των 

διατοµών που έχουν µελετηθεί  δίδονται στον Πίνακα 1. Επίσης, στον ίδιο πίνακα 

δίδονται και οι αντίστοιχες αδιάστατες ποσότητες. Στο σηµείο αυτό είναι χρήσιµο να 

αναφερθούµε στα αδιάστατα µεγέθη που πρέπει να προσδιορίζονται ώστε να προκύψουν 

τα αδιάστατα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στη παράγραφο 4.5. Σηµειώνεται ότι 

σε όλες τις περιπτώσεις, ανεξάρτητα διατοµής, η λύση του προβλήµατος εξαρτάται από 

την παράµετρο αραιοποίησης δ . Στη περίπτωση της ροής σε κυλινδρικό αγωγό δεν 

απαιτείται άλλο µέγεθος. Αντίθετα για ροές σε ορθογώνιους και ισοσκελείς τριγωνικούς 

αγωγούς θα πρέπει να προσδιορίζονται, επιπλέον της παραµέτρου  αραιοποίησης δ , ο 

λόγος των πλευρών a / b  και η γωνία βάσης ω̂  αντίστοιχα. Τέλος, σε ροές εντός αγωγών 

µε ισοσκελείς τραπεζοειδείς  διατοµές θα πρέπει να προσδιορίζονται, η παράµετρος  

αραιοποίησης δ , η γωνία βάσης ω̂  και ο λόγος της µικρής προς την µεγάλη βάση b / B  

ή εναλλακτικά ο λόγος του ύψους προς µια βάση. Στις τραπεζοειδείς διατοµές η µικρή 

και µεγάλη βάση, το ύψος, και η γωνία βάσης συνδέονται µε τη σχέση ( ) tan
2

B b
υ ω

−
= . 
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Πίνακας 1. ∆ιαστατά και αδιάστατα γεωµετρικά µεγέθη των διατοµών. 

∆ιατοµή 

Υδραυλική 

διάµετρος 

hD  

Επιφάνεια 

A  

Αδιάστατη 

επιφάνεια 

2/ hA A D=  

Περίµετρος 

Γ  

Αδιάστατη 

περίµετρος 

/ hDΓ Γ=  

Κυκλική D
 

2 / 4Dπ  / 4π
 

Dπ  π
 

Ορθογώνια 2 b a
b a
×
+

 b a×  
21 1

4
a b
b a
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )2 b a+  
2

1a b
b a
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Ισοσκελής 

τριγωνική 

tan
11

cos

b ω

ω
+

 21 tan
4

b ω

211
cos

4 tan
ω
ω

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠  

11
cos

b
ω

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

211
cos

tan
ω
ω

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠  

Ισοσκελής 

τραπεζοειδής 

( )2
2

sin

B b

B b

υ
υ
ω

+

+ +
 

2
B bυ+  

221
1 sin
8 1

b
B B

b
B B

υ
ω

υ

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
sin

B b υ
ω

+ +  

221
1 sin
2 1

b
B B

b
B B

υ
ω

υ

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 



30 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4: Εξεταζόµενες διατοµές υπό κλίµακα 

 

 

D

b  

ω

 

α  

b

α
b bα

b

B

b
b  

B B  

ω  ω ω  

υ
υ

υ

/ 1a b =

/ 0,1a b = / 0,05a b =

/ 0, 25b B =
/ 0,5b B =

/ 0,75b B =
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4.3 Κινητικό µοντέλο BGK 

Η προσοµοίωση ροών εντός µικροαγωγών τυχαίας διατοµής βασίζεται στην επίλυση 

της εξίσωσης Boltzmann µε κατάλληλες οριακές συνθήκες. ∆υστυχώς, η επίλυση της 

εξίσωσης αυτής είναι ιδιαίτερα δύσκολη  και συνήθως αντικαθίσταται µε κινητικά 

µοντέλα που απλοποιούν τον όρο των συγκρούσεων. Όπως προαναφέρθηκε στην 

περίπτωση που µελετάται ροή αερίου που οφείλεται σε βαθµίδα πίεσης το µοντέλο 

Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) θεωρείται το πλέον κατάλληλο [8].    

Καθώς το πρόβληµα επιλύεται µε βάση την κινητική θεωρεία η κύρια άγνωστη 

εξαρτηµένη µεταβλητή είναι η συνάρτηση κατανοµής η οποία ικανοποιεί το κινητικό 

µοντέλο BGK που για τις ροές που εξετάζονται γράφεται στη γραµµικοποιηµένη µορφή 

[6] 

2x y z z
h hc c h c u c
x y

δ δ∂ ∂
+ + = −

∂ ∂
                                  (8) 

όπου ( , , , , )x y zh h x y c c c=  είναι η άγνωστη γραµµικοποιηµένη συνάρτηση κατανοµής και 

( ) 2

3/2
0

1, z x y z
P

uu x y c he dc dc dc
Xυ π

∞ ∞ ∞ −

−∞ −∞ −∞
= = ∫ ∫ ∫ c        (9) 

είναι η µόνη µη µηδενική συνιστώσα της µακροσκοπικής ταχύτητας και είναι στη 

διεύθυνση της ροής.  

Στο σηµείο αυτό εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι η ροής είναι δισδιάστατη, είναι 

βολικό να απαλείψουµε τη συνιστώσα zc  του διανύσµατος της µοριακής ταχύτητας c , 

ακολουθώντας την γνωστή διαδικασία της προβολής. Ορίζουµε την απλοποιηµένη 

συνάρτηση κατανοµής 

( ) ( ) 31, , , , , , , zc
x y z x y z zx y c c c h x y c c c e dcΦ

π

∞
−

−∞

= ∫         (10) 
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και στη συνέχεια η Εξ. (8) πολλαπλασιάζεται µε 
21
zc

zc e
π

−  και η εξίσωση που προκύπτει 

ως αποτέλεσµα ολοκληρώνεται στην περιοχή zc−∞ < < ∞  για να µας δώσει την 

απλοποιηµένη, αδιάστατη και γραµµικοποιηµένη εξίσωση BGK 

1 .
2x yc c u

x y
Φ Φ δΦ δ∂ ∂

+ + = −
∂ ∂

       (11) 

Η µακροσκοπική ταχύτητα δίδεται από το διπλό ολοκλήρωµα 

( )
2 21, x yc c

x yu x y e dc dcΦ
π

∞ ∞ − −

−∞ −∞
= ∫ ∫ .        (12) 

Παρατηρούµε ότι στην αδιάστατη Εξ. (11) η άγνωστη συνάρτηση κατανοµής 

( ), , ,x yx y c cΦ  δεν περιέχει την ανεξάρτητη µεταβλητή zc . Η µείωση του αριθµού των 

ανεξάρτητων µεταβλητών κατά µία, µειώνει σηµαντικά την υπολογιστική προσπάθεια 

που απαιτείται στην εφαρµογή του υπολογιστικού σχήµατος των διακριτών ταχυτήτων. 

Η αλληλεπίδραση αερίου – τοιχώµατος µοντελοποιείται µε την συνοριακή συνθήκη 

διαχυτικής – κατοπτρικής ανάκλασης του Maxwell. Έτσι σαν συνοριακή συνθήκη 

έχουµε 

( )1Φ α Φ+ −= −       (13) 

όπου Φ +  και Φ −  είναι κατανοµές που αντιπροσωπεύουν τα σωµατίδια που φεύγουν και 

έρχονται στο τοίχωµα αντίστοιχα. Η παράµετρος [ ]0,1a∈  γνωστή ως συντελεστής 

προσαρµογής της κάθετης ορµής δείχνει το ποσοστό των σωµατιδίων που αντανακλάται 

διαχυτικά από το τοίχωµα. ∆ηλαδή όταν 1a =  τότε όλα τα µόρια ανακλώνται διαχυτικά 

σύµφωνα µε την κατανοµή Maxwell. Όταν 1a <  σηµαίνει ότι το ποσοστό a  των µορίων 

ανακλάται διαχυτικά ενώ το ποσοστό 1 a−  ανακλάται κατοπτρικά. Στην παρούσα 

διπλωµατική εργασία ο συντελεστής προσαρµογής θεωρείται ίσος µε τη µονάδα ( 1a = ).  
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Το ολοκληρωδιαφορικό σύστηµα των Εξ. (11) και (12) µε την συνοριακή συνθήκη 

(13), επιλύονται αριθµητικά. Το αριθµητικό σχήµα που εφαρµόζεται για την επίλυση έχει 

περιγραφεί µε λεπτοµέρεια για διάφορες διατοµές σε παλιότερα άρθρα [13, 19]. Σε κάθε 

περίπτωση, η κινητική εξίσωση διακριτοποιείται στο χώρο των µοριακών ταχυτήτων µε 

τη µέθοδο των διακριτών ταχυτήτων και στο φυσικό χώρο µε τυπικά σχήµατα 

πεπερασµένων διαφορών. Έπειτα, οι διακριτοποιηµένες εξισώσεις λύνονται µε ένα 

επαναληπτικό σχήµα.  

 

4.4 Κινητικό µοντέλο SHAKHOV 

Το µοντέλο Shakhov παρέχει τον σωστό αριθµό Prandtl και είναι καταλληλότερο για 

τον υπολογισµό ροών που οφείλονται σε βαθµίδα θερµοκρασίας ή σε βαθµίδα πίεσης και 

θερµοκρασίας ταυτόχρονα. Σε αντιστοιχία µε το µοντέλο BGK της παραγράφου 4.3, για 

πλήρως ανεπτυγµένες ροές όπως αυτές που εξετάζονται στη παρούσα διπλωµατική 

εργασία η εξίσωση του µοντέλου S έχει τη γραµµικοποιηµένη µορφή [15] 

( ) 2 24 5 5, , 2
15 2 2x y z z z P T

h hc c h x y c u c q c c X c X
x y

δ δ∂ ∂ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
c         (14) 

όπου 

( ) ( )2

3/2

1, , ,c
zu x y c e h x y d

π

+∞
−

−∞

= ∫ c c                                        (15) 

και 

( ) ( )22
3/2

1 5  , , , .
2

c
zq x y c c e h x y d

π

+∞
−

−∞

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ c c

                     
(16) 
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οι µακροσκοπικές ποσότητες της ταχύτητας και της θερµοροής.  Παρατηρούµε ότι στο 

δεξιό τµήµα της κινητικής εξίσωσης συµπεριλαµβάνονται οι όροι µε τις βαθµίδες πίεσης 

και θερµοκρασίας. Επειδή το πρόβληµα είναι γραµµικό το γενικό πρόβληµα διασπάται 

και γράφουµε 

P P T Th h X h X= +                                                              (17) 

όπου Ph  και Th  είναι οι κατανοµές που προκύπτουν από την επίλυση των προβληµάτων 

Poiseuille και θερµικού ερπυσµού. Αντίστοιχα η ταχύτητα και η θερµοροή γράφονται 

στη µορφή 

,    P P T Tu u X u X= +                                      (18) 

και 

 .P P T Tq q X q X= +                                         (19) 

αντίστοιχα.  

Ορίζουµε τις απλοποιηµένες συναρτήσεις κατανοµής  

( )

( )

2

22

1,

1 3, .
2

z

z

c
z z

c
z z z

x y c e hdc

x y c c e hdc

Φ
π

Ψ
π

+∞
−

−∞

+∞
−

−∞

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
        

(20) 

µε απώτερο στόχο την απαλοιφή της συνιστώσας z  της µοριακής ταχύτητας ώστε να 

επιλυθεί ευκολότερα από υπολογιστικής πλευράς το πρόβληµα.  

Συνεχίζουµε εφαρµόζοντας τη διαδικασία της προβολής στο πρόβληµα ροής λόγω 

βαθµίδας πίεσης. Θέτουµε 0PX ≠  και 0TX = Πολλαπλασιάζοντας την Εξ. (14) µία 

φορά µε 
2
zczc e

π
− και µία δεύτερη µε  

22 3
2

zcz
z

c c e
π

−⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠  

προκύπτουν οι παρακάτω δύο 

εξισώσεις: 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 1, , , 1
15 2

1 3, , ,
5 4

x y x y x y

x y x y x y

c c x y c c u q c c
x y

c c x y c c q c c
x y

Φ Φ δΦ δ

Ψ Ψ δΨ δ

∂ ∂ ⎡ ⎤+ + = + + − −⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦
∂ ∂

+ + = + −
∂ ∂

              (21) 

Στην περίπτωση αυτή απαιτείται η επίλυση ενός συστήµατος δύο ολοκληροδιαφορικών 

εξισώσεων λόγω της ύπαρξης ροπών µεγαλύτερης τάξης, όπως αυτή της θερµοροής. 

Τέλος η ταχύτητα και η θερµοροή δίδονται από τις ακόλουθες σχέσεις 

( ) 2 21 , x yc c
x y x yu c c e dc dcΦ

π

+∞ +∞
− −

−∞ −∞

= ∫ ∫                                (22) 

( ) ( ) ( )
2 22 2 2 21 , 1 ,

c cx y
x yc c

x y x y x y x y x yq c c e dc dc c c c c e dc dcΨ Ψ
π

− −
+∞ +∞ +∞ +∞

− −

−∞ −∞ −∞ −∞

⎡ ⎤
= + + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫             (23) 

Η αλληλεπίδραση αερίου – τοιχώµατος µοντελοποιείται µε την συνοριακή συνθήκη 

διαχυτικής – κατοπτρικής ανάκλασης του Maxwell 

( )
( )
1

1

Φ α Φ

Ψ α Ψ

+ −

+ −

= −

= −
                (24) 

 Για την επίλυση αυτού του µοντέλου που περιγράφεται από τις εξισώσεις (21-24) 

εφαρµόζεται το ίδιο υπολογιστικό σχήµα όπως και στην Εξ. (11). Στη συνέχεια οι 

διακριτοποιηµένες εξισώσεις επιλύονται µε επαναληπτικό σχήµα [10, 13, 14]. 

Σηµειώνεται ότι η διαδικασία της προβολής πρέπει να επαναληφθεί θέτοντας αυτή τη 

φορά 0PX =  και 0TX ≠ , ώστε να προκύψουν οι εξισώσεις προβολής για το πρόβληµα 

θερµικού ερπυσµού. Όµως, όπως θα δούµε στην επόµενη παράγραφο αυτό δεν είναι 

απαραίτητο επειδή η παροχή λόγω βαθµίδας θερµοκρασίας µπορεί να υπολογισθεί 

επιλύοντας µόνο το πρόβληµα λόγω βαθµίδας πίεσης και εφαρµόζοντας τις συνθήκες 

Onsager – Casimir. 
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4.5 Αδιάστατες παροχές  

Η λύση της κινητικής εξίσωσης εξαρτάται από τρεις αδιάστατες παραµέτρους, 

δηλαδή, την παράµετρο αεριοποίησης δ , την επιφάνεια της διατοµής A  και τον 

συντελεστή a . Στη παρούσα διπλωµατική εργασία, όπως προαναφέραµε, θέτουµε 1a = . 

Εποµένως εξετάζεται η εξάρτηση των αποτελεσµάτων σε σχέση µόνο µε τις άλλες δύο 

παραµέτρους. Βασιζόµενοι στην κινητική λύση, η οποία είναι έγκυρη για όλο το εύρος 

του αριθµού Knudsen, από την ελεύθερη µοριακή περιοχή, διάµεσο της µεταβατικής 

περιοχή και της περιοχής ολίσθησης, µέχρι και το υδροδυναµικό όριο, αφού 

υπολογισθούν οι συναρτήσεις κατανοµής µπορούν να εκτιµηθούν όλες οι µακροσκοπικές 

ταχύτητες και στη συνέχεια οι αδιάστατες παροχές. 

Συγκεκριµένα υπολογίζονται α) η αδιάστατη παροχή λόγω βαθµίδας πίεσης και β ) η 

αδιάστατη παροχή λόγω βαθµίδας θερµοκρασίας. Αυτές οι ποσότητες είναι γνωστές στη 

βιβλιογραφία σαν α) συντελεστής Poiseuille PG  και β) συντελεστής θερµικού ερπυσµού 

TG  (thermal creep coefficient) και προκύπτουν ολοκληρώνοντας τις αντίστοιχες 

κατανοµές ταχύτητας σύµφωνα µε τις σχέσεις 

2 2( , ) ,               ( , ) .P P T TG u x y dxdy G u x y dxdy
A A

= =∫∫ ∫∫                   (25) 

Κάνοντας χρήση της συσχέτισης Onsager είναι γνωστό ότι [8]  

( , ) ( , ) ,T Pu x y dxdy q x y dxdy=∫∫ ∫∫  
                              (26) 

και εποµένως ο συντελεστής TG  δίδεται και από το ολοκλήρωµα 

2 ( , )T pG q x y dxdy
A

= ∫∫ .                                            (27) 
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Με βάση τα παραπάνω γίνεται σαφές ότι οι συντελεστές PG  και TG  προκύπτουν µόνο 

από την επίλυση του προβλήµατος βαθµίδας πίεσης. Πολλές φορές επιλύεται και το 

πρόβληµα βαθµίδας θερµοκρασίας για επιβεβαίωση των αριθµητικών αποτελεσµάτων. 

Τέλος, ορίζεται η αδιάστατη ποσότητα  

P P T TG X G X G= − +                                              (28) 

Τονίζεται ότι οι PG  και TG  δεν εξαρτώνται από τους λόγους PX   και TX , αλλά µόνο 

από την παράµετρο αραιοποίησης δ  και την διατοµή A . 

Στα Σχήµατα 5 και 6 παρουσιάζονται οι αδιάστατες παροχές PG  και TG  αντίστοιχα 

σε όλος το εύρος του δ  για αγωγούς µε κυκλική, ορθογώνια, τριγωνική και τραπεζοειδή 

διατοµή. Στην κυκλική διατοµή η επίλυση βασίζεται στο κινητικό µοντέλο BGK, ενώ σε 

όλες τις υπόλοιπες περιπτώσεις η επίλυση βασίζεται στο κινητικό µοντέλο Shakhov. Στο 

Σχήµα 5 παρατηρούµε ότι η καµπύλη παροχής PG  – παραµέτρου αραιοποίησης 

παρουσιάζει ένα ελάχιστο γύρω από την περιοχή 1δ , δηλαδή στο κέντρο της 

µεταβατικής περιοχής ροής. Επίσης παρατηρούµε ότι η αδιάστατη παροχή είναι περίπου 

σταθερή στην ελεύθερη µοριακή περιοχή (µικρές τιµές τουδ ), ενώ στην περιοχή 

ολίσθησης και στην υδροδυναµική περιοχή είναι ανάλογη του δ .   

Στο Σχήµα 6 παρατηρούµε ότι ο συντελεστής TG  µειώνεται µονότονα καθώς 

αυξάνεται η παράµετρος αραιοποίησης δ . Η µέγιστη τιµή της παροχής λόγω βαθµίδας 

θερµοκρασίας λαµβάνεται στο ελεύθερο µοριακό όριο, δηλαδή στο 0δ = , ενώ 

µηδενίζεται στο υδροδυναµικό όριο (δ →∞ ), όπου πλέον η ροή βρίσκεται σε 

θερµοδυναµική ισορροπία  Στο Σχήµα 6, δεν παρουσιάζονται αποτελέσµατα για κυκλική 

διατοµή για το λόγο ότι δεν είναι άµεσα διαθέσιµα αλλά βεβαίως µπορούν εύκολα να 

ανακτηθούν.  
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Οι αριθµητικές παράµετροι που σχετίζονται µε την διακριτοποίηση των εξισώσεων 

και µε βάση των οποίων έχουν προκύψει τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται 

εµφανίζονται συγκεντρωµένα στον Πίνακα 2. Οι αριθµητικές παράµετροι περιλαµβάνουν 

τον αριθµό χωρικών κόµβων, τα µέτρα και τις πολικές γωνίες των µοριακών ταχυτήτων 

και το κριτήριο τερµατισµού της επαναληπτικής διαδικασίας. 

Τα αποτελέσµατα των Σχηµάτων 5 και 6, δίδονται σε πινακοποιηµένη µορφή στους 

Πίνακες 3, 4 και 5. Τα αποτελέσµατά αυτά είναι απαραίτητα στη συνέχεια (βλέπε Κεφ 5, 

6 και 7) στον υπολογισµό της παροχής µάζας, στον υπολογισµό της κατανοµής πίεσης 

και στον υπολογισµό της διαφορικής θερµοµοριακής πίεσης. Στον Πίνακα 3, που αφορά 

ροή σε κυλινδρικούς αγωγούς, παρουσιάζονται αποτελέσµατα από την επίλυση του 

µοντέλου BGK αλλά και του S-model. Για την µελέτη της κυκλικής διατοµής 

χρησιµοποιήθηκαν τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την επίλυση του µοντέλου 

BGK, ενώ παράλληλα τα αποτελέσµατα από την επίλυση του µοντέλου Shakov δίνονται 

για συγκριτικούς λόγους. Επίσης, επειδή στον κώδικα που χρησιµοποιείται για την 

επίλυση ροής σε κυλινδρικό αγωγό µε το µοντέλο S η αδιαστατοποίηση έχει γίνει µε 

βάση την ακτίνα και όχι την υδραυλική διάµετρο του αγωγού τα αποτελέσµατα  

αναδιατάσσονται σύµφωνα µε την έκφραση  

1
2 2

D
D RG G δ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                     (29) 

ώστε να είναι συµβατά µεταξύ τους. . Τέλος, τα αποτελέσµατα των Πινάκων 5 και 6 που 

αναφέρονται σε ορθογώνιους, τριγωνικούς και τραπεζοειδείς αγωγούς προκύπτουν µε το 

κινητικό µοντέλο Shakov. 
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Πίνακας 2. Παράµετροι που χρησιµοποιήθηκαν στους υπολογιστικούς κώδικες. 

∆ιατοµή N DV Nt Κριτήριο 

Σύγκλισης

Int. type 

Κυκλική        
(S - model) 

801 128 101 10-7 Hermite 

Κυκλική        
(BGK) 

201 64 100 10-7 Legendre 

Ορθογώνια 151 32 60 10-6 Hermite 

Τριγωνική      

 (δ = 0 - 0,9) 

401 16 300 10-6 Chebyshev 

Τριγωνική      

(δ = 1 - 1,2) 

401 16 72 10-6 Chebyshev 

Τριγωνική      

(δ = 1,3 - 100) 

1001 16 72 10-6 Chebyshev 

Τραπεζοειδής 1001 16 72 10-6 Chebyshev 

Ν: Αριθµός κόµβων κατά µήκος της ακτίνας για την κυκλική διατοµή και κατά 
µήκος κάθε πλευράς για τις υπόλοιπες διατοµές. 

DV: Αριθµός µέτρων µοριακών ταχυτήτων ( 2 2
p x yc c c= + ). 

Nt: Αριθµός πολικών γωνιών µοριακών ταχυτήτων ( 1cos x

p

c
c

θ −= ). 

Int. type: Πολυώνυµο που χρησιµοποιήθηκε στον υπολογισµό των µοριακών 
ταχυτήτων και στην αριθµητική ολοκλήρωση. 
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Σχήµα 5: Αδιάστατη παροχή λόγω βαθµίδας πίεσης σε όλο το εύρος του δ για διάφορες διατοµές.  
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Σχήµα 6: Αδιάστατη παροχή λόγω βαθµίδας θερµοκρασίας σε όλο το εύρος του δ για διάφορες διατοµές.  
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Πίνακας 3. Αδιάστατη παροχή λόγω βαθµίδας πίεσης σε όλο το εύρος του δ  για κυκλική διατοµή. 

 GP(BGK) GP(S) δ  GP(BGK) GP(S) δ  GP(BGK) GP(S) δ  GP(BGK) GP(S) 
0,00E+00 0,752 0,752  1,8 0,721  8 1,06 1,07  52 3,77 3,77 

1,00E-06 0,752   1,9 0,725  9 1,11   54 3,89  

1,00E-05 0,752   2 0,729 0,738 10 1,17 1,18 56 4,02  

1,00E-04 0,752   2,2 0,738  11 1,23   58 4,14  

1,00E-03 0,751 0,751 2,4 0,747  13 1,35 1,36  60 4,27  

1,00E-02 0,744 0,744 2,6 0,757  15 1,48   65 4,58  

0,1 0,715  2,8 0,767  18 1,66   70 4,89  

0,2 0,702 0,705  3 0,777  20 1,78 1,79  80 5,51  

0,3 0,695   3,2 0,787  22 1,91   85 5,83  

0,4 0,691 0,695  3,4 0,797  24 2,03   90 6,14  

0,5 0,689   3,6 0,808  26 2,15   95 6,45  

0,6 0,688   3,8 0,818  28 2,28   100 6,76  

0,7 0,688   4 0,829 0,839 30 2,40   150 9,88  

0,8 0,689   4,2 0,840  32 2,52   200 13,0  

0,9 0,691   4,4 0,850  34 2,65   250 16,1  

1 0,693 0,700 4,6 0,861  36 2,77   300 19,2  

1,1 0,696   4,8 0,872  38 2,90   350 22,4  

1,2 0,699   5 0,884 0,894 40 3,02 3,02  400 25,5  

1,3 0,702   5,5 0,912  42 3,15   450 28,6  

1,4 0,705   6 0,940 0,950 44 3,27   500 31,7  

1,5 0,709   6,5 0,969  46 3,39   1000 62,6  

1,6 0,713   7 0,997  48 3,52 3,52       
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Πίνακας 4. Αδιάστατη παροχή λόγω βαθµίδας πίεσης και θερµοκρασίας σε όλο το εύρος του δ  για ορθογώνιες διατοµές. 

 GP GT 

δ α/b = 1 α/b = α/b = α/b = 1 α/b = α/b = 
0 8,38E-01 1,99E+00 2,37E+00 4,19E-01 9,94E-01 1,18E+00 

0,00001 8,38E-01 1,99E+00 2,37E+00 8,32E-01 9,94E-01 1,18E+00 
0,0001 8,38E-01 1,99E+00 2,37E+00 8,38E-01 9,92E-01 1,18E+00 
0,001 8,37E-01 1,97E+00 2,34E+00 4,17E-01 9,79E-01 1,16E+00 
0,01 8,28E-01 1,90E+00 2,21E+00 4,08E-01 9,10E-01 1,04E+00 
0,02 8,22E-01 1,86E+00 2,13E+00 4,00E-01 8,62E-01 9,63E-01 
0,04 8,12E-01 1,79E+00 2,02E+00 3,88E-01 7,96E-01 8,66E-01 
0,05 8,09E-01 1,76E+00 1,98E+00 3,84E-01 7,70E-01 8,30E-01 
0,08 8,00E-01 1,70E+00 1,88E+00 3,72E-01 7,12E-01 7,53E-01 
0,1 7,95E-01 1,67E+00 1,84E+00 3,65E-01 6,82E-01 7,15E-01 
0,2 7,81E-01 1,58E+00 1,69E+00 3,40E-01 5,82E-01 5,98E-01 
0,3 7,73E-01 1,52E+00 1,62E+00 3,22E-01 5,24E-01 5,33E-01 
0,4 7,69E-01 1,49E+00 1,57E+00 3,08E-01 4,82E-01 4,90E-01 
0,5 7,68E-01 1,47E+00 1,54E+00 2,96E-01 4,51E-01 4,57E-01 
0,6 7,68E-01 1,46E+00 1,52E+00 2,86E-01 4,26E-01 4,31E-01 
0,7 7,69E-01 1,45E+00 1,51E+00 2,77E-01 4,05E-01 4,10E-01 
0,8 7,70E-01 1,44E+00 1,50E+00 2,70E-01 3,87E-01 3,91E-01 
0,9 7,73E-01 1,44E+00 1,50E+00 2,62E-01 3,71E-01 3,75E-01 
1 7,76E-01 1,44E+00 1,50E+00 2,56E-01 3,57E-01 3,61E-01 

1,1 7,79E-01 1,44E+00 1,50E+00 2,50E-01 3,45E-01 3,49E-01 
1,2 7,83E-01 1,45E+00 1,50E+00 2,44E-01 3,34E-01 3,37E-01 
1,3 7,87E-01 1,45E+00 1,51E+00 2,39E-01 3,23E-01 3,27E-01 
1,4 7,91E-01 1,46E+00 1,51E+00 2,34E-01 3,14E-01 3,17E-01 
1,5 7,95E-01 1,47E+00 1,52E+00 2,29E-01 3,05E-01 3,08E-01 
1,6 7,80E-01 1,47E+00 1,53E+00 2,24E-01 2,97E-01 3,00E-01 
1,7 8,05E-01 1,48E+00 1,53E+00 2,20E-01 2,89E-01 2,92E-01 
1,8 8,10E-01 1,49E+00 1,54E+00 2,16E-01 2,82E-01 2,85E-01 
1,9 8,15E-01 1,50E+00 1,55E+00 2,12E-01 2,75E-01 2,78E-01 
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  GP GT 
δ α/b = 1 α/b = α/b = α/b = 1 α/b = α/b = 0,05
2 8,20E-01 1,51E+00 1,56E+00 2,08E-01 2,69E-01 2,71E-01 

2,2 8,30E-01 1,53E+00 1,58E+00 2,01E-01 2,57E-01 2,59E-01 
2,4 8,41E-01 1,55E+00 1,60E+00 1,94E-01 2,46E-01 2,48E-01 
2,6 8,52E-01 1,58E+00 1,63E+00 1,89E-01 2,37E-01 2,39E-01 
2,8 8,64E-01 1,60E+00 1,65E+00 1,83E-01 2,28E-01 2,30E-01 
3 8,75E-01 1,62E+00 1,68E+00 1,78E-01 2,19E-01 2,21E-01 

3,2 8,87E-01 1,65E+00 1,70E+00 1,73E-01 2,12E-01 2,14E-01 
3,4 8,99E-01 1,67E+00 1,73E+00 1,68E-01 2,05E-01 2,06E-01 
3,6 9,11E-01 1,70E+00 1,75E+00 1,63E-01 1,98E-01 2,00E-01 
3,8 9,23E-01 1,73E+00 1,78E+00 1,59E-01 1,92E-01 1,93E-01 
4 9,35E-01 1,75E+00 1,81E+00 1,55E-01 1,86E-01 1,87E-01 

4,2 9,48E-01 1,78E+00 1,83E+00 1,51E-01 1,81E-01 1,82E-01 
4,4 9,60E-01 1,81E+00 1,86E+00 1,48E-01 1,75E-01 1,78E-01 
4,6 9,73E-01 1,83E+00 1,89E+00 1,44E-01 1,71E-01 1,72E-01 
4,8 9,85E-01 1,86E+00 1,92E+00 1,41E-01 1,66E-01 1,67E-01 
5 9,98E-01 1,89E+00 1,95E+00 1,38E-01 1,62E-01 1,63E-01 

5,5 1,03E+00 1,96E+00 2,02E+00 1,30E-01 1,52E-01 1,53E-01 
6 1,06E+00 2,03E+00 2,09E+00 1,24E-01 1,43E-01 1,44E-01 

6,5 1,09E+00 2,10E+00 2,17E+00 1,18E-01 1,35E-01 1,36E-01 
7 1,13E+00 2,17E+00 2,24E+00 1,12E-01 1,28E-01 1,29E-01 
8 1,19E+00 2,32E+00 2,39E+00 1,03E-01 1,16E-01 1,16E-01 
9 1,26E+00 2,47E+00 2,55E+00 9,48E-02 1,06E-01 1,06E-01 
10 1,33E+00 2,62E+00 2,70E+00 8,79E-02 9,72E-02 9,77E-02 
11 1,39E+00 2,77E+00 2,86E+00 8,19E-02 9,00E-02 9,04E-02 
13 1,53E+00 3,08E+00 3,17E+00 7,20E-02 7,83E-02 7,87E-02 
15 1,67E+00 3,38E+00 3,49E+00 6,42E-02 6,93E-02 6,96E-02 
18 1,88E+00 3,85E+00 3,97E+00 5,53E-02 5,91E-02 5,94E-02 
20 2,01E+00 4,16E+00 4,29E+00 5,06E-02 5,39E-02 5,41E-02 
22 2,15E+00 4,47E+00 4,62E+00 4,66E-02 4,95E-02 4,96E-02 
24 2,29E+00 4,58E+00 4,94E+00 4,33E-02 4,58E-02 4,59E-02 
26 2,43E+00 5,10E+00 5,27E+00 4,03E-02 4,26E-02 4,27E-02 

 



45 

 

 

 

  GP GT 
δ α/b = 1 α/b = 0,1 α/b = α/b = 1 α/b = 0,1 α/b = 0,05
28 2,58E+00 5,42E+00 5,60E+00 3,78E-02 3,99E-02 4,00E-02 
30 2,72E+00 5,74E+00 5,93E+00 3,56E-02 3,74E-02 3,76E-02 
32 2,86E+00 6,06E+00 6,26E+00 3,36E-02 3,53E-02 3,54E-02 
34 3,00E+00 6,38E+00 6,59E+00 3,18E-02 3,34E-02 3,35E-02 
36 3,14E+00 6,71E+00 6,93E+00 3,02E-02 3,18E-02 3,19E-02 
38 3,29E+00 7,03E+00 7,27E+00 2,88E-02 3,03E-02 3,04E-02 
40 3,43E+00 7,36E+00 7,60E+00 2,75E-02 2,89E-02 2,90E-02 
42 3,57E+00 7,69E+00 7,94E+00 2,63E-02 2,77E-02 2,78E-02 
44 3,72E+00 8,02E+00 8,29E+00 2,53E-02 2,66E-02 2,66E-02 
46 3,86E+00 8,35E+00 8,63E+00 2,43E-02 2,55E-02 2,56E-02 
48 4,01E+00 8,69E+00 8,98E+00 2,34E-02 2,46E-02 2,47E-02 
50 4,15E+00 9,02E+00 9,32E+00 2,25E-02 2,37E-02 2,38E-02 
52 4,30E+00 9,36E+00 9,67E+00 2,17E-02 2,30E-02 2,30E-02 
54 4,45E+00 9,70E+00 1,00E+01 2,10E-02 2,22E-02 2,23E-02 
56 4,60E+00 1,00E+01 1,04E+01 2,04E-02 2,15E-02 2,16E-02 
58 4,74E+00 1,04E+01 1,07E+01 1,97E-02 2,09E-02 2,10E-02 
60 4,89E+00 1,07E+01 1,11E+01 1,91E-02 2,03E-02 2,04E-02 
65 5,26E+00 1,16E+01 1,20E+01 1,78E-02 1,90E-02 1,90E-02 
70 5,64E+00 1,24E+01 1,28E+01 1,67E-02 1,78E-02 1,78E-02 
80 6,40E+00 1,40E+01 1,44E+01 1,49E-02 1,58E-02 1,58E-02 
85 6,79E+00 1,47E+01 1,51E+01 1,41E-02 1,49E-02 1,49E-02 
90 7,17E+00 1,53E+01 1,58E+01 1,35E-02 1,41E-02 1,41E-02 
95 7,54E+00 1,59E+01 1,64E+01 1,28E-02 1,34E-02 1,33E-02 

100 7,91E+00 1,64E+01 1,69E+01 1,23E-02 1,26E-02 1,26E-02 
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Πίνακας 5. Αδιάστατη παροχή λόγω βαθµίδας πίεσης και θερµοκρασίας σε όλο το εύρος του δ  για τριγωνική και τραπεζοειδείς διατοµές.  

  GP GT 

  Ισοσκελής 
τριγωνική 

Τραπεζοειδής Ισοσκελής 
τριγωνική 

Τραπεζοειδής 

δ   b/B=0,25  b/B=0,5 b/B=0,75    b/B=0,25  b/B=0,5  
0 9,33E-01 9,04E-01 9,18E-01 9,98E-01 4,66E-01 4,52E-01 4,59E-01 4,99E-01 

0,00001 9,33E-01 9,04E-01 9,18E-01 9,98E-01 4,66E-01 4,52E-01 4,59E-01 4,99E-01 
0,0001 9,33E-01 9,04E-01 9,17E-01 9,98E-01 4,66E-01 4,52E-01 4,58E-01 4,99E-01 
0,001 9,32E-01 9,03E-01 9,16E-01 9,96E-01 4,65E-01 4,51E-01 4,57E-01 4,97E-01 
0,01 9,22E-01 8,94E-01 9,06E-01 9,81E-01 4,54E-01 4,41E-01 4,46E-01 4,81E-01 
0,02 9,13E-01 8,86E-01 8,98E-01 9,68E-01 4,44E-01 4,31E-01 4,36E-01 4,67E-01 
0,04 9,00E-01 8,73E-01 8,84E-01 9,49E-01 4,29E-01 4,17E-01 4,21E-01 4,46E-01 
0,05 8,95E-01 8,69E-01 8,79E-01 9,41E-01 4,22E-01 4,11E-01 4,14E-01 4,38E-01 
0,08 8,83E-01 8,57E-01 8,67E-01 9,23E-01 4,07E-01 3,96E-01 3,99E-01 4,17E-01 
0,1 8,77E-01 8,52E-01 8,60E-01 9,13E-01 3,98E-01 3,88E-01 3,90E-01 4,06E-01 
0,2 8,58E-01 8,33E-01 8,40E-01 8,80E-01 3,67E-01 3,58E-01 3,59E-01 3,67E-01 
0,3 8,47E-01 8,24E-01 8,29E-01 8,60E-01 3,45E-01 3,38E-01 3,38E-01 3,40E-01 
0,4 8,42E-01 8,19E-01 8,22E-01 8,47E-01 3,29E-01 3,22E-01 3,21E-01 3,20E-01 
0,5 8,39E-01 8,16E-01 8,18E-01 8,37E-01 3,15E-01 3,09E-01 3,07E-01 3,03E-01 
0,6 8,38E-01 8,15E-01 8,16E-01 8,30E-01 3,03E-01 2,97E-01 2,95E-01 2,90E-01 
0,7 8,38E-01 8,15E-01 8,15E-01 8,25E-01 2,92E-01 2,87E-01 2,85E-01 2,78E-01 
0,8 8,39E-01 8,17E-01 8,16E-01 8,21E-01 2,83E-01 2,78E-01 2,76E-01 2,68E-01 
0,9 8,41E-01 8,19E-01 8,17E-01 8,18E-01 2,74E-01 2,70E-01 2,68E-01 2,59E-01 
1 8,43E-01 8,21E-01 8,19E-01 8,17E-01 2,67E-01 2,63E-01 2,60E-01 2,51E-01 

1,1 8,46E-01 8,24E-01 8,21E-01 8,16E-01 2,60E-01 2,56E-01 2,53E-01 2,44E-01 
1,2 8,50E-01 8,28E-01 8,24E-01 8,15E-01 2,53E-01 2,50E-01 2,47E-01 2,37E-01 
1,3 8,53E-01 8,31E-01 8,27E-01 8,16E-01 2,47E-01 2,44E-01 2,41E-01 2,31E-01 
1,4 8,59E-01 8,35E-01 8,30E-01 8,16E-01 2,42E-01 2,38E-01 2,36E-01 2,25E-01 
1,5 8,63E-01 8,40E-01 8,33E-01 8,17E-01 2,36E-01 2,33E-01 2,30E-01 2,20E-01 
1,6 8,68E-01 8,44E-01 8,37E-01 8,19E-01 2,31E-01 2,28E-01 2,25E-01 2,15E-01 
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  GP GT 

  Ισοσκελής 
τριγωνική 

Τραπεζοειδής 
Ισοσκελή

ς 
τριγωνική 

Τραπεζοειδής 

δ   b/B=0,25  b/B=0,5 b/B=0,75    b/B=0,25  b/B=0,5  
1,7 8,72E-01 8,49E-01 8,41E-01 8,20E-01 2,26E-01 2,24E-01 2,21E-01 2,10E-01 
1,8 8,77E-01 8,54E-01 8,45E-01 8,22E-01 2,22E-01 2,19E-01 2,16E-01 2,06E-01 
1,9 8,82E-01 8,59E-01 8,50E-01 8,24E-01 2,17E-01 2,15E-01 2,12E-01 2,02E-01 
2 8,88E-01 8,64E-01 8,54E-01 8,27E-01 2,13E-01 2,11E-01 2,08E-01 1,98E-01 

2,2 8,98E-01 8,74E-01 8,64E-01 8,32E-01 2,05E-01 2,04E-01 2,01E-01 1,91E-01 
2,4 9,10E-01 8,85E-01 8,73E-01 8,37E-01 1,98E-01 1,97E-01 1,94E-01 1,84E-01 
2,6 9,21E-01 8,96E-01 8,83E-01 8,44E-01 1,91E-01 1,90E-01 1,87E-01 1,78E-01 
2,8 9,33E-01 9,08E-01 8,94E-01 8,50E-01 1,85E-01 1,84E-01 1,81E-01 1,73E-01 
3 9,45E-01 9,20E-01 9,04E-01 8,57E-01 1,80E-01 1,79E-01 1,76E-01 1,67E-01 

3,2 9,57E-01 9,32E-01 9,15E-01 8,65E-01 1,74E-01 1,73E-01 1,71E-01 1,63E-01 
3,4 9,70E-01 9,44E-01 9,26E-01 8,72E-01 1,69E-01 1,68E-01 1,66E-01 1,58E-01 
3,6 9,82E-01 9,56E-01 9,37E-01 8,80E-01 1,64E-01 1,64E-01 1,61E-01 1,55E-01 
3,8 9,95E-01 9,68E-01 9,49E-01 8,88E-01 1,60E-01 1,59E-01 1,57E-01 1,50E-01 
4 1,01E+00 9,81E-01 9,60E-01 8,96E-01 1,56E-01 1,55E-01 1,53E-01 1,46E-01 

4,2 1,02E+00 9,94E-01 9,71E-01 9,05E-01 1,52E-01 1,51E-01 1,49E-01 1,43E-01 
4,4 1,03E+00 1,01E+00 9,83E-01 9,13E-01 1,48E-01 1,48E-01 1,46E-01 1,39E-01 
4,6 1,05E+00 1,02E+00 9,94E-01 9,22E-01 1,44E-01 1,44E-01 1,42E-01 1,36E-01 
4,8 1,06E+00 1,03E+00 1,01E+00 9,31E-01 1,41E-01 1,41E-01 1,39E-01 1,33E-01 
5 1,07E+00 1,05E+00 1,02E+00 9,39E-01 1,38E-01 1,37E-01 1,36E-01 1,30E-01 

5,5 1,11E+00 1,08E+00 1,05E+00 9,62E-01 1,30E-01 1,30E-01 1,28E-01 1,23E-01 
6 1,14E+00 1,11E+00 1,08E+00 9,85E-01 1,23E-01 1,23E-01 1,22E-01 1,17E-01 

6,5 1,17E+00 1,14E+00 1,11E+00 1,01E+00 1,17E-01 1,17E-01 1,16E-01 1,12E-01 
7  1,21E+00 1,18E+00 1,14E+00 1,03E+00 1,12E-01 1,12E-01 1,11E-01 1,07E-01 
8 1,28E+00 1,25E+00 1,20E+00 1,08E+00 1,02E-01 1,02E-01 1,01E-01 9,84E-02 
9 1,35E+00 1,31E+00 1,27E+00 1,13E+00 9,39E-02 9,42E-02 9,34E-02 9,10E-02 

10 1,42E+00 1,38E+00 1,33E+00 1,18E+00 8,70E-02 8,73E-02 8,67E-02 8,46E-02 
11 1,49E+00 1,45E+00 1,39E+00 1,23E+00 8,10E-02 8,13E-02 8,08E-02 7,91E-02 
13 1,63E+00 1,59E+00 1,52E+00 1,33E+00 7,12E-02 7,15E-02 7,11E-02 6,99E-02 
15 1,78E+00 1,73E+00 1,66E+00 1,44E+00 6,35E-02 6,37E-02 6,35E-02 6,26E-02 
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  GP GT 
  Ισοσκελής Τραπεζοειδής Ισοσκελή Τραπεζοειδής 
δ   b/B=0,25  b/B=0,5 b/B=0,75    b/B=0,25  b/B=0,5  
18 2,00E+00 1,95E+00 1,85E+00 1,60E+00 5,47E-02 5,48E-02 5,47E-02 5,40E-02 
20 2,14E+00 2,09E+00 1,98E+00 1,70E+00 5,00E-02 5,01E-02 5,00E-02 4,95E-02 
22 2,29E+00 2,23E+00 2,12E+00 1,81E+00 4,61E-02 4,62E-02 4,61E-02 4,57E-02 
24 2,44E+00 2,37E+00 2,25E+00 1,91E+00 4,27E-02 4,28E-02 4,27E-02 4,24E-02 
26 2,58E+00 2,52E+00 2,38E+00 2,02E+00 3,98E-02 3,99E-02 3,98E-02 3,95E-02 
28 2,73E+00 2,66E+00 2,52E+00 2,13E+00 3,72E-02 3,73E-02 3,73E-02 3,70E-02 
30 2,88E+00 2,80E+00 2,65E+00 2,23E+00 3,50E-02 3,51E-02 3,50E-02 3,48E-02 
32 3,02E+00 2,95E+00 2,78E+00 2,34E+00 3,30E-02 3,31E-02 3,31E-02 3,29E-02 
34 3,17E+00 3,09E+00 2,92E+00 2,45E+00 3,13E-02 3,13E-02 3,13E-02 3,11E-02 
36 3,32E+00 3,24E+00 3,05E+00 2,56E+00 2,97E-02 2,97E-02 2,97E-02 2,95E-02 
38 3,47E+00 3,38E+00 3,18E+00 2,66E+00 2,82E-02 2,83E-02 2,82E-02 2,81E-02 
40 3,61E+00 3,52E+00 3,32E+00 2,77E+00 2,69E-02 2,70E-02 2,69E-02 2,68E-02 
42 3,76E+00 3,67E+00 3,45E+00 2,88E+00 2,57E-02 2,58E-02 2,57E-02 2,56E-02 
44 3,91E+00 3,81E+00 3,58E+00 2,98E+00 2,46E-02 2,47E-02 2,46E-02 2,45E-02 
46 4,05E+00 3,95E+00 3,72E+00 3,09E+00 2,36E-02 2,37E-02 2,36E-02 2,35E-02 
48 4,20E+00 4,10E+00 3,85E+00 3,20E+00 2,27E-02 2,27E-02 2,27E-02 2,26E-02 
50 4,35E+00 4,24E+00 3,98E+00 3,31E+00 2,18E-02 2,19E-02 2,19E-02 2,17E-02 
52 4,50E+00 4,38E+00 4,12E+00 3,41E+00 2,10E-02 2,11E-02 2,11E-02 2,10E-02 
54 4,64E+00 4,53E+00 4,25E+00 3,52E+00 2,03E-02 2,03E-02 2,03E-02 2,02E-02 
56 4,79E+00 4,67E+00 4,38E+00 3,63E+00 1,96E-02 1,97E-02 1,96E-02 1,95E-02 
58 4,92E+00 4,81E+00 4,52E+00 3,73E+00 1,90E-02 1,90E-02 1,90E-02 1,89E-02 
60 5,08E+00 4,96E+00 4,65E+00 3,84E+00 1,84E-02 1,84E-02 1,84E-02 1,83E-02 
65 5,45E+00 5,31E+00 4,98E+00 4,11E+00 1,70E-02 1,70E-02 1,70E-02 1,69E-02 
70 5,82E+00 5,67E+00 5,32E+00 4,37E+00 1,58E-02 1,59E-02 1,59E-02 1,58E-01 
80 6,55E+00 6,39E+00 5,98E+00 4,91E+00 1,39E-02 1,39E-02 1,39E-02 1,38E-02 
85 6,91E+00 6,74E+00 6,31E+00 5,17E+00 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 
90 7,28E+00 7,10E+00 6,64E+00 5,44E+00 1,24E-02 1,24E-02 1,24E-02 1,23E-02 
95 7,64E+00 7,45E+00 6,97E+00 5,70E+00 1,18E-02 1,18E-02 1,18E-02 1,17E-02 
100 8,00E+00 7,81E+00 7,30E+00 5,97E+00 1,12E-02 1,12E-02 1,12E-02 1,11E-02 
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4.6 Αριθµός Pouseuille 

Ο αριθµός Pouseuille [21, 22, 23] στη βιβλιογραφία ορίζεται συνήθως ως  

RePo f= ×                 (30) 

όπου 

'

'2
0

8 wf
u
τ

ρ
=                    (31) 

είναι ο συντελεστής τριβής Darcy και Re είναι ο αριθµός Reynolds της ροής που δίνεται 

από την εξίσωση  

0

0

'
hu DRe ρ

µ
= .              (32) 

Στην Εξ. (31) το '
wτ  είναι η µέση διατµητική τάση του τοιχώµατος, η οποία υπολογίζεται 

ολοκληρώνοντας τη διατµητική τάση του τοιχώµατος '
wτ  πάνω στη περίµετρο Γ . 

Αντικαθιστώντας τις Εξ. (31) και (32) στην (30) προκύπτει 

'

'
0

8 w hDPo
u

τ
µ

=                  (33) 

Εφόσον οι ροές που µελετώνται στην παρούσα διπλωµατική εργασία θεωρούνται 

πλήρως ανεπτυγµένες και δεν υπάρχει µεταβολή στη ροή ορµής στην κατεύθυνση z , 

προκύπτει από το αντίστοιχο ισοζύγιο σε ένα στοιχειώδη όγκο dV Adz=  ότι 

' .w
A dP

dz
τ

Γ
=               (34) 

Αδιαστατοποιώντας την Εξ. (34) και χρησιµοποιώντας τη σχέση / 1/ 4A Γ =  βρίσκουµε  

'

0

1 .
2 2 8

w
w

P

A
P X
ττ

Γ
= = =          (35) 



50 

 

Το αποτέλεσµα αυτό είναι πάντα έγκυρο ανεξάρτητα από τη διατοµή του µικροαγωγού. 

Στη συνέχεια, η Εξ. (33) αδιαστατοποιείται ως 

'
0

'
0 0 0

8 8 2 16w h w P h w

P

D P X DPo
u u X u

τ τ τ δ
µ µ υ

= = =     (36) 

όπου 

( )
'

0

1 ,
P A

uu u x y dA
X Aυ

= = ∫                    (37) 

είναι η αδιάστατη µέση ταχύτητα. Τελικά, εισάγουµε την Εξ. (35) στην (36) και 

προκύπτει µία απλή σχέση για τον αριθµό Pouseuille σε σχέση µε κινητικές ποσότητες: 

2 .Po
u
δ

=                                             (38) 

Η έκφραση αυτή ισχύει για κάθε διατοµή και για κάθε βαθµό αραιοποίησης. 

Στον Πίνακα 6 δίνεται ο αριθµός  Pouseuille για κάθε διατοµή που εξετάζεται σε όλο 

το εύρος της παραµέτρου αραιοποίησης. Οι τιµές του αριθµού Pouseuille της κυκλικής 

διατοµής έχουν παρθεί από το [21], ενώ όλες οι υπόλοιπες έχουν υπολογισθεί στο 

πλαίσιο της διπλωµατικής εργασίας. Παρατηρούµε ότι ανεξάρτητα διατοµής τα 

αποτελέσµατα του πίνακα χωρίζονται σε τρεις οµάδες µε βάση την παράµετρο 

αραιοποίησης. Στην πρώτη περιοχή για 3 110 10δ− −≤ ≤  (ελεύθερη µοριακή περιοχή) ο 

αριθµός Pouseuille αυξάνεται αναλογικά µε την παράµετρο δ . Στη δεύτερη περιοχή για 

110 10δ− ≤ ≤  (µεταβατική περιοχή) ο αριθµός Pouseuille εξακολουθεί να αυξάνεται αλλά 

µε µικρότερο ρυθµό. Τέλος για 10δ ≥  (περιοχή ολίσθησης και υδροδυναµική περιοχή) ο 

αριθµός Pouseuille αυξάνεται πάρα πολύ αργά και τείνει ασυµπτωτικά στις τιµές που 

αντιστοιχούν στο υδροδυναµικό όριο.  
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Πίνακας 6. Αριθµός Pouseuille σε όλο το εύρος της παραµέτρου αραιοποίησης και διάφορες διατοµές. 

 Po  
δ  Κυκλική   Ορθογώνια  Τριγωνική   Τραπεζοειδής   

   a/b=1 a/b=0,1 a/b=0,05  b/B=0,25 b/B=0,5 b/B=0,75 

0,001 5,33E-03 4,78E-03 2,03E-03 1,71E-03 4,29E-03 4,43E-03 4,37E-03 4,01E-03 

0,01 5,38E-02 4,83E-02 2,10E-02 1,81E-02 4,34E-02 4,47E-02 4,41E-02 4,08E-02 

0,1 5,60E-01 5,03E-01 2,39E-01 2,18E-01 4,56E-01 4,70E-01 4,65E-01 4,38E-01 

0,3 1,73E+00 1,55E+00 7,88E-01 7,43E-01 1,42E+00 1,46E+00 1,45E+00 1,40E+00 

0,5 2,90E+00 2,61E+00 1,36E+00 1,30E+00 2,38E+00 2,45E+00 2,44E+00 2,39E+00 

1 5,77E+00 5,16E+00 2,77E+00 2,67E+00 4,74E+00 4,87E+00 4,89E+00 4,90E+00 

1,5 8,46E+00 7,54E+00 4,09E+00 3,95E+00 6,95E+00 7,15E+00 7,20E+00 7,34E+00 

2 1,10E+01 9,76E+00 5,30E+00 5,13E+00 9,01E+00 9,26E+00 9,36E+00 9,68E+00 

3 1,54E+01 1,37E+01 7,39E+00 7,16E+00 1,27E+01 1,30E+01 1,33E+01 1,40E+01 

4 1,93E+01 1,71E+01 9,13E+00 8,85E+00 1,59E+01 1,63E+01 1,67E+01 1,79E+01 

5 2,26E+01 2,00E+01 1,06E+01 1,03E+01 1,86E+01 1,91E+01 1,96E+01 2,13E+01 

6 2,55E+01 2,26E+01 1,18E+01 1,15E+01 2,10E+01 2,16E+01 2,22E+01 2,44E+01 

8 3,03E+01 2,68E+01 1,38E+01 1,34E+01 2,50E+01 2,57E+01 2,66E+01 2,96E+01 

9 3,23E+01 2,86E+01 1,46E+01 1,41E+01 2,67E+01 2,74E+01 2,84E+01 3,18E+01 

10 3,40E+01 3,01E+01 1,53E+01 1,48E+01 2,82E+01 2,89E+01 3,01E+01 3,39E+01 

20 4,49E+01 3,97E+01 1,92E+01 1,86E+01 3,73E+01 3,83E+01 4,03E+01 4,70E+01 

30 5,00E+01 4,42E+01 2,09E+01 2,02E+01 4,17E+01 4,28E+01 4,53E+01 5,37E+01 

40 5,30E+01 4,66E+01 2,17E+01 2,10E+01 4,43E+01 4,54E+01 4,82E+01 5,78E+01 

50 5,49E+01 4,81E+01 2,22E+01 2,14E+01 4,60E+01 4,72E+01 5,02E+01 6,05E+01 

100 5,91E+01 5,05E+01 2,44E+01 2,37E+01 5,00E+01 5,12E+01 5,48E+01 6,71E+01 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΑΡΟΧΗΣ ΜΑΖΑΣ ΚΑΙ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΠΙΕΣΗΣ  

 

5.1 Ροή λόγω βαθµίδας πίεσης 

Στη παράγραφο αυτή παρουσιάζονται οι µεθοδολογίες υπολογισµού παροχής µάζας 

και κατανοµής πίεσης για ροές που οφείλονται σε διαφορά πίεσης [14].  

5.1.1 Παροχή µάζας 

Το πλέον βασικό µέγεθος που ενδιαφέρει σε εσωτερικές ροές είναι η παροχή µάζας 

[8], η οποία προκύπτει ολοκληρώνοντας την κατανοµή της ταχύτητας σε µία διατοµή του 

αγωγού: 

( ) ( , )p
A

M z u x y dAρ= ∫                 (39) 

Το ολοκλήρωµα  της Εξ. (39) αδιαστατοποιείται κάνοντας χρήση των αδιάστατων 

µεγεθών, όπως αυτά έχουν οριστεί σε προηγούµενο κεφάλαιο,  σε συνδυασµό µε την Εξ. 

(2) και την καταστατική εξίσωση των αερίων ( ( ) ( ) 22 /z P zρ υ= ): 

3
3 3

0
0 0

2 2 h
P h p P h p P p

A A A

DP M PM X D u dA X D u dA X u dA
A A

ρυ
υ υ

= = ⇒ =∫ ∫ ∫         (40) 

Άρα τελικά έχουµε 
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0 0

h
P P

AD dP A dPM G G
dz dzυ υ

= =       (41) 

όπου το PG  δίδεται από το ολοκλήρωµα 

2 ( , )P PG u x y dxdy
A

= ∫∫   (42) 

Παρατηρούµε ότι η ποσότητα PG  είναι ο αδιάστατος συντελεστής Poiseuille που έχει 

υπολογισθεί στην Παράγραφο 4.5 για όλες τις διατοµές που εξετάζονται.  

Στη συνέχεια ορίζουµε την παροχή µάζας και µε τον εναλλακτικό τύπο 

*
0

hAD PM G
L
∆

υ
=    (43) 

όπου 1 2P P P∆ = −  µε 1P  και 2P  να αντιστοιχούν στις πιέσεις εισόδου και εξόδου,  L  

είναι το µήκος του αγωγού και *G  είναι µία άγνωστη ποσότητα που θα προκύψει στη 

συνέχεια έτσι ώστε η έκφραση (43) να είναι ορθή. Αφού η αριστερή πλευρά των Εξ. (41) 

και (43) είναι ίσες εξισώνουµε την δεξιά πλευρά των δύο εκφράσεων για την παροχή 

µάζας και γράφουµε 

* * *
0 0

h h
P P P

AD ADdP P dP P dP dzG G G G G G
dz L dz L P Lυ υ

∆ ∆
= ⇒ = ⇒ =

∆
     (44) 

Με βάση τον ορισµό της παραµέτρου αραιοποίησης και λαµβάνοντας υπόψη ότι η 

θερµοκρασία παραµένει σταθερή κατά µήκος της ροής λόγω διαφοράς πίεσης εύκολα 

προκύπτει ότι dP d
P

δ
∆ ∆δ

= . Εποµένως ξαναγράφουµε την Εξ. (44) ως 

*P
d dzG G

L
δ
δ
=

∆
         (45) 

Ολοκληρώνουµε κατά µήκος του αγωγού  
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2

1

0
*

1 2

1
L

P

dz
G d G

L
δ

δ
δ

δ δ
=

−
∫

∫       (46) 

και βρίσκουµε 

2

1
*

1 2

1
PG G d

δ

δ
δ

δ δ
=

− ∫         (47) 

Όταν η πτώση πίεσης κατά µήκος του αγωγού είναι µικρή τότε η Εξ.(47) 

απλοποιείται θεωρώντας ότι η µεταβολή του δ  και εποµένως του PG  είναι επίσης 

µικρή. Προσεγγιστικά θεωρούµε ότι  

* 0( )PG G δ=         (48) 

όπου ( )0 1 2
1
2

δ δ δ= + . 

Όµως όταν η πτώση πίεσης κατά µήκος του αγωγού είναι µεγάλη τότε πρέπει να 

εφαρµόζεται η σχέση (47). 

Στην συνέχεια περιγράφεται η διαδικασία υπολογισµού της παροχής µάζας M  σε 

συγκεκριµένες εφαρµογές. Η διατοµή A , η περίµετρος Γ και το µήκος L του αγωγού 

είναι καθορισµένα και γνωστά. Βασιζόµενοι σε αυτά τα χαρακτηριστικά υπολογίζεται η 

υδραυλική διάµετρος Dh και στη συνέχεια οι αδιάστατες ποσότητες Α και Γ. 

Επιπροσθέτως, γνωστές είναι και οι πιέσεις εισόδου και εξόδου  1P  και  2P  αντίστοιχα, 

καθώς και η θερµοκρασία αναφοράς T0. Τέλος, ο τύπος του αερίου και εποµένως η 

µοριακή του ταχύτητα υ0 είναι γνωστά. Εφαρµόζουµε την παραπάνω µεθοδολογία σε 

έναν αγωγό µε µήκος L = 1.28m και διάµετρο D = Dh = 0.01596m σε θερµοκρασία 

αναφοράς T0 = 290.68Κ και θεωρώντας ότι το αέριο είναι άζωτο, οπότε  το ιξώδες του 

είναι µ0 = 1.736kg/m-s και η σταθερά R = 296.92kJ/kg-K. Εποµένως από την Εξ. (43) 

µπορούµε να υπολογίσουµε την παροχή µάζας, εφόσον βέβαια είναι γνωστή η ποσότητα 

*G . Όπως είπαµε για τον υπολογισµό της παραµέτρου ροής *G  χρησιµοποιούνται οι δύο 
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εξισώσεις, (47) και (48) ανάλογα µε την διαφορά πίεσης. Ποσοτικά αποτελέσµατα για 

την παροχή µάζας έχοντας δεδοµένες διαφορές πίεσης δίδονται στον Πίνακα 7 µε βάση 

την Εξ. (47). Στον ίδιο Πίνακα παρουσιάζεται και η σχετική ποσοστιαία διαφορά ανά 

περίπτωση µεταξύ των αποτελεσµάτων που µας παρέχουν οι Εξ. (47) και (48). 

Παρατηρούµε στον Πίνακα 7 ότι η παροχή µάζας λαµβάνει γενικά πολύ µικρές τιµές, 

κάτι που είναι αναµενόµενο λόγω των συνθηκών και της γεωµετρίας. Ένας σηµαντικός 

παράγοντας που καθορίζει το µέγεθος της παροχής είναι η διαφορά πίεσης στα άκρα του 

αγωγού, όπου οι µεγαλύτερες διαφορές δίνουν και µεγαλύτερες παροχές. Επιπλέον 

παρατηρούµε ότι ο ρυθµός αύξησης της παροχής δεν είναι ανάλογος της αύξησης της 

διαφοράς πίεσης, αλλά από ένα σηµείο και µετά η παροχή αυξάνεται ελάχιστα παρά την 

µεγάλη βαθµίδα πίεσης στον αγωγό. Αυτή η συµπεριφορά γίνεται πιο εµφανής όσο το 

περιβάλλον γίνεται πιο αραιό. Τέλος παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα που λαµβάνουµε 

από τον υπολογισµό της παροχής ανεξάρτητα από τον τρόπο υπολογισµού της 

παραµέτρου *G  διαφέρουν ελάχιστα, και σε κάθε περίπτωση η σχετική διαφορά είναι 

µικρότερη του 2% . Αυτή η παρατήρηση δείχνει ότι η Εξ. (48), αν και σχετικά απλή, 

είναι πολύ ικανοποιητική για τον  υπολογισµό της παροχής µάζας και δεν κρίνεται 

απαραίτητη η χρήση της πιο απαιτητικής και περίπλοκης Εξ. (47). 

 

5.1.2 Κατανοµή πίεσης 

Μετά τον υπολογισµό της παροχής µάζας M , είναι εφικτό να υπολογιστεί η και η 

κατανοµή της πίεσης κατά µήκος του αγωγού κάνοντας χρήση της Εξ. (41) που τώρα 

γράφεται στη µορφή 
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( ) ( )
0 0

P h P

M MdP dP
dz G AD dz G A

υ υ
δ δ

= ⇒ =   .                              (49) 

Για τον ευκολότερο υπολογισµό και προγραµµατισµό της κατανοµής πίεσης εισάγεται η 

νέα αδιάστατη µεταβλητή 
/ h

zz
L D

′ = , όπου 0 ' 1z≤ ≤ . Η Εξ.(49) γράφεται στη µορφή 

( )
0

P h

M LdP
dz G AD

υ
δ

=
′

            (50) 

και επιλύεται σαν ένα πρόβληµα αρχικών τιµών, όπου η Εξ. (50) είναι µία συνήθης 

διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, µε αρχική συνθήκη ( ) 10P P= . Το πρόβληµα 

επιλύεται αριθµητικά εφαρµόζοντας ένα σχήµα αριθµητικής ολοκλήρωσης. Στην 

συγκεκριµένη περίπτωση χωρίζεται η απόσταση 0 1z′≤ ≤  σε N διαστήµατα µήκους z′∆  

και εφαρµόζεται ένα σχήµα Euler πρώτης τάξης. Η έκφραση πεπερασµένων διαφορών 

είναι 

( ) ( ) ( )
0

1
1

i i
h P i

M L zP z P z
AD G
υ

δ−
−

′∆′ ′= + , i = 1,2,…,N ,                            (51) 

η οποία παράγει την κατανοµή πίεσης κατά µήκος του αγωγού. Εφόσον όλη η διαδικασία 

έχει γίνει σωστά και η διακριτοποίηση είναι αρκετά πυκνή, στην θέση 1z =  η πίεση 

( ) 21P P=  ανακτάται.  

Στο Σχήµα  7 παρουσιάζεται ο λόγος της πίεσης στην έξοδο του αγωγού, όπως αυτός 

υπολογίστηκε από την Εξ. (51), προς την πίεση που θα έπρεπε να βρει κανείς στο ίδιο 

σηµείο µε βάση την παροχή µάζας και την πίεση στην είσοδο του αγωγού. Στο 

διάγραµµα αυτό παρατηρούµε ότι για µεγάλες βαθµίδες πίεσης στον αγωγό τα 

αποτελέσµατα που λαµβάνουµε εφαρµόζοντας το αριθµητικό σχήµα της Εξ. (51) 
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εµφανίζουν απρόσµενα µεγάλη απόκλιση από την αναµενόµενη τιµή. Η απόκλιση αυτή 

γίνεται πιο έντονη όσο το περιβάλλον της ροής πυκνώνει. 

Η αιτία του σφάλµατος οφείλεται στον τρόπο υπολογισµού της παροχής µάζας που 

έγινε µε βάση την Εξ. (48). Από το Σχήµα 5 αδιάστατης παροχής – παραµέτρου 

αραιοποίησης φαίνεται ότι ειδικά για τιµές του δ  όπου η κλίση της καµπύλης των 

αποτελεσµάτων αλλάζει είναι ορθότερη η χρήση της Εξ. (47) για τον υπολογισµό της 

παραµέτρου ροής *G  και στη συνέχεια της παροχής µάζας. Σε αυτές τις περιπτώσεις 

παύει να ισχύει ότι όταν η πτώση πίεσης είναι µικρή µπορούµε να εφαρµόσουµε την Εξ. 

(48). 

Στο Σχήµα 8 δίνεται το ίδιο διάγραµµα µε αυτό του Σχήµατος 7, αλλά µε τη βασική 

διαφορά ότι η παροχή µάζας που χρησιµοποιείται στην Εξ. (51) είχε προκύψει από την 

Εξ. (47). Οι δύο πιέσεις στην έξοδο αυτή τη φορά δεν διαφέρουν περισσότερο από 10%, 

στην δυσµενέστερη περίπτωση, ενώ στις περισσότερες περιπτώσεις οι αποκλίσεις είναι 

της τάξης του 1%. Αντίθετα στο Σχήµα 7 οι αντίστοιχες διαφορές ανάµεσα στις δύο 

πιέσεις, υπολογισµένη και αναµενόµενη/πραγµατική, φτάνει και ξεπερνάει το 1000%. 

Από τα παραπάνω συµπεραίνει κανείς την ευαισθησία του αλγορίθµου σε µικρές 

µεταβολές της παροχής µάζας καθώς και στις δύο περιπτώσεις η παροχή µάζας για την 

ίδια πτώση πίεσης έχει πολύ µικρή διαφορά (βλέπε Πίνακα 7), που επηρεάζει όµως πάρα 

πολύ τον υπολογισµό της κατανοµής της πίεσης. Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονίσουµε 

ότι στις περιπτώσεις που χρειάζεται να υπολογιστεί η κατανοµή πίεσης κατά µήκος του 

αγωγού η παροχή µάζας που χρησιµοποιείται πρέπει να έχει υπολογιστεί µε µεγάλη 

ακρίβεια, και άρα στον υπολογισµό της πρέπει να έχει γίνει χρήση της Εξ. (47) και όχι 

της Εξ. (48). Η τελευταία δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα όσον αφορά την παροχή 
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µάζας, όµως στον υπολογισµό της κατανοµής πίεσης θεωρείται απαγορευτική καθώς 

εισαγάγει ένα πολύ µεγάλο σφάλµα. 

Στο Σχήµα 9 παρουσιάζονται σε µορφή γραφήµατος η παροχή µάζας και η µέση 

πίεση στον αγωγό.  Ειδικότερα, η µία από τις δύο καµπύλες που δίνονται σε κάθε 

διάγραµµα µας δείχνει πως µεταβάλλεται η παροχή µάζας σε σχέση µε τη διαφορά 

πίεσης που έχουµε ανάµεσα στην είσοδο και την έξοδο, ενώ η δεύτερη µας δείχνει την 

µεταβολή της µέσης πίεσης στον αγωγό σε σχέση πάλι µε τη διαφορά πίεσης που έχουµε 

ανάµεσα στην είσοδο και την έξοδο. Οι δύο περιπτώσεις αυτές είναι ενδεικτικές και 

αποτελούν τις ακραίες περιπτώσεις που µελετήθηκαν, µία κοντά στην ελεύθερη µοριακή 

περιοχή µε πίεση εισόδου 42 10inP Pa−= ×  και µία κοντά στο υδροδυναµικό όριο µε 

πίεση εισόδου 100inP Pa= . Στην πρώτη περίπτωση βλέπουµε ότι η παροχή µάζας 

αυξάνεται γραµµικά µε την αύξηση της διαφοράς πίεσης, ενώ στη δεύτερη περίπτωση 

µετά από ένα σηµείο η παροχή σταθεροποιείται παρά την αύξηση της διαφοράς πίεσης. 

Στο Σχήµα 10 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα από τον υπολογισµό της κατανοµής 

πίεσης κατά µήκος του αγωγού. Στο υδροδυναµικό όριο εµφανίζεται η συνήθης 

συµπεριφορά καµπύλωσης της κατανοµής, ενώ αντίθετα σε πιο αραιοποιηµένες 

ατµόσφαιρες η κατανοµή πίεσης είναι γραµµική. Το µήκος του αγωγού, το αέριο και η 

µέση θερµοκρασία δεν επιλέχτηκαν τυχαία αλλά µε βάση την ύπαρξη πειραµατικής 

διάταξης [14] µε την οποία µπορούσαν να συγκριθούν τα αποτελέσµατα. Σε κάθε 

διάγραµµα δίνεται η µέση πίεση, η διαφορά πίεσης εισόδου – εξόδου, η παράµετρος 

αραιοποίησης και η παροχή µάζας.  
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Πίνακας 7. Παροχή µάζας και ποσοστιαία απόκλιση ανάµεσα στους δύο τρόπους υπολογισµού της (Εξς. (47) και (48)). 

Pout/Pin Pin=2x10-4 Pout/Pin Pin=2x100 
 ( / )M kg s Σφάλµα  ( / )M kg s Σφάλµα 

1,0E-07 9,029E-13 4,43E-04 5,0E-03 8,961E-09 1,44E+00 
5,0E-07 9,029E-13 4,43E-04 7,5E-03 8,939E-09 1,41E+00 
1,0E-06 9,029E-13 4,43E-04 1,0E-02 8,917E-09 1,38E+00 
2,5E-06 9,029E-13 4,43E-04 2,5E-02 8,786E-09 1,23E+00 
5,0E-06 9,029E-13 4,43E-04 5,0E-02 8,574E-09 1,05E+00 
7,5E-06 9,029E-13 4,43E-04 7,5E-02 8,365E-09 9,01E-01 
1,0E-05 9,029E-13 4,43E-04 1,0E-01 8,158E-09 7,80E-01 
2,5E-05 9,029E-13 4,43E-04 2,5E-01 6,914E-09 3,57E-01 
5,0E-05 9,028E-13 4,43E-04 5,0E-01 4,765E-09 9,63E-02 
7,5E-05 9,028E-13 4,43E-04 7,5E-01 2,468E-09 1,62E-02 
1,0E-04 9,028E-13 4,43E-04    
2,5E-04 9,027E-13 4,42E-04    
5,0E-04 9,024E-13 4,41E-04    
7,5E-04 9,022E-13 4,41E-04    
1,0E-03 9,020E-13 4,40E-04    
5,0E-03 8,984E-13 4,26E-04    
1,0E-02 8,939E-13 4,08E-04    
5,0E-02 8,577E-13 2,82E-04    
1,0E-01 8,126E-13 1,53E-04    
2,5E-01 6,771E-13 3,28E-10    
5,0E-01 4,514E-13 2,11E-09    
7,5E-01 2,257E-13 4,43E-12    

 Pin=2x10-2  Pin=1x102 
1,0E-04 8,889E-11 7,55E-02 1,0E-03 4,462E-06 6,33E-02 
5,0E-04 8,885E-11 7,52E-02 5,0E-03 4,461E-06 5,62E-02 
7,5E-04 8,883E-11 7,51E-02 7,5E-03 4,460E-06 5,29E-02 
1,0E-03 8,881E-11 7,49E-02 1,0E-02 4,459E-06 5,00E-02 
2,5E-03 8,867E-11 7,39E-02 2,5E-02 4,451E-06 3,74E-02 
5,0E-03 8,845E-11 7,23E-02 5,0E-02 4,435E-06 2,49E-02 
7,5E-03 8,822E-11 7,07E-02 7,5E-02 4,414E-06 1,73E-02 
1,0E-02 8,800E-11 1,38E-01 1,0E-01 4,388E-06 1,22E-02 
2,5E-02 8,664E-11 6,06E-02 2,5E-01 4,123E-06 8,17E-04 
5,0E-02 8,439E-11 4,77E-02 5,0E-01 3,267E-06 -6,73E-04 
7,5E-02 8,214E-11 3,61E-02 7,5E-01 1,893E-06 -7,00E-04 
1,0E-01 7,989E-11 2,58E-02    
2,5E-01 6,647E-11 1,44E-11    
5,0E-01 4,421E-11 6,72E-13    
7,5E-01 2,205E-11 3,13E-10    
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Σχήµα 7: Υπολογισµένη προς πραγµατική πίεση εξόδου, για διάφορους λόγους πιέσεων εξόδου –  εισόδου 
µε τη χρήση ολοκλήρωσης για την εύρεση της αδιάστατης παροχής.  

 

Σχήµα 8: Υπολογισµένη προς πραγµατική πίεση εξόδου, για διάφορους λόγους πιέσεων εξόδου – εισόδου 
µε τη χρήση µέσης τιµής για την εύρεση της αδιάστατης παροχής . 
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Σχήµα 9: Παροχή µάζας και µέση πίεση κατά µήκος του αγωγού σε αγωγό κυλινδρικής διατοµής για 

συγκεκριµένη πίεση εισόδου και διάφορες πιέσεις εξόδου. 
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Σχήµα 10. Κατανοµή πίεσης κατά µήκος κυλινδρικού αγωγού για συγκεκριµένη πίεση εισόδου και εξόδου.  

 

 

 

 

 



63 

 

5.2 Ροή λόγω βαθµίδας πίεσης και θερµοκρασίας 

Η διαδικασία υπολογισµού παροχής µάζας και κατανοµής πίεσης σε ροές που οφείλονται σε 

διαφορές πίεσης και θερµοκρασίας είναι αρκετά επίπονη. Υπενθυµίζεται ότι η όλη µεθοδολογία 

ισχύει για µικρές και µεγάλες διαφορές πίεσης  και θερµοκρασίας εφόσον ισχύει ότι hL D . Η 

παροχή µάζας υπολογίζεται και πάλι ολοκληρώνοντας την κατανοµή ταχύτητας σε µία διατοµή 

κατά µήκος του αγωγού σύµφωνα µε τη σχέση 

( ) ( , )
A

M z u x y dAρ= ∫
  
 (52) 

όπου τώρα η ταχύτητα P P T Tu X u X u= + . Αδιαστατοποιώντας την έκφραση για την  

παροχή µάζας προκύπτει ότι 

   APM G
υ

=
    

(53) 

όπου ( )P P z=  είναι η πίεση σε κάποια θέση κατά µήκος του αγωγού, ενώ  

P P T TG X G X G= − +               (54) 

είναι η αδιάστατη παροχή σε σχέση µε τους συντελεστές Poiseuille και θερµικού ερπυσµού. 

Όταν οι διαφορές πίεσης και θερµοκρασίας είναι µικρές τότε 

( ) ( )2 1 2 1,            X            (55)h h
P T

av av

D P P D T T
X

LP LT
− −

 

όπου 

1 2 1 2
1 1( ),             ( )           (56)
2 2av avP P P T T T= + == +  

Εποµένως, στη περίπτωση αυτή µε βάση τις πιέσεις και θερµοκρασίες εισόδου και 

εξόδου εκτιµώνται οι αντίστοιχες µέσες τιµές και βαθµίδες πίεσης και θερµοκρασίας. 

Στη συνέχεια βρίσκεται η µέση τιµή του δ  για την οποία υπολογίζονται οι συντελεστές 
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PG  και TG . Τα αποτελέσµατα αυτά αντικαθίστανται στην Εξ. (54) και υπολογίζεται η 

ποσότητα G . Τέλος από την Εξ. (52), γνωρίζοντας το G  και θεωρώντας ότι avP P= , 

βρίσκεται η παροχή µάζας. Υπενθυµίζεται ότι τιµές για τους συντελεστές PG  και TG  

δίδονται στους Πίνακες 4 και 5.  

Όταν οι διαφορές πίεσης και θερµοκρασίας είναι µεγάλες τότε η µεθοδολογία γίνεται 

περισσότερο πολύπλοκη. Τώρα η παράµετρος δ µεταβάλλεται κατά µήκος του αγωγού 

όχι µόνο λόγω µεταβολής στην πίεση αλλά επίσης και στην θερµοκρασία. Συγκεκριµένα, 

θεωρώντας το µοντέλο των σκληρών σφαιρών για τις ενδοµοριακές συγκρούσεις ισχύει 

ότι 

( ) 1
1

1

( ), .                       (57)
( )
TP zP T

P T z
δ δ=  

Για την παροχή µάζας εµπλέκουµε την εναλλακτική σχέση 

1
*

1

         (58)hAD PM G
Lυ

=  

Εξισώνοντας την δεξιά πλευρά των Εξ. (53) και (58) και µε τη χρήση της Εξ. (57) 

προκύπτει η συνήθης διαφορική εξίσωση  

1
*

1

1 1 .h
P T

DP T dP dTG G G
P T L P dz T dz

= − +          (59) 

Στην Εξ. (59) η κατανοµή πίεσης είναι άγνωστη και θα υπολογισθεί, ενώ η κατανοµή 

θερµοκρασίας είναι γνωστή. Η παράµετρος ροής *G  αποτελεί τµήµα της λύσης. Όµως 

τώρα, δεν µπορεί να προκύψει απευθείας όπως συνέβη στην παράγραφο 5.1 αλλά 

απαιτείται µία επαναληπτική µέθοδος που βασίζεται στην γνωστή πίεση εξόδου και 

αναλύεται παρακάτω. Εφόσον  υπολογιστεί η παράµετρος ροής *G  στην συνέχεια 

κάνοντας χρήση της Εξ. (58) είναι εύκολος ο υπολογισµός της παροχής µάζας για κάθε 



65 

 

συγκεκριµένη οµάδα δεδοµένων. Για το λόγο αυτό σε συγκεκριµένα παραδείγµατα που 

επιλύονται στη συνέχεια δίδονται τιµές της παραµέτρου *G  και όχι οι παροχές µάζας.   

Εφόσον η θερµική αγωγιµότητα του τοιχώµατος του αγωγού είναι σηµαντικά 

µεγαλύτερη από αυτήν του αερίου, και επιπλέον, η χαρακτηριστική διάσταση της 

διατοµής είναι συνήθως µικρή συγκρινόµενη µε το µήκος του αγωγού, µπορούµε να 

πούµε ότι η κατανοµή της θερµοκρασίας κατά µήκος του αγωγού καθορίζεται από την 

κατανοµή της θερµοκρασίας κατά µήκος των τοιχωµάτων. Στο σηµείο αυτό υποθέτουµε 

ότι η κατανοµή της θερµοκρασίας είναι γραµµική, προσέγγιση αρκετά ακριβής όταν η 

θερµική αγωγιµότητα του τοιχώµατος δεν εξαρτάται από την θερµοκρασία. Η Εξ. (59) 

ξαναγράφεται στη µορφή. 

*

1 1 1

( )1 ( ) 1
( ) ( )

hT

P P

DG GdP P z dT T
P dz P T dz G G L T

δ
δ δ

= −                (60) 

και επιλύεται αριθµητικά Στην είσοδο ( 0z = ) και στην έξοδο ( / hz L D= ) του αγωγού η 

πίεση είναι ίση µε 1P  και 2P  αντίστοιχα. Εφαρµόζοντας την µέθοδο των πεπερασµένων 

διαφορών στην Εξ. (60) παίρνουµε την παρακάτω εξίσωση.  

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
1 *

1

1i T i
i i

i P P

P z G T zTP z P z G z
T z T G G

ι

ι ι

δ
δ δ+

⎛ ⎞
= + − − ∆⎜ ⎟

⎝ ⎠
(61) 

 Αυτή η εξίσωση επιλύεται αριθµητικά, κάνοντας µία αρχική εκτίµηση της 

παραµέτρου ροής *G . Η αριθµητική ολοκλήρωση ξεκινά από την είσοδο και προχωράει 

βήµα-βήµα, χρησιµοποιώντας σε κάθε βήµα τη τιµή του δ  και των αντίστοιχων 

συντελεστών ( )PG δ  και ( )TG δ  που έχουν υπολογιστεί σε προηγούµενο κεφάλαιο. Στο 

τέλος του αγωγού ελέγχεται αν η πίεση που έχει υπολογιστεί για τον τελευταίο κόµβο 

είναι ίση µε την πίεση εξόδου. Στην περίπτωση όπου η απόλυτη διαφορά των δύο 
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πιέσεων ξεπερνάει το κριτήριο σφάλµατος που έχουµε θέσει, η αριθµητική ολοκλήρωση 

επαναλαµβάνεται εισάγοντας αυτή την φορά µία νέα διορθωµένη τιµή της παραµέτρου 

ροής *G . Η διόρθωση αυτή είναι ίση µε το µισό της διαφοράς της υπολογισµένης πίεσης 

στην έξοδο σε σχέση µε την επιθυµητή. Το επαναληπτικό µας σχήµα συγκλίνει πάντα µε 

την προϋπόθεση η αρχική µας εκτίµηση για την παράµετρο ροής να έχει το σωστό 

πρόσηµο.   

Η παράµετρος ροής *G  για ένα λόγο θερµοκρασιών 2 1/ 3.8T T =
 
και δύο λόγους 

πιέσεων 2 1/ 1P P =  και 2 1/ 10P P =  δίνεται στους Πίνακες 8 και 9. Στο σηµείο αυτό 

σηµειώνεται ότι ο θερµοκρασιακός λόγος 2 1/ 3.8T T =
 
ανταποκρίνεται σε µία τυπική 

περίπτωση όπου στο ένα δοχείο διατηρείται άζωτο σε υγρή µορφή, ενώ στο δεύτερο το 

άζωτο διατηρείται σε θερµοκρασία δωµατίου. Όταν 2 1/ 1P P =  το αέριο ρέει µόνο λόγο 

βαθµίδας θερµοκρασίας από το κρύο προς το ζεστό δοχείο (η παράµετρος ροής *G  και 

κατά συνέπεια και παροχή µάζας M είναι θετικές). Όπως αναµένεται, η ποσότητα *G  

µειώνεται καθώς µεγαλώνει η παράµετρος αραιοποίησης 1δ . Για 2 1/ 10P P =  οι τιµές της 

παραµέτρου *G  είναι αρκετά διαφορετικές. Σε αυτήν την περίπτωση υπάρχει µία 

συνδυασµένη ροή και εξαιτίας της µεγάλης διαφοράς πίεσης, η ροή λόγω βαθµίδας 

πίεσης κυριαρχεί σε σχέση µε αυτή λόγω βαθµίδας θερµοκρασίας. Έτσι η παράµετρος 

*G  και κατά συνέπεια και η M  έχουν αρνητικές τιµές, κάτι που δείχνει ξεκάθαρα ότι το 

αέριο ρέει από το ζεστό δοχείο, όπου η πίεση είναι υψηλότερη, προς το κρύο, όπου η 

πίεση είναι χαµηλότερη. Όπως αναµένεται, σε αυτήν την περίπτωση  η *G  αυξάνεται 

καθώς µεγαλώνει η 1δ . Στο σηµείο αυτό σηµειώνεται ότι ο υπολογισµός της παραµέτρου 
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ροής, και κατ’ επέκταση της παροχής µάζας, γίνεται ταυτόχρονα µε τον υπολογισµό της 

κατανοµής πίεσης κατά µήκος του αγωγού, σε αντίθεση µε τις ισόθερµες ροές. 

Στη συνέχεια στα Σχήµατα 11, 12, 13 και 14 παρουσιάζονται οι κατανοµές πίεσης και 

για τους δύο τύπους ροών και για διάφορες τιµές του 1δ . Είναι αρκετά ενδιαφέρον να 

σηµειώσουµε ότι στην πρώτη περίπτωση, όπου 1 2P P= , παρατηρείται µία αύξηση της 

πίεσης στο εσωτερικό του αγωγού, η οποία γίνεται µεγαλύτερη καθώς η ατµόσφαιρα 

γίνεται πιο αραιή. Συγκεκριµένα, για 1 30δ = η αύξηση της πίεση µπορεί να θεωρηθεί 

αµελητέα, ενώ για 1 0.01δ =  µπορεί να φτάσει και το 17% σε σχέση µε την πίεση στα 

δοχεία. Επιπλέον σε κάθε διάγραµµα παρατηρείται η αλλαγή στην καµπυλότητα της 

κατανοµής πίεσης που οφείλεται στην εµφάνιση του φαινοµένου θερµικού ερπυσµού.   
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Πίνακας 8. Παράµετρος ροής *G  για 2 1/ 1P P = και 2 1/ 3.8T T = . 

    G*    

  Ορθογώνια  Τριγωνική  Τραπεζοειδής  

δ1 a/b=1 a/b=0,1 a/b=0,05  b/B=0,25 b/B=0,5 b/B=0,75

0,01 4,03E-01 9,19E-01 1,07E+00 4,49E-01 4,36E-01 4,42E-01 4,78E-01 
0,1 3,70E-01 7,32E-01 7,88E-01 4,07E-01 3,95E-01 3,99E-01 4,20E-01 

0,5 3,11E-01 5,12E-01 5,25E-01 3,34E-01 3,27E-01 3,27E-01 3,30E-01 

1 2,74E-01 4,12E-01 4,19E-01 2,90E-01 2,85E-01 2,83E-01 2,80E-01 

5 1,65E-01 2,07E-01 2,09E-01 1,68E-01 1,67E-01 1,65E-01 1,58E-01 

10 1,16E-01 1,37E-01 1,38E-01 1,16E-01 1,16E-01 1,15E-01 1,11E-01 

30 5,44E-02 5,92E-02 5,94E-02 5,39E-02 5,40E-02 5,38E-02 5,30E-02 

50 3,56E-02 3,79E-02 3,80E-02 3,52E-02 3,53E-02 3,52E-02 3,49E-02 

 

Πίνακας 9. Παράµετρος ροής *G  για 2 1/ 10P P = και 2 1/ 3.8T T =  . 

    G*    

  Ορθογώνια  Τριγωνική  Τραπεζοειδής  

δ1 a/b=1 a/b=0,1 a/b=0,05  b/B=0,25 b/B=0,5 b/B=0,75 

0,01 -3,44E+00 -7,93E+00 -9,21E+00 -3,83E+00 -3,71E+00 -3,76E+00 -4,07E+00 
0,1 -3,41E+00 -7,28E+00 -7,94E+00 -3,77E+00 -3,66E+00 -3,70E+00 -3,91E+00 

0,5 -3,68E+00 -7,27E+00 -7,59E+00 -4,04E+00 -3,92E+00 -3,92E+00 -3,94E+00 

1 -4,11E+00 -8,00E+00 -8,30E+00 -4,50E+00 -4,36E+00 -4,32E+00 -4,19E+00 

5 -7,72E+00 -1,56E+01 -1,61E+01 -8,29E+00 -8,06E+00 -7,73E+00 -6,81E+00 

10 -1,22E+01 -2,53E+01 -2,64E+01 -1,30E+01 -1,27E+01 -1,20E+01 -1,02E+01 

30 -3,09E+01 -6,76E+01 -6,99E+01 -3,18E+01 -3,10E+01 -2,91E+01 -2,39E+01 
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Σχήµα 11: Κατανοµή πίεσης κατά µήκος τραπεζοειδούς αγωγού για διάφορα 1δ , µε / 0.25b B =  και 2 1/ 1P P = .  

 

Σχήµα 12: Κατανοµή πίεσης κατά µήκος αγωγού για διάφορους θερµοκρασιακούς λόγους µε 2 1/ 10P P = και 1 0,01δ = (όπου *G G= ). 
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Σχήµα 13: Κατανοµή πίεσης κατά µήκος αγωγού, για διάφορους θερµοκρασιακούς λόγους µε 2 1/ 10P P = και 1 1δ = (όπου *G G= ). 

 

Σχήµα 14: Κατανοµή πίεσης κατά µήκος αγωγού για διάφορους θερµοκρασιακούς λόγους µε 2 1/ 10P P = και 1 10δ = (όπου *G G= ). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΘΕΡΜΟΜΟΡΙΑΚΗ ΠΙΕΣΗ  

6.1 ∆ιατύπωση του προβλήµατος 

Η περίπτωση που η ροή λόγω βαθµίδας πίεσης είναι ίση µε την αντίθετη ροή λόγω 

βαθµίδας θερµοκρασίας και η συνολική παροχή µεταξύ των δύο δοχείων είναι ίση µε το 

µηδέν εξετάζεται χωριστά επειδή έχει ιδιαίτερο τεχνολογικό ενδιαφέρον. Αυτή η 

κατάσταση ροής είναι γνωστή σαν φαινόµενο διαφορικής θερµοµοριακής πίεσης 

(Thermomolecular Pressure Difference – TPD) [8,24].  

Ορίζοντας στην Εξ. (60) το * 0G =  βρίσκουµε ότι 

1 1
P T

dP dTG G
P dz T dz

=                               (62) 

Στην συνέχεια επεξεργαζόµαστε την παραπάνω σχέση ώστε να προκύψει µία σχέση 

µεταξύ των πιέσεων και των θερµοκρασιών στην είσοδο και στην έξοδο του αγωγού. 

Οπότε από την Εξ. (62) έχουµε 

2 2

1 1

2 1

2 1

ln ln
ln ln

T P
P P

T P
T T

G G T TP dT dPdT
G dP T G P P

−
= ⇒ =

−∫ ∫                   (63) 

Θεωρούµε ότι  

2 2

1 1

1/
T P

P
T P

T

G dPdT
G

γ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫               (64) 
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Οπότε από τις Εξ. (63) και (64) προκύπτει η ακόλουθη σχέση 

2 2

1 1

P T
P T

γ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     (65) 

όπου η σταθερά γ  του φαινοµένου TPD εξαρτάται µόνο από την αραιοποίηση του 

αερίου, την γεωµετρία του αγωγού, τον τύπο του αερίου, καθώς επίσης και από την 

αλληλεπίδραση αερίου – τοιχώµατος. Η τελευταία παράµετρος δεν λαµβάνεται υπ’ όψιν 

στην παρούσα διπλωµατική εργασία καθώς έχουµε υποθέσει πλήρως διαχυτική 

ανάκλαση στο τοίχωµα. Καταληκτικός στόχος αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι η 

ανάπτυξη µιας διαδικασίας για την εκτίµηση της σταθεράς γ  εφόσον είναι γνωστά τα 

απαραίτητα δεδοµένα της ροής 

Στην συνέχεια εισάγουµε την αδιάστατη πίεση και θερµοκρασία   

1 1/      και       /p P P T Tτ= =                      (66) 

Βασιζόµενοι στα παραπάνω, η παράµετρος αραιοποίησης για κάθε διατοµή, µπορεί να 

εκφραστεί σε σχέση µε την παράµετρο αραιοποίησης στην είσοδο του αγωγού που 

αποτελεί σηµείο αναφοράς ως  

( ) 1, ppδ τ δ
τ

=                 (67) 

Τότε η διαφορική εξίσωση (62) γράφεται στην µορφή 

( )
( )

1

1

/
/

T

P

G pdp p
d G p

δ τ
τ τ δ τ
=              (68) 

Η Εξ.(68) είναι µία συνήθης διαφορική εξίσωση όπου τα p και τ είναι η εξαρτηµένη και 

ανεξάρτητη µεταβλητή αντίστοιχα, δηλαδή ( )p p τ= , µε αρχική συνθήκη 1p =  στο 

1τ = . Ολοκληρώνοντας την (68) κατά το µήκος 2 11 /T Tτ≤ ≤ , βρίσκουµε τον άγνωστο 
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λόγο πίεσης στην έξοδο 2

1

P
P . Οι ποσότητες PG  και TG  κατά µήκος της διαδροµής 

ολοκλήρωσης υπολογίζονται από την κινητική λύση χρησιµοποιώντας τις αντίστοιχες 

υποθέσεις του δ . Τέλος, η σταθερά γ  υπολογίζεται από την Εξ. (65) ως 

( )
( )

2 1

2 1

ln /
ln /

P P
T T

γ = .                                        (69) 

 

6.2 Αποτελέσµατα 

Η παραπάνω διαδικασία έχει εφαρµοστεί σε όλες τις διατοµές που µελετήθηκαν και 

για ένα µεγάλο εύρος τιµών του δ . Στον Πίνακα 10 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα 

για την σταθερά γ . Σε αυτά φαίνεται ξεκάθαρα ότι η σταθερά γ  εξαρτάται κυρίως από 

την παράµετρο αραιοποίησης στην είσοδο του αγωγού. Καθώς η 1δ  αυξάνεται, η 

σταθερά γ  µειώνεται. Αυτό αιτιολογείται εύκολα, καθώς η ατµόσφαιρα γίνεται όλο και 

πιο πυκνή, η ροή εξαιτίας του θερµικού ερπυσµού µειώνεται και κατά συνέπεια 

απαιτούνται µεγαλύτερες θερµοκρασιακές διαφορές µεταξύ των δοχείων ώστε να 

διατηρηθεί η κατάσταση µηδενικής ροής. Αντίθετα, σε υψηλά αραιοποιηµένες 

ατµόσφαιρες το φαινόµενο της ροής λόγο θερµικού ερπυσµού είναι σηµαντικό και 

χρειάζονται υψηλότερες τιµές του λόγου πίεσης ώστε να εξισορροπηθεί αυτή η ροή. 

Τέλος η σταθερά γ  εξαρτάται και από τη γεωµετρία της διατοµής του αγωγού, η επιρροή 

της οποίας γίνεται πιο έντονη κοντά στο υδροδυναµικό όριο. 

Στο Σχήµα 15 παρουσιάζεται ο απαραίτητος λόγος πίεσης, ανάµεσα στην είσοδο και 

την έξοδο του αγωγού, ώστε σε συνδυασµό µε την αντίστοιχη θερµοκρασιακή διαφορά 

να εµφανιστεί το φαινόµενο της διαφορικής θερµοµοριακής πίεσης. Όπως είναι 
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αναµενόµενο απαιτείται µεγαλύτερη διαφορά πίεσης όσο το περιβάλλον της ροής γίνεται 

πιο αραιό, και άρα τα φαινόµενο του θερµικού ερπυσµού πιο έντονο. Αντίστοιχο  ρόλο 

έχει και ο λόγος της θερµοκρασίας, καθώς όσο µεγαλύτερος είναι τόσο µεγαλύτερη 

βαθµίδα πίεσης απαιτείται. Τέλος, όλες οι τιµές συγκλίνουν στην µονάδα κοντά στο 

υδροδυναµικό όριο καθώς το φαινόµενο του θερµικού ερπυσµού παύει να υφίσταται και 

άρα απαιτούνται πολύ µικρές διαφορές πίεσης για την αντιστάθµιση της ροής.   

 

Πίνακας 10. Σταθερά γ του φαινοµένου TPD για 2 1/ 3.8T T = και 1 1P =  . 

    γ    

δ1  Ορθογώνια  Τριγωνική  Τραπεζοειδής  

 a/b=1 a/b=0,1 a/b=0,05  b/B=0,25 b/B=0,5 b/B=0,75

0,01 4,95E-01 4,84E-01 4,78E-01 4,96E-01 4,96E-01 4,96E-01 4,94E-01 

0,02 4,91E-01 4,73E-01 4,63E-01 4,91E-01 4,91E-01 4,91E-01 4,88E-01 

0,05 4,81E-01 4,51E-01 4,36E-01 4,79E-01 4,80E-01 4,79E-01 4,74E-01 

0,1 4,68E-01 4,26E-01 4,09E-01 4,65E-01 4,66E-01 4,65E-01 4,57E-01 

0,2 4,50E-01 3,95E-01 3,78E-01 4,44E-01 4,46E-01 4,44E-01 4,35E-01 

0,5 4,11E-01 3,40E-01 3,27E-01 4,02E-01 4,04E-01 4,02E-01 3,90E-01 

0,8 3,82E-01 3,07E-01 2,97E-01 3,72E-01 3,75E-01 3,72E-01 3,60E-01 

1 3,66E-01 2,90E-01 2,81E-01 3,55E-01 3,58E-01 3,56E-01 3,44E-01 

2 3,07E-01 2,31E-01 2,25E-01 2,94E-01 2,98E-01 2,96E-01 2,88E-01 

5 2,07E-01 1,44E-01 1,41E-01 1,95E-01 1,99E-01 1,99E-01 1,99E-01 

10 1,29E-01 8,25E-02 8,07E-02 1,20E-01 1,23E-01 1,25E-01 1,30E-01 

20 6,59E-02 3,84E-02 3,75E-02 6,12E-02 6,29E-02 6,47E-02 7,03E-02 

30 4,02E-02 2,23E-02 2,17E-02 3,73E-02 3,84E-02 3,99E-02 4,45E-02 

50 1,95E-02 1,02E-02 9,89E-03 1,81E-02 1,87E-02 1,96E-02 2,26E-02 

80 9,23E-03 4,66E-03 4,48E-03 8,57E-03 8,81E-03 9,31E-03 1,10E-02 

100 6,33E-03 3,15E-03 3,04E-03 5,87E-03 6,03E-03 6,40E-03 7,60E-03 
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Σχήµα 15. Αναγκαίος λόγος πίεσης ώστε να διατηρηθεί καθεστώς µηδενικής ροής για τρεις διαφορετικούς 

λόγους θερµοκρασίας σε όλο το εύρος του συντελεστή αραιοποίησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Στην διπλωµατική εργασία εξετάζονται ροές λόγω βαθµίδας πίεσης ή/και 

θερµοκρασίας σε µικροαγωγούς κυκλικής, ορθογώνιας, τριγωνικής και τραπεζοειδούς 

διατοµής. Η ισόθερµη ροή στον κυκλικό αγωγό µοντελοποιήθηκε µε το 

γραµµικοποιηµένο κινητικό µοντέλο BGK, ενώ οι υπόλοιπες µη – ισόθερµες ροές µε το  

γραµµικοποιηµένο κινητικό µοντέλο Shakhov. Εφαρµόζονται οριακές συνθήκες  

Maxwell διαχυτικής ανάκλασης. Οι ολοκληροδιαφορικές εξισώσεις των παραπάνω 

µοντέλων επιλύονται αριθµητικά µε τη χρήση της µεθόδου των διακριτών ταχυτήτων. 

Παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα για τις αδιάστατες παροχές σε όλο το εύρος 

της παραµέτρου αραιοποίησης. Επίσης, διατυπώνεται η διαδικασία υπολογισµού 

παροχής µάζας και κατανοµής πίεσης κατά µήκος του αγωγού. Αναδεικνύεται ένα 

ευαίσθητο σηµείο της όλης διαδικασίας που απαιτεί ιδιαίτερη προσοχή ώστε να µην 

εισέρχονται σφάλµατα στις εκτιµήσεις της πίεσης και προτείνεται συγκεκριµένη 

µεθοδολογία που οδηγεί πάντα σε σωστά αποτελέσµατα. Γίνεται συστηµατική εργασία 

σε ροές λόγω θερµικού ερπυσµού και του προβλήµατος θερµοµοριακής διαφορικής 

πίεσης. Αποτελέσµατα που αφορούν τριγωνικούς και τραπεζοειδείς µικροαγωγούς 

παρουσιάζονται για πρώτη φορά στην βιβλιογραφία.  

Σαν συνέχεια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας θα µπορούσαν να µελετηθούν 

αντίστοιχες ροές σε πειραµατικές διατάξεις και να γίνει σύγκριση και έλεγχος των 

αποτελεσµάτων. Επίσης τα αριθµητικά αποτελέσµατα και οι υπολογιστικοί αλγόριθµοι 

που δηµιουργήθηκαν θα µπορούσαν να φανούν χρήσιµοι στο σχεδιασµό και στη 
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βελτιστοποίηση µικροσυσκευών. Η µεθοδολογία που χρησιµοποιήθηκε µπορεί εύκολα 

να  εφαρµοστεί και σε κανάλια άλλων διατοµών, µε µόνους περιορισµούς ότι το µήκος 

του καναλιού θα είναι αρκετά µεγάλο και ότι θα είναι διαθέσιµη η αντίστοιχη κινητική 

λύση. Τέλος θα µπορούσε να γίνει µελέτη που να συµπεριλαµβάνει άλλους τύπους 

αλληλεπίδρασης τοιχώµατος – αερίου, όπως συνδυασµός διαχυτικής και κατοπτρικής 

ανάκλασης στο τοίχωµα.     
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