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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Η παρούσα εργασία αποτελεί παραμετρική μελέτη ευστάθειας ροής υγρού 

μετάλλου με ελεύθερη συναγωγή σε αγωγό ορθογωνικής διατομής έτσι ώστε να 

καλυφθούν τρισδιάστατες διαταραχές που εφαρμόζονται κατά την αξονική διεύθυνση 

του αγωγού. Το ομογενές μαγνητικό πεδίο που επιβάλλεται είναι κάθετο ως προς την 

κατεύθυνση της δύναμης της βαρύτητας. Οι εξισώσεις οι οποίες περιγράφουν το 

πρόβλημα και επιλύονται αριθμητικά είναι : η συνέχεια της μάζας και της ορμής, 

διατήρηση της ενέργειας και του ηλεκτρικού φορτίου.

Υιοθετούμε τη μέθοδο Πεπερασμένων Στοιχείων τύπου Galerkin για τον 

υπολογισμό της δισδιάστατης μόνιμης κατάστασης του συστήματος και για την 

διακριτοποίηση του γραμμικού προβλήματος ευστάθειας στο παραμετρικό πεδίο που 

καθορίζεται από τους αδιάστατους αριθμούς Gr, Ha, Pr, τον ογκομετρικό ρυθμό 

παραγωγής θερμότητας S και τον λόγο όψεως Α της διατομής. Η επαναληπτική 

μέθοδος Arnoldi χρησιμοποιείται για την επίλυση του γενικευμένου προβλήματος 

ιδιοτιμών που προκύπτει μέσω της ανάλυσης το υ προ βήματο ς και για τον
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υπολογισμό των ιδιοτιμτον με την μεγαλύτερη κατ' απόλυτο τιμή, με σημαντική 

εξοικονόμηση υπολογιστικού χρόνου και κόστους.

Η μέθοδος GMRES (General Minimal Residual) εφαρμόζεται για την επίλυση του 

προβλήματος ευστάθειας προκείμενου να καταστεί δυνατή η ενδελεχής 

παρακολούθηση, μέσω της παραμετρικής συνέχειας (parametric continuation), της 

εξέλιξης μιας συγκεκριμένης ασταθούς ιδιοτιμής και του ιδιοδιανύσματος που 

αντιστοιχεί σε αυτήν και κατ' επέκταση να λάβει χώρα η κατασκευή των 

διαγραμμάτων ουδέτερης ευστάθειας μέσω των οποίων είναι εφικτή η αναγνώριση 

του κυρίαρχου μήκους κύματος που καθορίζει την δυναμική του συστήματος που 

εξετάζουμε.

Για μία μικρή σχετικά τιμή του αριθμού Pr=0.032 διαπιστώθηκε ότι οι 

τρισδιάστατες διαταραχές είναι λιγότερο ευσταθείς εν συγκρίσει με τις δισδιάστατες 

διαταραχές, που είχαν προκόψει κατά την δισδιάστατη ανάλυση ευστάθειας από τον 

Pelekasis (2006), ενώ σε κάθε περίπτωση η αύξηση του αριθμού Ha επέφερε αύξηση 

στην κρίσιμη τιμή του αριθμού Gr. Κατά την διάρκεια της παραμετρικής ανάλυσης 

αναδύονται δύο είδη ασταθών ιδιομορφών : το στάσιμο κύμα που χαρακτηρίζεται 

από μηδενικό φανταστικό μέρος της μιγαδικής ιδιοτιμής και το οδεύον κύμα το οποίο 

διαθέτει μη μηδενικό φανταστικό μέρος και αποτελεί το κυρίαρχο μήκος κύματος. Οι 

συγκεκριμένες ιδιομορφές προκύπτουν ως αποτέλεσμα κεντρόφυγης αστάθειας 

εξαιτίας των καμπυλότητας των ροϊκών γραμμών στη διαμόρφωση της βασικής ροής.

Τέλος, εφαρμόζουμε παραμετρική ανάλυση μεταβάλλοντας τον ογκομετρικό 

ρυθμό παραγωγής θερμότητας S έτσι ώστε αφενός μεν να κατανοηθεί και αφετέρου 

δε να ταυτοποιηθεί η φύση των ασταθειών που εμφανίζονται και επιπλέον μελετούμε 

την επίδραση του λόγου όψεως Α της διατομής καθώς λαμβάνει συγκεκριμένες τιμές 

προκειμένου να αναδειχθεί η επίδραση των εστιών ανακυκλοφορίας στη δυναμική 

του προβλήματος.
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I) Εισαγωγή

1.1 Γενικά-Βιβλιογραφική Ανασκόπηση

Η Μαγνητοϋδροδυναμική (ΜΥΔ ή MHD MagnetoHydroDynamics) αποτελεί 

κλάδο της Φυσικής που εξετάζει την μακροσκοπική αλληλεπίδραση (macroscopic 

interaction) των ηλεκτρικά φορτισμένων ρευστών με ένα μαγνητικό πεδίο (magnetic 

field).

Σύμφωνα με τις αρχές της μαγνητοϋδροδυναμικής παράγεται ρεύμα, όταν ένα 

μαγνητικό πεδίο εφαρμοστεί κατά διεύθυνση κάθετη προς τη ροή ενός ηλεκτρικά 

αγώγιμου ρευστού. Στην περίπτωση αυτή ηλεκτρικό ρεύμα διαρρέει το αγώγιμο 

ρευστό με διεύθυνση κάθετη τόσο ως προς τη διεύθυνση του μαγνητικού πεδίου όσο 

και ως προς τη ροή του ρευστού.

Η μελέτη μαγνητοϋδροδυναμικών ροών - ροές αγώγιμων ρευστών (υγρά μέταλλα, 

ηλεκτρολύτες, πλάσμα κ.τ.λ.) παρουσία μαγνητικού πεδίου - αποτελεί ένα σημαντικό 

κομμάτι της σύγχρονης ρευστομηχανικής. Οι συγκεκριμένες μελέτες έχουν ως 

απαρχή το έτος 1937 όταν δημοσιεύτηκαν οι πρωτοποριακές, για την εποχή, εργασίες 

των Hartmann και Lazarius [1,2], οι οποίοι εφάρμοσαν θεωρητική και πειραματική 

ανάλυση σε στρωτή ροή υδραργύρου σε αγωγούς, παρουσία μαγνητικού πεδίου. Το 

εν λόγω θέμα αναπτύχθηκε περαιτέρω από τον Alfven [3,4], ο οποίος θεμελίωσε τις 

βασικές αρχές της ΜΥΔ συσχετίζοντας την κλασσική υδροδυναμική με τον 

ηλεκτρομαγνητισμό και για τη συνεισφορά του στην Επιστήμη έτυχε βράβευσης με 

το Βραβείο Nobel το 1970. Οι βασικές αρχές της ΜΥΔ περιγράφονται λεπτομερώς σε 

πολλά εγχειρίδια γενικού περιεχομένου, βλ. [5-7].

Οι ΜΥΔ ροές καταλαμβάνουν εξέχουσα θέση σε πολλές εφαρμοσμένες και 

θεμελιώσεις μελέτες. Αρχικά, οι ΜΥΔ ροές ρευστών σε κανάλια αποτελούν τη βάση 

σε διάφορες βιομηχανικές εφαρμογές. Ενδεικτικά αναφέρουμε: μετρήσεις αγώγιμων 

ρευστών ευρισκόμενα σε ηλεκτρομαγνητικό πεδίο [8,9], ηλεκτρομαγνητικές αντλίες 

που βρίσκουν εφαρμογή στη μεταλλουργία καθώς και συστήματα ψύξης σε 

πυρηνικούς αντιδραστήρες όπου χρησιμοποιούνται υγρά μέταλλα [10], ΜΥΔ 

γεννήτριες οι οποίες αποτελούν συσκευές για την απευθείας μετατροπή της θερμικής 

ενέργειας σε ηλεκτρική [11,12], και ΜΥΔ συστήματα για την προώθηση θαλάσσιων
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δεξαμενών [13]. Μάλιστα, στη βιομηχανία της χύτευσης χάλυβα και αλουμινίου είναι 

πολλές φορές απαραίτητη η μεταφορά του υγρού μετάλλου μέσα σε ανοιχτά κανάλια. 

Οι συσκευές που έχουν αναπτυχθεί στηρίζονται στο γεγονός ότι η ροή του υγρού 

μετάλλου καθορίζεται από την επίδραση του μαγνητικού πεδίου που ασκείται στο 

ανοιχτό κανάλι. Να τονίσουμε ότι η ΜΥΔ αρχικά εφαρμοζόταν σε προβλήματα 

αστροφυσικής και γεωφυσικής, όπου και σήμερα συνεχίζει να έχει κύριο ρόλο, αλλά 

βρίσκει εφαρμογή στον τομέα της πυρηνικής σύντηξης.

Στο σημείο αυτό αξίζει να αναφέρουμε σχετικά με τη σύντηξη ότι αποτελεί μια 

πολλά υποσχόμενη μελλοντική ενεργειακή λύση, χαρακτηριστικό της οποίας θα είναι 

τα μεγάλα ενεργειακά αποθέματα ενώ παράλληλα δεν θα υπάρχουν δυσμενείς 

συνέπειες στο περιβάλλον.

Πυρηνική σύντηξη (συν + τήξη) ονομάζεται η συνένωση ελαφρών πυρήνων με 

ταυτόχρονη απελευθέρωση ενέργειας. Η ενέργεια που απελευθερώνεται οφείλεται 

στο ότι η ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο στα προϊόντα της σύντηξης είναι 

μικρότερη από το άθροισμα των ενεργειών σύνδεσης που χαρακτηρίζει κάθε 

αντιδρών συστατικό της σύντηξης. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, με τη δημιουργία των 

προϊόντων στη διαδικασία της σύντηξης υπάρχει ένα "περίσσευμα" ενέργειας, που 

οφείλεται στη διαφορά των ενεργειών σύνδεσης, και αυτή απελευθερώνεται στο 

περιβάλλον με μορφή κινητικής ενέργειας στα παραπροϊόντα (πχ σωματίδια β ή 

νετρίνα ηλεκτρονίου) και με τη μορφή ακτινοβολίας γάμμα.

Πυρηνική σύντηξη μπορούν να δημιουργήσουν μόνον ελαφρά στοιχεία, όπως τα 

ισότοπα του υδρογόνου δευτέριο και τρίτιο. Με την θέρμανση αερίου υδρογόνου σε 

υψηλές θερμοκρασίες προκαλούνται συγκρούσεις των πυρήνων των ατόμων του 

υδρογόνου, με μεγάλη ενέργεια που τελικά αυτοί συνενώνονται δημιουργώντας 

σταδιακά πυρήνες ενός άλλου στοιχείου (μεταστοιχείωση), του ηλίου, εκλύοντας 

ταυτόχρονα θερμική ενέργεια και κινητική ενέργεια λόγω των νετρονίων.

Οι πυρηνικές αντιδράσεις που περιγράφουν την εξώθερμη σύντηξη υδρογόνου, 

αρχικά σε δευτέριο και τελικά σε ήλιο είναι οι ακόλουθες:

\Η + \Η —+ \Η + β+ 4- ν€

\Η + \Η —> \He +7
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\He + \He —4 \He + [H + \H

0 + t + 'He * n + Energy

Σχήμα 1: Αντίδραση του δευτέριου με τρίτιο

οπού:

ι tJ
• 1η ο πυρήνας του υδρογόνου,

2 γγ
• 1 “ ο πυρήνας του δευτερίου,

3 Tj-
• το ελαφρύ ισότοπο 3/2 του ηλίου

4 rr
• 2·°e το ισότοπο 4/2 του ηλίου που συναντάμε και πιο συχνά στο 

περιβάλλον,

• β+ είναι το ποζιτρόνιο,

• ve είναι το νετρίνο ηλεκτρονίου,

• γ είναι η ακτινοβολία γάμμα.

Τα τελικά προϊόντα των αντιδράσεων είναι ήλιο και νετρόνια. Η συνολική 

ενέργεια που απελευθερώνεται, από τη σύντηξη ενός γραμμαρίου μίγματος 50% σε 

δευτέριο και τρίτιο αντίστοιχα, είναι 94000 kWh, δηλαδή ποσότητα ενέργειας που
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είναι πολλαπλάσια κατά 10,000,000 φορές από την ποσότητα ενέργειας που 

λαμβάνουμε από καύση ενός γραμμαρίου πετρελαίου.

Αντιδράσεις σύντηξης εξελίσσονται συνέχεια στον Ήλιο, καθώς και σε 

θερμοπυρηνικούς αντιδραστήρες. Εν συντομία τονίζουμε ότι θερμοπυρηνικός 

αντιδραστήρας ονομάζεται η διάταξη εκείνη εντός της οποίας παράγεται θερμική 

ενέργεια μέσω ελεγχόμενης πυρηνικής σύντηξης. Τα αντιδρώντα και τα προϊόντα της 

αντίδρασης είναι σε μορφή ιονισμένου αερίου που ονομάζεται πλάσμα.

Σχήμα 2: Σχηματικό διάγραμμα του αντιδραστήρα 1TER.
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Thermonuclear reactor

Helium bleed pipe| Steam

I Plasma (100 million C)

Reactor containment Water

Σχήμα 3: Συνοπτική αρχή λειτουργίας του θερμοπυρηνικού αντιδραστήρα

Θεωρείται ότι οι θερμοπυρηνικοί αντιδραστήρες βρίσκονται ακόμη σε 

πειραματικό στάδιο. Το γνωστότερο είδος τέτοιου αντιδραστήρα είναι τα Τόκαμακ 

(ΤΟΚΑΜΑΚ) όπου τοροειδές μαγνητικό πεδίο χρησιμοποιείται για τη συγκράτηση 

του πλάσματος στο εσωτερικό του. Τέτοιοι αντιδραστήρες υπάρχουν αρκετοί 

διεθνώς. Στην Ευρώπη και συγκεκριμένα στο Cadarache της Γαλλίας το 2008 έχει 

δρομολογηθεί η κατασκευή του αντιδραστήρα ITER. Το έργο αυτό θεωρείται 

σημαντικό βήμα όσον αφορά τη δημιουργία πρωτότυπων αντιδραστήρων σύντηξης 

για ασφαλείς, φιλικούς προς το περιβάλλον και οικονομικά βιώσιμους σταθμούς 

ηλεκτροπαραγωγής.

Η λειτουργία ενός θερμοπυρηνικού αντιδραστήρα στηρίζεται στο γεγονός ότι 

ισχυρό ηλεκτρικό ρεύμα, που διοχετεύεται, θερμαίνει το εντός του αντιδραστήρα 

αέριο υδρογόνο, ενώ ισχυρότατα μαγνητικά πεδία αποτρέπουν την πρόσκρουσή του 

στα τοιχώματα της σωληνοειδούς διάταξης. Τα εκλυόμενα νετρόνια διέρχονται μέσω 

του μανδύα που περιβάλλει τον αντιδραστήρα όπου θερμαίνουν το νερό που 

κυκλοφορεί για την παραγωγή ατμού. Με αυτό τον τρόπο έχουν μεν επιτευχθεί 

αντιδράσεις πυρηνικής σύντηξης αλλά όχι σε τέτοιο βαθμό που να μπορούν να 

προσφέρουν εκμεταλλεύσιμο ποσό ενέργειας σε σταθερή βάση. Στον μανδύα 

κυκλοφορεί παράλληλα υγρό λίθιο το οποίο χρησιμοποιείται για την αναπαραγωγή 

του τριτίου που είναι ένα από τα αντιδρώντα της πυρηνικής σύντηξης.
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Από τα βασικά ζητήματα που απασχολούν τους σχεδιαστές αντιδραστήρα 

σύντηξης αποτελεί το γεγονός ότι η οικονομική βιωσιμότητα ενός αντιδραστήρα 

σύντηξης δύναται να μειωθεί σημαντικά από τη συχνή διακοπή λειτουργίας 

(shutdown) και τη συντήρηση αντικατάστασης. Στη μηχανική της σύντηξης ένα από 

τα μείζονα θέματα είναι ο σχεδιασμός συστημάτων με σκοπό την αντιμετώπιση 

υψηλών θερμοκρασιών και τον βομβαρδισμό από σωματίδια υψηλής ροής με 

αποτέλεσμα την διάβρωση των υλικών PFC (Plasma Facing Components) [14].

Αρχικά, είχε προταθεί από τον Christofilos [15] το 1971 η ιδέα αντικατάστασης 

του στερεού πρώτου τοιχώματος (first wall) με τοίχωμα όπου θα περιστρέφεται υγρό 

μέταλλο. Αργότερα, το 1987 ο Moir [16] μελέτησε την σκοπιμότητα του 

εγχειρήματος και σημειώθηκαν περαιτέρω βελτιώσεις το 1995 [17]. Εν συνεχεία, 

προτάθηκε ο σχεδιασμός εκτροπέα και του πρώτου τοιχώματος έτσι ώστε να 

αντιμετωπιστεί η υψηλή ροή θερμότητας και η ροή των σωματιδίων στην επιφάνεια 

των PFC, από τους Mattas και Abdou [18]. Επιπλέον, στο πρόγραμμα ALPS 

(Advanced Limiter-divertor Plasma-facing Systems) που έχει αναπτυχθεί στις Η.Π.A. 

μελετήθηκε η χρήση των PFC και συνεχίζεται η εν λόγω έρευνα για τον σχεδίασμά 

μελλοντικών αντιδραστήρων σύντηξης [19,20],

Οι μελέτες που έχουν αναπτυχθεί περιλαμβάνουν αποτελέσματα από το sputtering 

του υγρού μετάλλου, ΜΥΔ αστάθειες και εν γένει της δυναμικής της ροής των υγρών 

μετάλλων, ανακύκλωση σωματιδίων και λειτουργία τους, θερμική υδραυλική και 

τέλος από την ασταθή λειτουργία του tokamak [21-25].

Οι Cheng-Yue et al. καταλήγουν στο γεγονός ότι η χρήση του υγρού λιθίου στο 

εμπρόσθιο μέρος του στερεού πρώτου τοιχώματος δεν θέτει σε κίνδυνο τον πυρήνα 

του πλάσματος. Για παράδειγμα, αν η θερμοκρασία εισόδου του υγρού λιθίου είναι 

500Κ, ακό μι και αν η ταχύτητα της ρο ή· είναι μικρή της τάξης των 0 . fri/s, η 

θερμοκρασία εξόδου δεν θα υπερβεί τους 740Κ. Κατά συνέπεια ο ρυθμός εξάτμισης 

του υγρού λιθίου δεν είναι υψηλός για τέτοιου είδους χαμηλή θερμοκρασία [26], αν 

μάλιστα λάβουμε υπόψη μας ότι η θερμότητα εξάτμισης του ατόμου του εν λόγω 

υγρού μετάλλου είναι 10 φορές μεγαλύτερη από την αντίστοιχη ενός ατόμου του 

νερού.

Ως εκ τούτου, αν μπορεί να παραληφθεί το sputtering του υγρού μετάλλου, έστω 

και αν δεν εξεταστούν οι επιπτώσεις της απομάκρυνσης του εκτροπέα, το υγρό λίθιο 

δεν είναι σε θέση να θέσει σε κίνδυνο τον πυρήνα του πλάσματος. Η χρήση της ροής 
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του υγρού μετάλλου παρέχει το πλεονέκτημα ανανεώσιμου πρώτου τοιχώματος, 

απομακρύνει τη θερμική ενέργεια και συγχρόνως προστατεύει το όπισθεν μέρος του 

στερεού πρώτου τοιχώματος από την ρηγμάτωση. Αμεση συνέπεια είναι ο πυρήνας 

του πλάσματος να μην μολύνεται από ακαθαρσίες, ιδιαίτερα από τη στιγμή που το 

λίθιο αποτελεί ένα ισχυρό μέσο απομάκρυνσης ακαθαρσιών όπως έχει αποδειχθεί από 

πειράματα με υγρό λίθιο [25],

Όπως είναι φανερό, στον μανδύα του αντιδραστήρα λαμβάνουν χώρα φαινόμενα 

μεταφοράς θερμότητας, μάζας και ορμής υπό την παρουσία ισχυρότατου μαγνητικού 

πεδίου. Αποτελεί λοιπόν σημαντική ερευνητική προτεραιότητα να μελετηθούν 

κλασσικά προβλήματα ροής και υδροδυναμικής ευστάθειας υπό το πρίσμα των 

μαγνητοϋδροδυναμικών αλληλεπιδράσεων. Η κατανόηση τέτοιων προβλημάτων 

αναμένεται να συμβάλλει τόσο στον βέλτιστο σχεδίασμά αντιδραστήρων σύντηξης 

αλλά και γενικότερα στην περαιτέρω ανάπτυξη υπαρχουσών εφαρμογών της 

μαγνητοϋδροδυναμικής.

Εξαιτίας της σημαντικότητάς τους σε εφαρμογές μηχανικής, οι ΜΥΔ ροές έχουν 

μελετηθεί εντατικά σε θεωρητικό επίπεδο [7, 27, 28]. Η περίπτωση που έχει 

μελετηθεί ιδιαιτέρως αφορά κανάλι ορθογωνικής διατομής καθώς αποτελεί την βάση 

για την πλειονότητα των ΜΥΔ τεχνολογικών εφαρμογών.

Οι ΜΥΔ ροές είναι συνήθη φαινόμενα σε σύγχρονες πειραματικές διατάξεις όπως 

το tokamak που έχουν ως σκοπό την συγκράτηση του πλάσματος σύντηξης. Η ροή 

του πλάσματος σε tokamak αναπτύσσεται σε συστήματα με επιπρόσθετη θέρμανση 

όπως, για παράδειγμα, σε κυκλοτρόνια θέρμανσης ιόντων σε συχνότητα 

συντονισμού. Η επίδραση των ροών στην διαμόρφωση του πλάσματος από την 

πλευρά της ευστάθειας δεν έχει κατανοηθεί πλήρως. Πολυάριθμες πειραματικές 

παρατηρήσεις κατέδειξαν ότι η ροή του πλάσματος σε διατάξεις tokamak μπορεί να 

βελτιώσει τον περιορισμό του συνολικού πλάσματος σταθεροποιώντας τους kink and 

resistive wall modes και ταυτόχρονα καταστέλλοντας την τύρβη [29-31].

Η ανάλυση ευστάθειας των ΜΥΔ ροών συνιστά ένα ενδιαφέρον και συγχρόνως 

δύσκολο μαθηματικό πρόβλημα. Η γραμμική ανάλυση ευστάθειας τέτοιου είδους 

συστημάτων διενεργήθηκε για πρώτη φορά στην κλασσική εργασία των Frieman και 

Rotenberg [32]. Απέδειξαν ότι, σε αντίθεση με το στατικό πρόβλημα, ο γραμμικός 

τελεστής της δυναμικής της ροής γίνεται non-Hermitian (non-self-adjoint) και 

κατ'επέκταση δεν είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθεί η θεωρία που αφορά τους 
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Hermitian γραμμικούς τελεστές. Επιπρόσθετα, οι ιδιοσυχνότητες μιας ιδιομορφής, 

έχοντας εισάγει διαταραχές στη ροή, δύνανται να προσλαμβάνουν εν γένει μιγαδικές 

τιμές. Το γεγονός αυτό έχει ως αποτέλεσμα η ανάλυση ευστάθειας σε ΜΥΔ ροές να 

καθίσταται δύσκολη ακόμη και σε περιπτώσεις απλής γεωμετρίας προβλημάτων.

Εν αντιθέσει με την στατική περίπτωση, όπου η γνωστή αρχή διατήρησης της 

ενέργειας χρησιμοποιείται με σκοπό να καθοριστεί η ικανή και αναγκαία συνθήκη για 

την ευστάθεια του μη γραμμικού προβλήματος [33], στην περίπτωση όπου υπάρχει 

ροή η αρχή διατήρησης της ενέργειας καθορίζει μόνο την ικανή συνθήκη η οποία 

είναι καθοριστικής σημασίας για το πρόβλημα και σχεδόν ποτέ δεν ικανοποιείται 

[34]. Διάφορες προσπάθειες διενεργήθηκαν για την εύρεση προσέγγισης μεταβολών 

(variational approach) έτσι ώστε να καθίσταται δυνατή η γενίκευση της αρχής 

διατήρησης της ενέργειας για συστήματα όπου μελετώνται ΜΥΔ ροές [35]. Ωστόσο, 

το πρόβλημα αυτό απέχει αρκετά από μια ολοκληρωμένη λύση.

Η παρούσα εργασία αποτελεί επέκταση μελέτης που είχε διενεργηθεί από τον 

Pelekasis [36] στην οποία είχε ερευνηθεί διατομή αγωγού παρουσία οριζόντιου 

μαγνητικού πεδίου, εσωτερικής πηγής θερμότητας και βαθμίδας θερμοκρασίας 

τιθέμενη κάθετα στη δύναμη της βαρύτητας. Η εν λόγω μελέτη είναι συνυφασμένη με 

σύγχρονες τεχνολογικές εφαρμογές τις οποίες και θα παραθέσουμε πιο αναλυτικά.

Στο πλαίσιο του σχεδιασμού του αντιδραστήρα τύπου tokamak έχει ενδιαφέρον η 

συσχέτιση της απομάκρυνσης θερμότητας με την αναγέννηση του τριτίου που 

λαμβάνει χώρα σε ειδικά διαμορφωμένες μονάδες στο μανδύα του αντιδραστήρα. 

Σύμφωνα με ορισμένες σχεδιαστικές προτάσεις που διερευνώνται, η αναπαραγωγή 

του τριτίου και η ψύξη του αντιδραστήρα πραγματοποιούνται σε διαφορετικά 

τμήματα του μανδύα.

Στις μονάδες όπου η απομάκρυνση της θερμότητας κατέχει δεσπόζουσα θέση το 

υγρό μέταλλο (π.χ. υγρό λίθιο) αντλείται μέσω της χρήσης κεφαλής υψηλής πίεσης η 

οποία είναι απαραίτητη για την επίτευξη υψηλών ρυθμών μεταφορών θερμότητας. 

Στις περιοχές όπου πραγματοποιείται η παραγωγή υγρού μετάλλου το υγρό λίθιο 

αντλείται αργά, ενεργώντας τοιουτοτρόπως ως το μέσο λειτουργίας, και απορροφά 

ακτινοβολία υπό την μορφή νετρονίων που εκπέμπονται εντός του πυρήνα του 

αντιδραστήρα, προκειμένου να παράσχει την απαιτούμενη ποσότητα τριτίου έτσι 

ώστε να συντηρηθεί η αντίδραση σύντηξης που λαμβάνει χώρα στο εσωτερικό του 

πυρήνα [37].
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Το γεγονός αυτό υποδηλώνει την ύπαρξη μιας εξαιρετικά εξώθερμης αντίδρασης 

και έχει ως συνέπεια την απομάκρυνση υψηλού ποσού θερμότητας που παράγεται 

εντός του περιβλήματος και αυτό αποτελεί εκ των πραγμάτων μια επιπλέον 

παράμετρο σχεδιασμού που πρέπει να ληφθεί υπόψη.

Στην παρούσα εργασία η ροή του υγρού μετάλλου χαρακτηρίζεται από φυσική 

συναγωγή που κυριαρχεί έναντι της βεβιασμένης συναγωγής ενώ ταυτόχρονα 

παρατηρείται μια ενδιαφέρουσα αλληλεπίδραση των διαφόρων δυνάμεων που 

αναπτύσσονται και καθορίζουν τη δυναμική συμπεριφορά του συστήματος και κατ' 

επέκταση θα επηρεάζουν την τον τελικό σχεδίασμά του αντιδραστήρα.

Ιδιαιτέρως η επίδραση της δύναμης Lorenz, η οποία προκύπτει ως αποτέλεσμα 

της αλληλεπίδρασης ανάμεσα στο ισχυρό τοροειδές μαγνητικό πεδίο του 

αντιδραστήρα tokamak και στην κίνηση του ηλεκτρικού ρεύματος εντός του μανδύα, 

πρέπει να ληφθεί υπόψη όσον αφορά την ανάλυση ευστάθειας της ροής. Η πτώση 

πίεσης στους αγωγούς κυκλοφορίας λιθίου στον αντιδραστήρα οφείλεται κυρίως στις 

δυνάμεις Lorentz, οι οποίες ασκούνται στο κινούμενο ηλεκτρικά αγώγιμο ρευστό, το 

οποίο έρχεται σε επαφή με το μαγνητικό πεδίο μέσα στον αγωγό. Ιδανική ηλεκτρική 

μό \ωση στο το χώμα του αγωγό ύ θα εμπό &ζε τα ρεύματα να διέλθο w το υψηλής 

αγωγιμότητας τοίχωμα και θα ελαχιστοποιούσε το ρεύμα στο ρευστό και κατ’ 

επέκταση την πτώση πίεσης λόγω της δύναμης Lorentz. Όμως τα τοιχώματα συνήθως 

έχουν κάποια αγωγιμότητα και είναι ενδιαφέρον να μελετηθεί η εμφάνιση εστιών 

ανακυκλοφορίας και η συνεπαγόμενη πτώση πίεσης σαν αποτέλεσμα των ασταθειών 

που εμφανίζονται.

Όσον αφορά τις ΜΥΔ ροές σε σημεία διεύρυνσης και στενώσεις, γνωρίζουμε ότι 

ένα αδιάστατο μέτρο της έντασης του μαγνητικού πεδίου είναι ο αριθμός Hartmann: 

Ha=BL yjcy/η 

όπου :

• Β είναι το μέτρο της μαγνητικής επαγωγής,

• L είναι το χαρακτηριστικό μήκος,

• σ είναι η ηλεκτρική αγωγιμότητα,

• η είναι το δυναμικό ιξώδες του ρευστού.
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Για μεγάλους αριθμούς Hartmann (όπως για παράδειγμα σε εφαρμογές, οι οποίες 

αφορούν τη σύντηξη και λαμβάνει τιμές από ΙΟ3 - 3x104), η κύρια ισορροπία 

δυνάμεων επέρχεται ανάμεσα σε πίεση και δυνάμεις Lorentz, ενώ οι δυνάμεις 

ιξώδους συγκρατώνται από σχετικά λεπτό πάχος συνοριακού στρώματος κατά μήκος 

των τοιχωμάτων του αγωγού.

Η ευστάθεια βεβιασμένης συναγωγής έχει μελετηθεί θεωρητικά και πειραματικά 

σε αγωγούς ορθογωνικής διατομής. Είναι γνωστό από πειραματικές μελέτες [38] 

όπου ρέει υγρό μέταλλο μέσω ορθογωνικού αγωγού τιθέμενο σε ισχυρό και κάθετο 

στην κίνησή του μαγνητικό πεδίο ότι η στρωτή πλήρως ανεπτυγμένη ροή γίνεται 

ασταθής λόγω της τρισδιάστατης διαταραχής. Επιπλέον, από τη θεωρία γνωρίζουμε 

ότι στην γειτονική περιοχή των δύο τοιχωμάτων του αγωγού που είναι παράλληλοι 

στο μαγνητικό πεδίο, σχηματίζονται δύο στρώματα με πάχος 0(Ha‘l/2) όπου η 

ταχύτητα του ρευστού είναι πολύ μεγαλύτερη συγκρινόμενη με οποιαδήποτε μέρος 

της διατομής.

Τα στρώματα αυτά καλούνται πλευρικά στρώματα (side layers) και εμφανίζονται 

επίσης στην περίπτωση όπου έχουμε φυσική συναγωγή. Μελετώντας τη συμπεριφορά 

του προβλήματος σε υψηλούς αριθμούς Ha σχηματίζονται δύο στρώματα με πάχος 

O(Ha ') εφαπτομενικά στα δύο τοιχώματα τα οποία είναι κάθετα στη διεύθυνση του 

μαγνητικού πεδίου. Τα στρώματα αυτά ονομάζονται στρώματα Hartmann (Hartmann 

layers) και παρατηρούνται στη ροή υγρού μετάλλου με φυσική συναγωγή.

Σύμφωνα με τους Ting et al. [39] η αποσταθεροποίηση της πλήρως ανεπτυγμένης 

ροής σε αγωγό αποδίδεται στην ύπαρξη υψηλών ταχυτήτων που επικρατούν στα 

πλευρικά στρώματα. Στο πλαίσιο αυτό, εφάρμοσαν ανάλυση ευστάθειας στη 

διαμόρφωση της ροής που προσιδιάζεται από τα πλευρικά συνοριακά στρώματα 

έλαβαν μια κρίσιμη τιμή του αριθμού Reynolds για την περίπτωση της συναγωγής η 

οποία είναι αρκετά χαμηλότερη από την αντίστοιχη πειραματική τιμή.

Τονίζουμε ότι ο αριθμός Reynolds συσχετίζει τις αδρανειακές δυνάμεις με τις 

ιξώδεις δυνάμεις και εκφράζεται ως εξής :

Re = ΚΑ. = Pvh - Ρν 2^2
ν μ μνΗ

όπου :

• V η χαρακτηριστική ταχύτητα,

• ρ η πυκνότητα του ρευστού.
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• μ το δυναμικό ιξώδες,

• h το χαρακτηριστικό μήκος,

• ν το κινηματικό ιξώδες.

Σημειωτέον ότι στην πλήρως αναπτυγμένη ροή ο αριθμός Reynolds δεν 

μεταβάλλεται με την απόσταση, αλλά καθορίζεται από τη διάμετρο του αγωγού 

και την μέση ταχύτητα της ροής. Όσο μεγαλύτερη είναι η μέση ταχύτητα της 

ροής, τόσο αυξάνεται ο αριθμός Reynolds.

Παρόλα αυτά, η ανάλυση που εφάρμοσαν βρίσκεται σε ποιοτική συμφωνία 

με τα πειραματικά ευρήματα των δισδιάστατων εστιών ανακυκλοφορίας, οι 

οποίες είναι παράλληλες με την διεύθυνση του μαγνητικού πεδίου και 

περιορίζονται εντός των πλευρικών τοιχωμάτων στην περίπτωση βεβιασμένης 

συναγωγής σε αγωγούς [40].

Από την άλλη πλευρά, οι Lingwood και Alboussiere [41] μελέτησαν την 

ευστάθεια της συνοριακής στοιβάδας Hartmann στο όριο απειροστών διαταραχών 

και διαπίστωσαν μια κρίσιμη τιμή του λόγου Re/ Ha, σχετικά με την ευστάθεια, 

αρκετά χαμηλότερη από την παρατηρούμενη πειραματική τιμή. Καταφεύγοντας σε 

μια ενεργειακή προσέγγιση που λαμβάνει υπόψη τις πεπερασμένες διαταραχές 

κατάφεραν να βρουν μια πιο λογική τιμή του συγκεκριμένου λόγου.

Η διαπίστωσή τους αυτή ενισχύεται από την ασθενώς μη γραμμική ανάλυση [42] 

όπου η υποκρίσιμη αποσταθεροποίηση της βασικής λύσης που αντιστοιχεί σε 

στοιβάδα Hartmann επαληθεύεται για τιμές του λόγου Re/ Ha που είναι χαμηλότερες 

από την αντίστοιχη κρίσιμη τιμή του.

Στην περίπτωση της ΜΥΔ ροής σε αγωγούς ο σχηματισμός της προαναφερθείσας 

πλευράς και τοίν στοιβάδων Hartmann παρατηρείται επίσης μαζί με τον πυρήνα της 

ροής (core flow), ο οποίος δύναται να είναι τρισδιάστατης φύσης [37], Στην ίδια 

μελέτη, διαπιστώθηκε για πρώτη φορά η επίδραση της ηλεκτρικής αγωγιμότητας του 

τοιχώματος.

Στην πραγματικότητα είχε τονιστεί ότι για τέλεια αγώγιμα τοιχώματα 

σχηματίζονται υψηλής ταχύτητας δέσμες (jets) κοντά στα πλευρικά τοιχώματα. Το 

γεγονός αυτό έχει σημαντικές επιπτώσεις στο ποσό της θερμότητας που μεταφέρεται 

υπό την προϋπόθεση ότι η δομή αυτή παραμένει σταθερή.
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Έχει διαπιστωθεί πειραματικά και θεωρητικά μέσω της γραμμικής ανάλυσης 

ευστάθειας [43] ο σχηματισμός μιας οιονεί δισδιάστατης δομής εστιών 

ανακυκλοφορίας, λόγω συναγωγής, η οποία είναι παράλληλη στη διεύθυνση του 

μαγνητικού πεδίου ενώ η κρίσιμη τιμή του αριθμού Rayleigh αυξάνεται περίπου όπως 

ο όρος Ha καθώς ο Ha αυξάνεται. Τονίζουμε ότι ο αριθμός Rayleigh εκφράζει την 

ένταση της φυσικής συναγωγής και περιγράφεται από την παρακάτω σχέση :

β% ΔΤα 3
Ra “ ----------να

όπου :

• β ο συντελεστής θερμικής διαστολής,

• g η βαρύτητα,

• ΔΤ η διαφορά θερμοκρασίας,

• α η θερμοδιαχυτότητα.

Στην παρούσα εργασία, το μαγνητικό πεδίο δύναται να μεταβάλλεται ως προς την 

τιμή της έντασής του που καθορίζεται από τον αριθμό Ha και τίθεται κάθετα ως προς 

τη θερμοκρασιακή διαφορά και στην κατεύθυνση της βαρύτητας. Αποτέλεσμα αυτής 

της διαμόρφωσης αποτελεί το γεγονός η διάχυση Joule (Joule dissipation) να 

καταστρέφει εστίες ανακυκλοφορίας που είναι κάθετες στη διεύθυνση του 

μαγνητικού πεδίου ενώ επιμηκύνει τις εστίες που βρίσκονται παράλληλες σε αυτό.

Για την περίπτωση ανωστικής ροής ανάμεσα σε δύο κάθετες πλάκες η ύπαρξη 

μαγνητικού πεδίου παρατηρήθηκε [44] να επιδρά σταθεροποιητικά έχοντας σταθερή 

θερμοκρασιακή διαφορά με ομογενές εξωτερικό μαγνητικό πεδίο τιθέμενο κάθετα 

στη δύναμη της βαρύτητας. Διαπιστώθηκε επίσης η μετάβαση από στάσιμα σε 

οδεύοντα κύματα με κατεύθυνση κάθετη στις δύο πλάκες υποδεικνύοντας με αυτό 

τον τρόπο την σκοπιμότητα των περιοδικών λύσεων όταν υπάρχει οριοθετούμενο 

πλέγμα.

Επιπλέον, αριθμητικές προσομοιώσεις εσωτερικά θερμαινόμενων ανωστικών 

ροών σε ορθογώνιες και κυβικές διατάξεις διεξήχθησαν από τους Arcidiacono et al. 

απουσία μαγνητικού πεδίου [45] και από τους Ciofalo και Cricchio για ΜΥΔ ροές 

[46], αντίστοιχα. Στην προηγούμενη μελέτη είχε μελετηθεί αριθμητικά η επίδραση 

του αριθμού Grashof, Gr=Ra/Pr, στην μετάβαση από συμμετρικές σε ασυμμετρικές 

λύσεις και από στάσιμες σε περιοδικές και χαοτικές λύσεις. Επιπλέον, στην τελευταία 
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αναφορά περιελήφθησαν οι επιδράσεις του μαγνητικού πεδίου και της τρισδιάστατης 

φύσης του προβλήματος και διαπιστώθηκε η εμφάνιση των πλευρικών και στοιβάδων 

Hartmann καθώς ο Ha λάμβανε υψηλότερες τιμές.

Σε μελέτη που πραγματοποιήθηκε από τους Gelfgat και Bar-Yoseph [47] και 

αφορούσε κοιλότητα σταθερού λόγου όψεως ίσο με 4 και ρευστό που 

χαρακτηριζόταν από χαμηλό αριθμό Pr=0.015, απουσία εσωτερικής πηγής 

θερμότητας και ομογενούς μαγνητικού πεδίου του οποίου ο προσανατολισμός και η 

ένταση μεταβαλλόταν, διαπιστώθηκε ότι η επίδραση ενός εξωτερικού ομογενούς 

μαγνητικού πεδίου ποικίλλει ανάλογα με την ανακυκλοφορία της ροής που θα 

θεωρηθεί.

Οι εν λόγω ερευνητές συμπέραναν ότι η ροή που χαρακτηρίζεται από μία εστία 

ανακυκλοφορίας μπορεί να σταθεροποιηθεί αποτελεσματικά από τέτοιου είδους 

μαγνητικό πεδίο ενώ για οριζόντιες επιμήκεις κοιλότητες η δυνατότερη 

σταθεροποιητική κατάσταση μπορεί να επέλθει με την εφαρμογή ενός κάθετου 

πεδίου. Ωστόσο, σε μεσαίας εντάσεως μαγνητικά πεδία {ηa - 20) η συμπεριφορά

των καμπύλών των διαγραμμάτων ουδέτερης ευστάθειας είναι μη-μονοτονική και 

περιλαμβάνει βρόχους υστέρησης όπου ο κρίσιμος αριθμός Gr μειώνεται με αύξηση 

του αριθμού Ha.

Επίσης, διέγνωσαν την πιθανότητα σημαντικής αποσταθεροποίησης της ροής από 

αυξανόμενο μαγνητικό πεδίο μεν, αλλά μεσαίας εντάσεως δε. Το γεγονός αυτό οδηγεί 

σε πρόβλημα καθορισμού της βέλτιστης, από πλευράς ευστάθειας, έντασης του 

μαγνητικού πεδίου, η οποία εξαρτάται από τις κυρίαρχες παραμέτρους του 

προβλήματος. Θεωρείται επίσης ότι οι διαταραχές μειώνονται πριν λάβει χώρα 

σημαντική μείωση της βασικής κατάστασης της ροής.

Η επίδραση του μαγνητικού πεδίου σε ροές που χαρακτηρίζονται από δύο εστίες 

ανακυκλοφορίας είναι αρκετά διαφορετική. Το φαινόμενο της σταθεροποίησης της 

ροής δεν είναι αρκετά ισχυρό για μικρές τιμές του αριθμού Ha. Ωστόσο, καθώς η 

ένταση του μαγνητικού πεδίου λαμβάνει υψηλότερες τιμές οι ροές αυτές 

αποσταθεροποιούνται και μετασχηματίζονται σε ροές με μία εστία ανακυκλοφορίας.

Ως εκ τούτου είναι πιθανή η χρήση του μαγνητικού πεδίου με σκοπό τον έλεγχο

όχι μόνο της ευστάθειας αλλά και της δομής της ροής καταστέλλοντας ταυτόχρονα

την πιθανότητα ύπαρξης πολλαπλών μόνιμων καταστάσεων. Παρόμοια εξέλιξη

αναμένεται για ροές αποτελούμενες από τρεις ή και περισσότερες εστίες 
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ανακυκλοφορίας των οποίων η ευστάθεια απουσία μαγνητικού πεδίου έχει μελετηθεί 

από τους Gelfgat et al. [48].

Σε ροές με μία εστία ανακυκλοφορίας η ηλεκτρομαγνητική απόσβεση οδηγεί 

στην ανάπτυξη των συνοριακοδν στοιβάδων Hartmann, όπως επίσης και σε συνοριακά 

στρώματα παρακείμενα στα τοιχώματα και παράλληλα στο μαγνητικό πεδίο. Αυτά τα 

στρώματα, των οποίων το πάχος μειώνεται με τάξη μεγέθους Ha'1 και Ha l/2, 

αντίστοιχα, οφείλουν να λαμβάνονται υπόψη σε κάθε αριθμητικό μοντέλο που 

προσεγγίζει τέτοιου είδους ροές. Σημαντική επιβράδυνση ως προς την αριθμητική 

σύγκλιση αναμένεται σε υψηλούς αριθμούς Hartmann και ταυτόχρονα αντανακλά την 

ανάγκη επίλυσης των συνοριακών στρωμάτων.

Σκοπό της παρούσας εργασίας αποτελεί η επέκταση της παραμετρικής ανάλυσης 

σε δισδιάστατη ροή ελεύθερης συναγωγής σε τετραγωνική κοιλότητα, παρουσία 

ομοιόμορφης εσωτερικής πηγής θερμότητας υπό την επίδραση ισχυρού οριζόντιου 

ομογενούς μαγνητικού πεδίου, ενώ η βαθμίδα θερμοκρασίας είναι κάθετη στη δύναμη 

της βαρύτητας, με σκοπό να αντιμετωπιστούν και να καλυφθούν τρισδιάστατες 

διαταραχές που εφαρμόζονται κατά την z κατεύθυνση. Η δισδιάστατη ανάλυση 

ευστάθειας σε παρόμοιες γεωμετρίες δίνει ιδιομορφές τύπου Hopf ως κυρίαρχες 

αστάθειες οι οποίες, όταν επιτραπούν τρισδιάστατες διαταραχές, οδηγούν σε 

οδεύοντα κύματα κατά μήκος του αγωγού.

Η συγκεκριμένη επέκταση οδηγεί στην αναγνώριση του μηχανισμού της 

παραγωγής των οιονεί δισδιάστατων δομών σε αγωγούς, όπου λαμβάνει μέρος η 

συναγωγή Rayleigh - Bernard. Σε ανάλογα συμπεράσματα οδηγούνται οι U. Burr & 

U. Muehler [43], οι οποίοι εξετάζουν τη συναγωγή Rayleigh - Bernard σε στρώματα 

υγρού μετάλλου υπό την επίδραση οριζόντιου μαγνητικού πεδίου, απουσία 

εσωτερικής πηγής θερμότητας, ενώ η βαθμίδα θερμοκρασίας είναι παράλληλη στη 

δύναμη της βαρύτητας, (βλ. Σχήμα 4).
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Σχήμα 4 : Διατομή του αγωγού σε πειράματα των Burr & Muehler.

Στα πειράματα των παραπάνω ερευνητών διαπιστώθηκε η ύπαρξη οιωνεί 

δισδιάστατων περιοδικών δομών όπου η ανακυκλοφορία είναι παράλληλη με την 

διεύθυνση του μαγνητικού πεδίου κάθετα στην αξονική διεύθυνση του αγωγού. Οι 

δομές αυτές είναι στάσιμες και δεν εμφανίζουν χρονική μεταβολή.

Επιπρόσθετα, παρατηρήθηκε ότι η μεταφορά θερμότητας λόγω ανακυκλοφορίας 

σε συνθήκες υπερκρίσιμες, υπό την έννοια ότι ο αριθμός Rayleigh υπερβαίνει τις 

κρίσιμες τιμές 0(103) και 0(104) για περιπτώσεις μαγνητικού πεδίου με 

(200 < fja < 400) και (600 < < 800) αντίστοιχα, παρουσιάζεται εμφανώς

μειωμένη και επηρεάζεται σε σημαντικό βαθμό από τα ηλεκτροδυναμικά 

αποτελέσματα. Σε γειτονική περιοχή από την έναρξη της συναγωγής υπάρχει μια 

σημαντική περιοχή σταθερής συναγωγής με αξιοσημείωτη μεταφορά θερμότητας 

λόγω της προαναφερθείσας περιοχής πριν η ροή προχωρήσει σε χρονο- 

μεταβαλλόμενη συναγωγή.

Ωστόσο, παρά την επίδραση της διάχυσης Joule υπάρχει ένα συγκεκριμένο εύρος 

έντασης μαγνητικού πεδίου (200 400) όπου παρατηρείται ενίσχυση της

μεταφοράς θερμότητας, γεγονός που αντανακλάται στο Σχήμα 5. Επιπλέον, η αύξηση 

της μεταφοράς θερμότητας λόγω ανακυκλοφορίας συνοδεύεται από το σχηματισμό 

ισχυρής μη-ισοτροπικής χρονο-μεταβαλλόμενης ροής υπό την μορφή εστιών 

ανακυκλοφορίας, οι οποίες είναι ιδιαίτερα σημαντικές για την μεταφορά θερμότητας 

λόγω ανακυκλοφορίας και ταυτόχρονα ευθυγραμμίζονται με την διεύθυνση του
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μαγνητικού πεδίου που επιδεικνύει μια απλούστερη χρονική δομή συγκρινόμενη με 

την συνήθη υδροδυναμική ροή.

Τονίζουμε ότι η μεταφορά θερμότητας εκφράζεται μέσω του αριθμού Nusselt και 

περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση :

Nu ~ , . ^ ,λΔγ / f-j

όπου :

• q η θερμορροή,

• λ ο συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας,

• ΔΤ η διαφορά θερμοκρασίας,

• Η το ύψος της διατομής του αγωγού.

2.

1.
Nu

1.

0 2 4 6 8 10 12 14
Μ (χ 100)

Σχήμα 5 : Επίδραση της αύξησης του αριθμού Hartmann Μ στον αριθμό Nusselt Nu 

για σταθερή θερμορροή q - 2.8 x ΙΟ4^™ "2.

Η μέτρηση των συντελεστών της τοπικής ισοτροπίας της τοπικής 

θερμοκρασιακής βαθμίδας επετεύχθη με χρήση καθετήρα στο μέσο επίπεδο και 

κατέδειξε ότι η αύξηση της μεταφοράς θερμότητας λόγω ανακυκλοφορίας 

συσχετίζεται άμεσα με την μετάβαση της δομής της συναγωγής σε μία αυξανόμενη 

μη-ισοτροπική κατάσταση των εστιών ανακυκλοφορίας οι οποίες είναι κατά κύριο 

λόγο συνευθειακές με τη διεύθυνση του μαγνητικού πεδίου.

Στόχο της παρούσας εργασίας αποτελεί η ταυτοποίηση του κυρίαρχου 

μηχανισμού αστάθειας της βασικής δισδιάστατης ροής σε κοιλότητα, λόγω ελεύθερης 

συναγωγής υπό την επίδραση μαγνητικού πεδίου, παρουσία τρισδιάστατων 

διαταραχών. Ειδικότερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η σχετική ένταση με την οποία
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αναπτύσσονται στάσιμες δομές έναντι οδευόντων κυμάτων σε αγωγό με διατομή που 

χαρακτηρίζεται από οριζόντια ή κάθετη βαθμίδα θερμοκρασίας, οριζόντιο, ομογενές 

μαγνητικό πεδίο και παραγωγή θερμότητας.

1.2 Οργάνωση της Εργασίας

Στο δεύτερο κεφάλαιο καταστρώνουμε το πρόβλημα παραμετρικής μελέτης 

ευστάθειας ροής υγρού μετάλλου με φυσική συναγωγή παρουσία ομογενούς 

μαγνητικού πεδίου και ομοιόμορφης εσωτερικής πηγής θερμότητας σε αγωγό 

ορθογωνικής διατομής εξετάζοντας τις εξισώσεις και τις οριακές συνθήκες που 

ολοκληρώνουν την περιγραφή του προβλήματος και εν συνεχεία εισάγουμε 

διαταραχές κατά την διαμήκη κατεύθυνση του αγωγού. Επιπλέον, εφαρμόσαμε 

γραμμική ανάλυση ευστάθειας στο παραπάνω πρόβλημα.

Στο τρίτο κεφάλαιο χρησιμοποιούμε την μέθοδο Πεπερασμένων Στοιχείων τύπου 

Galerkin στις εξισώσεις που αναπτύχθηκαν κατά τη διάρκεια επίλυσης των 

προβλήματος που εξετάζουμε και εν συνεχεία περιγράφουμε και χρησιμοποιούμε την 

επαναληπτική μέθοδο GMRES (General Minimal Residual) έτσι ώστε να είναι 

δυνατή η εφαρμογή της παραμετρικής συνέχειας.

Στο τέταρτο κεφάλαιο παραθέτουμε τα υπολογιστικά αποτελέσματα μέσω 

επιλεγμένων διαγραμμάτων. Στο πέμπτο κεφάλαιο παρουσιάζουμε συνοπτικά τα 

συμπεράσματα που έχουν εξαχθεί κατά τη διάρκεια της παρούσας εργασίας και 

επιπρόσθετα προτείνουμε τρόπους επέκτασης και βελτίωσής της. Στο τέλος έχουμε 

επισυνάψει τις βιβλιογραφικές αναφορές που έχουν χρησιμοποιηθεί καθ’ όλη την 

έκταση της μεταπτυχιακής εργασίας.
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II) Κατάστρωση του Προβλήματος

2.1 Ελεύθερη συναγωγή υγρού μετάλλου σε αγωγό ορθογωνικής 

διατομής με βαθμίδα θερμοκρασίας και ομογενές μαγνητικό πεδίο 

κάθετα στη δύναμη της βαρύτητας

Η συναγωγή αποτελεί το πρότυπο της μεταφοράς ενέργειας μεταξύ μιας στερεάς 

επιφάνειας και ενός κινούμενου υγρού ή αερίου. Περιλαμβάνει το συνδυασμένο 

αποτέλεσμα της αγωγής και της μαζικής κίνησης του ρευστού. Απουσία κίνησης του 

ρευστού, η μεταφορά θερμότητας μεταξύ της επιφάνειας του στερεού και του 

ρευστού γίνεται αποκλειστικά με αγωγή. Η κίνηση του ρευστού ενισχύει τη 

μεταφορά θερμότητας μεταξύ της επιφάνειας του στερεού και του ρευστού, ωστόσο 

περιπλέκει τον υπολογισμό των ρυθμών μεταφοράς θερμότητας. Όσο γρηγορότερα 

κινείται το ρευστό, τόσο μεγαλύτερη είναι η μεταφορά θερμότητας με συναγωγή.

Όταν το ρευστό εξαναγκάζεται από εξωτερικά μέσα να ρέει μέσα σε ένα σωλήνα 

ή πάνω από μια επιφάνεια τότε η μεταφορά θερμότητας καλείται εξαναγκασμένη 

συναγωγή. Αντίθετα, η συναγωγή που προκαλείται από την κίνηση του ρευστού 

εξαιτίας ανωστικών δυνάμεων που οφείλονται στη διαφορετική πυκνότητα του 

ρευστού σε διαφορετική θερμοκρασία ονομάζεται ελεύθερη ή φυσική συναγωγή την 

οποία και μελετούμε στο παρόν πόνημα.

Εν γένει η μεταφορά θερμότητας με φυσική συναγωγή σε μια επιφάνεια 

εξαρτάται από το γεωμετρικό σχήμα της επιφάνειας και τον προσανατολισμό της. 

Παράλληλα εξαρτάται από τη μεταβολή της θερμοκρασίας στην επιφάνεια καθώς και 

από τις θερμοφυσικές ιδιότητες του ρευστού.

Θεωρούμε τετραγωνική κοιλότητα, παρουσία ομοιόμορφης εσωτερικής πηγής 

θερμότητας και ομογενούς μαγνητικού πεδίου, το οποίο είναι κάθετο στην διεύθυνση 

της βαρύτητας και παράλληλο σε βαθμίδα θερμοκρασίας TVTC, βλέπε Σχήμα 6α και

6β·

Εργαστήριο Ρ & Σ / Δ. Δημόπουλος : Μεταπτυχιακή Εργασία 18

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
19/04/2024 05:54:47 EEST - 3.144.128.195



z

Σχήμα 6: (α) Διατομή του αγωγού, (β) Τρισδιάστατη διαμόρφωση του προβλήματος.

Απαραίτητες παραδοχές έτσι ώστε να μελετηθεί η ροή εντός της κοιλότητας είναι 

το ρευστό να θεωρείται ασυμπίεστο Νευτώνειο και να είναι δυνατή η εφαρμογή της 

προσέγγισης Boussinesq. Οι θερμοκρασιακές διακυμάνσεις έχουν ως αποτέλεσμα τη 

μεταβολή όχι μόνο της πυκνότητας αλλά και των άλλων ιδιοτήτων του ρευστού όπως 

για παράδειγνμα του ιξώδους. Μια ανάλυση που θα περιλαμβάνει όλες τις επιδράσεις 

αυτών των διακυμάνσεων είναι αρκετά πολύπλοκη γεγονός που καθιστά απαραίτητη 

τη χρήση κατάλληλης προσέγγισης.
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Οι εξισώσεις προσλαμβάνουν τη μορφή της προσέγγισης Boussinesq. Στη 

συγκεκριμένη προσέγγιση οι διακυμάνσεις άλλων ιδιοτήτων του ρευστού, πλην της 

πυκνότητας, αγνοούνται τελείως. Ωστόσο, οι διακυμάνσεις στην πυκνότητα 

λαμβάνονται υπόψη μόνο στον υπολογισμό των βαρυτικών δυνάμεων κατά συνέπεια 

η εξίσωση της συνέχειας διατηρεί αναλλοίωτη τη μορφή της.

Εν συνεχεία, υποθέτουμε ότι ισχύει η συνθήκη Boussinesq: β(Τh-Tc)« 1, όπου β 

είναι ο συντελεστής θερμικής διαστολής του λιθίου που ρέει στη κοιλότητα. 

Αναφορικά με την πυκνότητα του ρευστού ισχύει ότι: ρ=ρο[1-β( Τ-ΤΑν)], όπου ΤΑν 

=( Th-Tc)/2.

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να επισημάνουμε ότι στις περισσότερες εφαρμογές 

όπου απαντάται τέτοιου είδους ροή, τα υγρά διαλύματα μιγμάτων λιθίου (όπως για 

παράδειγμα Pb-17Li) χρησιμοποιούνται ως λειτουργούντα μέσα (operating fluids). 

Έτσι, παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε τις θερμοφυσικές ιδιότητες του λιθίου για να 

ορίσουμε τις αδιάστατες μεταβλητές, οι οποίες προσδιορίζουν το παρόν πρόβλημα.

Θεωρούμε ότι η διάταξη που μελετούμε εφάπτεται σε αντιδραστήρα, ο οποίος 

αποτελεί πηγή νετρονίων. Τα νετρόνια εισέρχονται εντός του υγρού λιθίου και αυτό 

έχει ως αποτέλεσμα τις συγκρούσεις με τους πυρήνες του λιθίου. Το γεγονός αυτό 

οδηγεί στην έκλυση της ενέργειας την οποία προσομοιώνουμε με την ύπαρξη 

εσωτερικής πηγής θερμότητας εντός του αγωγού που μελετούμε.

Επιπλέον, το μαγνητικό πεδίο που εφαρμόζεται στη διάταξη που μελετούμε 

εκφράζεται μέσω της δύναμης Lorentz της οποίας η συνεισφορά παρουσιάζεται 

μαθηματικά μέσω της προσθήκης του όρου JxB στις εξισώσεις Navier - Stokes, όπου 

J, Β είναι η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου και του μαγνητικού πεδίου, αντίστοιχα.

Σημειωτέον ότι η δύναμη Lorentz κατέχει δεσπόζοντα ρόλο στις 

ήλεκτρομαγνητικές δυνάμεις και συνδυάζει τις μηχανικές και ηλεκτροδυναμικές 

καταστάσεις του συστήματος. Στη φυσική η δύναμη Lorentz είναι η δύναμη που 

ασκείται σε ένα φορτισμένο σωματίδιο που κινείται μέσα σε ένα ηλεκτρομαγνητικό 

πεδίο. Το σωματίδιο θα αντιληφθεί τη δύναμη λόγω της ύπαρξης του ηλεκτρικού 

πεδίου, και εξαιτίας του ρεύματος παρουσία μαγνητικού πεδίου.

Στο σημείο αυτό αξίζει να τονισθεί ότι δεν έχουμε λάβει υπόψη το επαγόμενο 

μαγνητικό πεδίο που προέρχεται από την κίνηση του ρευστού καθώς θεωρούμε ότι το 

εξωτερικό πεδίο είναι σχετικά πολύ μεγαλύτερης έντασης, ως εκ τούτου δεν
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χρειάζεται η επίλυση της εξίσωσης της μαγνητικής επαγωγής και εφαρμόζουμε το 

μοντέλο του χαμηλού αριθμού Reynolds.

Ο αριθμός Prandtl Pr=v/a=0.032, όπου α και ν υποδηλώνουν την θερμική 

διαχυτότητα και το κινηματικό ιξώδες του υγρού λιθίου. Για το συγκεκριμένο ρευστό 

ο μαγνητικός αριθμός Reynolds έχει αρκετά μικρή τιμή και κατά συνέπεια η 

μαγνητική επαγωγή θεωρείται αμελητέα ενώ το μαγνητικό πεδίο είναι παντού 

ομογενές στην κοιλότητα. Από το Σχήμα 6 γίνεται εμφανές ότι B=Boex. Επίσης, ο

μαγνητικός αριθμός Reynolds ορίζεται ως εξής: =σμοιιι , όπου ο όρος (σχι0) '

δηλώνει την μαγνητική διαχυτότητα του λιθίου, u η χαρακτηριστική ταχύτητα του 

ρευστού και L το χαρακτηριστικό μήκος.

Η χρήση της προσέγγισης του χαμηλού μαγνητικού αριθμού Reynolds 

χρησιμοποιείται όταν το εξωτερικό μαγνητικό πεδίο που εφαρμόζεται σε μια ροή 

επηρεάζει τις ταχύτητες του ρευστού, ενώ οι ταχύτητες του ρευστού δεν επιδρούν στο 

μαγνητικό πεδίο.

Από το νόμο του Ohm λαμβάνουμε για την πυκνότητα του ρεύματος :

όπου φ' είναι το ηλεκτρικό δυναμικό, σ η ηλεκτρική αγωγιμότητα του λιθίου και ν' 

το διάνυσμα της ταχύτητας, το οποίο σε συνδυασμό με την απαίτηση της συνέχειας 

του ηλεκτρικού φορτίου : V· j' = 0 δίνει:

όπου ω' είναι το διάνυσμα της στροβιλότητας.

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να τονίσουμε ότι οι τονούμενες μεταβλητές έχουν 

διαστάσεις, ενώ το πεδίο των ταχυτήτων θεωρείται περιοδικό στην z κατεύθυνση.

Επιλέγουμε το μήκος L ως χαρακτηριστικό μήκος για κάθε μια από τις πλευρές 

της κοιλότητας, τη θερμοκρασιακή διαφορά AT (= TVTC) ως χαρακτηριστική 

θερμοκρασία και στη συνέχεια αποδίδουμε αδιάστατα τον χρόνο, τις χωρικές 

συντεταγμένες, την πίεση, την ταχύτητα, τη θερμοκρασία, την ένταση του 

μαγνητικού πεδίου και το ηλεκτρικό δυναμικό:

) =σ(~νφ' + ν'χΒ') (2.1)

ν2φ' = ω ·Β' (2.2)

λ: Pi_____ n' + Pogy
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Οι παρακάτω εξισώσεις αποτελούν τη βάση της περιγραφής της ΜΥΔ ροής του 

υγρού λιθίου σε αγωγό ορθογωνικής διατομής.

Εξίσωση τηο συνέγειας της uACac

ν·(7 = 0 (2.3)

Αργή Διατήρησης της οριιής στην χ-κατεύθυνση

( Λ2du_, . ^L.
- u ~ -1-ν - ^ νν
dt dx dy

dU _ 3ρ , -1/2
Λ Λ + G rEdz dx

?JL+#]L + !Zl'
ydx2 dy2 d2 j

(2.4)

Αργή Διατήρησης της ορμής στην ν-κατεύθυνση

dy , ®ν, -|/2
s ~ "1"νί5 +νν3 λ ^GrEOt Οχ Oy 0Ζ Oy

(d2 d2 d2 ΛW V i V | V

Vd*2 d2 d2 j
+ T — Ha

-1/2
G rE V ί/z /

(2.5)

Αργή Διατήρησης της ορμής στην ζ-κατεύθυνση

dw , dw + dw dw

«o'

1 4. -1/2 f d2w , d2w d2w Ί Ha2
f dφΛ

+U
dt dx va,w dz dz

+ GrE
k2 5/ 5Z2J -1/2

GrE
w

V dy)
(2.6)

Εξίσωση της ενέργειας

■+ 1
^ d2 γ d2 γ d γ

d, d, ^dy Vgd, Grl'2 Pr
2 Λ

· + —v + -
V5,2 ' dy2 ' d2 J

I Gr,
^ -1/2 

Grf;
(2.7)

Αργή διατήρησης του ηλεκτρικού φορτίου

d2<t> d2(t> _ d φ _ dw dv+^x = r*iL_rv (2.8)2 a 2 β 2 ~ ^ v/5/ 5, ~*z dy dz

Στην παραπάνω μορφοποίηση του προβλήματος εμπλέκονται οι παρακάτω 

αδιάστατες παράμετροι:
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β^ΤΙ
Ha

2_ 2
L σBo

pv Gr, ~-JLL·
Mv

Pr = —, 
a

-H_-\A - — ~ 1 
L

Οι αριθμοί Gr, Ha δηλώνουν την σχέση αλλά και τη σημασία των βαρυτικών 

δυνάμεων με τις δυνάμεις ιξώδους, και των μαγνητικών δυνάμεων με τις δυνάμεις 

ιξώδους, αντίστοιχα. Στην εξίσωση (2.5) ο όρος της αδιάστατης θερμοκρασίας Τ 

δηλώνει την άνωση και ο τελευταίος όρος στην ίδια σχέση αποτελεί τη δύναμη 

Lorentz, ενώ η επίλυση των εξισώσεων (2.3) έως (2.8) μαζί με τις συνοριακές 

συνθήκες, μας παρέχουν τη δυναμική κατάσταση του συστήματος. Αντίστοιχα, αν 

αγνοήσουμε τους χρονομεταβαλλόμενους όρους στις εξισώσεις (2.4)-(2.7) 

προκύπτουν λύσεις σε μόνιμη κατάσταση για το πρόβλημα που μελετούμε.

Είναι σημαντικό να επισημάνουμε ότι η παρουσία της ομοιόμορφης εσωτερικής 

πηγής θερμότητας αυξάνει την κίνηση του υγρού μετάλλου, ενώ αντίθετα το 

μαγνητικό πεδίο επιβραδύνει την κίνηση του ρευστού λόγω της δύναμης Lorentz.

2.2 Συνοριακές Συνθήκες

Προκειμένου να επιλύσουμε το σύστημα των εξισώσείον (2.3-2.7) είναι 

απαραίτητο να ορίσουμε τις συνοριακές συνθήκες που θα εμπεριέχουν τις άγνωστες 

συναρτήσεις.

Όταν τα τοιχώματα θεωρούνται μονωμένα τότε οι συνοριακές συνθήκες είναι 

τύπου Dirichlet. Στην περίπτωση όπου τα τοιχώματα είναι αγώγιμα, (συνοριακές 

συνθήκες τύπου Neumann), τότε το ρεύμα μπορεί να διαπεράσει την διεπιφάνεια 

μεταξύ του ρευστού και του τοιχώματος.

Επιβάλλουμε θερμοκρασιακή βαθμίδα στα κατακόρυφα τοιχώματα του αγωγού 

και μόνωση στα οριζόντια τοιχοδματα ως εκ τούτου λαμβάνουμε τις παρακάτω 

συνθήκες που αφορούν τη συνάρτηση της θερμοκρασίας :

7·(*=0,,) = -1 Γ(Χ = 1,,) = 1 §^,,=0 ^(χ,,=1) = 0
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Σύμφωνα με την συνήθη υδροδυναμική συνθήκη, η ταχύτητα του ιξώδους 

ρευστού σε ένα στερεό τοίχωμα θα πρέπει να είναι ίση με την ταχύτητα v(w), [50] :

ν|Γ = v<u,)|r > όπου Γ δηλώνει το σύνορο ανάμεσα στο ρευστό και στο τοίχωμα.

Για το πεδίο των ταχυτήτων επιβάλλουμε συνθήκες μη ολίσθησης στα τοιχώματα 

της κοιλότητας, οπότε ισχύει:

uix ~ — v(x— y) ~ 0 ιγ (jc v(a: ^

u(x> y ~ ® ^ — 0 )=0 u(x>y~A^~ v(*’y — ~ ^

Εν συνεχεία, θα ορίσουμε τις συνθήκες που αφορούν το ηλεκτρικό φορτίο, το 

οποίο επάγεται από την κίνηση του υγρού μετάλλου στον αγωγό υπό την επίδραση 

ισχυρού μαγνητικού πεδίου. Στα τοιχώματα δεν υπάρχει κίνηση ρευστού και ως εκ 

τούτου η κατανομή του ηλεκτρικού δυναμικού περιγράφεται από την εξίσωση του 

Laplace.

Κατόπιν ολοκλήρωσης κατά μήκος της τρίτης διάστασης των τοιχωμάτων, το 

πάχο ς των ο τό ίον είναι μικρό σε σχέση με το μήκο ς και το ύψος, παίρνουμε την 

εξίσωση κατανομής του δυναμικού σε απλοποιημένη μορφή όπου περιγράφεται η 

κατανομή της μέσης τιμής του δυναμικού αναφορικά με το πάχος του τοιχώματος, η 

οποία και δεν διαφέρει από την τιμή επάνω στο σημείο επαφής του υγρού μετάλλου 

με το τοίχωμα λόγω του μικρού πάχους του τελευταίου. Επιπλέον, λαμβάνουμε 

υπόψη το γεγονός ότι δεν υπάρχει μεταφορά ρεύματος προς το ρευστό που 

περιβάλλει εξωτερικά το τοίχωμα.

Υ" j Λ 2 r> 2 a 2V 3Ζ γ
dx = 0:

δφ δ2 °γ, δ2 °-
+ -^Ύ itdx+TT ί^,άχ =0:

«—< y -,
d2l δ2φ

— ο ■ — ο

δφ
\ δχ

= 0

δφ

δ2φ' δ2φ'

1 1 £

dy'2 δζ'2

I

δ£

9χ

( ^2
=0 

2 ±ι\

=0

δ^£ δ^£
a 12 + a '2

\dy dz J

= (αδιαστατοποιώντας)
=0 Cw Ψϊ

(φ; (/ = o,y,z) * φ[ (y,z)=φ;(χ· = o, ytz))

(a)
.=0

με l£^
c,L
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όπου t είναι το πάχος του τοιχώματος, C| cw είναι οι ηλεκτρικές αγωγιμότητες του 

υγρού λιθίου και του τοιχώματος αντίστοιχα, φι, φνν είναι το ηλεκτρικό δυναμικό του 

υγρού μετάλλου στην περιοχή της βασικής ροής και το δυναμικό του τοιχώματος του 

αγωγού, (βλ. Σχήμα 7). Οι τόνοι συμβολίζουν αδιάστατες μεταβλητές και οι παύλες 

πάνω από τις μεταβλητές μέσες τιμές.

Στη διεπιφάνεια τοιχώματος - υγρού μετάλλου θα ισχύει φι = cpw =φ, ως εκ 

τούτου η εξίσωση (α) λαμβάνει την παρακάτω μορφή:

δφ ( δ2φλ
dx II ο

1 1 ρ

Με παρόμοιους υπολογισμούς είναι δυνατό να αναπαραχθούν οι υπόλοιπες 

συνοριακές συνθήκες που αφορούν το ηλεκτρικό δυναμικό, όπου ανάλογα με το αν 

εφαρμόζεται συνοριακή συνθήκη στις οριζόντιες ή κατακόρυφες πλευρές του αγωγού 

θα εμφανίζεται στην εξίσωση η αγωγιμότητα του τοιχώματος cy ή ch, αντίστοιχα. 

Συνοπτικά έχουμε :

*( =0 ) = ■ _ ix ν > ζ)
°χ

c\

dA =ο )=~ \x>y 'J'z)
Oy

{δ?Φ_ δ2φλ

vV V,
r δ2 φ δ2φΛ
\δχ2 + dz2 j

δφ_
ΰχ
δφ_
a.

(x ~ cγ
2 .Λ( δ2 φ + δλφ

\dy V)
32,

(χ’ν Α>ζ) c,
' δ2φ δ2φ 

Λ2 + 5ζ2

λ
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Σχήμα 7: Τρισδιάστατη διαμόρφωση του προβλήματος για πολύ μικρό πάχος των 

οριζόντιων, χζ, και κάθετων, yz, τοιχωμάτων του αγωγού.

2.3 Γραμμική Ανάλυση Ευστάθειας

Ο κύριος κλάδος μόνιμης κατάστασης αναπτύσσεται από τη λύση που 

λαμβάνουμε για Gr=0, μέσω απλής συνέχισης στον χώρο των παραμέτρων ο οποίος 

ορίζεται από τους αριθμούς Gr, Ha, Pr. Η μορφή και η ευστάθεια το υ εν λό γο 

κλάδου, ο οποίος αφορά δισδιάστατη ροή λόγω ελεύθερης συναγωγής σε μόνιμη 

κατάσταση, σε δισδιάστατες διαταραχές έχει ήδη εξεταστεί (Pelekasis 2006). Αυτό 

έγινε αγνοώντας μεταβολές στην αξονική διεύθυνση z στην μοντελοποίηση του 

προβλήματος όπως αυτή περιγράφεται από τις εξισώσεις (2.3)-(2.8). Έτσι βρέθηκε 

ότι δίνει διακλάδωση τύπου Hopf σε περιοδική λύση όταν ο αριθμός Gr υπερβεί ένα 

συγκεκριμένο όριο το οποίο αυξάνει καθώς αυξάνεται ο αριθμός Ha.

Επιθυμούμε να διερευνήσουμε το ενδεχόμενο ο ίδιος βασικός κλάδος να δίνει 

τρισδιάστατη αστάθεια για τιμές του Gr μικρότερες αυτών που οδηγούν σε περιοδική 

λύση, υποβαθμίζοντας έτσι την σημασία της δισδιάστατης ανάλυσης ευστάθειας.
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Επίσης μας ενδιαφέρει να εξετάσουμε την επίδραση του μαγνητικού πεδίου στην 

ευστάθεια της βασικής λύσης και την συνακόλουθη ανάπτυξη παράλληλων 

στοιβάδων και στοιβάδων Hartmann.

Συνεπώς είναι επιθυμητή η μελέτη της δυναμικής συμπεριφοράς του 

τρισδιάστατου αγωγού ορθογωνικής διατομής και η επίδρασή της στην ψύξη του 

παρουσία εσωτερικών πηγών θερμότητας. Λρα σε επόμενο βήμα, εισάγουμε μικρές 

απειροστές διαταραχές κατά την αξονική διεύθυνση ζ, σε όλες τις εξαρτημένες 

μεταβλητές. Υποθέτουμε ότι η τρισδιάστατη ροή επιδέχεται λύση της παρακάτω 

μορφής :

T ~ 7ο(λ:> >')"*" &T\(x’ y)e e » p = p o (jr> χ) + ^p i (x’ y)< 

Φ = εφ\ (,χι y)e' e'*' > w y)e*' e'*'

si ik:
y )e e

όπου :

• οι δείκτες 0,1 αντιστοιχούν σε κατάσταση προ και μετά την επιβολή της 

διαταραχής αντίστοιχα,

• ε είναι μέτρο του μεγέθους της εφαρμοζόμενης διαταραχής,

• s είναι η ιδιοτιμή, η οποία ουσιαστικά έχει τον κυρίαρχο ρόλο ως προς 

την ασυμπτωτική συμπεριφορά του συστήματος καθώς αυξάνεται ο 

χρόνος t.

Στο σημείο αυτό επιθυμούμε να τονίσουμε ότι η λύση, που προκύπτει από την 

μόνιμη κατάσταση του προβλήματος, είναι ασυμπτωτικά ασταθής αν υπάρχει 

ιδιοτιμή τέτοια ώστε το πραγματικό της μέρος sr να είναι θετικό. Αν δεν υπάρχει 

τέτοια ιδιοτιμή τότε θεωρούμε ότι η λύση μόνιμης κατάστασης είναι ευσταθής στο 

εύρος των παραμέτρων που έχουμε μελετήσει.

Κατά την περίπτωση όπου το πραγματικό μέρος sr μιας ιδιοτιμής διέρχεται από το 

μηδέν, έχουμε ουδέτερη ευστάθεια και προκύπτει μια λύση διακλάδωσης. Όσον 

αφορά το φανταστικό μέρος Sj μιας ιδιοτιμής, όταν αυτό είναι διάφορο του μηδενός, 

τότε προκύπτει διακλάδωση Hopf, η οποία οδηγεί σε περιοδική λύση.
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω τρισδιάστατες διαταραχές στις εξισώσεις (2.3- 

2.8) που ορίζουν το πρόβλημα, ενώ παράλληλα αγνοούμε τους όρους τάξεως 0(ε2) ή 

μικρότερους όρους, λαμβάνουμε το παρακάτω πρόβλημα ευστάθειας.

Πρόβλημα Ευστάθειας

SU\

Λ’VI

+

+

δ (μ ο u ι) + V0
Ή 1

"y
+ VI

'up

uy

dp\ , -1/2
X+Gr

r^uL.^u1 
ydx2 ' uik

V j
(2.9)

δ(νονι) + 'VI ^vo _ dpi . -1/2
up ~ “l“wi - - i‘Gr

dx dx dy

f d1 β2
U VI . U VI .
o 2 + o 2 VI*V δ* dy

+ T\

Ha

Gr
1/2 {ν\+ίΐ<Φ\) (2.10)

yW\
SWl

Sw, , -1/2 [d2m , δ2..,
>

2
2

Ηα
(

δφΛII ~ikP\ ' Gr
Ιδ,2 V

ννι* 1/2
Gr

ννι

2k

ιI

T -t- fjCl-u f-Vi. , dro GrJ1l't'ttl "’"mo "l"vo "l’vi - „or dx dy dy Pr

-1/2 ( 02 o2
1 T\ ,ϋΤ\

■'x

52,

- + - ' T\k
yd,‘ V ,

-ττ + -ττ-<Ρύ
V dx dy J

'w i
' ikv i (2.13)

TL34i+/i»,=0 (2.14)

3*
L = ±c, 2o 2 H*

/ a2
· = +„

, z=±- (2.15)

Vi*‘
M , 2

vV

M= M (2.17)
C" dy C" dr

= +‘ (2.16)

(2.12)

(2.11)

Οι παραπάνω εξισώσεις αποτελούν πρόβλημα ιδιοτιμών και διακριτοποιούνται 

έτσι ώστε να λάβουμε τις ιδιοτιμές και τις ιδιοσυναρτήσεις ui,vi,wi,Ti,Pi,$ οι 

οποίες εμπεριέχουν την συμπεριφορά της τρισδιάστατης λύσης που προκύπτει όταν η 

δισδιάστατη βασική λύση γίνει ασταθής. Συνεπώς οι ιδιοσυναρτήσεις είναι πολύ 

σημαντικές καθώς εμπεριέχουν τα αναγκαία χαρακτηριστικά της λύσης, που 

προκύπτει από ενδεχόμενη διακλάδωση που οδηγεί στον νέο τρισδιάστατο κλάδο, ο
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οποίος σημειωτέον θα παρουσιάζει περιοδικότητα στην z κατεύθυνση. Επιπρόσθετα, 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν έτσι ώστε να προκύψει μια αξιόπιστη αρχική υπόθεση 

με σκοπό την εύρεση πλήρους λύσης του εν λόγω τρισδιάστατου κλάδου σε επόμενο 

βήμα της μελέτης του προβλήματος.
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Ill) Αριθμητική Ανάλυση

3.1 Μέθοδος Πεπερασμένων Στοιχείων

3.1.1 Περιγραφή μεθόδου

Η μέθοδος των Πεπερασμένων Στοιχείων χρησιμοποιείται ευρύτατα για την 

αριθμητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων. Ανάμεσα στα πλεονεκτήματα της είναι 

ότι μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε περιπτώσεις όπου το πεδίο προσομοίωσης είναι 

αρκετά πολύπλοκο ή μεταβλητό, καθώς και για προσομοιώσεις όπου δεν απαιτείται η 

ίδια τάξη ακρίβειας σε όλο το πεδίο επίλυσης. Τα βήματα που απαιτούνται για την 

εφαρμογή της μεθόδου είναι τα παρακάτω :

• Επιλογή κατάλληλων στοιχείων και συναρτήσεων βάσης ψ,.

• Διακριτοποίηση του πεδίου επίλυσης.

• Κατασκευή του πίνακα συνεκτικότητας ο οποίος προσδιορίζει για κάθε 

στοιχείο τους κόμβους του πλέγματος που συνεισφέρουν στην επίλυση 

στο συγκεκριμένο στοιχείο.

• Υπολογισμό των γεωμετρικών χαρακτηριστικοί των κόμβων (π.χ. 

συντεταγμένες).

• Κατασκευή των διακριτοποιημένων διαφορικών εξισώσεων σε κάθε 

στοιχείο του πεδίου, προσεγγίζοντας την άγνωστη μεταβλητή u με μια

σχέση της μορφής u = Σ 14 ψ . Τελικά, προκύπτει σε κάθε στοιχείο e σε
,=1

ένα σύστημα [κ (ί)]{„ω} = {Fu}.

• Σύνδεση των τοπικών διακριτοποιημένων εξισώσεων για τον ορισμό του 

συνολικού προβλήματος.

• Επιβολή των οριακών συνθηκών του προβλήματος.

• Επίλυση του συνολικού συστήματος εξισώσεων.

3.1.2 Συναρτήσεις βάσης
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Κατά την επίλυση προβλημάτων με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων 

καθοριστικό ρόλο στην ακρίβεια των αποτελεσμάτων παίζει η επιλογή των 

κατάλληλων συναρτήσεων βάσης.

Στην παρούσα μελέτη χρησιμοποιούνται οι διτετραγωνικές (biquadratic) 

συναρτήσεις βάσεις Lagrange <E>i(x,y) για την προσομοίωση της ταχύτητας, της 

θερμοκρασίας και του ηλεκτρικού δυναμικού, ενώ η πίεση του υγρού λιθίου 

προσεγγίζεται με διγραμμικές (bilinear) συναρτήσεις βάσεις Lagrange vFi(x,y).

Εν συνεχεία παρουσιάζονται συνοπτικά οι συναρτήσεις βάσης για προσομοίωση 

σε μία και σε δύο διαστάσεις.

3.1.3 Συναρτήσεις βάσης quadratic Lagrange

Για την επίλυση προβλημάτων σε μια διάσταση με συναρτήσεις quadratic 

Lagrange χρησιμοποιούνται 3 κόμβοι σε κάθε στοιχείο. Αν θεωρήσουμε ένα στοιχείο 

e με συνταταγμένες μεταξύ xe και xe+i τότε οι συναρτήσεις quadratic Lagrange είναι 

πολυώνυμα δευτέρου βαθμού που δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις και 

απεικονίζονται στο Σχήμα 8 :

ϋ'ι'-ίΟ-ί)

^-(ΐ+ίχι-ί)

Ψζ=\ξβ + ξ)

όπου ξ =
(x. + x„+l) και είναι μετασχηματισμένη μεταβλητή η οποία λαμβάνει

Χ,+Ι Xe

τιμές μεταξύ -1 και 1 σε κάθε στοιχείο.

Lagrange Quadratic Shape Functions
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Σχήμα 8 : Απεικόνιση συναρτήσεων βάσης quadratic Lagrange σε μια διάσταση.

Οι συναρτήσεις βάσης quadratic Lagrange είναι συνεχείς χωρίς όμως να 

διαθέτουν συνεχείς παραγώγους. Όπως όλες οι συναρτήσεις της κατηγορίας Lagrange 

έχουν τις εξής ιδιότητες σε ένα στοιχείο e :

Χρησιμοποιώντας τις συγκεκριμένες συναρτήσεις βάσης οι μεταβλητές του

προβλήματος σε κάθε στοιχείο προσεγγίζονται με μια σχέση της μορφής : u = ^u ψ

όπου i οι τρεις κόμβοι σε κάθε στοιχείο, Uj είναι οι τιμές της παραμέτρου που πρέπει 

να υπολογιστούν και ψι οι συναρτήσεις βάσης.

Αντίστοιχα, οι συναρτήσεις βάσης quadratic Lagrange δυο διαστάσεων 

προκύπτουν ως γινόμενο των μονοδιάστατων συναρτήσεων βάσης της μιας με την 

άλλη διάσταση και κατά συνέπεια επιβιώνουν εννιά σε κάθε στοιχείο. Δηλαδή, 

ισχύει:

3.1.4 Συναρτήσεις βάσης linear Lagrange

Για την επίλυση προβλημάτων σε μια διάσταση με συναρτήσεις linear Lagrange 

χρησιμοποιούνται 3 κόμβοι σε κάθε στοιχείο. Ααμβάνοντας υπόψη το προηγούμενο 

εδάφιο 3.1.2, εντελώς ανάλογα θεωρούμε ένα στοιχείο e με συντεταγμένες μεταξύ xe 

και Xe4i οπότε εν τοιαύτη περιπτώσει οι συναρτήσεις linear Lagrange είναι 

πολυώνυμα πρώτου βαθμού που δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις και 

απεικονίζονται στο Σχήμα 9 :

Ψ\ = ^0-£) 

Ψι=\{\+ξ)

όπου και είναι μετασχηματισμένη μεταβλητή η οποία λαμβάνει

τιμές μεταξύ -1 και 1 σε κάθε στοιχείο.
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Lagrange Linear Shape Functions

Σχήμα 9 : Απεικόνιση συναρτήσεων βάσης linear Lagrange σε μια διάσταση.

Χρησιμοποιώντας τις συγκεκριμένες συναρτήσεις βάσης οι μεταβλητές του
2

προβλήματος σε κάθε στοιχείο προσεγγίζονται με μια σχέση της μορφής : u = ΎιΗ ψ
,=ι

όπου i οι δύο κόμβοι σε κάθε στοιχείο, ιη είναι οι τιμές της παραμέτρου που πρέπει 

να υπολογιστούν και ψι οι συναρτήσεις βάσης.

Αντίστοιχα, οι συναρτήσεις βάσης linear Lagrange δυο διαστάσεων προκύπτουν 

ως γινόμενο των μονοδιάστατων συναρτήσεων βάσης της μιας με την άλλη διάσταση 

και κατά συνέπεια επιβιώνουν τέσσερις σε κάθε στοιχείο. Δηλαδή, ισχύει:

'¥,ί(χ,γ) = ψ!<<χ)ψί(γ), * = 1.2, , =1,2

3.2 Αριθμητική επίλυση προβλήματος μόνιμης κατάστασης ροής 

υγρού μετάλλου με ελεύθερη συναγωγή

Με χρήση των πεπερασμένων στοιχείων διακριτοποιούμε αριθμητικά τις 

εξισώσεις (2.3-2.8) με σκοπό τον υπολογισμό της μόνιμης ή της δυναμικής 

κατάστασης του συστήματος η επίλυση των οποίων μας παρέχει τις ιδιοτιμές και τις 

ιδιοσυναρτήσεις που σχετίζονται με συγκεκριμένη βασική λύση.

Σημειωτέον ότι και στις δύο περιπτώσεις αγνοούμε μεταβολές στην z κατεύθυνση 

υποθέτοντας δισδιάστατο πεδίο ροής, δηλαδή θεωρούμε ότι η ζ-συνιστώσα της 

ταχύτητας w, το ηλεκτρικό δυναμικό φ, είναι ίση με το μηδέν. Κατά συνέπεια για το 

ηλεκτρικό δυναμικό φ, για το οποίο ισχύει ότι:
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V*»=0σνν = ώ·β=(νχ;)·β=ν·(;χβ)+;.(νχ5)-^^σνν = ν·(;χβ),

μπορούμε να πούμε ότι για δισδιάστατη ροή το διάνυσμα στροβιλότητας ώ θα 

βρίσκεται στην κατεύθυνση του άξονα ζ και συνεπώς θα είναι κάθετο στο μαγνητικό 

πεδίο β που είναι παράλληλο με τον άξονα y. Έτσι το ηλεκτρικό δυναμικό 

ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace και ελλείψει πηγών στα σύνορα του αγωγού θα 

είναι σταθερό και μπορεί να αγνοηθεί.

Οι χ και y συνιστώσες του διανύσματος της ταχύτητας και η θερμοκρασία 

προσεγγίζονται με διτετραγωνικές συναρτήσεις βάσεις Lagrange Φί(χ,γ), ενώ η πίεση 

του υγρού λιθίου αναπαρίσταται με διγραμμικές συναρτήσεις βάσεις Lagrange 

Ψϊ(χ,γ). Έχουμε δηλαδή :

U

V

Τ

-ι

14 ί

V, Φ, (x’y) >p(x>y) = ZJpi'¥i(x>y)
ι = Ι

οπού :

(3·1)

• Uj, Vj, Τ,, μ,, είναι οι συντελεστές της αναπαράστασης κατά Lagrange και 

συμπίπτουν με τις τιμές των αντίστοιχων εξαρτημένων μεταβλητών στα 

σημεία παρεμβολής,

• Ν, Μ αναπαριστούν τον αριθμό των συντελεστών σε κάθε άθροισμα.

Χρησιμοποιούμε την επαναληπτική μέθοδο Galerkin έτσι ώστε να 

κατασκευάσουμε τις εξισώσεις των υπολοίπων. Οι εξισώσεις (2.4,2.5,2.7) 

πολλαπλασιάζονται με τη δοκιμαστική συνάρτηση Oj(x,y), η εξίσωση (2.3) 

αντίστοιχα με τη δοκιμαστική συνάρτηση Ψϊ(χ,γ), και εν συνεχεία ολοκληρώνονται 

στην επιφάνεια της κοιλότητας.

Εφαρμόζουμε το θεώρημα απόκλισης του Gauss στις συγκεκριμένες εξισώσεις, 

εκτός από την εξίσωση της συνέχειας της μάζας (βλ. σχέση 2.3), οπότε οι παράγωγοι 

δεύτερης τάξης απαλείφονται.

Η ασθενής μορφή του προβλήματος παρουσιάζεται παρακάτω :

Ασθενής Μορφή

Δ.+Α'
3, dy,

dxdy =0,1=1, Μ (3.2)
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trl _ Ou Ο,. δΦ
+#φ. »t+>t Gr

-1/2 _ du δΦ 3Φ 2——^ + <-
dx dx dy

% + 1 Ο
ι y

Λ dxJ y _

-c|° ~Pnr +Gr
-Ml ♦

3 x V ux

du+dv
\dy dxj

λ λ
η

j

!s = 0, i ~ 1>N > (3.3)

£[#ΦΦ >*,}J2±.
dt

« i δν dv ^ δΦ
+ίί φ "F+V7r “/’“Γ+σ'Ac AV. 

λ

-1/2 δ,,δΦ δΦ (δΜ δνΛΛ

V δν δν
■ + “ + ‘

'χ V ^ dx J)J

^ 1/2 V Τ’ Φ, ί/ΑΓί/^
VGr /\Gr

i = \,N (3-4)

*T>n, +Gr
-1/2 2—,

v. 9/ \dy dxJ J
Is = 0,

/=>

dj

d,

dj
By,

-1/2 /Pr)
i dj δΦ δΦ δγ

By 5y
+ -

dy dy J
-^;Gr U2S \lxdy

-Cj(D
vA

+-
δ y y

rA- = 0, i = 1, N' (3.5)

Στις παραπάνω εξισώσεις το διαφορικό ds δηλώνει το διαφορικό μήκος τόξου 

κατά μήκος της περιμέτρου της κοιλότητας, ενώ τα επικαμπύλια ολοκληρώματα 

εμφανίζονται λόγω της εφαρμογής του θεωρήματος της απόκλισης. Οι όροι εντός των 

αγκυλών των ολοκληρωμάτων γραμμής στις εξισώσεις (3.3, 3.4) αντιστιχούν στις x 

και y συνιστώσες της δύναμης που ασκείται στα σύνορα της κοιλότητας,

{-ρΐ + τ)·„ , όπου / και τ εκφράζουν τον μοναδιαίο πίνακα και τον αποκλίνοντα 

τανυστή των τάσεων, αντίστοιχα, ενώ το η είναι το ορθομοναδιαίο διάνυσμα στις 

πλευρές της κοιλότητας. Τέλος οι μερικές παράγωγοι ως προς τον χρόνο μηδενίζονται 
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κατά την επίλυση του προβλήματος μόνιμης κατάστασης. Οι συντελεστές των εν 

λόγω όρων δίνουν τον πίνακα μάζας που χρησιμοποιείται παρακάτω για την επίλυση 

του προβλήματος ευστάθειας.

Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι λόγω των αναγκαίων συνοριακών συνθηκών που 

εφαρμόζονται στις πλευρές της κοιλότητας για τις συνιστώσες της ταχύτητας και 

εξαιτίας των συνθηκών μόνωσης που αφορούν το θερμοκρασιακό πεδίο, το 

επικάμπύλιο ολοκλήρωμα που εμφανίζεται στις εξισώσεις (3.3-3.5) δεν θα επηρεάσει 

την αριθμητική λύση του προβλήματος, [51].

Ο υπολογισμός των αγνώστων συντελεστών των εξαρτημένων μεταβλητών, που 

λαμβάνουν μέρος στην αναπαράσταση του προβλήματος με χρήση των 

πεπερασμένων στοιχείων, γίνεται μέσω της επαναληπτικής μεθόδου Newton - 

Raphson (NR), η οποία καταλήγει στην επαναληπτική επίλυση ενός συστήματος της 

μορφής Ax=b. Διαπιστώθηκε ότι η μεγαλύτερη κατανάλωση του χρόνου αντιστοιχεί 

στην αντιστροφή της ιακωβιανής J=A του συστήματος των εξισώσεων που προκύπτει 

από την εφαρμογή της μεθόδου NR. Το πρόβλημα της μεγάλης απαίτησης σε 

υπολογιστικό χρόνο αντιμετωπίστηκε μερικώς με την αποφυγή ανανέωσης του A 

μεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων της NR..

Η σύγκλιση της αριθμητικής μεθόδου ελέγχεται μέσω της ευκλείδειας νόρμας. 

Όταν επιτευχθεί η σύγκλιση και υπολογίσουμε τη λύση μόνιμης κατάστασης, 

διερευνούμε την ευστάθεια μέσω της λύσης από το πρόβλημα ιδιοτιμών, που 

προέκυψε με χρήση των πεπερασμένων στοιχείων.

Σε τέτοιου είδους προσομοιώσεις η ιακωβιανή πρέπει να κατασκευαστεί και να 

αντιστραφεί πολλές φορές κατά τη διάρκεια μιας επίλυσης. Παράλληλα η χρήση 

πυκνού πλέγματος αυξάνει κατακόρυφα το χρόνο που καταναλίσκεται προς επίλυση 

του συστήματος Ax=b με αντιστροφή μία φορά.

Από τα παραπάνω συνάγεται ότι για να μπορέσουμε να χρησιμοποιήσουμε πυκνά 

αριθμητικά πλέγματα πρέπει να μειωθεί σημαντικά ο υπολογιστικός χρόνος που 

απαιτείται για την επίλυση του συστήματος. Για το σκοπό αυτό, εγκαταλείφθηκε η 

ιδέα της απευθείας επίλυσης του συστήματος με αντιστροφή και εξετάστηκε η 

δυνατότητα χρήσης επαναληπτικής μεθόδου που θα υλοποιούσε την παραπάνω 

απαίτηση. Εν τέλει επιλέχθηκε η μέθοδος GMRES την οποία και θα περιγράφουμε 

αναλυτικά παρακάτω.
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3.2.1. Μέθοδος GMRES

Για την επαναληπτική επίλυση ενός συστήματος της μορφής Ax=b απαιτείται μια 

καλή αρχική πρόβλεψη. Εν συνεχεία, χρησιμοποιώντας την κατάλληλη προσέγγιση 

για τον πίνακα Α γίνεται προσπάθεια να βελτιωθεί η πρόβλεψη μειώνοντας το λάθος. 

Αν υπο θσο με ό π ο πίνακας Α μπο ρί να γραφεί ως το άθρο σμα ενό ς 

προσεγγιστικού πίνακα Κ και ενός άλλου πίνακα Α τότε σχηματικά η επαναληπτική 

διαδικασία περιγράφεται ως ακολούθως.

Στο βήμα ϊ+1 βρίσκεται η νέα προσεγγιστική λύση χ,+ι από το σύστημα :

Κχ,+\ = Κχ, +b~ Λχ, - Κχ, —r‘='-/,x‘ > Kx+i = Κχ + Γ.

Με την παραπάνω διαδικασία λαμβάνουμε ικανοποιητικούς ρυθμούς σύγκλισης, 

ιδιαιτέρως δε για θετικά ορισμένους πίνακες Κ [55], Όμως δεν υπάρχει εγγύηση για 

την σύγκλιση της μεθόδου για πίνακες γενικής μορφής.

Ερευνητές για πολλές δεκαετίες έκαναν προσπάθειες να αναπτύξουν καλύτερες 

και ταχύτερες επαναληπτικές μεθόδους. Μια από τις μεθόδους η οποία 

χρησιμοποιείται ευρέως και έχει ιδιαίτερη απήχηση στην επίλυση μεγάλων 

συστημάτων είναι η GMRES (General Minimal Residual). Η μέθοδος αυτή 

αναπτύχθηκε το 1986 από τους Saad και Schultz για την επίλυση μεγάλων, μη 

συμμετρικών και αραιών συστημάτων [56].

Η βάση για την ανάπτυξη της μεθόδου τέθηκε στην δεκαετία του 50 από τους 

Lanczos και Arnoldi οι οποίοι είχαν την ιδέα της διατήρησης όλων των 

προσεγγιστικών λύσεων μέχρι ένα σημείο της επαναληπτικής διαδικασίας. Εν 

συνεχεία, πρότειναν τον συνδυασμό των προσεγγίσεων ώστε να προκόψει μια 

καλύτερη λύση. Ο Lanczos παρατήρησε ότι η βασική επανάληψη οδηγεί σε 

προσεγγίσεις Xj οι οποίες βρίσκονται σε καλά κατασκευασμένους υποχώρους, 

Kj[A,r(0)], που ορίζονται από τα διανύσματα r(0), Ar(0), A2r(0), ..., AMr(0) όπου r(0-b- 

Ax(0) το υπόλοιπο της επίλυσης του συστήματος εξισώσεων.

Ένας τέτοιος υπόχωρος ονομάζεται Krylov υπόχωρος τάξεως i. Έπειτα, ο Lanczos 

απέδειξε ότι για τον υπόχωρο αυτό μπορεί να κατασκευαστεί εύκολα μια 

ορθοκανονική βάση γεγονός που απλοποίησε σημαντικά τους υπολογισμούς.

Στη μέθοδο GMRES κατασκευάζεται στον Krylov υπόχωρο τάξεως k η 

προσέγγιση x(i) e x(0) +Kk (λ,γ<0)). Ο υπόχωρος Κ|< περιγράφεται με τη βοήθεια μίας
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ορθοκανονικής βάσης vu) = {V(1),V(2),...,VU)} με πρώτο στοιχείο το ν(|) = Γ(0)/||Γ(0,||. 

Για τον υπολογισμό της ορθοκανονικής βάσης Vk του Krylov υποχώρου 

Κ„ ~ span {ν(1), Α ν(,).-» ^"V0} = κ „\α .γ<0>] χρησιμοποιείται η μέθοδος του Arnoldi.

Η τελευταία αντί των ιδιοσυναρτήσεων του Α υπολογίζει αυτές του upper- 

Hessenberg πίνακα Hk=[h,j] για \<hy&k, h =01 /<ί~ Υια τον οποίο

ισχύει ότι:

= ν' α ν„

AVt =y*Hk +Α*+ι.*[°»-»ν(*+,)]->^Κ* =νι+ι Ht> Hk = U„ X^t+llijik 

Ο αλγόριθμος λειτουργεί ως εξής. Με ν(Ι) = r(0>/|L(0)|| κατασκευάζεται μία

αλληλουχία ορθοκανονικών διανυσμάτων έτσι ώστε το τελευταίο, ν(ί+ι>, να είναι 

ορθογώνιο στα διανύσματα πο συνιστούν τον Krylov χώρο Kk. Η διαδικασία

παραγωγής (*) βασίζεται στην διαφοροποιημένη μέθοδο Gram-Schmidt [55].

(*)_ _ (°) _, , (*) 
Αχ b ~ Αχ b ^ A Vty

Συνεπώς προκύπτει:

<*>_ (°) ά)* -χ *Vky

για κατάλληλα επιλεγμένο διάνυσμα y(k). Αντικαθιστώντας τον ορισμό του Hk στην 

παραπάνω σχέση έχουμε :

r — r Vk+iH ky -K*+i(||r \\e ~Hky ), e -(1,0,...,0]

Αόγω της ορθοκανονικότητας των v(k) ισχύει ότι:

=|\PJ"-H.y
(*) (0) == β0

και τα y(k) επιλέγονται έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η Ευκλείδεια νόρμα 

11-1 = IL - Αχ(ί)\ ■ Αυτό συνιστά ένα πρόβλημα ελάχιστων τετραγώνων το οποίο, με

δεδομένη την μορφή του Hk λύνεται χωρίς ιδιαίτερες υπολογιστικές απαιτήσεις.

Επίσης, για την μείωση των απαιτήσεων σε μνήμη και του υπολογιστικού φόρτου 

κατά επανάληψη, λόγω υπέρμετρης αύξησης του μεγέθους του Hk, υπάρχει η 

δυνατότητα επανεκκίνησης του αλγορίθμου κάθε m βήματα, όπου m είναι μια 

προκαθορισμένη παράμετρος. Ο αλγόριθμος της GMRES περιγράφεται συνοπτικά 

παρακάτω [56]:
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Επιλέγεται μια αρχική πρόβλεψη χ(0) και υπολογίζονται οι παρακάτω

σνΡΓΓΡίΓ (0) - - <0) κτ/ι <*>_οχεύεις r — j ^ χ και ν
(0)

(0)

Υπολογισμός των ν(ί) έτσι ώστε να ικανοποιείται η ορθοκανονικότητα. 

Επαναλαμβάνεται για j=l,2,...,m

h„j =(/4ν(/)>νω)» Υ«*

Ό+')= . 0)_γ,ν Αν / .h,jV
ι-1

ω

. - ~ο+Ι) <.·+■> - ν/+1
*>+'·> ΙΙν II’ ν

Υπολογίζεται η προσεγγιστική λύση Χ"' =Χ +κ^"' όπου το 

>,<m)ελαχιστοποιεί το μέτρο ||/?ei -Η ^|, y e Rm.

Η διαδικασία ξεκινάει πάλι και υπολογίζεται το rί"'’ = /■ - Αχ<m 1 ■

Σε περίπτωση που ικανοποιείται το κριτήριο σύγκλισης,

/? <τβ0, ι <sc 1, σταματάμε.

(»)
Αν δεν ικανοποιείται θέτουμε Χ(0) = x(m) , ν(|) = και επιστρέφουμε

στο δεύτερο βήμα.

3.2.2 GMRES με preconditioner

Η GMRES είναι μια επαναληπτική μέθοδος και επομένως συμπεριφέρεται 

καλύτερα όταν ο πίνακας του συστήματος είναι καλά ορισμένος, δηλαδή δεν έχει 

μηδενικές τιμές στην κύρια διαγώνιο. Στην περίπτωση που δεν ισχύει κάτι τέτοιο πριν 

την εφαρμογή της εν λόγω μεθόδου ο πίνακας πρέπει να τροποποιηθεί με κάποιο 

κατάλληλο preconditioner.

Γενικά, το preconditioning είναι οποιαδήποτε διαδικασία με την οποία

τροποποιείται ένα αρχικό γραμμικό σύστημα έτσι ώστε να είναι πιο εύκολο να 
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επιλυθεί επαναληπτικά. Αυτό συνήθως ισοδυναμεί με την απαίτηση οι ιδιοτιμές του 

τροποποιημένου συστήματος να είναι κατανεμημένες σε ένα όσο το δυνατόν πιο 

στενό διάστημα γύρω από την μονάδα.

Για παράδειγμα, η τροποποίηση ενός συστήματος ώστε όλα τα στοιχεία της 

κυρίας διαγώνιου να είναι μονάδα αποτελεί μια εξεζητημένη περίπτωση 

preconditioning όπου εισάγεται ο βοηθητικός πίνακας Μ ως preconditioner ο οποίος 

ταυτίζεται με τον Α. Τις περισσότερες φορές κατά την εφαρμογή του preconditioning 

σε ένα σύστημα της μορφής Ax=b εισάγεται ένας απλοποιημένος πίνακας Μ που 

διατηρεί όσο το δυνατόν πιο πολλά χαρακτηριστικά του Α και τελικά το σύστημα 

παίρνει μία από τις δύο παρακάτω μορφές :

\_Μ 'α\χ=Μ '/)’ \_ΑΜ '][λ/λ-]=/)

που είναι γνωστές με το όνομα αριστερό ή δεξιό preconditioning.

Είθισται να προτιμάται το δεξιό preconditioning διότι δεν εξαρτάται η προς 

ελαχιστοποίηση νόρμα από τον πίνακα Μ. Εν τοιαύτη περιπτώσει, η επαναληπτική 

διαδικασία που εφαρμόζεται στη συνέχεια λειτουργεί με τους πίνακες Μ'1 και Α [55]. 

Υπολογίζεται η ορθοκανονική βάση, ν(t> = |v(l),v(2),...,v(i)|, του Krylov υποχώρου

= . (0) -1 (0) 
Κ* — span | r > A Μ r ,(am ') r(0),...,(y4λ/ _l)* r<0>j και τελικά υπολογίζεται η

k προσέγγιση με την χρήση της παρακάτω σχέσης :

<*>= <«) + „-' <*> χ χ ^ Μ V ky

Με αυτόν τον τρόπο δεν απαιτείται η αποθήκευση του πίνακα AM'1 παρά μόνο η 

χρήση του αντιστρόφου Μ'1.

Ένας από τους πιο απλούς και πιο συνηθισμένους τρόπους να οριστεί ένας 

preconditioner είναι η εφαρμογή Incomplete LU παραγοντοποίησης στον αρχικό 

πίνακα Α. Έτσι, υπολογίζεται άμεσα ο Μ'1 με την βοήθεια των L και U. Αν 

θεωρήσουμε έναν αραιό πίνακα Α με στοιχεία aij με i,j=l,...,n τότε κατά την 

εφαρμογή του ILU υπολογίζεται ο κάτω τριγωνικός πίνακας L και ο άνω τριγωνικός 

πίνακας U ώστε το υπόλοιπο R=LU-A να ικανοποιεί κάποιο κριτήριο, όπως λόγου 

χάρη η απουσία στοιχείων σε κάποιες συγκεκριμένες θέσεις.

Ο αλγόριθμος του 1LU βασίζεται στην χρήση της απαλοιφής του Gauss ώστε να 

εξαλειφθούν κάποια στοιχεία σε προκαθορισμένες θέσεις εκτός της κυρίας διαγώνιου 

και μπορεί να περιγράφει με τα παρακάτω βήματα [57] :
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1. For i=2,...,n Do:

2. For k=l,...,i-l and if (i,k)g P Do:

3 =£u-a,t
“tk

4. For j=k+l,...,n and for if (i,k)gP Do:

5· a,j =atJ ~altalJ

6. End Do

7. End Do

8. End Do

όπου το P είναι μια καθορισμένη μηδενική μορφή που ορίζεται ως εξής :

Ρ c {(*»y)|* φ -«}

Από την παραπάνω περιγραφή προκύπτει ότι σε κάθε βήμα i του αλγορίθμου 

κατασκευάζεται η αντίστοιχη γραμμή των L και U και η i γραμμή του Α μπορεί να 

ξαναγραφεί με βάση τις γραμμές αυτές. Οι προηγούμενες γραμμές των L και U 1,..., 

i-Ι χρησιμοποιούνται αλλά δεν τροποποιούνται. Η διαδικασία αυτή δεν γίνεται 

πλήρως και η έκτασή της καθορίζεται από τη μορφή του υποσυνόλου Ρ.

FI χρήση της Incomplete LU παραγοντοποίησης και της GMRES στο 

συγκεκριμένο πρόβλημα στηρίχτηκε σε υπορουτίνες που διατίθενται στην προσωπική 

ιστοσελίδα του Youcef Saad. Στις υπορουτίνες αυτές οι μεταβλητές που εισάγονται 

είναι ο αριθμός των μέγιστων επαναλήψεων και το μέγεθος του Krylov υποχώρου για 

την GMRES καθώς και η έκταση εφαρμογής του Incomplete LU παραγοντοποίησης.

Επίσης, για την χρήση των παραπάνω υπορουτίνων ο πίνακας του συστήματος 

προς επίλυση πρέπει να εισαχθεί σε συγκεκριμένη μορφή, την CSRF (Compressed 

Sparse Row Format). Σύμφωνα με τη μορφή αυτή αποθηκεύονται μόνο τα μη- 

μηδενικά στοιχεία του πίνακα και ο συνολικός πίνακας δεν κατασκευάζεται ποτέ. 

Αυτό γίνεται με τη βοήθεια τριών διανυσμάτων από τα οποία το πρώτο περιέχει όλα 

τα μη-μηδενικά στοιχεία, το δεύτερο δίνει τη στήλη στην οποία βρίσκεται κάθε μη- 

μηδενικό στοιχείο και το τελευταίο καθορίζει τον αύξοντα αριθμό που έχει το πρώτο 

μη-μηδενικό στοιχείο κάθε σειράς στη μη-μηδενική αρίθμηση.
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3.3 Αριθμητική επίλυση του προβλήματος ευστάθειας ροής υγρού 

μετάλλου με ελεύθερη συναγωγή

Οι χ, y και ζ συνιστώσες του διανύσματος της ταχύτητας, η θερμοκρασία και το 

ηλεκτρικό φορτίο προσεγγίζονται με διτετραγωνικές συναρτήσεις βάσεις Lagrange 

Φί(χ,γ) , ενώ η πίεση του υγρού λιθίου αναπαριστάται με διγραμμικές συναρτήσεις 

βάσεις Lagrange Ψϊ(χ,γ). Έχουμε δηλαδή :

“ -
U 1 «,
νι V,

νν 1 - L·,=1
7Ί τ,
Φ\_

---
1

____
1

• ν)χ ’ y ’Ρ(χ’γ) ~ ^ ρ, ^,Χχ’γ)
,=ι

(3.6)

όπου :

• Ui,Vi,Wj,Tj,pi,^, είναι οι συντελεστές της αναπαράστασης κατά Lagrange 

και συμπίπτουν με τις τιμές των αντίστοιχων εξαρτημένων μεταβλητών στα 

σημεία παρεμβολής,

• Ν, Μ αναπαριστούν τον αριθμό των συντελεστών σε κάθε άθροισμα.

Χρησιμοποιούμε την μέθοδο Galerkin έτσι ώστε να κατασκευάσουμε τις 

εξισώσεις των υπολοίπων. Οι εξισώσεις (2.9-2.13) πολλαπλασιάζονται με τη 

δοκιμαστική συνάρτηση Oj(x,y), η εξίσωση (2.14) αντίστοιχα με τη δοκιμαστική 

συνάρτηση Ti(x,y), και εν συνεχεία ολοκληρώνονται στην επιφάνεια της κοιλότητας.

Εφαρμόζουμε το θεώρημα απόκλισης του Gauss στις συγκεκριμένες εξισώσεις, 

εκτός από την εξίσωση της συνέχειας της μάζας, οπότε οι παράγωγοι δεύτερης τάξης 

απαλείφονται.

Η ασθενής μορφή του προβλήματος παρουσιάζεται παρακάτω :

Ασθενής Μορφή
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δΦ π· δΦ
■Λ$ik  ̂ft jdxdy = 0 ,i = \,M (3.7)

£[4ίΦ,Φ ,Jxdy]u, + £ί ίίΦ.^Φ,^Χ,+ΐ\ 11®,
,·=ι , =ι L ux J ,=i

δΦ
'uodxdy +

£ii®,
δΦ

' vodxdy -Λ liir^,=l . _ ,=1 L °x
dxdy (3.8)

Gr
-1/2 11δΦ δΦ

dx dx
'dxdy si 11δΦ δΦ

_____i_________L

δν dxdy - · iy ii...dxdy

£[41®®^,},+£[ 11φ,φ, +ί;[ 11φ, f " vodxdy

£ JI®.
δΦ

“uodxdy p -IK;=l L °JC J ,=I _

δΦ
dxdy

"Gr
-1/2 £ 11δΦ δΦ

dx dx
" dxdy p■si ii

δΦ δΦ
___i______L
dy dy dxdy ^j+^j\_k &jdxdy v,

(3.9)jdxdy\i Η“ί vi + ^['* idxdy}ft'j
r 1 Gr L/='

sl\ti*%
£[ if®, M

'uodxdy

‘ δ„ vo dxdy

'Gr

Ha

-1/2 £ iiδΦ δΦ
5χ dx

, =£[-« ϋΨΦ,Λ^>,

,+£[ϋdxdy
δΦ δΦ
___t______L
dy dy dxdy

Gr
1/2 £[11φφ^>,-£ )J®,^4,

,=1 ,=1 °y

>, +£[*2 \\Φ,Φ,dxdy\, 
>-·

(3.10)
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£[. IK*,**},+£[ υ® ,φ, +ί [ J/φ,
/=' y=i L υχ Λ j—i L

^ ίίΦ.“^νοdxdy Tj+tl ΠΦΦ,γ-dxdy

δΦ
'uodxdy V. +

-(Gr“'/2/Pr)

(3-11)

£ ίίδΦ δΦ
____ t_______ L

dY 5V
" cixcly γ'j +£ ίί'ΓδΦ δΦ

,=' L 5y
dxdy Tj+tl[k2 i^^jdxdy^j 

,=ι

-l δΦ,· 0^|

o 5y dy
dy =n &'Ά< = i 3Mrf, = οί +Jc-S λ λ * Vy Jc« a a (y 4)«/x Jew ^ a y ^·ϊ

0 o dy dy o ^ dx o ^ ^

<| cs q (x a) ch β (x~^>y~A)φ. m
1 cs

wy

d*l

d</>\ δφ\
■s a (a:-°)+c„ , (x-0,^-0)

V ^

φ,·| ?■(,=U=0) +. = i,,=0) Ι+Φ,·, „

uy
ii a 'Λ -y 

Kx J

3*
c.v Λ (a l>.y /f)+c„ - (x l>y λ)

\ °x y

= ^Φ«~%5C="(cs ^ Φ V, ir ;-'1}ΜίΦΦ *

ί[ί

+ />
;=1

wv Φ Φ

0φ, 0φ;·

y=l L dx dx
dxdy

, ^ γγ5Φ,· 0Φ/
*>+Σ ify-y^y

r'L °y
, = U· (3.12)

m,+

Σχετικά με την παραπάνω μορφοποίηση του προβλήματος πρέπει να τονισθεί ότι 

το διαφορικό dS δηλώνει το διαφορικό μήκος τόξου κατά μήκος της περιμέτρου της 

κοιλότητας. Επιπρόσθετα, όσον αφορά την εξίσωση (3.12), η οποία εμφανίζει μια 

ιδιαιτερότητα σε σύγκριση με τις υπόλοιπες εξισώσεις που εμφανίζονται στην ασθενή 

μορφή του προβλήματος, δίδονται στα παρακάτω λεπτομέρειες σχετικά με την 

διαδικασία παραγωγής της ασθενούς μορφής.

Στην περίπτωση αυτή απουσιάζουν ουσιαστικές συνθήκες, ενώ οι φυσικές 

συνθήκες της συγκεκριμένης εξίσωσης είναι οι παρακάτω:

Μ( =0 )=·

Μ( =0 ) = .~ \X>y υ’Ζ/
dy

ίδ\ 2ώλ 
JT~k Φχ

V °y

rs 2 ^
V Οχ

fi( _! ).? - vx l>ynzJ c ν

δφ\
(x’V Λ’ζ) c.

Ή ,.'
ΤΤ“*

V y

2
ΤΤ-Λ Φ^
\ϋΧ J

Στις παραπάνω συνοριακές συνθήκες έχει ήδη ληφθεί υπόψη η μορφή της 

τρισδιάστατης διαταραχής του ηλεκτρικού δυναμικού.
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Η εξίσωση (2.13) η οποία προκύπτει από την ανάλυση ευστάθειας της διατήρησης 

ηλεκτρικού φορτίου, ολοκληρώνεται στη διατομή του αγωγού, ενώ ταυτόχρονα 

πολλαπλασιάζεται κατά μέλη με την δοκιμαστική συνάρτηση h(x,y). Στη συνέχεια, 

χρησιμοποιούμε την μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων Galerkin και θέτουμε: 

/,(*, ν) ~ Φ .(χ, ν)’ όπου Φ, είναι οι διτετραγωνικές συναρτήσεις βάσεις Lagrange.

Έτσι λαμβάνουμε την παρακάτω εξίσωση, η οποία αποτελεί την ασθενή μορφή της 

εξίσωσης της διατήρησης του ηλεκτρικού φορτίου:

[[φνγΛ, = JJ( 1φ,Φ,ίΛ + ίί».νιΦ./,1

||ν·(φ^\,Λ - JJv® -ν^, = JJ,ν,Φ^ + //%-<!>Μ -JJ,
Oy

-S
δΦ δφχ δΦ δφχ 2 dm

-jr+^ir+k +^φ, ~'*νιφ,Οχ ^χ Uy Uy Uy

]φ, - Ιφ, ψ-iyU + ίφ ,Λ ~ ίφ, ψ" r " °* λ δ„ 'y Α ' δ„

ίί
0 dy

δΦ δφχ δΦ δφχ 2 δ*,,
+kφ&, +—Φ,

l dx dx dy dy dy

dx\ =n

dA= I

1 + \c,φ,* V,+ J,, Φ,ί V, Φ | V,+ )Ciiφ, V, Λ| =

+φ„ Μ
' κ δ uy

r=l

+φ„ Μ
iCV Λ

0,=1

r=0

+Φ„ Μ
iCll 3

0, =0

1, ν=0
+φ« Μ

' " δ0, =0

yy Λ

Γ δΦ δφ, , V δΦ δφ. ι V
Jc> λ λ ay'x=ι ic

1οII

“sS<Ό

δΦ δδ,
:· XJ, ' (1χ\•y~A

ι

\C Η
δΦ δφχ 
δχ δχ

dx\ -π

>40
1

+ ί<·„
φΛ +
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dy dy dyL+kr Φ,* +

δΦ δ^

δγ ^
ί/γ|
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G G J

^xL=,i +ic«
. 2i δΦ ddΦ.Λ V, +----δχ δχ

+Φ δφχ
>CV Q '-'ι;

1.1=1

0.1=1
φ δφ\

‘°ν δ

=0

ο,Χ=ο
+Φ, Μ

'6" δν

'■/-ο
+ Φ,

ο, ,=ο ^χ
δφ\

■c" δν

dx\,-Ο

0·ι=/ΐ

(3.

Εξαιτίας της γραμμικής φύσης του προβλήματος ευστάθειας, εκτός από τον 

πίνακα μάζας (mass matrix) που πηγάζει από την διαδικασία της διακριτοποίησης των 

μεταβατικών όρων, οι τελευταίοι εμπεριέχουν την ιδιοτιμή s στην διακριτοποιημένη 

μορφή των εξισώσεων (3.2-3.5), η διακριτοποίηση των υπολοίπων όρων αναπαράγει
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τον Ιακωβιανό πίνακα που χρησιμοποιείται στην επίλύση του προβλήματος μόνιμης 

κατάστασης.

Με τον υπολογισμό των συντελεστών των αγνώστων καταλήγουμε σε ένα 

γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών

Το παραπάνω πρόβλημα επιλύεται για τον υπολογισμό των ιδιοτιμών s. Ειδικότερα 

μας ενδιαφέρουν αυτές των οποίων το πραγματικό μέρος τείνει να μηδενιστεί, οπότε 

εισάγουμε τον παρακάτω μετασχηματισμό Cayley:

Στο μετασχηματισμένο πρόβλημα υπολογίζονται οι ιδιοτιμές 1/(ε+σ) όπου σ 

παράμετρος η οποία χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό ιδιοτιμών των οποίων το 

πραγματικό μέρος μηδενίζεται ενώ το φανταστικό παραμένει μη μηδενικό, travelling 

waves στον τρισδιάστατο χώρο..

3.3.1 Επίλυση προβλήματος ιδιοτιμών - Επαναληπτική μέθοδος 

Arnoldi

Εν γένει, οι αριθμητικές μέθοδοι εύρεσης ιδιοτιμών διακρίνονται σε δύο 

κατηγορίες τις άμεσες μεθόδους και τις επαναληπτικές μεθόδους. Οι άμεσες μέθοδοι, 

όπως για παράδειγμα η μέθοδος QR, εφαρμόζονται συνήθως σε πυκνούς πίνακες.

Από την άλλη πλευρά, οι επαναληπτικές μέθοδοι εφαρμόζονται κυρίως σε 

αραιούς πίνακες ή σε πίνακες που ο πολλαπλασιασμός πίνακα με διάνυσμα είναι η 

μόνη πράξη που μπορεί να πραγματοποιηθεί εύκολα. Συνήθως αυτές οι μέθοδοι 

βρίσκουν ένα υποσύνολο του φάσματος του πίνακα και των ιδιοδιανυσμάτων του και

(3.14)

όπου :

• Bjj είναι ο πίνακας μάζας,

• χ ij είναι το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή s,

• xoi είναι η βασική λύση,

• Jy υποδηλώνει τα στοιχεία του Ιακωβιανού πίνακα.

(3.15)
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εκτελούνται τόσες επαναλήψεις ώστε να επιτευχθεί η επιθυμητή ακρίβεια. Η 

σύγκλιση σε αυτήν την περίπτωση εξαρτάται από τα στοιχεία του πίνακα.

Ο Ιακωβιανός πίνακας καθώς επίσης και ο πίνακας μάζας έχουν την ιδιότητα ότι 

είναι πίνακες ζώνης και το γεγονός αυτό συνεπάγεται μείωση του υπολογιστικού 

κόστους, που απαιτείται κατά την επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών. Κατά την 

προσπάθεια μας να ενσωματώσουμε την ιδιότητα αυτή στον υπολογισμό των 

ιδιοτιμών προβαίνουμε στην υιοθέτηση της επαναληπτικής μεθόδου Arnoldi, η οποία 

υπολογίζει τις ιδιοτιμές με το μεγαλύτερο πραγματικό μέρος ή κατά την μεγαλύτερη 

απόλυτη τιμή.

Είναι χρήσιμο για λόγους πληρότητας να αναφερθούμε εκτενώς στην 

προαναφερθείσα επαναληπτική μέθοδο. Η μέθοδος Arnoldi [52] προτάθηκε αρχικά 

ως τρόπος μετασχηματισμού ενός πίνακα σε μορφή Hessenberg, του οποίου η γενική 

μορφή είναι:
' al,l ai,t al,3 al,n-3 al,n-2 al,r,-l al,r, 1
a2,l a2,2 a2,3 a2,n-3 a2,n-2 a2 ,nJ. a2 fn

0 a3,2 a3,3 a3,n-3 a3 ,n-2 a3 ,nJ. a3,n
0 0 a4,3 a4,n-3 a4,n-2 a4,n,l a4,n
0 0 0
0 0 0 0 art-2 ,n-3 ^-2 ,rt-2 ^-2 ^n-2 ,n
0 0 0 0 0 ^-Ι,ϊί-Ι ^n-1
ο 0 0 0 0 0 an .n-1 j

Ωστόσο, ο Arnoldi είχε επισημάνει ότι η μεθοδολογία του θα μπορούσε να 

παρέχει καλή προσέγγιση σε κάποιες ιδιοτιμές εάν σταματούσε ο αλγόριθμος πριν 

την ολοκλήρωσή του. Η ιδέα αυτή αναπτύχθηκε πλήρως σε μεταγενέστερες εργασίες 

κυρίως από τον Saad [53] καθιστώντας την ως μια από τις πιο επιτυχείς μεθόδους για 

ιδιοπροβλήματα non-Hermitian. Έκτοτε, έχουν προταθεί αρκετές διασκευές της 

μεθόδου [54],

Ο βασικός αλγόριθμος Arnoldi μπορεί να περιγράφει ως εξής. Δοθέντος ενός 

τετραγωνικού πίνακα Α τάξεως η, εάν έχουν πραγματοποιηθεί η βήματα της εν λόγω 

μεθόδου τότε επιτυγχάνεται ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός σε μορφή Hessenberg 

και ισχύει : AV = VH, όπου Η είναι άνω Hessenberg πίνακας τάξης η με θετικά 

στοιχεία εκτός της διαγώνιου και V είναι ορθογώνιος πίνακας. Οι πίνακες V και Η 

ορίζονται μοναδικά από την πρώτη στήλη του V και ένα μοναδιαίο διάνυσμα V|=Vei 

που ονομάζεται αρχικό διάνυσμα.

Στη γενική περίπτωση όπου η μέθοδος λειτουργεί επιτυχώς μετά από m βήματα ο

αλγόριθμος παράγει έναν πίνακα Vm διάστασης n x m με ορθογώνιες στήλες και έναν 
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άνω πίνακα Hessenberg Hm τάξεως m ot οποίοι ικανοποιούν την σχέση: AVm-VmHm 

= fem , όπου το διάνυσμα f διάστασης 1 x η είθισται να καλείται residual του m- 

βήματος της παραγοντοποίησης Arnoldi και η ποσότητα * αποτελεί ορθομοναδιαίο 

διάνυσμα διάστασης 1 xm.

Συνοπτικά ο αλγόριθμος της μεθόδου Arnoldi ακολουθεί το παρακάτω διάγραμμα 

ροής:

Είσοδος : Πίνακας Α, αριθμός βημάτων m και αρχικό μοναδιαίο διάνυσμα ν ι.

Έξοδος : (Vm, Hm, f, β) έτσι ώστε να ισχύει AVm-VmHm = f*

Για j=l,2,...,m-l

w=AVj

Ορθογωνιοποίηση του w ως προς Vj (προκύπτουν h j jj)

hj+\,j =IUL

Αν h ,+1 . = 0 , stop

vy+i = w I hj+\,j

Τέλος

/ = A v„,

Ορθογωνιοποίηση του f ως προς Vm (προκύπτουν hi m>m)

β=\Α

Αποδεικνύεται ότι ο συγκεκριμένος αλγόριθμος δημιουργεί μια ορθογώνια βάση 

του υπόχωρου Krylov Km(A,Vi). Τα υπολογιζόμενα διανύσματα βάσης συνιστούν τις 

στήλες του Vm και ονομάζονται διανύσματα Arnoldi. Στην περίπτωση που προκύψει 

w=0 μετά την ορθογωνιοποίηση, τότε ο αλγόριθμος παύει να λειτουργεί πριν 

ολοκληρωθούν m βήματα και σε αυτή την περίπτωση το residual της 

παραγοντοποίησης Arnoldi είναι μηδέν και επιπλέον ισχύει ότι Kj(A,vi), j<m 

αποτελεί αναλλοίωτο υπόχωρο του Α. Στην πράξη όμως τέτοια περίπτωση είναι 

ασυνήθιστη λόγω της αριθμητικής ακρίβειας της μεθόδου.

Με αυτό τον τρόπο, οι ιδιοτιμές μικρού μέτρου, που προέρχονται από το αρχικό 

πρόβλημα, τροποποιούνται σε ιδιοτιμές μεγάλου μέτρου στο μετασχηματισμένο 

πρόβλημα. Στη βιβλιογραφία συναντιόνται μετασχηματισμοί, όπως για παράδειγμα ο 
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μετασχηματισμός Cayley που αναφέρθηκε παραπάνω, ο οποίος στηρίζεται στην 

περίπτωση όπου το φανταστικό μέρος μιας ιδιοτιμής είναι διάφορο του μηδενός σε 

αστάθεια Hopf. Ωστόσο ο μετασχηματισμός της εξίσωσης (3.15) παρήγαγε ακριβή 

αποτελέσματα στις περιπτώσεις όπου εμφανίζονταν αστάθειες Hopf για τιμή της 

παραμέτρου σ=0, συνεπώς υιοθετήθηκε στα πλαίσια της παρούσας μεταπτυχιακής 

εργασίας.

Σημειωτέον ότι οι ιδιοτιμές που διαθέτουν τα μεγαλύτερα μέτρα κινούνται σε 

υπόχωρο Krylov και μπορούν να υπολογιστούν ανεξάρτητα από το αν είναι γνωστό 

το σύνολο των υπόλοιπων ιδιοτιμών. Η ιδιότητα αυτή συνεπάγεται ότι ένας μικρός 

αριθμός ιδιοτιμών υπολογίζεται με χρήση της μεθόδου Arnoldi. Ο συγκεκριμένος 

αριθμός αυξάνεται μέχρι να επιτευχθεί σύγκλιση των μεγαλύτερων ιδιοτιμών, οπότε 

και ο αλγόριθμος σταματά.

Η χρήση της μεθόδου Arnoldi επιτρέπει (βλ. Pelekasis (2006)) την μείωση του 

υπολογιστικού χρόνου του κώδικα που επιλύει το πρόβλημα καθώς και τις απαιτήσεις 

σε υπολογιστική μνήμη.

Οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα υπολογίζονται επαναληπτικά έχοντας κάνει 

μια τυχαία αρχική υπόθεση : Cij=c°ij. Η μέθοδος συγκλίνει στην μεγαλύτερη ιδιοτιμή 

τΐ με ρυθμό ανάλογο του πηλίκου τ1/τ2 κατά απόλυτο τιμή, όπου τ2 είναι η δεύτερη 

μεγαλύτερη ιδιοτιμή και τ= 1/s.

Σημαντικό πλεονέκτημα της προσέγγισης είναι ότι η δομή του πίνακα ζώνης 

μπορεί να αξιοποιηθεί, καθώς ο πίνακας μάζας και ο Ιακωβιανός πίνακας αποτελούν 

πίνακες ζώνης. Ααμβάνοντας υπόψη τη συμμετρία του πίνακα μάζας συμπεραίνουμε 

ότι δεν είναι αναγκαία η αποθήκευση όλου του πίνακα, γεγονός που συνεπάγεται 

σημαντική μείωση του υπολογιστικού κόστους. Σε κάθε περίπτωση εκτέλεσης του 

κώδικα που διαθέτουμε αριθμός 200 ιδιοτιμών είναι ικανός για να λάβουμε μια 

αξιόπιστη εικόνα της δυναμικής του συστήματος που εξετάζουμε.

3.3.2 Παρακολούθηση της εξέλιξης συγκεκριμένης ιδιομορφής στον 

χώρο των παραμέτρων - Χρήση της επαναληπτικής μεθόδου 

GMRES
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Κατά την προσομοίωση της ροής υγρού μετάλλου με ελεύθερη συναγωγή 

παρουσία ομογενούς μαγνητικού πεδίου και έχοντας εισάγει τρισδιάστατες 

διαταραχές κατά την διαμήκη κατεύθυνση του αγωγού χρειάστηκε η χρήση πυκνών 

πλεγμάτων. Στόχος είναι να κατανοηθεί πλήρως ο μηχανισμός παραγωγής εστιών 

ανακυκλοφορίας και κατ' επέκταση η φύση των ασταθειών που παρουσιάζονται. Για 

τον λόγο αυτό διεξάγεται παραμετρική μελέτη ευστάθειας για την κατασκευή των 

διαγραμμάτων ουδέτερης ευστάθειας. Αυτά παρέχουν πληροφορίες που αφορούν την 

κυρίαρχη ιδιομορφή που καθορίζει τη δυναμική του συστήματος που εξετάζεται, ενώ 

αποκαλύπτουν την περιοχή αστάθειας στον χώρο των παραμέτρων.

Στα πλαίσια της παρούσας μεταπτυχιακής εργασίας κατά την επίλυση του 

γενικευμένου προβλήματος ιδιοτιμών αναζητούμε την κρίσιμη τιμή του αριθμού Gr η 

οποία αντιστοιχεί σε δεδομένο αριθμό Ha. Η κρίσιμη αυτή τιμή αντιστοιχεί στην 

ελάχιστη τιμή του Gr για την οποία εμφανίζεται αστάθεια. Για την εύρεση του 

κρίσιμου Gr υπολογίζονται αρχικά οι κυρίαρχες ασταθείς ιδιοτιμές για δισδιάστατες 

διαταραχές. Επιθυμούμε να γνωρίζουμε την εξέλιξή αυτών των ιδιομορφών καθώς 

καθώς αυξάνεται ο κυματαριθμός (μηδενικός κυματαριθμός αντιστοιχεί σε 

δισδιάσττες διαταραχές). Αυτό αντιστοιχεί σε μείωση του μήκους κύμνατος της 

διαταραχής. Για τον σκοπό αυτό επιλέγουμε μια συγκεκριμένη ασταθή ιδιοτιμή λ και 

ακολουθούμε την παρακάτω διαδικασία, χρησιμοποιώντας την επαναληπτική μέθοδο 

GMRES.

Καλούμαστε να επιλύσουμε το σύστημα εξισώσεων (3.14) για την ιδιοτιμή s και 

την ιδιομορφή χη για κάποια τιμή του κυματαριθμού k και των παραμέτρου του 

προβλήματος, π.χ. Gr, με βάση προηγούμενη επίλυση της ιδιοτιμής και ιδιομορφής 

για k0 ή Gr0. Με τον τρόπο αυτό διεξάγουμε το λεγόμενο parametric continuation με 

στόχο να παρακολουθήσουμε την εξέλιξη μιας ασταθούς ιδιοτιμής s και του 

ιδιοδιανύσματος x που αντιστοιχεί σε αυτήν. Το γεγονός αυτό είναι ιδιαίτερα 

σημαντικό διότι καθίσταται δυνατή η κατασκευή των διαγραμμάτων ουδέτερης 

ευστάθειας, που μας παρέχουν πληροφορίες σχετικά με τη δυναμική του συστήματος 

που εξετάζουμε στο πεδίο των παραμέτρων που καθορίζεται από τον κυματάριθμο k 

και τον αριθμό Grashof για δεδομένο αριθμό Hartmann. Η ιδιοτιμή αντιμετωπίζεται 

ως ένας επι πλέον άγνωστος του προβλήματος (3.14). Για να υπάρχει ισοζύγιο μεταξύ 

αγνώστων και εξισώσεων εισάγεται ως επι πλέον εξίσωση η κανονικοποίηση της 

ιδιομορφής για κάποιο στοιχείο η:
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χ„ = X. +«,„=■ (3.16)

To συζευγμένο πρόβλημα που σχηματίζουν οι (3.14) και (3.16) αποτελεί ένα μη 

γραμμικό πρόβλημα με αγνώστους την ιδιοτιμή και την ιδιομορφή, το οποίο μπορεί 

να επιλυθεί επαναληπτικά με την μέθοδο Newton-Raphson. Για κάθε επανάληψη κ 

της NR επιλύεται το παρακάτω γραμμικό σύστημα εξισώσεων.

Jx -sAB Βχκ~ ~δχκ' ~JxxK-s* Βχκ~

1

ΟΟΟ____
I _ Ss 0

(3.17)

για την επίλυση του οποίου απαιτείται η αντιστροφή του μητρώου που εμφανίζεται 

στο αριστερό σκέλος της εξίσωσης. Ο όρος j -SKΒ είναι πίνακας διάστασης nxn

και ο όρος Β~καποτελεί διάνυσμα διάστασης η, ενώ το ιδιοζεύγος (eigenpair) 

είναι η μεταβολή που επιτρέπουμε στην ασταθή ιδιοτιμή και το αντίστοιχο

ιδιοδιάνυσμά της προκειμένου να εξετάσουμε την εξέλιξή της. Οι πίνακες J και Β 

δηλώνουν τον πίνακα Ιακωβιανής και τον πίνακα μάζας, αντίστοιχα.

Προκειμένου να εφαρμοστεί η μέθοδος GMRES είναι απαραίτητη η εύρεση και η 

χρήση ενός preconditioner, ειδικά όταν ο αντιστρεφόμενος πίνακας δεν είναι 

ερμιτιανός . Εν τέλει, καταλήξαμε στην επιλογή του τελεστή Stokes ο οποίος 

προκύπτει όταν απαλειφθούν οι αδρανειακοί όροι από τις εξισώσεις κίνησης. 

Συγκεκριμένα, έτσι ώστε να γίνει πιο κατανοητή η εύρεση του προαναφερθέντος 

τελεστή, θεωρήσαμε μία χρονομεταβαλλόμενη εκδοχή του γραμμικοποιημένου 

προβλήματος όπως ορίζεται από τις εξισώσεις διατήρησης ορμής ως προς τους τρεις 

άξονες x,y,z αντίστοιχα και την αρχή διατήρησης της ενέργειας (βλ. σχέσεις 2.4-2.7):

Βχ ~ Jx ~
C

0.5 L + Ν χ (3.18)
\Gr 7

Στην παραπάνω εξίσωση οι μεταβλητές L και Ν αναπαριστούν το τμήμα του 

πίνακα Ιακωβιανής που πηγάζει από το γραμμικό κα το μη-γραμμικό κομμάτι του 

συστήματος εξισώσεων, ενώ η μεταβλητή C : i) λαμβάνει την τιμή της μονάδας στην 

περίπτωση των εξισώσεων κίνησης, και ii) ταυτίζεται με τον αριθμό Pr'1 στην 

περίπτωση της εξίσωσης μεταφοράς θερμότητας. Διακριτοποιώντας ως προς τον 

χρόνο και υλοποιώντας ένα semi-implicit αριθμητικό σχήμα παίρνουμε :
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βχη+1 - Βχη Lxn+' + Νχη

Β-

At Gr05

AtC Λ
Gr j

xn+1 =(AtN + B)xn

xn+1 = (AtN + B)x"

(3.19)

xn+1 = B—TrAfL 
Gr05

AtN + B----- — Δί/_ +——AfL xn
Gr06 Gr05 J

xn+1=x"+ 8---- -~r AtL AtN +—~rAtL lx"

xn+1-x”
At

= 8-

C_
Gr05

C

C_
Gr05 /

(3.20)

Gr°
AtL N-

Gr
L xn

Παρατηρώντας την εξίσωση στην οποία καταλήξαμε συμπεραίνουμε ότι ο πρώτος 

όρος στο δεξιό μέλος της (3.20) αποτελεί τον αντίστροφο του τελεστή Stokes και ο 

δεύτερος όρος αναπαριστά τον πίνακα Ιακωβιανής. Όταν μηδενιστεί το δεξιό μέλος 

της (3.20) έχουμε την επίλυση προβλήματος μόνιμης κατάστασης. Μάλιστα, μία 

μορφή της διαδικασίας NR με Stokes preconditioner είναι η παρακάτω

8 —
Gr°

-AtL Ν. +-
Gr

L \δχ = - Β —
Gr

-AtL Λ/ + -
Gr°

(3.21)

Κατ’ επέκταση ο τελεστής Stokes μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως preconditioner 

του προβλήματος (3.17) κάθε φορά που απαιτείται η αντιστροφή πίνακα με την 

επαναληπτική μέθοδο GMRES. Η αρχική υπόθεση παρέχεται από τον υπολογισμό 

των ιδιοτιμών που έχει διεξαχθεί προηγουμένως με την εφαρμογή της επαναληπτικής 

μεθόδου Arnoldi, ή από την επίλυση της (3.17) για παρεμφερή τιμή παραμέτρου. Με 

την παραπάνω διαδικασία και σε συνδυασμό με τον απ’ ευθείας υπολογισμό 

ιδιοτιμών, κατασκευάζονται διαγράμματα ουδέτερης ευστάθειας για σημαντικό εύρος 

παραμέτρων.
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IV) Αποτελέσματα

4.1 Αποτελέσματα μόνιμης κατάστασης προβλήματος ροής υγρού 

μετάλλου με ελεύθερη συναγωγή

Θεωρούμε τετραγωνική κοιλότητα με μήκος πλευράς 1cm και θερμοκρασιακή 

διαφορά τάξεως 1Κ ανάμεσα στις δύο κάθετες πλάκες, ο αριθμός Gr υπολογίζεται να 

είναι 5 χ ΙΟ4 για υγρό λίθιο στους 300°C περίπου, αν και ο αριθμός Ha λαμβάνει 

τιμές από 5 έως 500 όταν οι αντίστοιχες τιμές για την ένταση του μαγνητικού πεδίου 

Βο είναι 0.1 έως ΙΤ.Οι παραπάνω τιμές των παραμέτρων καθορίζουν το εύρος της 

παραμετρικής ανάλυσης.

Επιπρόσθετα, λόγω της μεγάλης ποσότητας θερμότητας που απελευθερώνεται σε 

κάποιες από τις προσομοιώσεις, οι ιδιότητες του ρευστού είναι δυνατό να αποκλίνουν 

από τις τιμές που αντιστοιχούν στους 300°C. Παρ’όλα αυτά, σαν μια πρώτη 

προσπάθεια να μελετήσουμε τη δυναμική του συστήματος υπό την επίδραση μεγάλου 

θερμικού φορτίου αγνοούμε θερμοκρασιακές μεταβολές των θερμοφυσικών 

ιδιοτήτων που εμπλέκονται στη μορφοποίηση του προβλήματος.

Το γεγονός αυτό δεν αποτελεί σημαντικό περιορισμό για να επιδρά στην 

εγκυρότητα της μορφοποίησης του προβλήματος, καθώς ο αριθμός Pr, ψυκτικών 

υγρών αποτελούμενων κυρίως από λίθιο (π.χ. Pb - 17Li), προσλαμβάνει σχετικά 

μικρές τιμές (0.05 έως 0.02) σε θερμοκρασίες που κυμαίνονται από 300°C έως 

600°C. Παρακάτω παρουσιάζουμε τις λύσεις σε μόνιμη κατάσταση για το εύρος των 

παραμέτρων που ορίσαμε.

Οι καμπύλες που προκύπτουν από ουδέτερη ευστάθεια διαχωρίζουν τις λύσεις 

μόνιμης κατάστασης από τις περιοδικές, οι οποίες προκύπτουν στο επίπεδο (Gr, S) ως 

συνάρτηση του αριθμού Ha. Σημειωτέον ότι έχουν χρησιμοποιηθεί πλέγματα 30x30 

και 60x60 διτετραγωνικών στοιχείων στα παρακάτω διαγράμματα.

Εξετάστηκε αρχικά η περίπτωση με μηδενική παραγωγή θερμότητας που 

αντιστοιχεί σε αριθμό S=0 καθώς ο αριθμός Gr αυξάνεται, απουσία μαγνητικού 

πεδίου. Το θερμοκρασιακό πεδίο λαμβάνει τη μέγιστη τιμή του στο δεξιό 

κατακόρυφο τοίχωμα και η ροική συνάρτηση παρουσιάζει μια εστία 

ανακυκλοφορίας.
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Αυτός ο τύπος μόνιμης ροής συνεχίζει να διατηρείται όσο ο αριθμός Gr 

αυξάνεται ενώ οι ισοϋψείς της θερμοκρασίας καμπυλώνουν προς τα πόνοι 

υποδεικνύοντας μια τάση του θερμού υλικού να βρίσκεται στο άνω τμήμα της 

κοιλότητας, (βλ. Σχήμα 10(b)), καθώς εντείνεται η επίδραση της άνωσης. Την ίδια 

στιγμή η ανακυλοφορία της δίνης έχει φορά προς τα πάνω (βλ. Σχήμα 10(a)). Η λύση 

μόνιμης κατάστασης παραμένει ευσταθής σε όλο το εύρος των τιμών που λαμβάνει ο 

αριθμός Gr, όπως υποδεικνύεται από το πραγματικό μέρος των ιδιοτιμών το οποίο 

παραμένει αρνητικό.

Καθώς το ποσό της θερμότητας που απελευθερώνεται ογκομετρικά αυξάνεται, το 

θερμοκρασιακό πεδίο λαμβάνει μέγιστη τιμή στην κεντρική περιοχή της κοιλότητας 

και εμφανίζεται δεύτερη εστία ανακυκλοφορίας, (βλ. Σχήμα 11(a) και 11(b)). Το 

ρευστό ουσιαστικά απομακρύνεται από τα ψυχρότερα κατακόρυφα τοιχώματα και 

κινείται προς την κατεύθυνση του πυθμένα, ενώ το ρευστό που βρίσκεται σε 

υψηλότερη θερμοκρασία από το κέντρο της κοιλότητας κινείται προς την κορυφή του 

αγωγού.

0.0 0.2 0.4 0.6 0,8 1,0
X

(ο)

0,0
0.0 0.2 0,4 0.6 0,8 1.0

X
Μ.
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Σχήμα 10: (a) Ροϊκή γραμμή και (b) ισοϋψείς της θερμοκρασίας για την περίπτωση 

Gr= 100000, S=0 και Ha=0.

Όσο ο αριθμός Gr αυξάνεται η δομή αυτής της ροής παραμένει σταθερή σε 

συνδυασμό με την επίδραση της ανάμιξης των δύο δινών που εντείνεται και της 

ασυμμετρίας ανάμεσα στο αριστερό και δεξιό τμήμα της κοιλότητας που οξύνεται 

καθώς η δομή της συνολικής ροικής γραμμής κλίνει προς την κατεύθυνση της 

ψυχρότερης αριστερής πλευράς.

Το γεγονός αυτό εξηγείται από την αυξανόμενη επίδραση της άνωσης στη δομή 

της ροής, η οποία επίσης έχει αντίκτυπο σε χαμηλότερες θερμοκρασίες που 

παρατηρούνται στην κοιλότητα όσο ο αριθμός Gr αυξάνεται.

Σχήμα 11: Ισοϋψείς για (a) ροϊκή γραμμή, (b) θερμοκρασία και Gr=6000.

Ο Πίνακας 1 απεικονίζει το πραγματικό και το φανταστικό μέρος των έξι 

μεγαλύτερων ιδιοτιμών, ως προς το πραγματικό μέρος. Στα συγκεκριμένα 

αποτελέσματα έχει χρησιμοποιηθεί πλέγμα 60x60 δ ιτετραγωνικών στοιχείων.

Από τον συγκεκριμένο πίνακα παρατηρούμε ότι έχει επιτευχθεί ακρίβεια δύο ή 

τριών σημαντικών ψηφίων μέσω της μεθόδου Arnoldi, και ιδιαίτερα για το 

φανταστικό μέρος που έχει σημασία στις χρονικές κλίμακες που παρουσιάζονται στις 

δυναμικές προσομοιώσεις του προβλήματος που μελετούμε.

Η πρώτη ιδιοτιμή που τέμνει τον άξονα τοιν πραγματικών αριθμών αποκτώντας 

θετικό πραγματικό μέρος και μη μηδενικό φανταστικό μέρος παρατηρείται για Gr= 

5800, το οποίο είναι ενδεικτικό αστάθειας Hopf που οδηγεί σε περιοδική λύση. Αυτό 

απεικονίζεται καλύτερα σε διάγραμμα αστάθειας στο εύρος των παραμέτρων που 

μελετούμε.
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Gr*4 000 Gr=6 000 Gr-8 000 Gr-10 000 Gr-12 000

Real Imaginary Real Imaginary Real Imaginary Real Imaginary Real Imaginary

-2.897 ±17.264 0.423 ±64.044 3.313 ±61.935 4,967 ±60.041 5.923 ±58.200
-3.591 0.0 -1.721 ±17 545 -0.716 ±17 476 -0.020 ±17.222 0419 ±16.889
-3.731 ±38.792 -3.024 ±37.347 -2.499 0.0 -2.203 0.0 -1.976 0.0
-4.190 ±4.240 -2,920 0.0 -2.991 ±35.7.34 -3 110 ±34.141 -2.839 0.0
-4.623 ±66564 -3.922 0.0 -3.449 0,0 -3.103 0.0 -3.054 ±5.118
-4.637 0.0 —4.006 ±4.935 -3.754 ±5.277 -3.387 ±5.315 -3.245 ±32.654

Πίνακας 1: Επίδραση των έξι μεγαλύτερων ιδιοτιμών και η σύγκλιση τους με πλέγμα 

60 χ 60 διτετραγωνικών στοιχείων, S=105, Pr=0.0321 και Ha=0.

Καθώς ο αριθμός Gr αυξάνεται, μια επιπλέον ιδιοτιμή της λύσης μόνιμης 

κατάστασης αποκτά θετικό πραγματικό μέρος και μη μηδενικό φανταστικό μέρος για 

Gr« 10000. Συνεπώς μια τρίτη ιδιοτιμή τέμνει τον πραγματικό άξονα για Gr^ 13500. 

Σε όλες τις περιπτώσεις οι μιγαδικές ιδιοτιμές προκύπτουν ως ζεύγη συζυγών 

μιγαδικών αριθμών.

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να τονίσουμε ότι η επίδραση της δεύτερης και τρίτης 

ιδιοτιμής, όπως επίσης και το υπόλοιπο τοον ασταθών ιδιοτιμών, δεν είναι τόσο 

σημαντική διότι η λύση μόνιμης κατάστασης είναι ήδη ασταθής. Ωστόσο, 

επηρεάζουν τη μεταβατική συμπεριφορά του συστήματος εισάγοντας επιπρόσθετες 

χρονικές κλίμακες πριν το σύστημα σταθεροποιηθεί τελικά στην περιοδική μόνιμη 

κατάσταση του. Η ύπαρξη ασταθειών Hopf σε διαφορικές θερμαινόμενες κοιλότητες 

έχει μελετηθεί εκτενώς από διάφορους ερευνητές [52].

Περαιτέρω αύξηση του ποσού της θερμότητας που απελευθερώνεται 

αποσταθεροποιεί το σύστημα με την έννοια ότι μειώνει την κρίσιμη τιμή του αριθμού 

Grcr, για την οποία η λύση μόνιμης κατάστασης γίνεται για πρώτη φορά ασταθής. Πιο 

συγκεκριμένα, η παραγωγή θερμότητας είναι γενεσιουργός αιτία μεγάλων 

θερμοκρασιακών κλίσεων στην κοιλότητα , (βλ. Σχήμα 12(b)), και κατ’ επέκταση 

αυξάνεται η επίδραση της άνωσης στη διάταξη της ροής για δεδομένο αριθμό Gr, (βλ. 

Σχήμα 12(a)). Συνεπώς επηρεάζει τη συμπεριφορά και την ευστάθεια του συστήματος 

καθώς αυξάνεται ο αριθμός Gr με την έννοια ότι εισάγει ασυμμετρία και 

αποσταθεροποιεί το σύστημα. Στην πραγματικότητα, όταν S=2 x 105 τότε η κρίσιμη 

τιμή του αριθμού Gr είναι Grcr « 2400.
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Ha=0.

To δεύτερο ιδιοδιάνυσμα που τέμνει τον άξονα των πραγματικών αριθμών 

υπολογίζεται στην κρίσιμη τιμή Grcr ~ 10000 με παραμέτρους S=105 και Ha=0 με 

χρήση πλέγματος 60x60 στοιχείων. Το γεγονός αυτό αντιστοιχεί σε μετατόπιση των 

εστιών ανακυκλοφορίας. Η μορφή αυτή της ευστάθειας βρίσκεται σε συμφωνία με 

προηγούμενες μελέτες ελεύθερης συναγωγής σε κοιλότητες, [52].

Στην πραγματικότητα, σε πρόσφατη μελέτη είχε δειχθεί ότι για κοιλότητα με λόγο 

διαστάσεων Α=2 και σε σχετικά μικρές τιμές του αριθμού Pr (Pr<0.71), η 

διαμόρφωση της μόνιμης κατάστασης αρχικά χάνει την ευστάθειά της λόγω της 

εμφάνισης συμμετρικού mode, ο οποίος ακολουθείται από αντισυμμετρικό mode.

Στην παρούσα μελέτη τα πιο ασταθή ιδιοδιανύσματα που προκύπτουν καθώς 

αυξάνεται ο αριθμός Ha, στο εύρος τιμών όπου 0<Ha<20, αναπτύσσονται με τον ίδιο 

τρόπο που περιγράφηκε παραπάνω. Για την ακρίβεια, για Ha>12.5 τα πιο ασταθή 

ιδιοδιανύσματα γίνονται πιο συμμετρικά με επιπλέον μικρότερες εστίες 

ανακυκλοφορίας.

Ένα ενδιαφέρον φαινόμενο που παρατηρείται όσο ο αριθμός Ha αυξάνεται από 15 

έως 20 είναι το γεγονός ότι υπάρχει αλλαγή στη σειρά με την οποία οι δύο πιο 

ασταθείς ιδιοτιμές τέμνουν τον πραγματικό άξονα. Το ιδιοδιάνυσμα που στο 

διάστημα 12.5<Ha<15 είναι το δεύτερο ασταθές αναπτύσσεται γρηγορότερα και όταν 

ο αριθμός Ha λάβει την τιμή 20 γίνεται το πιο ασταθές. Αυτό συσχετίζεται με το 

σημείο ελαχιστοποίησης της συχνότητας της λύσης ταλάντωσης, όπως προβλέπεται 

από το φανταστικό μέρος της συγκεκριμένης ιδιοτιμής σε ουδέτερη ευστάθεια, το 

οποίο τώρα λαμβάνει υψηλότερες τιμές.
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Καθώς αυξάνουμε τον αριθμό Gr εισάγουμε ασυμμετρία στη λύση μόνιμης 

κατάστασης και αυτό έχει αντίκτυπο στη διαφορά θερμότητας που απομακρύνεται 

μέσω των δύο πλευρών της κοιλότητας. Ωστόσο το μεγαλύτερο ποσό απομακρύνεται 

από την ψυχρότερη αριστερή πλευρά του αγωγού καθώς η διαφορά Nul - Nur = 

ΔΝιι είναι θετική, όπου οι δείκτες L και R δηλώνουν την αριστερή και δεξιά 

κατακόρυφη πλευρά της κοιλότητας ενώ οι αριθμοί Nul και Nur εκφράζουν το ποσό 

της θερμότητας που απομακρύνεται σε κάθε μία από τις δύο αυτές πλευρές.

Σύμφωνα με τα παραπάνω υπάρχει συσχέτιση ανάμεσα σε ευστάθεια και 

συμμετρία η οποία έχει παρατηρηθεί και αλλού [53] όπως επίσης και στο πεδίο της 

ελεύθερης και εξαναγκασμένης συναγωγής. Παρουσιάζοντας διαγραμματικά την 

επίδραση των πρώτων δύο ιδιοτιμών που γίνονται ασταθείς, μπορούμε να 

αναγνωρίσουμε την συσχέτιση ανάμεσα στην αποδλεια ευστάθειας και τη συμμετρία.

Οι υπολογισμοί των ιδιοτιμών καθορίζονται από την προ'πη διακλάδωση και 

υποδηλώνουν ότι το πραγματικό μέρος του πιο ασταθούς mode αρχίζει να μειώνεται 

μετά το σχηματισμό ενός μεγίστου όπου στη συγκεκριμένη περίπτωση παραβλέπεται 

από τη δεύτερη πιο ασταθή ιδιοτιμή.

Ο πίνακας 2(a) και (b) απεικονίζει την επίδραση των πιο ασταθών ιδιοτιμών στο 

κατάλληλο εύρος παραμέτρων όταν ο αριθμός Ha ισούται με μηδέν και δέκα, 

αντίστοιχα. Παρόμοια συμπεριφορά παρατηρείται για την περίπτωση όπου Ha=20 

λαμβάνοντας υπόψη ότι η πιο ασταθής ιδιοκατάσταση (eigenmode) είναι τώρα 

διαφορετική.

Επιπλέον αύξηση του αριθμού Gr μπορεί είτε να σταθεροποιήσει τελείως τον 

mode που έγινε πρώτη φορά ασταθής, Ha=0, είτε να επανεργοποιήσει την αστάθεια 

από τη στιγμή που το πραγματικό του μέρος διέλθει ένα ελάχιστο. Ωστόσο, σε όλες 

τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν η αύξηση του Gr συνδεόταν με την εμφάνιση των 

πιο ασταθών ιδιοτιμών, τουλάχιστον στο εύρος των παραμέτρων που εφαρμόσαμε.
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Gr=Π8000 Gr=
(a) Sr 

20 000
ΠΟ5. Ha=0.

Gr
Pr =0.0321. 60 x 60 biquadratic finite element mesh 
=25 000 Gr=30 000 Gr=: 40 (XX) Gr:=60 000

Real Imaginary Real Imaginary Real imaginary Real Imaginary Real Imaginary Real Imaginary

7.164 ±52,820 7.352 ±51.150 7.177 ±47.860 5.865 ±45.728 3.786 ±40.053 3.237 ±43.47

3,791 ±82.240 4.535 ±80.323 4.731 ±76.011 3.033 ±71.455 3.641 ±63.950 3.186 ±58.0
0.717 ±15.729 0.5650 ±15.319 -0.366 ±1.934 1.172 ±53.617 4.038 ±49.900 2.663 ±29.24

-1300 0.0 -1387 0.0 -0.698 ±14.005 0.118 ±76.761 0.732 ±68.821 2587 ±62.16

-2241 ±3.816 -1.872 ±3.155 -0809 ±39.167 -0.926 0.0 1.535 ±32,904 2,510 ±45.05
-2.403 0.0 -2.275 ±44.500 -1.053 ±62823 -0.155 ±3.571 -1.229 0.0 -0.620 ±26.91

(b) S= © X B © Pr=0,0321.60 X 60 biquadratic finite element mesh
Gr=10 000 Gr=44 000 Gr =20000 Gr:=22000 Gr=:24 000

Real Imaginary Real Imaginary Real Imaginary Real Imaginary Real Imaginary

-0.086 ±47.017 0.676 ±43.952 0.261 ±39.260 0.176 ±37.471 0.251 ±35.677

-1.083 ±52.266 -0.122 ±51.170 0.482 ±50.208

Πίνακας 2: (a) Επίδραση των έξι μεγαλύτερων ιδιοτιμών με πλέγμα 60x60 

διτετραγωνικών στοιχείων, S=103 , Ha=0 και Pr=0.0321 (b) Επίδραση των τριών 

μεγαλύτερων ιδιοτιμών με πλέγμα 60x60 διτετραγωνικών στοιχείων, S=105 , Ha=10, 

και Ργ=0.0321

Για να εξεταστεί η φύση της προκύπτουσας διακλάδωσης Hopf θα πρέπει 

κάποιος να καταφύγει είτε στην μη γραμμική ανάλυση είτε να χρησιμοποιήσει 

δυναμικές προσομοιώσεις. Επιλέξαμε τις δυναμικές προσομοιώσεις στο εύρος των 

παραμέτρων που καλύφθηκε από την ανάλυση ευστάθειας. Οι περισσότερες από τις 

προσομοιώσεις έγιναν κοντά στο σημείο διακλάδωσης έτσι ώστε να ορίσουμε την 

κρισιμότητα της νέας διακλάδωσης, δηλαδή να εξετάσουμε αν η νέα διακλάδωση 

είναι υπέρ/ υποκρίσιμη (Ι0*5 δείκτης Lyaponov).

Επιπλέον, η μέση θερμοκρασία της κοιλότητας χρησιμοποιήθηκε ως παράμετρος 

της διακλάδωσης έτσι ώστε να συγκρίνει την αποτελεσματικότητα της θερμικής 

απομάκρυνσης στις λύσεις που αντιστοιχούν σε διαφορετικές διακλαδώσεις.

Παρά το γεγονός ότι όσο ο Gr αυξάνεται το επίπεδο της συμμετρίας της λύσης 

μόνιμης κατάστασης μπορεί να διαφοροποιείται, η μέση θερμοκρασία της κοιλότητας 

συνεχώς μειώνεται ως αποτέλεσμα της ανακυκλοφορίας, η οποία εμπεριέχει ένα 

ακόμη μεγαλύτερο μέρος του ρευστού στην κοιλότητα, με εξαίρεση τα πολύ μικρά 

οριακά στρώματα ιξώδους που αναπτύσσονται κοντά στα τοιχώματα.

Για τιμές του Gr<5800, ακόμη και με την επιβολή μεγάλων αρχικών διαταραχών, 

το σύστημα τελικά αποκαθίσταται στη λύση μόνιμης κατάστασης. Το γεγονός αυτό
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επεξηγείται από την ευστάθεια της λύσης μόνιμης κατάστασης στο εφαρμοζόμενο 

εύρος παραμέτρων.

Ένα επίσης σημαντικό χαρακτηριστικό των δυναμικών προσομοιώσεων είναι η 

επίδραση των διαδοχικών ασταθών ιδιοτιμών. Αυτό γίνεται εμφανές στις 

προσομοιώσεις με Gr 0(104), όπου στην συγκεκριμένη περίπτωση υπάρχουν δύο 

ασταθείς ιδιοτιμές όπως φαίνεται στον πίνακα 1 και η μέση θερμοκρασία της 

κοιλότητας σχεδόν αμέσως δημιουργεί μια κορεσμένη περιοχή κοντά στην τιμή 

μόνιμης κατάστασης για Gr =10000, αρχίζει να παρουσιάζει συμπεριφορά όμοια με 

ταλάντωση, η οποία χαρακτηρίζεται από παλμό ανάμεσα στους δύο πρώτους modes 

που γίνονται ασταθείς.

Η περιοδική διακλάδωση εμφανίζεται στο προσκήνιο ως μια υπερκρίσιμη 

διακλάδωση από την στατική διακλάδωση και αυτή η δομή διατηρείται καθ’ όλη τη 

διάρκεια αυτής της αριθμητικής μελέτης.

Αποτελεί ενδιαφέρον η φύση της περιοδικής κατάστασης που καθορίζει τη 

δυναμική του συστήματος. Αν επικεντρώσουμε στη ροϊκή συνάρτηση, παρατηρούμε 

ότι κατά τη διάρκεια μιας περιόδου της κίνησης οι δύο κύριες εστίες ανακυκλοφορίας 

προσλαμβάνουν περιοδικά μια θέση πιο κοντά στο κέντρο της ροής, (βλ. Σχήμα 13).

Η συμπεριφορά αυτή είχε προβλεφθεί από τη φύση του ιδιοδιανύσματος στο 

σημείο διακλάδωσης και οδηγεί σε μια πιο αποδοτική ψύξη της κοιλότητας καθώς 

εντείνει τη μεταφορά θερμότητας υποχρεώνοντας το θερμότερο κεντρικό τμήμα σε 

κυκλική κίνηση στις κατακόρυφες πλευρές της κοιλότητας, ως μια εναλλακτική βάση 

κατά τη διάρκεια μιας περιόδου.

Επιπρόσθετα, η διαφορά στο ποσό της θερμότητας που απομακρύνεται μέσω των 

κατακόρυφων πλευρών του αγωγού παρατηρήθηκε να μειώνεται συγκρινόμενη με τη 

λύση μόνιμης κατάστασης και αυτή η ασυμβατότητα εντείνεται όσο ο αριθμός Gr 

αυξάνεται, υποδεικνύοντας παράλληλα το ρόλο της συμμετρίας στην ευστάθεια της 

περιοδικής διακλάδωσης και την αποδοτικότητα της θερμικής απομάκρυνσης.

Σημειώνουμε ότι θερμαινόμενη τετραγωνική κοιλότητα έχει μελετηθεί 

επισταμένως [54], ενώ η σταθεροποίηση του μαγνητικού πεδίου και η 

αποσταθεροποίηση της εσωτερικής παραγωγής θερμότητας, για την περίπτωση 

τετραγωνικής κοιλότητας, έχει ερευνηθεί το 2005 [55].
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<*) Ο»)

Σχήμα 13: Στιγμιότυπα της ροϊκής συνάρτησης στην αρχή και στη μέση της μόνιμης 

περιοδικής κίνησης για την περίπτωση όπου Gr=7000, S=105 και Ha=0 με πλέγμα 

30x30 στοιχείων. Η περίοδος Το«0.1

Εξετάστηκε επίσης η φύση της αστάθειας Hopf χρησιμοποιώντας τον αριθμό Ha 

ως βασική παράμετρο. Βέβαια για υψηλές τιμές του Ha η στατική διακλάδωση είναι 

ευσταθής και καθορίζει τη δυναμική του συστήματος, αν και καθώς ο Ha μειώνεται 

κάτω από μια σταθερή κρίσιμη τιμή η οποία εξαρτάται από τον αριθμό Gr, το 

σύστημα παρουσιάζει συμπεριφορά ανάλογη των ταλαντώσεων.

Η αιτία της αυξημένης θερμικής απομάκρυνσης μπορεί να συσχετιστεί με την 

κίνηση του ρευστού στην κοιλότητα όπως προβλέπεται από τη λύση ταλάντωσης, 

στην οποία οι δύο δίνες ανακυκλοφορίας καταλαμβάνουν μεγαλύτερο μέρος του 

υγρού μετάλλου που ρέει στην κοιλότητα, εν αντιθέσει με τη λύση σε μόνιμη 

κατάσταση.

Η περίπτιοση για Ha=12.5, S=105 και Gr=55000 προσομοιώθηκε αριθμητικά με 

χρήση πλέγματος 30x30 στοιχείων. Για τη συγκεκριμένη τιμή του Ha η δομή των πιο 

ασταθών ιδιοδιανυσμάτων είναι παρόμοια με την αντίστοιχη που προκύπτει για 

υψηλές τιμές του Ha, ενώ παράλληλα να σημειώσουμε ότι επαρκεί πλέγμα 30x30 

στοιχείων για να μελετηθεί η δυναμική του συστήματος. Ωστόσο για υψηλές τιμές 

του Ha είναι απαραίτητη η χρήση πλέγματος 60x60 στοιχείων για να εξασφαλιστεί 

αξιόπιστη περιγραφή της δυναμικής του συστήματος, κατά συνέπεια οι 

προσομοιώσεις είναι πιο χρονοβόρες.

Οι παραπάνω λύσεις για την μόνιμη κατάσταση της κοιλότητας λαμβανόμενης ως 

δισδιάστατης χρησιμοποιούνται παρακάτω ως βασικές λύσεις για την ανάλυση 

ευστάθειας σε τρισδιάστατες διαταραχές που ακολουθεί.
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4.2 Αποτελέσματα προβλήματος ευστάθειας ροής υγρού μετάλλου σε 

κοιλότητα λόγω ελεύθερης συναγωγής

Η διαφορική θερμαινόμενη κοιλότητα με αγώγιμα οριζόντια τοιχώματα έχει 

μελετηθεί από διάφορους ερευνητές. Ενδεικτικά αναφέρουμε Henkes & Le Quere 

(1996), Gelfgat & Tanasawa (1994) [56,57]. Οι περισσότερες από τις μελέτες 

επικεντρώνονται σε δισδιάστατες βασικές ροές με εφαρμογή δισδιάστατων 

διαταραχών, ωστόσο στην παρούσα μελέτη εισάγουμε τρισδιάστατες απειροστές 

διαταραχές.

Επικεντρώσαμε το ενδιαφέρον μας σε μελέτη των Xin & Le Quere (2001) [58] 

που αφορούσε την χρήση γραμμικής ανάλυσης ευστάθειας σε διαφορική 

θερμαινόμενη κοιλότητα με θερμικά αγώγιμα οριζόντια τοιχώματα, μέσα στην οποία 

η ροή ρευστού γίνεται λόγω ελεύθερης συναγωγής απουσία μαγνητικού πεδίου και 

εσωτερικής πηγής θερμότητας, ενώ η συνάρτηση της θερμοκρασίας έχει γνωστή 

κατανομή σε όλα τα τοιχώματα του αγωγού, (βλ. Σχήμα 14).

Σχήμα 14: Διατομή του αγωγού σε μελέτη των S. Xin & Ρ. Le Quere.

Στην ανάλυση που εφάρμοσαν οι παραπάνω μελετητές, οι αριθμητικοί 

υπολογισμοί που διεξήγαγαν έδειξαν ότι οι διαταραχές αρχικά μετριάζονται σε 

συμπεριφορά που προσεγγίζει ταλάντωση όταν ο αριθμός Rayleigh Ra-1.64x106, 

αλλά με την πάροδο του υπολογιστικού χρόνου (περίπου 1000 αδιάστατα χρονικά 

βήματα) διαπίστωσαν ιδιομορφή στάσιμου κύματος που διαρκώς ενισχυόταν. Η 

επαναληπτική μέθοδος Arnoldi που χρησιμοποίησαν απέδωσε μόνο ένα ζεύγος
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ιδιοτιμών που ανήκε στην συγκεκριμένη ιδιομορφή. Η τελευταία εμφανίζεται μόνο 

για τρισδιάστατες διαταραχές και μάλιστα εμφανίζεται πριν από τις αντίστοιχες Hopf 

που κυριαρχούν για δισδιάστατες (k=0) διαταραχές.

Στη συνέχεια, εισάγοντας τρισδιάστατες απειροστές διαταραχές στο πρόβλημα 

ροής υγρού μετάλλου με ελεύθερη συναγωγή ο κυματάριθμος k παίρνει πεπερασμένη 

τιμή. Όταν ο κυματάριθμος διαιρεθεί με την τιμή 2π τότε εκφράζει το μήκος κύματος 

που αντιστοιχεί στην προκύπτουσα ιδιοτιμή κατά τη διαμήκη κατεύθυνση του 

αγωγού. Στην περίπτωση όπου ο κυματάριθμος μηδενιστεί τα αποτελέσματα του 

τρισδιάστατου προβλήματος συμπίπτουν με τα αντίστοιχα από την επίλυση του 

δισδιάστατου προβλήματος. Λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός αυτό εφαρμόσαμε 

κάποιους αριθμητικούς ελέγχους έτσι ώστε να εξασφαλίσουμε την εγκυρότητα των 

αποτελεσμάτων από το τρισδιάστατο πρόβλημα.

Προσαρμόσαμε κατάλληλα τον κώδικα που διαθέταμε έτσι ώστε να επιλύει το 

πρόβλημα που μελετήθηκε από τους Xin & Le Quere και αναπαρήγαμε τα 

αποτελέσματα που είχαν δημοσιεύσει (βλ. Πίνακας 3), ως εκ τούτου κατασκευάσαμε 

το διάγραμμα ουδέτερης καμπύλης, (βλ. Σχήμα 15), που αντιστοιχεί στις κυρίαρχες 

ιδιομορφές που είχαν διαπιστώσει στη μελέτη τους.

Συχνότητα κρίσιμης ιδιομορφής Mode 1 Mode 2 Mode 3

Pelekasis&Dimopoulos

(20x20

διτετραγωνικά στοιχεία)

1.38 1.16 1.61

Xin&Quere

(41x41 collocation points)

1.41 1.19 1.62

Πίνακας 3: Σύγκριση τιμών συχνότητας που αντιστοιχούν σε κρίσιμες ιδιομορφές 

οδευόντων κυμάτων όπως προέκυψε από την μελέτη των Xin & Le Quere και την 

ημέτερη εργασία.

Παρατηρώντας τον παραπάνω Πίνακα γίνεται εμφανές ότι με χρήση αραιού 

πλέγματος 20x20 διτετραγωνικών στοιχείων κατέστη δυνατή επιτυχής σύγκλιση ως 

προς τις τιμές της συχνότητας των τριών κρίσιμων οδευόντων κυμάτων, η μορφή των 
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οποίων παρουσιάζεται στο Σχήμα 15(a), που υπολόγισαν οι προαναφερθέντες 

ερευνητές.

Στο Σχήμα 15 εφαρμόζουμε ουσιαστικά μια παραμετρική ανάλυση της κρίσιμης 

τιμής του αριθμού Rayleigh ως προς τον κυματαριθμό k. Η κρίσιμη τιμή του Ra, 

όπως βρέθηκε από τους Xin & Quere είναι ΙΟ6 και αντιστοιχεί για k=5. Επιπλέον, το 

γεγονός αυτό εξηγεί το λόγο που σε μελέτη των Henkes & Le Quere (1996) [59] 

σχετικά με τρισδιάστατες μεταβολές των ροών με ελεύθερη συναγωγή, είχε 

παρατηρηθεί λύση σε μόνιμη κατάσταση για Ra=1.8 xlO6.

5000000 

4500000- 

u 4000000-

| 3500000-

C
Ρ 3000000- 

2 2500000

I 2000000 -|J
1500000

1000000

■ % (Standing wave mode (mode 4)) 1

1--- ---- 1--- ---- 1---*--- 1---»--- 1-- 1---- 1
4 6 8 10 12 14

Wave Number, k

Σχήμα 15: Διάγραμμα ουδέτερης καμπύλης των ασταθών ιδιομορφών (a) οδευόντων 

κυμάτων και (b) στάσιμου κύματος, με τιμή παραμέτρου Pr=0.71 και χρήση 

πλέγματος 40x40 διτετραγωνικών στοιχείων κατά την x και y διεύθυνση του 

προβλήματος.

Στο παραπάνω σχήμα πιστοποιήσαμε την ύπαρξη των τεσσάρων συνολικά 

ιδιομορφιών που είχαν διαπιστωθεί προγενέστερα από τους Xin & Quere εκ των 

οποίων οι τρεις ιδιομορφές αντιστοιχούν σε οδεύοντα κύματα με τιμές συχνοτήτων 

όπως φαίνεται στον Πίνακα 3 και η τέταρτη ιδιομορφή η οποία αντιπροσωπεύει το 

στάσιμο κύμα. Η δυναμική του εν λόγω προβλήματος καθορίζεται από το στάσιμο 

κύμα καθώς γίνεται εμφανές στο Σχήμα 15(b) ότι για τιμές κυματάριθμου 5<k<7 η 

κρίσιμη τιμή του αριθμού Rayleigh λαμβάνει την ελάχιστη τιμή (Ra= 1400000). 

Παράλληλα, στο Σχήμα 16 δίδονται οι ισο-επιφάνειες (iso-surfaces) της 

θερμοκρασίας στην κοιλότητα όπως καθορίζεται από τις ασταθείς ιδιομορφές που 

αντιστοιχούν σε οδεύον κύμα με συχνότητα ω=1.38 και σε στάσιμο κύμα.
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Eigl, Ra=2400000, k=5. mode 1 Eigt. Ra=1400000, k=5, mode 4

Σχήμα 16: Κατανομή θερμοκρασίας στην κοιλότητα με βάση την ασταθή ιδιομορφή 

που αντιστοιχεί (a) στο οδεύον κύμα συχνότητας ω=1.38, Ra=2400000 και (b) στο 

στάσιμο κύμα, Ra=l400000, με τιμή παραμέτρου Pr=0.71, κυματάριθμο k=5 και 

χρήση πλέγματος 40x40 διτετραγωνικών στοιχείων κατά την x και y διεύθυνση του 

προβλήματος.

Οι ισο-επιφάνειες στο Σχήμα 16(a) δείχνουν ότι, εν συγκρίσει με τις δισδιάστατες 

διαταραχές, η πιο σημαντική διαφορά λαμβάνει χώρα στα κάθετα συνοριακά 

στρώματα και στις γωνίες της διατομής όπου οι δομές είναι μικρότερες. Επιπλέον, οι 

διαταραχές αποσβεννύονται πριν φτάσουν στις γωνίες και ύστερα ενισχύονται 

ελαφρώς εκ νέου. Αντίστοιχα, στο Σχήμα 16(b) παρατηρούμε την δημιουργία εστιών 

ανακυκλοφορίας στις γωνίες και μάλιστα οι δομές που σχηματίζονται σε αυτή την 

περίπτωση είναι μεγαλύτερες συγκριτικά με τις αντίστοιχες δομές του Σχήματος 

16(a), ως εκ τούτου η ανακυκλοφορία είναι πιο έντονη.

4.3 Αποτελέσματα προβλήματος ευστάθειας ροής υγρού μετάλλου σε 

κοιλότητα λόγω ελεύθερης συναγωγής παρουσία μαγνητικού πεδίου

Πριν περάσουμε στην παράθεση των αποτελεσμάτων που προέκυψαν κατά τη 

διάρκεια της παραμετρικής μελέτης που εφαρμόστηκε στα πλαίσια της παρούσας 

εργασίας εξετάζοντας την επίδραση: ϊ) της έντασης του μαγνητικού πεδίου που 

εκφράζεται μέσω του αριθμού Hartmann (βλ. εδάφιο 4.3.1), ϋ) του ογκομετρικού 

ρυθμού παραγωγής θερμότητας S (βλ. εδάφιο 4.3.2) και iii) του λόγου όψεως της 
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διατομής Α (βλ. εδάφιο 4.3.3), είναι χρήσιμο να εξετάσουμε τις τυπικές τιμές των 

μεγεθών που συναντώνται στη βιβλιογραφία ΜΥΔ ροών υγρού μετάλλου σε αγωγούς 

ορθογωνικής διατομής.

Από μελέτη των Molokov & Buehler (2003) [67] σε ορθογωνικό αγωγό με λεπτά 

αγώγιμα τοιχώματα υπό την επίδραση ισχυρού οριζόντιου μαγνητικού πεδίου 

προτείνονται για μανδύα που ψύχεται από ήλιο και τον οποίο διαρρέει υγρό μέταλλο 

PbLi οι παρακάτω τιμές για παραμέτρους με διαστάσεις : ύψος διατομής 0.1m, 

χαρακτηριστική διαφορά θερμοκρασίας 100Κ και ένταση μαγνητικού πεδίου ίση με 

10Τ. Επιπρόσθετα, για υγρό μέταλλο Pbl7Li και θερμοκρασία αναφοράς 673Κ σε 

καθορισμένο σημείο εντός της ροής προκύπτουν αριθμός Ηα ~ 2.5 ·104 και αριθμός 

Gr ~ 109 -2-1010.

4.3.1 Επίδραση του μαγνητικού πεδίου στο πρόβλημα ευστάθειας 

ροής υγρού μετάλλου για την περίπτωση τετραγωνικής διατομής 

αγωγού (λόγος όψης Α=1) και ογκομετρικού ρυθμού παραγωγής 

θερμότητας S=100000.

Εφαρμόσαμε παραμετρική ανάλυση εξετάζοντας τις κρίσιμες τιμές που λαμβάνει 

ο αριθμός Gr συναρτήσει του κυματάριθμου k. Κατά τη διάρκεια της μελέτης 

αναδύονται δύο ειδών ασταθείς ιδιομορφές. Η μία αντιστοιχεί στην εμφάνιση 

στάσιμου κύματος (standing wave mode) και χαρακτηρίζεται από μηδενική τιμή του 

φανταστικού μέρους της ασταθούς ιδιοτιμής ενώ η δεύτερη αντιστοιχεί στην 

εμφάνιση οδεύοντος κύματος (travelling wave mode), χαρακτηρίζεται από μη 

μηδενική τιμή του φανταστικού μέρους της ασταθούς ιδιοτιμής και εμφανίζεται με 

την μορφή ζεύγους συζυγών μιγαδικών αριθμών,. Η τελευταία αποτελεί εξέλιξη της 

διακλάδωσης Hopf που παρατηρήθηκε στην δισδιάστατη ανάλυση, για τρισδιάστατες 

διαταραχές.

Τα παρακάτω διαγράμματα ουδέτερης ευστάθειας παριστούν την παραμετρική 

ανάλυση της κρίσιμης τιμής του αριθμού Gr ως προς τον κυματάριθμο k. 

Παρατηρούμε ότι οι τρισδιάστατες διαταραχές είναι λιγότερο ευσταθείς σε σχέση με 

τις αντίστοιχες δισδιάστατες. Επιπλέον, καθώς ο κυματάριθμος k αυξάνεται η κρίσιμη 

τιμή του Gr μειώνεται. Ωστόσο, καθώς ο αριθμός Ha αυξάνεται ο Gr λαμβάνει 
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μεγαλύτερες κρίσιμες τιμές, ενώ σε κάθε περίπτωση η ιδιομορφή οδεύοντος κύματος 

κυριαρχεί στην ανάλυση που εφαρμόσαμε, κατά συνέπεια οι ιδιομορφές οδευόντων 

κυμάτων είναι πιο ασταθή σε σχέση με τις αντίστοιχες στάσιμου κύματος.

Στην περιοχή που ορίζεται κάτω από την καμπύλη της ιδιομορφής οδεύοντος 

κύματος, η οποία αποτελεί το κυρίαρχο μήκος κύματος στη δυναμική του 

προβλήματος που εξετάζουμε, έχουμε την περιοχή της ευστάθειας ενώ αντίθετα στην 

περιοχή που ορίζεται πάνω από την καμπύλη της ιδιομορφής οδεύοντος κύματος 

εμφανίζεται η περιοχή της αστάθειας.

Στο Σχήμα 17 παραθέτουμε τα διαγράμματα ουδέτερης ευστάθειας για τις 

περιπτώσεις όπου απουσιάζει το μαγνητικό πεδίο, ως εκ τούτου ο αριθμός Ha=0, και 

όταν έχουμε μαγνητικό πεδίο μεσαίας εντάσεως (Ha=20), ενώ ο ογκομετρικός ρυθμός 

παραγωγής θερμότητας S= 100000. Στη μεν πρώτη περίπτωση χρησιμοποιήσαμε 

πλέγμα 40x40 διτετραγωνικών στοιχείων ως προς την x,y διεύθυνση του 

προβλήματος, στη δε δεύτερη περίπτωση χρησιμοποιήσαμε πλέγμα 60x60

διτετραγωνικών στοιχείων.

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
k

Σχήμα 17: Διάγραμμα παραμετρικής ανάλυσης κρίσιμης τιμής του αριθμού Gr ως 

προς τον κυματάριθμο k με παραμέτρους (a) Ha=0.0, S= 100000, (b) Ha=20.0, 

S=100000.

Γίνεται εμφανές ότι στο Σχήμα 17(a) το κυρίαρχο μήκος κύματος αντιστοιχεί σε

ιδιομορφή οδεύοντος κύματος με συχνότητα ω=31 και αντίστοιχα στο Σχήμα 17(b) το

κυρίαρχο μήκος κύματος είναι οδεύον κύμα συχνότητας ω=17. Το συμπέρασμα αυτό

έρχεται σε αντίθεση με σχετική μελέτη των Burr & Muehler (2002) που αφορούσε

διαφορικό ορθογωνικό αγωγό παρουσία ισχυρού οριζόντιου μαγνητικού πεδίου,

απουσία εσωτερικής πηγής θερμότητας και θερμοκρασιακού πεδίου παράλληλου στη 
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δύναμη της βαρύτητας όπου παρατηρήθηκε, μέσω των πειραμάτων που διεξήγαγαν, 

ιδιομορφή στάσιμου κύματος που κυριαρχούσε στο πρόβλημα που διερεύνησαν.

Αξίζει να σημειώσουμε ότι οι ιδιόμορφες που παρατηρήθηκαν στην παρούσα 

εργασία δεν συσχετίζονται με τις κυρίαρχες ιδιόμορφες οι οποίες καθορίζουν τη 

δισδιάστατη ανάλυση της κοιλότητας και επιπλέον εμφανίζονται ως αποτέλεσμα της 

υδροδυναμικής αστάθειας εξαιτίας των καμπύλων ροϊκών γραμμών της διαμόρφωσης 

της βασικής ροής [60], όπως φαίνεται και στο κάτωθι Σχήμα 18.
Stream function, S= 100000, Gr=2000, mesh 40x40

1
0.9 
0.8 
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X

Σχήμα 18: Ροϊκή συνάρτηση της βασικής ροής με παραμέτρους Ha=0.0, Gr=2000, 

S= 100000 και πλέγμα 40x40 διτετραγωνικών στοιχείων.

Στα Σχήματα που παραθέτουμε παρακάτω αναπαριστούμε με ισο-επιφάνειες τις 

ιδιοσυναρτήσεις που περιγράφουν το πεδίο της θερμοκρασίας. Οι ιδιοσυναρτήσεις 

έχουν υπολογιστεί αριθμητικά, μέσω της επαναληπτικής μεθόδου Arnoldi, στα 

σημεία όπου ο αριθμός Gr λαμβάνει κρίσιμη τιμή, κατά συνέπεια οι ιδιοτιμές που 

έχουν προκόψει από την επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών είναι ασταθείς.

Στο Σχήμα 19 παριστάνεται η ιδιοσυνάρτηση που προσεγγίζει τη θερμοκρασία με 

παραμέτρους Ha=0.0, S= 100000 και k=2.5, για τις περιπτώσεις στάσιμου και 

οδεύοντος κύματος. Σημειωτέον ότι αμφότερες οι ιδιόμορφες είναι ασταθείς στο 

συγκεκριμένο πεδίο παραμέτρων. Παρατηρείται μία σχεδόν συμμετρική διαμόρφωση 

στην περίπτωση του κυρίαρχου οδεύοντος κύματος ως προς την κατακόρυφη 

διεύθυνση του προβλήματος (βλ. Σχήμα 19(a)) και μία σχεδόν διπλή αντισυμμετρική 

δομή για το στάσιμο κύμα ως προς του; άξονες x, y του προβλήματος, (βλ. Σχήμα 

19(b)).

Η απουσία μαγνητικού πεδίου συντελεί στο γεγονός οι δομές των εστιών

ανακυκλοφορίας που παρατηρούνται να μην είναι απόλυτα συμμετρικές ή 
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αντισυμμετρικές. Η παρατήρηση αυτή παύει να υφίσταται σε μεγάλο ποσοστό όταν 

επιτρέψουμε την ύπαρξη μαγνητικού πεδίου, (βλ. Σχήμα 21,22). Επιπλέον, είναι 

σημαντικό να τονίσουμε ότι οι δύο κυρίαρχες δομές δινών του Σχήματος 19(a) 

συναντιόνται στη γειτονία της γραμμής που διαχωρίζει τις δύο εστίες, οι οποίες 

παρατηρούνται στη διαμόρφωση της βασικής ροής του Σχήματος 18.

Eigt, GfIOOO, S=100000, k=2.5, ω=31 Eigl. Gf2000, S=1000GO, k=25. stand mode

Σχήμα 19: Ισο-επιφάνειες της θερμοκρασίας για ιδιομορφή (a) οδεύοντος κύματος με 

συχνότητα ω^δΐ, Gr=1000, (b) στάσιμου κύματος και Gr=2000, με παραμέτρους 

Ha=0.0, S=100000, k=2.5 και πλέγμα 40x40 διτετραγωνικών στοιχείων.

Στο Σχήμα 20 παραθέτουμε το διάγραμμα ροϊκής συνάρτησης της βασικής ροής 

με παραμέτρους Ha=20.0, Gr=6000, S= 100000 και πλέγμα 60x60 διτετραγωνικών 

στοιχείων. Όμοια με την προηγούμενη περίπτωση απουσίας μαγνητικού πεδίου 

παρατηρείται ο σχηματισμός δύο εστιών ανακυκλοφορίας στην κεντρική περιοχή της 

διατομής. Εντούτοις η ανακυκλοφορία γίνεται εντονότερη και οφείλεται στην αύξηση 

του μαγνητικού πεδίου η οποία εντείνει τη μεταφορά θερμότητας εντός της 

κοιλότητας.
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Stream function. S=10000Q, Gr=6000, mesh 60x60

X

Σχήμα 20: Ροϊκή συνάρτηση της βασικής ροής με παραμέτρους Ha=20.0, Gr=6000, 

S=100000 και πλέγμα 60x60 διτετραγωνικών στοιχείων.

Στη συνέχεια, στο Σχήμα 21 παριστάνεται η ιδιοσυνάρτηση που προσεγγίζει τη 

θερμοκρασία με παραμέτρους Ha=20.0, Gr=9000 και S= 100000 για τις περιπτώσεις 

στάσιμου και οδευόντων κυμάτων. Παρατηρείται μία συμμετρική διαμόρφωση στις 

περιπτώσεις οδευόντων κυμάτων με συχνότητα ω=13 και ω=35 ως προς την 

κατακόρυφη διεύθυνση του προβλήματος (βλ. Σχήμα 21) και μία σχεδόν διπλή 

αντισυμμετρική δομή για το στάσιμο κύμα ως προς τους άξονες x, y του 

προβλήματος, (βλ. Σχήμα 22).

Σχήμα 21: Ισο-επιφάνειες της θερμοκρασίας για ιδιομορφή (a) οδεύοντος κύματος με 

συχνότητα ω=13, k=8.5 και (b) οδεύοντος κύματος με συχνότητα ω=35, k=9.0 και 

παραμέτρους Ha=20.0, Gr=9000, S=100000 και πλέγμα 60x60 διτετραγωνικών 

στοιχείων.
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Eigt, Gr=6000, S=100000, k=8, stand mode

Σχήμα 22: Ισο-επιφάνειες της θερμοκρασίας για ιδιομορφή στάσιμου κύματος και 

παραμέτρους Ha=20.0, Gr=6000, S=100000, k=8.0 και πλέγμα 60x60

διτετραγωνικών στοιχείων.

Καθώς αυξάνεται ο αριθμός Ha υπάρχει μια πιο ομοιόμορφη θερμοκρασιακή 

κατανομή στην διατομή του αγωγού. Στην τρέχουσα ερευνητική προσπάθεια γίνονται 

προσομοιώσεις για μεγαλύτερες τιμές του αριθμού Ha ώστε να αναδειχθεί καλύτερα 

η επίδραση του μαγνητικού πεδίου. Για τον λόγο αυτό χρειάζεται να ληφθούν υπόψη 

στην ανάλυση που εφαρμόζουμε αρκετά υψηλότερες τιμές του Ha έτσι ώστε να 

διαφανεί η λειτουργία του Hartmann braking effect και η φύση των ιδιοδιανυσμάτων 

που προκύπτουν.

4.3.2 Επίδραση του ογκομετρικού ρυθμού παραγωγής θερμότητας S 

στο πρόβλημα ευστάθειας ροής υγρού μετάλλου για την περίπτωση 

τετραγωνικής διατομής αγωγού (λόγος όψης Α=1) και αριθμού 

Ha=20.

Προκειμένου να ταυτοποιήσουμε τον τύπο των ασταθειών που παρατηρήσαμε 

στα προηγούμενα διαγράμματα διεξήγαμε μια παραμετρική ανάλυση μεταβάλλοντας 

τον ογκομετρικό ρυθμό παραγωγής θερμότητας S, ο οποίος προσομοιώνει τις 

συγκρούσεις των νετρονίων που εισέρχονται εντός του υγρού λιθίου με τους πυρήνες 

του λιθίου.

Μειώνοντας τον όρο S, από 100000 σε 0 (βλ. Σχήμα 23), η διαμόρφωση της 

βασικής ροής μετασχηματίζεται από δομή με δύο εστίες ανακυκλοφορίας σε 
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αντίστοιχη δομή μίας εστίας. Η βασική ροή με μια εστία χαρακτηρίζεται από 

καμπύλες ροϊκές γραμμές πλησίον των γωνιών της κοιλότητας, ενώ η βασική ροή με 

δύο εστίες χαρακτηρίζεται κυρίως από τη διαμόρφωση υπερβολικής ροής στο 

κεντρικό τμήμα της κοιλότητας όπου οι δύο εστίες συναντώνται.

Οι παραπάνω επισημάνσεις γίνονται εμφανείς καθώς αντανακλώνται στην δομή 

της κυρίαρχης ιδιομορφής και αντιστοιχεί στις προαναφερθέντες δύο περιπτώσεις. 

Όταν ο όρος S=0 λαμβάνουμε μία αστάθεια τύπου Goertler πλησίον των γωνιών της 

διατομής (βλ. Σχήμα 24(a)) και στην περίπτωση όπου ο όρος S λαμβάνει υψηλές 

τιμές και συγχρόνως έχουμε το σχηματισμό δύο εστιών στη βασική ροή παρατηρούμε 

ότι η ιδιομορφή στάσιμου κύματος είναι σχεδόν αντισυμμετρική ως προς τους άξονες 

χ, y του προβλήματος (βλ. Σχήμα 24(b)). Όταν ο όρος S υπερβεί την τιμή 25000 τότε 

η ιδιομορφή στάσιμου κύματος (βλ. Σχήμα 25(a)) υποσκελίζεται από την ιδιομορφή 

οδεύοντος κύματος (βλ. Σχήμα 25(b)) η οποία καθίσταται κυρίαρχη σε αυτή την 

περίπτωση.

Stream function, S=0, Gf50000, mesh 40x40 Stream taction, S=100000, Ha=20. Gr=6000, mesh 60x60

X

Σχήμα 23: Ροϊκή συνάρτηση της βασικής ροής με παραμέτρους : (a) Ha=20.0, 

Gr=50000, S=0 και πλέγμα 40x40 διτετραγιονικών στοιχείων, (b) Ha=20.0, Gr=6000, 

S=100000 και πλέγμα 60x60 διτετραγωνικών στοιχείων.
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Eigt, GfSOGOO, S=0, k=10, stand mode Eigl. Gf5000, S=29X0, k=1.5, stand.mode

Σχήμα 24: Ισο-επιφάνειες της θερμοκρασίας για ιδιόμορφη στάσιμου κύματος με (a) 

Gr=50000, S=0 και k= 10.0, (b) Gr=5000, S-25000, k= 1.5, και παραμέτρους 

Ha=20.0, πλέγμα 60x60 διτετραγωνικών στοιχείων.

>-

Σχήμα 25: Ισο-επιφάνειες της θερμοκρασίας για ιδιομορφή (a) στάσιμου κύματος και 

k=1.5, (b) οδεύοντος κύματος με συχνότητα ω=25.9, k=7.5, και παραμέτρους 

Ha=20.0, S=50000, πλέγμα 60x60 διτετραγωνικών στοιχείων.

Παρατηρώντας τα Σχήματα 24, 25 όπου ο ογκομετρικός ρυθμός παραγωγής 

θερμότητας S λαμβάνει τις τιμές 25000 και 50000 παραθέτουμε για λόγους 

πληρότητας τη διαμόρφωση της βασικής ροής όπως παρουσιάζεται στο παρακάτω 

σχήμα. Για τις συγκεκριμένες τιμές η βασική ροή χαρακτηρίζεται από το σχηματισμό 

δύο εστιών ανακυκλοφορίας κατά το κεντρικό τμήμα της διατομής.

ι
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

Eigt, Gf2000, S=50000, k=1.5. stand mode Eigt. Gr=800, S=50000. k=7.5. ω=25 9

Εργαστήριο P & Σ / Δ. Δημόπουλος : Μεταπτυχιακή Εργασία 73

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
19/04/2024 05:54:47 EEST - 3.144.128.195



Stream function, S=25000, GfSOOO, mesh 40x40 Stream function, S=fiOOOO, Gf2000, mesh 40x40

Σχήμα 26: Ροϊκή συνάρτηση της βασικής ροής με παραμέτρους : (a) Ha=20.0, 

Gr=5000, S=25000, (b) Ha=20.0, Gr=2000, S=50000, και πλέγμα 40x40 

διτετραγωνικών στοιχείων.

Θα ήταν παράλειψη να μην αναφερθούμε στην αστάθεια τύπου Goertler σύμφωνα 

με την οποία χαρακτηρίσαμε το Σχήμα 24(a). Η συγκεκριμένη αστάθεια ταξινομείται 

στις κεντρόφυγες αστάθειες. Ο Goertler (1940) [61], ο οποίος για πρώτη φορά την 

μελέτησε, έδειξε ότι μπορεί να παρατηρηθεί σε συνοριακά στρώματα κατά μήκος 

ενός κοίλου τοιχώματος. Το πρόβλημα αυτό είχε επίσης μελετηθεί μεταγενέστερα 

από τους Meksyn (1950) [62], Hammerlin (1955) [63] και Witting (1958) [64].

Η θεωρία που ανέπτυξε ο Goertler στηρίζεται σε τρεις προσεγγίσεις. Πρώτον, 

προχώρησε στην παραδοχή ότι το πάχος του συνοριακού στρώματος δ είναι πολύ 

μικρότερο από την ακτίνα της καμπυλότητας του τοιχώματος Ro- Δεύτερον, υπέθεσε 

ότι η βασική ροή είναι σχεδόν παράλληλη ως προ ς το το χώμα. Το γεγονός αυτό 

συνεπάγεται ότι αμελούνται οι κεντρόφυγες επιδράσεις στην περιγραφή της βασικής 

ροής. Τρίτον, θεώρησε μία τοπική ανάλυση ευστάθειας κατά την οποία υπέθεσε ότι η 

βασική ροή είναι ανεξάρτητη της μεταβλητής x και αγνόησε την y-συνιστώσα της 

βασικής ροής.

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας μπορεί να θεωρηθεί ότι οι γωνίες που 

σχηματίζονται στην κοιλότητα χαρακτηρίζονται από καμπυλότητα και με αυτόν τον 

τρόπο να θεωρήσουμε ότι η κυρίαρχη ιδιομορφή στάσιμου κύματος, στην περίπτωση 

απουσίας εσωτερικής πηγής θερμότητας, διακρίνεται από αστάθεια τύπου Goertler.
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4.3.3 Επίδραση του λόγου όψεως στο πρόβλημα ευστάθειας ροής 

υγρού μετάλλου για την περίπτωση ογκομετρικού ρυθμού

παραγωγής θερμότητας S=100000 και αριθμού Ha=20.

Οι μεταβολές του λόγου όψεως Α που ισούται με το λόγο του ύψος της διατομής 

προς το μήκος της μπορεί να επιφέρει μεγάλες και σύνθετες επιδράσεις στην κλίση 

της πίεσης, στις κατανομές των ταχυτήτων και στη μεταφορά θερμότητας. Δύναται 

να σημειωθούν κάποιες γενικές παρατηρήσεις που αφορούν το σχεδίασμά των 

αγωγών τους οποίες διαρρέει υγρό μέταλλο [65].

Υπό συνθήκες σταθερής ταχύτητας η μέση θερμοκρασία του πλευρικού 

τοιχώματος είναι εν γένει χαμηλότερη και η μέγιστη τιμή της θερμοκρασίας είναι 

μεγαλύτερη σε επιμηκυμένους αγωγούς εν συγκρίσει με τετραγωνικά κανάλια. Όμως, 

από τη στιγμή που ο σχεδιασμός αγωγών περιορίζεται από την μέγιστη τιμή της 

θερμοκρασίας τότε είναι αμφίβολο το πλεονέκτημα χρήσης επιμηκυμένων αγωγών.

Ωστόσο, θα πρέπει να ληφθεί υπόψη μια μεγάλη μείωση στην βαθμίδα της πίεσης 

υπέρ των αγωγών που χαρακτηρίζονται από υψηλή τιμή του λόγου όψεως. Η μείωση 

της κλίσης της πίεσης μπορεί να αντισταθμίσει την επίδραση της μέγιστης 

θερμοκρασίας που αναπτύσσεται εντός του αγωγού. Απόρροια αυτού του γεγονότος 

είναι η αύξηση της ταχύτητας ίος εκ τούτου η θερμοκρασία στο κέντρο του αγωγού 

και στο τοίχωμα μειώνεται.

Από μελέτη των Ying και Tillack (1991) προέκυψε ότι η βαθμίδα της πίεσης είναι 

7 φορές μικρότερη από την αντίστοιχη που αναπτύσσεται σε τετραγωνικό αγωγό. Το 

αποτέλεσμα αυτό είναι σημαντικό προκειμένου να δημιουργηθούν οι συνθήκες που 

θα διατηρήσουν σε επιθυμητά επίπεδα τις τάσεις λόγω πίεσης, οι οποίες εξαρτώνται 

σε κάθε περίπτωση από τις σχεδιαστικές λεπτομέρειες. Για παράδειγμα έχουν 

προταθεί σχεδιασμοί που θα χρησιμοποιούν ράβδους ακαμψίας προκειμένου να 

επιλυθεί μερικώς το πρόβλημα των τάσεων λόγω πίεσης σε επιμηκυμένους αγωγούς 

[66],
Εν γένει τα πλεονεκτήματα των επιμηκυμένων αγωγών δεν είναι καθολικά και 

εξαρτώνται από τη βελτιστοποίηση του σχεδιασμού που περιλαμβάνει τη θεώρηση 

των κατανομών θερμοκρασίας, της βαθμίδας πίεσης, των τάσεων λόγω πίεσης, 

θερμικών τάσεων και περιορισμών που αφορούν τις συνθήκες σχεδιασμού.
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Λαμβάνοντας υπόψη τα όσα ειπώθηκαν παραπάνω σχετικά με τους 

επιμηκυμένους αγωγούς εφαρμόσαμε παραμετρική ανάλυση επιτρέποντας στον λόγο 

όψεως Α της διατομής του αγωγού να λαμβάνει τιμές διάφορες της μονάδας με 

απώτερο σκοπό να ταυτοποιήσουμε τη σημασία των εστιών ανακυκλοφορίας που 

προκύπτουν κατά τη μελέτη της δυναμικής του προβλήματος.

Το παρακάτω διάγραμμα ουδέτερης ευστάθειας παριστά την παραμετρική 

ανάλυση της κρίσιμης τιμής του αριθμού Gr ως προς τον κυματάριθμο k για λόγο 

όψεως Α=2. Παρατηρούμε ότι οι τρισδιάστατες διαταραχές είναι λιγότερο ευσταθείς 

σε σχέση με τις αντίστοιχες δισδιάστατες διότι καθώς ο κυματάριθμος k αυξάνεται η 

κρίσιμη τιμή του Gr μειώνεται. Στην ανάλυση που εφαρμόσαμε και για Gr<7000 

παρατηρήθηκε η ύπαρξη οδευόντων κυμάτων ενώ απούσιαζε η ιδιομορφή στάσιμου 

κύματος, κατά συνέπεια οι ιδιομορφές οδευόντων κυμάτων είναι πιο ασταθή σε 

σχέση με τις αντίστοιχες στάσιμου κύματος.

Στην περιοχή που ορίζεται κάτω από την καμπύλη της ιδιομορφής οδεύοντος 

κύματος με συχνότητα ω=7.98, η οποία αποτελεί το κυρίαρχο μήκος κύματος στη 

δυναμική του προβλήματος που εξετάζουμε, έχουμε την περιοχή της ευστάθειας ενώ 

αντίθετα στην περιοχή που ορίζεται πάνω από την καμπύλη της ιδιομορφής 

οδεύοντος κύματος εμφανίζεται η περιοχή της αστάθειας.

Στο Σχήμα 27 παραθέτουμε το διάγραμμα ουδέτερης ευστάθειας για την 

περίπτωση όπου το μαγνητικό πεδίο είναι μεσαίας εντάσεως (Ha=20), ενώ ο 

ογκομετρικός ρυθμός παραγωγής θερμότητας S=100000. Υιοθετήσαμε πλέγμα 60x30 

διτετραγωνικών στοιχείων ως προς την x,y διεύθυνση του προβλήματος.

Στο Σχήμα 28(a) επισυνάπτουμε το διάγραμμα ροϊκής συνάρτησης της βασικής 

ροής με παραμέτρους Ha=20.0, Gr= 1700, S= 100000 και πλέγμα 60x30 

διτετραγωνικών στοιχείων. Παρατηρείται ο σχηματισμός δύο εστιών 

ανακυκλοφορίας στην κεντρική περιοχή της διατομής. Συγχρόνως, στο Σχήμα 28(b) 

παριστάνεται η ιδιοσυνάρτηση που προσεγγίζει τη θερμοκρασία με τις ίδιες 

παραμέτρους και κυματάριθμο k=15.5 για την περίπτωση του κυρίαρχου οδεύοντος 

κύματος. Γίνεται εμφανής μία αντισυμμετρική διαμόρφωση ως προς την κατακόρυφη 

διεύθυνση του προβλήματος.
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Σχήμα 27: Διάγραμμα παραμετρικής ανάλυσης κρίσιμης τιμής του αριθμού Gr ως 

προς τον κυματάριθμο k με παραμέτρους Α=2, Ha=20.0, S= 100000 και πλέγμα 

60x30 διτετραγωνικών στοιχείων.

Stream function. S=100000, Ha=20 0. Gr=170G. mesh 60x30 Eigt. Gt=1700, S=100000. k=15 5. ω=7 90

Σχήμα 28: (a) Ροϊκή συνάρτηση της βασικής ροής, (b) ισο-επιφάνειες της 

θερμοκρασίας για ιδιομορφή οδεύοντος κύματος με συχνότητα ω=7.98, k=l5.5, και 

παραμέτρους Ha=20.0, Gr=1700, S= 100000 και πλέγμα 60x30 διτετραγωνικών 

στοιχείων.

Εργαζόμενοι ανάλογα όπως στην προηγούμενη περίπτωση, στα Σχήματα 29, 30, 

31 παραθέτουμε διαγράμματα ροϊκής συνάρτησης της βασικής ροής και 

ιδιοσυνάρτησης της θερμοκρασίας με παραμέτρους Ha=20.0, S=100000 και πλέγμα 

60x30 διτετραγωνικών στοιχείων. Σε κάθε περίπτωση η δομή της βασικής ροής 

χαρακτηρίζεται από δύο εστίες ανακυκλοφορίας στην κεντρική περιοχή της διατομής. 

Στα Σχήματα 29(b), 31(b) παρατηρείται μία αντισυμμετρική διαμόρφωση ως προς 

την κατακόρυφη διεύθυνση του προβλήματος, ενώ το Σχήμα 30(b) παρουσιάζει μία 

αντισυμμετρική διαμόρφωση ως προς την κατεύθυνση y.
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Επιπλέον, είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι η νοητή, κατακόρυφη και 

διαχωριστική γραμμή που συντελεί στην ύπαρξη συμμετρικής (βλ. Σχήματα 29(b), 

28(b)) ή μη συμμετρικής διαμόρφωσης (βλ. Σχήματα 28(b), 30(b)) ταυτίζεται με τη 

γραμμή που διαχωρίζει τις δύο εστίες ανακυκλοφορίας, οι οποίες παρατηρούνται στη 

δομή της βασικής ροής των Σχημάτων 28(a), 29(a), 30(a), 31 (a).

Stream function, S=100000, Ha=20.0. Gr=1800, mesh 60*30 Eigt, Gf1800, S=100000. k=15, ω=7.86

Σχήμα 29: (a) Ροϊκή συνάρτηση της βασικής ροής, (b) ισο-επιφάνειες της 

θερμοκρασίας για ιδιομορφή οδεύοντος κύματος με συχνότητα ω=7.86, k=l 5.0, και 

παραμέτρους Ha=20.0, Gr=1800, S=100000 και πλέγμα 60x30 διτετραγωνικών 

στοιχείων.

Stream (unction, S=100000, Ha=2Q.O, Gf4000, mesh 60x30 Eigt, GfIOOO, S=100000, k=9, ω=23.16

Σχήμα 30: (a) Ροϊκή συνάρτηση της βασικής ροής, (b) ισο-επιφάνειες της 

θερμοκρασίας για ιδιομορφή οδεύοντος κύματος με συχνότητα ω=23.16, k=9.0, και 

παραμέτρους Ha=20.0, Gr=4000, S= 100000 και πλέγμα 60x30 διτετραγωνικών 

στοιχείων.

Εργαστήριο Ρ & Σ / Δ. Δημόπουλος : Μεταπτυχιακή Εργασία 78

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
19/04/2024 05:54:47 EEST - 3.144.128.195



Stream function, S=100000, Ha=20 0. Gr=5000, mesh 60x30 Eigt. Gr=5000, S= 100000, k=9.5. ω=20 8
4

Σχήμα 31: (a) Ροϊκή συνάρτηση της βασικής ροής, (b) ισο-επιφάνειες της 

θερμοκρασίας για ιδιομορφή οδεύοντος κύματος με συχνότητα ω=20.8, k=9.5, και 

παραμέτρους Ha=20.0, Gr=5000, S=100000 και πλέγμα 60x30 διτετραγωνικών 

στοιχείων.
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V) Συμπεράσματα & Προτάσεις για Μελλοντική Έρευνα

Στην παρούσα εργασία εξετάστηκε το πρόβλημα ροής υγρού μετάλλου σε αγωγό 

ορθογωνικής διατομής με ελεύθερη συναγωγή παρουσία ισχυρού, ομογενούς, 

οριζόντιου μαγνητικού πεδίου και εσωτερικής ομοιόμορφης πηγής θερμότητας, ενώ 

ταυτόχρονα υπάρχει βαθμίδα θερμοκρασίας κάθετα στη δύναμη της βαρύτητας, 

επιτρέποντας διαταραχές κατά την αξονική διεύθυνση του αγωγού.

Προκειμένου να εξασφαλίσουμε την εγκυρότητα των αποτελεσμάτων όπως 

προκύπτει από την ανάλυση ευστάθειας του παραπάνω προβλήματος λάβαμε υπόψη 

μας την αριθμητική μελέτη των Xin και Le Quere (2001) που αφορούσε διαφορική 

θερμαινόμενη κοιλότητα με θερμικά αγώγιμα οριζόντια τοιχώματα, μέσα στην οποία 

η ροή ρευστού γίνεται λόγω ελεύθερης συναγωγής απουσία μαγνητικού πεδίου και 

εσωτερικής πηγής θερμότητας, ενώ η συνάρτηση της θερμοκρασίας έχει γνωστή 

κατανομή σε όλα τα τοιχώματα του αγωγού.

Προσαρμόζοντας κατάλληλα τον κοδδικα που διαθέταμε κατέστη δυνατή η 

αναπαραγωγή των αποτελεσμάτων της προαναφερθείσας μελέτης. Συγκεκριμένα, 

εφαρμόσαμε παραμετρική ανάλυση της κρίσιμης τιμής του αριθμού Rayleigh ως προς 

τον κυματάριθμο k και παρατηρήσαμε ότι προκύπτει ιδιομορφή που αντιστοιχεί σε 

στάσιμο κύμα, η οποία γίνεται ασταθής γρηγορότερα από τις ιδιομορφές που 

αποτελούν συνέχεια των ασταθειών Hopf του δισδιάστατου προβλήματος. Αυτό είναι 

σε συμφωνία με τα ευρήματα της παραπάνω μελέτης.

Επιπρόσθετα, καταλήξαμε στην ύπαρξη κυρίαρχου μήκους κύματος που 

αντιστοιχεί σε ιδιομορφή στάσιμου κύματος, η οποία καθορίζει τη δυναμική του 

συστήματος και η ελάχιστη τιμή του κρίσιμου αριθμού Rayleigh προέκυψε να είναι 

ίση με 1400000 για κυματάριθμο ke(5,7). Αυτό είναι σε συμφωνία με τα ευρήματα 

της μελέτης των προαναφερθέντων ερευνητών.

Η ανάλυση ευστάθειας του προβλήματος εφαρμόζοντας τρισδιάστατες 

διαταραχές μας οδήγησε στην εξαγωγή των παρακάτω συμπερασμάτων:

• Κατά τη διάρκεια της παραμετρικής μελέτης, εξετάζοντας τις κρίσιμες 

τιμές που λαμβάνει ο αριθμός Grashof συναρτήσει του κυματάριθμου k 

αναδύονται δύο ειδών ασταθείς ιδιομορφές. Αυτή που αντιστοιχεί σε 

στάσιμο κύμα (standing wave mode) και η οποία χαρακτηρίζεται από
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μηδενικό φανταστικό μέρος, και αυτή που αντιστοιχεί σε οδεύον κύμα 

(travelling wave mode) και η οποία χαρακτηρίζεται από μη μηδενικό 

φανταστικό μέρος και εμφανίζεται με την μορφή συζυγίαν ιδιοτιμών.

• Παρατηρήσαμε ότι οι τρισδιάστατες διαταραχές είναι λιγότερο ευσταθείς 

σε σχέση με τις αντίστοιχες δισδιάστατες καθώς όσο ο κυματάριθμος k 

αυξάνεται η κρίσιμη τιμή του Gr μειώνεται.

• Αύξηση του αριθμού Hartmann συνεπάγεται ότι ο αριθμός Gr λαμβάνει 

μεγαλύτερες κρίσιμες τιμές, ενώ σε κάθε περίπτωση αποτελεσμάτων που 

προέκυψαν διαπιστώθηκε ότι η ιδιομορφή οδεύοντος κύματος αποτελεί το 

κυρίαρχο μήκος κύματος, το οποίο καθορίζει τη δυναμική του 

συστήματος.

• Οι δύο ιδιομορφές, που ενέσκηψαν κατά τη διάρκεια της παραμετρικής 

ανάλυσης που εφαρμόστηκε και εμφανίζονται ως αποτέλεσμα της 

υδροδυναμικής αστάθειας εξαιτίας των καμπύλων ροϊκών γραμμών της 

διαμόρφωσης της βασικής ροής, δεν συσχετίζονται με τις αντίστοιχες 

ιδιομορφές που καθόριζαν τη δυναμική της δισδιάστατης ανάλυσης, 

(Pelekasis (2006)).

• Σε όλες τις περιπτώσεις που εξετάστηκαν η ιδιομορφή οδεύοντος κύματος 

ακολουθούνταν από την ιδιομορφή στάσιμου κύματος, δηλαδή 

παρατηρήθηκε ένα επαναλαμβανόμενο pattern.

• Στην περίπτωση όπου ο λόγος όψεως Α της διατομής ισούται με δύο 

προέκυψαν ιδιομορφές οδευόντων κυμάτων ενώ απούσιαζε η ιδιομορφή 

στάσιμου κύματος τουλάχιστον για τιμή του αριθμού Gr<7000.

Σε επόμενο στάδιο προκειμένου να βελτιωθεί περαιτέρω η παρούσα εργασία 

προτείνονται οι παρακάτω βελτιώσεις:

• Συνίσταται η υιοθέτηση πυκνότερων αριθμητικών πλεγμάτων με σκοπό να 

επιτευχθεί μεγαλύτερη ακρίβεια στα υπολογιστικά αποτελέσματα και κατ’ 

επέκταση καλύτερη κατανόηση των φυσικών φαινομένων.

• Χρήση παράλληλου προγραμματισμού έτσι ώστε αφενός μεν να 

παραλληλιστεί η επαναληπτική μέθοδος GMRES και αφετέρου δε να 

περιοριστεί το υπολογιστικό κόστος της αντιστροφής του πίνακα ζώνης
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που πηγάζει από το πρόβλημα ιδιοτιμών, και να ξεπεραστεί το πρόβλημα 

αποθήκευσης του πίνακα στη κεντρική μνήμη μέσω ενός υπολογιστικού 

περιβάλλοντος κατανεμημένης μνήμης.

Μελέτη του προβλήματος σε υψηλότερους αριθμούς Ha έτσι ώστε να 

διαπιστωθεί η επίδραση του φαινομένου Hartmann braking effect, 

ανάπτυξη οριακών στρωμάτων Hartmann και πλευρικών στρωμάτων στα 

τοιχώματα του αγωγού και παράλληλα να κατανοηθεί η φύση των 

ιδιοδιανυσμάτων που προκύπτουν από την επίλυση του γενικευμένου 

προβλήματος ιδιοτιμών.

Επέκταση της παραμετρικής ανάλυσης που διενεργήθηκε προκειμένου να 

καλυφθεί μια ευρεία τάξη διαφόρων τιμών του λόγου όψεως Α της 

διατομής και του ογκομετρικού ρυθμού παραγωγής θερμότητας S έτσι 

ώστε να ταυτοποιηθεί η σημασία των εστιών ανακυκλοφορίας που 

προκύπτουν κατά τη μελέτη της δυναμικής του προβλήματος.

Περαιτέρω βελτίωση της αριθμητικής μεθόδου η οποία αφορά την εύρεση 

των κυρίαρχων ιδιοτιμών που πηγάζουν από το πρόβλημα της ευστάθειας, 

ενώ οι ιδιοτιμές s που αντιστοιχούν στο γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών 

θα δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις :

ι r Λ-1
s * —logΛ(β ),όπουβ = 

Δ,
c

Β------
V Gr

0.5 AtL {AtN, + β)· (5.1)

Σημειώνουμε ότι η σημασία των μεταβλητών που υπεισέρχονται στις 

παραπάνω σχέσεις δίνεται παραπάνω στην συζήτηση σχετικά με τις 

εξισώσεις (3.19)-(3.22). Όπως φαίνεται από την σχέση (3.19), είναι 

εύκολο να δείξει κανείς ότι το πρόβλημα ιδιοτιμών που δίδεται από την 

σχέση (3.18) είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα που ορίζεται από την σχέση 

(3.19). Ο πίνακας ΒΧ κατ’ουσίαν αποτελεί μέρος του εκθετικού 

αναπτύγματος του πίνακα Β'1 J καθώς το χρονικό βήμα At—>0 :
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Έτσι τελικά αντί την επίλυση του γενικευμένου προβλήματος ιδιοτιμών 

(3.14) αρκεί να βρεθούν οι ιδιοτιμές λ του πίνακα Βχ οι οποίες σχετίζονται 

με τις ιδιοτιμές s μέσω της (5.1). Πιο συγκεκριμένα, οι ιδιοτιμές του ΒΧ 

που είναι μεγαλύτερες κατά απόλυτο τιμή αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές, s, 

του αρχικού προβλήματος με το μεγαλύτερο πραγματικό μέρος. Επί πλέον 

οι ιδιοτιμές του πίνακα ΒΧ υπολογίζονται με διαδικασία η οποία 

παραλληλίζεται πολύ ευκολότερα [59],
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