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Περίληψη

Μείζον Πρόβληµα στη Μηχανική των Σύνθετων Υλικών αποτελεί ο προσδιορισµός
της σχέσης µεταξύ των µακροσκοπικών τάσεων και παραµορφώσεων ενός σύνθετου
υλικού, το γνωστό και ως Πρόβληµα της Οµογενοποίησης των Σύνθετων Υλικών. Η
σπουδαιότητα της ανάλυσης και της επίλυσης του προβλήµατος αυτού έγκειται στη
ϐελτιστοποίηση των ιδιοτήτων ενός υπάρχοντος σύνθετου υλικού ή ακόµα και στο
σχεδιασµό νέων υλικών µε επιθυµητές ιδιότητες. Παραδείγµατα σύνθετων υλικών
τα οποία χρησιµοποιούνται συχνά στις εφαρµογές είναι διάφορα πολυµερή υλικά
οπλισµένα µε ανθρακονύµατα ή υαλονύµατα, σχετικά ελαφρά και µαλακά µέταλλα
ενισχυµένα µε σκληρότερα σωµατίδια, πολυκρυσταλλικά υλικά όπως τα µέταλλα και
τα κράµατά τους, κράµατα µε µνήµη µορφής, πολυµερή υλικά µε µνήµη µορφής,
πιεζοηλεκτρικά υλικά, µαγνητορεολογικά ελαστοµερή, κ.α. Τα υλικά αυτά χρησι-
µοποιούνται ευρέως σε ϐιοµηχανίες αυτοκινήτων, πλωτών µέσων, αεροπλάνων στη
ϐιοϊατρική και αλλού.

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η περιγραφή και η εφαρµογή της υπολο-
γιστικής µεθόδου ῾῾Fast Fourier Transform᾿᾿, FFT, που προτάθηκε από τους Suquet
και Moulinec (1995), για την επίλυση του προβλήµατος της Οµογενοποίησης των
Σύνθετων Υλικών. Με τη µέθοδο αυτή, αποφεύγεται η δηµιουργία πλέγµατος για
τους υπολογισµούς και µπορεί να χρησιµοποιηθεί απευθείας σε ψηφιακές εικόνες
µικροδοµών που προέρχονται από ηλεκτρονικά µικροσκόπια. Βασίζεται στην ακριβή
έκφραση της συνάρτησης Green για γραµµικώς ελαστικό και οµογενές υλικό ανα-
ϕοράς. Οι Suquet και Moulinec στην περίπτωση των υλικών που αποτελούνται από
ελαστικές ϕάσεις εισήγαγαν έναν επαναληπτικό αλγόριθµο όπου επιλύει την εξίσωση
Lippman Schwinger που προκύπτει µέσω του προβλήµατος. Σε ένα επόµενο στάδιο,
γενίκευσαν τον αλγόριθµο αυτό για τον υπολογισµό της µακροσκοπικής απόκρισης
υλικών και µε µη γραµµικές ϕάσεις. Για το λόγο αυτό, εφαρµόζουµε τη µέθοδο για
τυχαίες µικροδοµές σωµατιδιακού τύπου µέσω του υπολογιστικού πακέτου CraFT
που εµπεριέχει τους κώδικες αυτούς. Τέλος, συγκρίνουµε την αποδοτικότητα της
µεθόδου ως προς τον απαιτούµενο χρόνο για τους υπολογισµούς µε τους αντίστοι-
χους χρόνους που χρειάζεται η µέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων, FEM για τις
ίδιες µικροδοµές και την ίδια ϕόρτιση.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζεται σήµερα στα Σύνθετα Υλικά και στην έρευνα αυ-
τών, µιας και τείνουν να αντικαταστήσουν τα µεταλλικά υλικά, για αυτό η ενασχόλη-
ση µε αυτά και η περιγραφή της συµπεριφοράς τους µακροσκοπικά είναι ιδιαίτερα
χρήσιµοι. Η παρούσα εργασία ϐασίζεται πάνω στην αριθµητική λύση του Προ-
ϐλήµατος Οµογενοποίησης, του προβλήµατος υπολογισµού της σχέσης µεταξύ των
µακροσκοπικών τάσεων µε τις µακροσκοπικές παραµορφώσεις σε ένα σύνθετο υλι-
κό. Η µέθοδος που ϑα εξετάσουµε προτάθηκε από τους Moulinec και Suquet [1] και
ϐασίζεται στη µέθοδο FFT. Η αρχική ιδέα που οδήγησε τους Moulinec και Suquet
στην επίλυση µε τη µέθοδο αυτή ήταν να µπορεί να λυθεί το πρόβληµα αριθµητικά
για µικροδοµές που προέρχονται από ψηφιακές ϕωτογραφίες από Ηλεκτρονικό Μι-
κροσκόπιο (SEM). Με τη µέθοδο αυτή, αποφεύγεται η δηµιουργία πλέγµατος που
χρειάζεται κατά την επίλυση µε τη µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων.

Με κατάλληλη αναδιατύπωση του προβλήµατος, το σύστηµα εξισώσεων του Προ-
ϐλήµατος Οµογενοποίησης οδηγεί σε µια ολοκληρωτική εξίσωση, η οποία είναι
δύσκολο να λυθεί. Ο µετασχηµατισµός Fourier µετατρέπει την ολοκληρωτική εξίσω-
ση σε απλή αλγεβρική εξίσωση στο χώρο Fourier µε την επίλυση του Προβλήµατος
να γίνεται πολύ πιο απλή. Γίνεται χρήση του Γρήγορου Μετασχηµατισµού Fourier,
FFT, για την αποδοτική επίλυση του προβλήµατος µέσω του επαναληπτικού κώδι-
κα που πρότειναν, τόσο στην περίπτωση του υλικού που αποτελείται από ελαστικές
ϕάσεις, όσο και στη περίπτωση που αποτελείται από µη γραµµικές ϕάσεις.

Στο Κεφάλαιο 2 ϑα περιγράψουµε το Πρόβληµα Οµογενοποίησης και την ανα-
διατύπωση αυτού.

Στο Κεφάλαιο 3 ϑα συνδέσουµε το Πρόβληµα µε τη µέθοδο FFT παραθέτοντας
τους αλγόριθµους που πρότειναν οι Moulinec και Suquet(1995) τόσο για σύνθετο
υλικό που αποτελείται από γραµµικώς ελαστικές ϕάσεις όσο και για ϕάσεις µε µια
γραµµική συµπεριφορά.

Οι υπολογισµοί µε τη µέθοδο FFT έχουν γίνει χάρη στην ευγενική χορήγηση του
υπολογιστικού πακέτου ονόµατι CraFT, (Composite Response and Fourier Tran-
sforms), από τους κυρίους Guylaine Boittin, Daniela Garajeu, Alice Labé, Hervé
Moulinec, Fabrice Silva και Pierre Suquet. Η έκδοση που χρησιµοποιήθηκε είναι
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η CraFT 1.0.12g. Στο Κεφάλαιο 4 ϑα αναφέρουµε πλήρως τα ϐήµατα που κάποιος
ϑα µπορεί αν τα ακολουθήσει να τρέξει τον κώδικα CraFT για τυχαίες µικροδοµές
σωµατιδιακού τύπου. Θα παραθέσουµε αναλυτικά ένα παράδειγµα µακροσκοπικής
απόκρισης σύνθετου υλικού µε σωµατίδια σφαιρικού σχήµατος. Αναλυτικές οδηγίες
για τη χρήση του κώδικα υπάρχουν και στο CraFT User’s guide [2].

Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζουµε τις εφαρµογές της µεθόδου µε τη χρήση του
CRaFT. Οι υπολογισµοί αφορούν ένα διφασικό υλικό σωµατιδιακού τύπου µε ι-
σότροπες ϕάσεις, µε το ϕορέα να συµπεριφέρεται ως ελαστικό τέλεια πλαστικό υλικό
και τα σωµατίδια ως γραµµικώς ελαστικά, σφαιρικού σχήµατος. Το πλήθος αυτών
επιλέγουµε να ανέρχεται στα 30, τα οποία διατάσσονται τυχαία µέσω της µεθόδου
RSA που προτάθηκε από τους Rintoul και Torquato [3]. Η µοναδιαία κυψελίδα ή
αλλιώς το Αντιπροσωπευτικό Στοιχείο ΄Ογκου (RVE) υπόκειται σε κυκλική ϕόρτιση
αξονοσυµµετρικής διάτµησης. Η περιοδικότητα της µικροδοµής στις 3 διαστάσεις
αφενός οδηγεί στην επιβολή των περιοδικών συνοριακών συνθηκών και αφετέρου στη
γενίκευση του αποτελέσµατος απόκρισης για το RVE, για όλο το υλικό µακροσκοπι-
κά. Εξαιτίας της επιλογής µας οι ϕάσεις να τείνουν στην ασυµπιεστότητα, χρησιµο-
ποιείται το αποκλίνον µέρος των τάσεων στους υπολογισµούς και στα διαγράµµατα
µακροσκοπικής απόκρισης, µιας και όπως ϑα συζητηθεί αυτό είναι που εµπεριέχε-
ται για τη συγκεκριµένη ϕόρτιση στις καταστατικές εξισώσεις. Παρουσιάζονται οι
υπολογισµοί µε τη µέθοδο FFT µε µεταβολή:

• του λόγου των µέτρων διατµήσεων µ(2)/µ(1), όπου ο δείκτης (1) αναφέρεται στο
ϕορέα και ο (2) στα σωµατίδια, αλλαγή δηλαδή των ιδιοτήτων των ϕάσεων

• του ποσοστού ϕάσεων των σωµατιδίων c(2), αλλαγή δηλαδή της γεωµετρίας

Σύµφωνα µε τις εφαρµογές αυτές, το υλικό µακροσκοπικά χαρακτηρίζεται από µια
γραµµικά ελαστική συµπεριφορά στην αρχή, στη συνέχεια ελαστο-πλαστική µετα-
ϐατική συµπεριφορά και εν τέλει τέλεια πλαστική συµπεριφορά, µε την επιρροή των
προαναφερθέντων µεταβολών να επηρέαζουν κατάλληλα τις καµπύλες. Σύµφωνα µε
προηγούµενες έρευνες των Moulinec και Suquet [4], Michel et. al. [5] και Lahellec
και Suquet [6], πέρα από τα παρόµοια αποτελέσµατα που δίνει η FFT και η FEM,
αξιοσηµείωτη είναι η σύγκριση του απαιτούµενου χρόνου για την εξαγωγή των α-
ποτελεσµάτων. Η FFT, σύµφωνα µε τις έρευνες αυτές, αποτελεί µια γρηγορότερη
µέθοδο από αυτή των Πεπερασµένων Στοιχείων για κάποιες περιπτώσεις υλικών. Για
το λόγο αυτό, συνδέουµε στο παρόν κεφάλαιο τις εφαρµογές από την εργασία για
ελαστοπλαστικά υλικά µε τυχαίες µικροδοµές των Agoras et al. [7] όπου έκαναν
υπολογισµούς για την µακροσκοπική απόκριση τυχαίων µικροδοµών σωµατιδιακο-
ύ τύπου σφαιρικού και ελλειψοειδούς σχήµατος µε τη µέθοδο των Πεπερασµένων
Στοιχείων (FEM, Finite Element Method). Αφού επιβεβαιώσουµε την ταύτιση των α-
ποτελεσµάτων συγκρίνουµε την αποτελεσµατικότητα ως προς τον απαιτούµενο χρόνο
για τις 2 µεθόδους και παρατηρούµε σε ποιες περιπτώσεις η FFT είναι πιο αποδοτική
από την FEM.

Στο Κεφάλαιο 6 σχολιάζουµε τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα της µε-
ϑόδου και πως η παρούσα εργασία ϑα µπορούσε να συνεχιστεί σε επόµενο στάδιο.

΄Οσον αφορά το κοµµάτι του συµβολισµού, στην παρούσα εργασία ϑα ακο-
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λουθήσουµε το µοτίβο των περισσότερων εργασιών στον κλάδο της Υπολογιστικής
Μηχανικής των Υλικών. ΄Εντονα γράµµατα αντιστοιχούν για διανύσµατα και µεγα-
λύτερης τάξης τανυστές και για να είναι πλήρως διαχωρίσιµα µεταξύ τους ϑα γίνει
αναφορά στο κείµενο. Το εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων συµβολίζεται µε · δηλα-
δή a · b = aibi, µε τον επαναλαµβανόµενο δείκτη i = 1,2,3 , το τανυστικό γινόµενο
συµβολίζεται χωρίς κάποιο σύµβολο, δηλαδή ab = aibjeiej και το εσωτερικό γινόµενο
δύο τανυστών 2ας τάξεως συµβολίζεται µε :, ϑεωρώντας έναν τανυστή 2ας τάξεως A
δηλαδή Aijeiej, A : A = AijAijeiej. Αντίστοιχα αν C ένας τανυστής 4ης τάξεως και εεε
ένας τανυστής 2ας τάξεως, το εσωτερικό γινόµενο αυτών ϑα συµβολίζεται ως εξής :
C : εεε = Cijklεkleiej.
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Κεφάλαιο 2

Το Πρόβληµα Οµογενοποίησης

Για να λυθεί το πρόβληµα, ϑα πρέπει να ικανοποιούνται µια σειρά εξισώσεων σε κάθε
σηµείο του RVE. Με την επίλυση αυτών των εξισώσεων ϑα µπορούν να εξαχθούν τιµές
για τάσεις και παραµορφώσεις για κάθε σηµείο και σε επόµενο στάδιο µέσω των πα-
ϱακάτω τύπων ϑα µπορέσουν να υπολογιστούν οι µέσες τιµές αυτών και συνεπώς να
υπολογιστεί η σχέση τάσεων παραµορφώσεων για την υπό εξέταση µικροδοµή.

σσσ =
1
|Ω|

∫
Ω

σσσ dΩ, εεε =
1
|Ω|

∫
Ω

εεε dΩ (2.1)

Οι εξισώσεις που πρέπει να ικανοποιούνται σε κάθε σηµείο, είτε αυτό ϐρίσκε-
ται στο σύνορο ϕάσεων, είτε στο εσωτερικό αυτών περιγράφονται σύµφωνα µε τις
παρακάτω εξισώσεις.

• Καταστατικές Εξισώσεις: Θεωρούµε απειροστό πεδίο µετατοπίσεων άρα και
µικρές παραµορφώσεις και περιστροφές, ο ϱυθµός παραµόρφωσης ε̇εε σε κάθε
σηµείο x µπορεί να σπάσει σε δύο µέρη, στον ελαστικό και στον πλαστικό
ϱυθµό παραµόρφωσης.

ε̇εε = ε̇εεe + ε̇εεp (2.2)

Ο ελαστικός ϱυθµός, ε̇εεe, υπολογίζεται σύµφωνα µε τη Σχέση (2.3), όπου µε
σ̇σσ γίνεται αναφορά στο ϱυθµό των τάσεων, S(r) ο τανυστής ενδοτικότητας της
ϕάσης r, µε K ο µοναδιαίος τανυστής των αποκλινόντων τανυστών 4ης τάξεως,
µε J ο µοναδιαίος τανυστής στο χώρο των σφαιρικών τανυστών 4ης τάξεως, µε
µ(r) το µέτρο διατµήσεως της και µε κ(r) το µέτρο διόγκωσης της ϕάσης r.

ε̇εεe = S(x)σ̇σσ, S(x) =

2∑
r=1

χ(r)(x)S(r), S(r) =
1

2µ(r)K +
1

3κ(r) J (2.3)

Ο πλαστικός ϱυθµός, ε̇εεp ορίζεται από το γινόµενο του µη αρνητικού τοπικού
πλαστικού παράγοντα λ̇ µε το διάνυσµα κάθετο στην καµπύλη διαρροής N,
όπως µαρτυρά και η Σχέση (2.5). Υποθέτοντας ότι και τα δύο υλικά υπακοούν
στο κριτήριο διαρροής κατά Von Mises µε καθετότητα, η καµπύλη διαρροής
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περιγράφεται από την Εξίσωση (2.4), µε την ισοδύναµη τάση κατά Von Mises,
σeq, να υπολογίζεται σύµφωνα µε τη σχέση (2.4).

Φ(x, σσσ) = σeq(σσσ) − σy(x) = 0,

σeq(σσσ) =

√
3
2

s · s, sij = σij −
σkk
3
, σy(x) =

2∑
r=1

χ(r)(x)σ (r)
y

(2.4)

ε̇εεp = λ̇N, N =
∂Φ

∂σσσ
(x, σσσ) (2.5)

Το όριο διαρροής, σ (r)
y , κάθε υλικού εν γένει δεν είναι σταθερό, στους παρόντες

υπολογισµούς, όµως, ϑα χρησιµοποιήσουµε σύνθετα υλικά που ϑα αποτελο-
ύνται από ελαστικώς τέλεια πλαστικούς ϕορείς, συνεπώς ϑα ισχύει : σ (r)

y = σ (r)
0 .

• Κινηµατικές σχέσεις : Η σχέση µετατοπίσεων - παραµορφώσεων:

εεε(x) =
1
2

(
∇u(x) + ∇u(x)T

)
∀ x ∈ Ω (2.6)

περιγράφοντας τόσο τη σχέση µετατοπίσεων - παραµορφώσεων στο εσωτερικό
των ϕάσεων αλλά και τη συνέχεια των µετατοπίσεων στη διεπιφάνεια

• Εξισώσεις Ισορροπίας : Υποθέτουµε ότι οι µαζικές δυνάµεις (π.χ. ϐαρυτική
δύναµη) είναι αµελητέες µε την ισορροπία να ικανοποιείται µέσω σχέσης :

∇ · σσσ(x) + b(x)
b(x)=0

= ∇ · σσσ(x) = 0 ∀ x ∈ Ω (2.7)

Η σχέση αυτή, περιγράφει τόσο την εξίσωση ισορροπίας για το εσωτερικό των
ϕάσεων αλλά και τη συνέχεια των τάσεων στη διεπιφάνεια των ϕάσεων.

• Συνοριακές συνθήκες : Οι µικροδοµές που ϑα εξεταστούν στην παρούσα εργα-
σία, όπως ϕαίνεται για παράδειγµα και στο Σχήµα 2.1 είναι περιοδικές, δηλαδή
προκύπτουν από την επανάληψη της κυψελίδας στις 2 ή στις 3 κατευθύνσεις.

Σχήµα 2.1: Σύνθετο υλικό σωµατιδιακού τύπου, όπου στην κλίµακα (L) είναι οµο-
γενές και στην πολύ µικρότερη κλίµακα (λ) είναι ετερογενές, µε περιοδική διφασική
µικροδοµή

Λόγω της περιοδικότητας της µικροδοµής, η λύση του προβλήµατος οµογενο-
ποίησης στο Ω είναι αντίστοιχα περιοδική µε ίδια περίοδο µε της µοναδιαίας
κυψελίδας Ω′. Ως αποτέλεσµα, ό,τι επιβληθεί σε µακροσκοπικό επίπεδο ϑα
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είναι περιοδικό και η λύση του προβλήµατος για τη µοναδιαία κυψελίδα και
ο υπολογισµός της µακροσκοπικής απόκρισης του σύνθετου υλικού ϑα ταυ-
τίζεται µε τη µέση απόκριση του RVE. Η µόνη διαφορά ϑα είναι οι συνοριακές
συνθήκες ανάµεσα στο πρόβληµα για το Ω και στο πρόβληµα για το Ω′.

Πιο συγκεκριµένα:

– Το πεδίο των µετατοπίσεων u µπορεί να χωριστεί σε ένα γραµµικό µέρος
ε̂εε · x και έναν περιοδικό διορθωτικό όρο, τέτοια ώστε :

u = ε̂εε · x + u∗, ∀ x ∈ Ω′, (2.8)

και συµβολίζεται µε u∗#. Το u∗ παράγει παραµορφώσεις εεε(u∗), αλλά όχι
µέσες παραµορφώσεις, εεε(u∗) = 0, µε :

εεε(u) = ε̂εε + εεε(u∗) (2.9)

– Το διάνυσµα της τάσης t, κατά Cauchy, αποτελεί έναν αντί-περιοδικό
όρο, όπου:

t = σσσ(x) · n, ∀ x ∈ Ω′ (2.10)

και συµβολίζεται µε σσσ ·n−#, ενώ το n αναφέρεται στο µοναδιαίο διάνυσµα
κάθετο στο υπό εξέταση επίπεδο

΄Εστω για απλότητα η δισδιάστατη περιοδική µικροδοµή του Σχήµατος 2.2 και
a1 και a2 τα διανύσµατα που ορίζουν την περίοδο της µικροδοµής, διαλέγονται
δύο σηµεία, A1 και A2 τέτοια ώστε xA2 = xA1 + a1:

Σχήµα 2.2: Γραφική απεικόνιση των διανυσµάτων ϑέσης δύο απέναντι σηµείων και
των διανυσµάτων που υποδηλώνουν την περίοδο µιας µικροδοµής

Αυτό που ισχύει µε τους παραπάνω όρους για τα σηµεία A1 και A2, ϕαίνεται
στο Σχήµα 2.3 και κατά συνέπεια :

7



t1 = −t2, u∗1 = u∗2 ∀(A1, A2), όπου


xA2 = xA1 + a1 ή
xA2 = xA1 + a2 ή
xA2 = xA1 + a3 αν η µικροδοµή 3D

(2.11)

Σχήµα 2.3: Γραφική απεικόνιση της περιοδικότητας των µετατοπίσεων και της αντι-
περιοδικότητας του διανύσµατος των τάσεων

Θα πρέπει να γίνει µια αναφορά στα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της µικροδο-
µής και στις υποθέσεις που έχουµε κάνει. Αρχικά, ϑεωρούµε ότι η κλίµακα µεγέθους
(L) όπου το υλικό είναι οµογενές στο Ω είναι κατά πολύ µεγαλύτερη από την κλίµακα
µεγέθους της ετερογένειας (λ) στο Ω΄, όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 2.1. Οι κλίµακες,
δηλαδή, υποθέτουµε πως είναι καλά χωρισµένες, δηλαδή:

L >> λ

Επειδή οι πληροφορίες που απαιτούνται για την περιγραφή µιας τυχαίας µικρο-
δοµής είναι στατιστικού χαρακτήρα υποθέτουµε ότι η µικροδοµή είναι στατιστικώς
οµοιογενής. Οι συναρτήσεις πιθανότητας πολλών σηµείων, δηλαδή, είναι αναλλοίω-
τες σε µεταφορές. Για ένα σηµείο η πιθανότητα p(r) ϑα είναι σταθερή, για δύο σηµεία
η p(rs) ϑα εξαρτάται από την σχετική απόσταση |x′ − x| ως εξής :

p(rs)(x, x′) = p(rs)(x − x′) (2.12)

Επίσης, υποθέτουµε ότι η µικροδοµή είναι εργοδοτική, όπου µια µόνο τυχαία
υλοποίηση της µικροδοµής αρκεί για να υπολογιστούν οι συναρτήσεις πιθανότητας
πολλών σηµείων. Για ένα σηµείο ϑα ισχύει ότι η πιθανότητα ϑα είναι ίση µε το το
ποσοστό ϕάσης r:

p(r) = c(r) (2.13)
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και για δύο σηµεία :
p(rs)(x, x′) = c(r)c(s) (2.14)

Τέλος, ϑεωρούµε ότι η µικροδοµή έχει ελλειψοειδή συµµετρία. Η πιθανότητα δύο
σηµείων ϑα περιγράφεται από την εξίσωση:

p(rs)(x − x′) = p(rs)(|Z−1 · (x − x′)|) (2.15)

όπου ο Z είναι ο τανυστής 2ας τάξεως συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος, ο τανυστής
µορφής του ελλειψοειδούς, που περιγράφει δηλαδή το σχήµα και την κατεύθυνση
των σωµατιδίων και ορίζεται ως εξής :

Z = ae1e1 + ae2e2 + be3e3

Με a και b ορίζονται τα µήκη των ηµιαξόνων και τα διανύσµατα ei ορίζουν τις α-
ντίστοιχες κύριες κατευθύνσεις των σφαιροειδών. Το µέγεθος των σφαιροειδών χα-
ϱακτηρίζεται από τη τιµή της µεταβλητής, w = b/a. Είναι σηµαντικό να αναφερθεί
ότι η κλίµακα ετερογένειας (λ) είναι κατά πολύ µεγαλύτερη από την κλίµακα οµο-
γένειας των σωµατιδίων (`), δηλαδή λ>> `, ικανοποιώντας και πάλι την υπόθεση
των καλώς χωρισµένων κλιµάκων. Στην παρούσα εργασία ϑα γίνει αναφορά µόνο σε
µικροδοµές µε σφαιρικό σχήµα, που αποτελεί ειδική περίπτωση της σφαιροειδούς
µικροδοµής µε την τιµή w = 1.

Σχήµα 2.4: Σχηµατική απεικόνιση του RVE µιας τυχαίας µικροδοµής µε σφαιροει-
δή σωµατίδια και η γεωµετρική απεικόνιση του σχήµατος και της κατεύθυνσης των
σφαιροειδών σωµατιδίων

Επίσης, τα ποσοστά ϕάσεων της ϕάσης (r), c(r), υπολογίζονται ως εξής :

c(r) =
|Ω(r)|

|Ω|
=< χ(r)(x) > (2.16)

όπου µε < · > αναφερόµαστε στη µέση τιµή ενός ϐαθµωτού µεγέθους ή ενός τανυστή
στο Ω και µε χ(r) συµβολίζεται η χαρακτηριστική εξίσωση της ϕάσης r:

χ(r)(x) =

1, x ∈ Ω(r)

0, x < Ω(r) (2.17)
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Η αναλυτική λύση είναι ανέφικτη, λόγω του µη γραµµικού χαρακτήρα των
καταστατικών εξισώσεων των ϕάσεων, όπως περιγράφηκε και προηγουµένως καθώς
και στην πολυπλοκότητα των τυχαίων µικροδοµών. Για το λόγο αυτό οδηγούµαστε
στην αριθµητική επίλυση του προβλήµατος είτε µε την FEM είτε µε την FFT.

Την επίλυση του Προβλήµατος Οµογενοποίησης περιοδικών µικροδοµών έχουν
εξετάσει στις έρευνές τους οι Papadioti et. al. [8] όπου σύγκριναν τα αποτελέσµατα
της µεθόδου των Πεπερασµένων Στοιχείων µε µοντέλο ϐασισµένο στο µη γραµµικό
συναρτησιακό Οµογενοποίησης για µη γραµµικά σύνθετα υλικά. Επίσης, οι Anou-
kou et. al. [9] (2018), επέκτειναν τη µέθοδο RSA για µονοδιασπορά και πολυδια-
σπορά ελλειψοειδών σωµατιδίων για περιοδικές µικροδοµές µέσω της µεθόδου των
Πεπερασµένων Στοιχείων και τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν για τις ίδιες µικροδο-
µές µε τη µέθοδο FFT. Μέθοδο που χρησιµοποίησαν και νωρίτερα οι Moulinec και
Suquet [1] και στη συνέχεια οι Michel et. al. [5]. Μια ακόµα επίλυση για περιοδικές
µικροδοµές σύνθετου υλικού µε ελαστοπλαστικές ϕάσεις επιλύθηκε µε την FEM από
τους González et. al. [10] και συγκρίθηκε µε ϑεωρητικό µοντέλο Οµογενοποίησης
που περιέχει τη µη γραµµική συµπεριφορά του ϕορέα.
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Κεφάλαιο 3

Η µέθοδος FFT

Προσπαθώντας να αναδιατυπώσουµε το πρόβληµα, ορίζουµε έναν νέο τανυστή τττ(x),
τον τανυστή πόλωσης όπου:

τττ = (C(x) − C(0)) : εεε ∀ x ∈ Ω (3.1)

Το C(0) αναφέρεται στο ισότροπο ελαστικό υλικό αναφοράς.

Η νέα αυτή µεταβλητή ϐοηθάει στην εξαγωγή µιας ολοκληρωτικής εξίσωσης
για την εύρεση του πεδίου των παραµορφώσεων (3.2) όπως αποδεικνύεται και στις
σηµειώσεις του Willis [11]:

εεε(x) = εεε(0) −
L(0) ∗ τττ(x) (3.2)

όπου ο τελεστής
L(0) ορίζει το συµµετρικό τανυστή 4ης τάξεως που υπολογίζεται µέσω

της συνάρτησης Green G και σχετίχεται µε το υλικό αναφοράς C(0):

Γ
(0)
ijpq(x, x

′) =

[
∂2G(0)

ip

∂xj∂x
′

q

(x, x
′

)
]

(ij)(pq)

(3.3)

Η εξίσωση αυτή προτάθηκε από τους Zeller και Dederichs [12] όπου στην έρευνα
τους για εξαγωγή εκφράσεων για τις ελαστικές σταθερές πολυκρυστάλλων απέδειξαν
και έκαναν χρήση του τελεστή Green για την ολοκληρωτική µορφή της εξίσωσης.
Επειδή η έκφραση έχει ακριβώς την ίδια µορφή µε την εξίσωση που προτάθηκε από
τους Lippmann - Schwinger [13] για την ϑεωρία κβαντικής µηχανικής σκέδασης, η
εξίσωση (3.2) ονοµάστηκε Lippmann - Schwinger.

Οι Moulinec και Suquet (1995) αφορµώµενοι από την εξίσωση αυτή, σκέφτηκαν
να µεταφέρουν το Πρόβληµα από τον πραγµατικό χώρο (Ω), στο χώρο Fourier ΩF ,
όπου η πράξη της συνέλιξης ϑα µετατραπεί σε απλό γινόµενο πινάκων.

Κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος συνέλιξης και επιλέγοντας το εεε(0) = εεε, η εξίσω-
ση ϑα γραφτεί στο χώρο Fourier ως εξής :

ε̂εε(ξξξ ) = −
L̂(0)

(ξξξ ) : τ̂ττ(ξξξ ), ∀ ξξξ , 0, ε̂εε(0) = εεε (3.4)
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Οι εκάστοτε τανυστές µπορούν να υπολογιστούν µε τον διακριτό µετασχηµατισµό
Fourier όπως παραθέτουµε στο Παράρτηµα Αʹ.

Ο αλγόριθµός που χρησιµοποιείται για το γρήγορο υπολογισµό του διακριτού
µετασχηµατισµού Fourier , ονοµάζεται «Fast Fourier Transform» FFT. Μέσω της
µεθόδου ῾῾διαίρει και ϐασίλευε᾿᾿ και ϐασισµένο στην διάσπαση σε µονά και Ϲυγά
στοιχεία αναδροµικά, όπως αναφέρει και στην έρευνά τους οι Hlawitschka et. al. [14]
, επιτυγχάνεται η µεταφορά µιας συνάρτησης ή ενός τανυστή από τον πραγµατικό
χώρο, στον ϕανταστικό χώρο Fourier αρκετά γρήγορα.

∆ιάφορα προγράµµατα έχουν στις ϐιβλιοθήκες τους τον κώδικα αυτό και µέσω
µιας απλής εντολής, συνήθως ῾῾fft᾿᾿ καταφέρνουν το γρήγορο µετασχηµατισµό ενός
συνόλου τιµών, ενός διανύσµατος, ενός τανυστή κ.ο.κ. Στον κώδικα της CraFT, που
ϑα αναλυθεί παρακάτω στο Κεφάλαιο 4, οι αλγόριθµοι είναι γραµµένοι σε C και έχει
χρησιµοποιηθεί η ϐιβλιοθήκη FFTW3, όπως προτάθηκε από Frigo και Johnson [15].
Στη ϐιβλιοθήκη αυτή χρησιµοποιείται είτε ο αλγόριθµος Cooley-Turkey [16] είτε ο
αλγόριθµος του Rader [17] είτε του Bluestein [18]. Την πρώτη µεθοδολογία, τη χρη-
σιµοποιεί στην περίπτωση όπου το πλήθος των δεδοµένων είναι της µορφής (2k) ενώ
για τις άλλες περιπτώσεις χρησιµοποιείται συνδυασµός των άλλων δύο αλγορίθµων.
Συνεπώς, επιτυγχάνονται οι µετασχηµατισµοί των πεδίων τάσεων, παραµορφώσεων
και πόλωσης των σχέσεων (Αʹ.5), (Αʹ.2) και (Αʹ.6) για οποιοδήποτε αριθµό σηµείων
N2 αν το πρόβληµα είναι δύο διαστάσεων και N3 αν είναι τριών, όπως ακριβώς είναι
στους παρόντες υπολογισµούς.

3.1 Ο Αλγόριθµος για γραµµική συµπεριφορά ϕάσε-
ων

Οι Moulinec και Suquet(1995) επιλέγουν η µοναδιαία κυψελίδα να διακριτοποιείται
σε N1×N2×N3 voxels. Οι συνιστώσες του κάθε voxel, του τρισδιάστατου pixel δηλαδή,
επιλέγουµε να συµβολίζονται µε i1, i2, i3:

x(i1, i2, i3) =
(
(i1 − 1)

T1

N1
, (i2 − 1)

T2

N2
, (i3 − 1)

T3

N3

)
,

i1 = 1, . . . , N1,

i2 = 1, . . . , N2,

i3 = 1, . . . , N3

(3.5)

αφού υποθέσουµε ότι µε Tj συµβολίζεται η περίοδος της µικροδοµής στην j κατε-
ύθυνση. Η διακριτοποίηση αυτή, είναι κατάλληλη για τη χρήση του αλγορίθµου
FFT.

Με F (·) ϑα συµβολίσουµε το γρήγορο µετασχηµατισµό Fourier, µε F −1(·) ϑα
συµβολίσουµε τον αντίστροφο γρήγορο µετασχηµατισµό Fourier και οι µετασχηµα-
τισµένες ποσότητες ϑα συµβολιστούν µε το καπέλο < ˆ>.

Για τον τελεστή Green στο χώρο Fourier
L(0) που ϑα χρειαστεί για την επίλυση

της εξίσωσης Lippmann - Schwinger (3.2) παραθέτεται στο Παράρτηµα Α΄ στο άρθρο
των Moulinec και Suquet [4], η απόδειξη ότι το

L(0) για ισότροπο ελαστικό υλικό
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αναφοράς ισούται µε :

Γ̂
(0)
khij(ξξξ ) =

1
4µ(0)|ξξξ |2

(δkiξhξj + δhiξkξj + δkjξhξi + δhjξkξi) −
λ(0) + µ(0)

µ(0)(λ(0) + µ(0))
ξiξjξkξh
|ξξξ |4

,

∀ ξξξ , 0
(3.6)

όπου τα ξj αντιστοιχούν στις N = N1 × N2 × N3 συχνότητες στο χώρο Fourier και Tj
στην περίοδο της µικροδοµής στην κατεύθυνση j = 1,2,3 ,

ξj =


1−(Nj/2)

Tj
, ...,

Nj/2
Tj
, Nj Ϲυγός

−(Nj−1)/2
Tj

, ...,
(Nj−1)/2

Tj
, Nj µονός

(3.7)

Για να λυθεί το πρόβληµα µέσω της µεθόδου, ϑα χρειαστεί µια αρχικοποίηση
τιµών όπως γίνεται συνήθως και ένας επαναληπτικός κώδικας έως ότου συγκλίνει
κάπου και δώσει αποτέλεσµα. Στην ειδική περίπτωση όπου και τα δύο υλικά υ-
πακούουν σε καθαρά γραµµική ελαστική συµπεριφορά, τότε και το σύνθετο υλικό
συµπεριφέρεται αντίστοιχα ως γραµµικά ελαστικό. Ο αλγόριθµος που πρότειναν οι
Moulinec και Suquet (1995) είναι ιδιαίτερα απλός έχοντας ως ϐάση την εξίσωση
Lippman - Schwinger και κάνοντας επαναληπτικά υπολογισµούς για κάθε voxel µε
τη χρήση και των καταστατικών εξισώσεων.

• Αρχικοποίηση

∆ίνονται αρχικές τιµές σε εεε και σσσ σύµφωνα µε τους παρακάτω τύπους :

εεε0(x) = εεε, ∀ x ∈ Ω (3.8)

σσσ = C(x) : εεε0(x), C(x) =

N∑
r=1

χ(r)(x)C(r) ∀ x ∈ Ω (3.9)

• Επαναληπτικός κώδικας
Επιθυµούµε να υπολογίσουµε τα εεεi+1 και σσσ i+1, έχοντας γνωστά τα εεεi και σσσ i

1. Μετατροπή των τάσεων από τον πραγµατικό χώρο, στον ϕανταστικό χώρο
Fourier, µε τον αλγόριθµο FFT

σ̂σσ i = F (σσσ i) (3.10)

2. ΄Ελεγχος σύγκλισης που ισοδυναµεί µε την ικανοποίηση της εξίσωσης
ισορροπίας στον ϕανταστικό χώρο, µε < · > συµβολίζεται η µέση τιµή,
επιλέγεται σφάλµα µικρότερο του 10−4

ei =

(
< ‖div(σσσ i)‖2 >

)1/2

‖ < σσσ i > ‖
=

(
1
N

∥∥∥∥∥ ∑
d
ξξξ · σ̂σσ i(ξξξ )

∥∥∥∥∥2 )1/2

∥∥∥ σ̂σσ i(0)
∥∥∥ < 10−4 (3.11)
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3. Χρήση της εξίσωσης των Lippmann Schwinger, χρησιµοποιώντας τον ορι-
σµό του τανυστή πόλωσης και της ιδιότητας του τελεστή Green (

L0 ∗ (C(0) :
εεε) = εεε) προκύπτει επαναληπτικά:

ε̂εεi+1(ξξξ ) = ε̂εεi(ξξξ ) −
L̂0

(ξξξ ) : σ̂σσ i(ξξξ ), ∀ ξξξ , 0 (3.12)

4.
ε̂εεi+1(0) = εεε (3.13)

5. Επιστροφή στον πραγµατικό χώρο µέσω του αντίστροφου γρήγορου µετα-
σχηµατισµού Fourier

εεεi+1 = F −1(ε̂εεi+1) (3.14)

6. Υπολογισµός των τάσεων για την υπολογισµένη παραµόρφωση του προη-
γούµενου ϐήµατος

σσσ i+1 = C(x) : εεεi+1(x) ∀ x ∈ Ω (3.15)

3.2 Ο Αλγόριθµος για µη γραµµική συµπεριφορά ϕάσε-
ων

Στη γενικότερη περίπτωση όπου το σύνθετο υλικό αποτελείται από ϕάσεις που υπα-
κούουν στο κριτήριο Von Mises µε ισότροπη κράτυνση ο προηγούµενος αλγόριθ-
µος ϑα πρέπει να µετατραπεί κατάλληλα ώστε να ικανοποιούνται οι καταστατικές
εξισώσεις ελαστοπλαστικού προβλήµατος. Η πορεία ϕόρτισης χωρίζεται σε ϐήµατα
[tn, tn+1], µε τις τάσεις τις παραµορφώσεις και τη ισοδύναµη πλαστική παραµόρφωση
να είναι γνωστά σε κάθε σηµείο τη χρονική στιγµή tn. Επιθυµούµε σε πρώτο στάδιο
να υπολογίσουµε την παραµόρφωση την ακριβώς επόµενη χρονική στιγµή για να
εφαρµόσουµε τις κατάλληλες καταστατικές εξισώσεις. Για το λόγο αυτό, ϑα γίνει
και πάλι µια αρχικοποίηση των παραµορφώσεων και ϑα υπολογιστούν οι υπόλοιπες
τιµές για να τρέξει επαναληπτικά ο αλγόριθµος.

• Αρχικοποίηση
Η αρχική τιµή της παραµόρφωσης συναρτήσει των 2 προηγούµενων ϐηµάτων
ως εξής :

εεε0(x) = εεεn(x) +
tn+1 − tn
tn − tn−1

(
εεεn(x) − εεεn−1(x)

)
, ∀ x ∈ Ω (3.16)

ενώ τα σσσ0 και ε0
p υπολογίζονται µέσω των εεε0, σσσn, εεεn, ε

n
p όπως αποτυπώνεται και

στα Βήµατα 6β΄ και 6γ΄ παρακάτω.

• Επαναληπτικός κώδικας
Συνεπώς τα εεεi και σσσ i στην επανάληψη i είναι γνωστά, µε αποτέλεσµα να µπορεί
να συνεχίσει ο κώδικας στην εύρεση της ακριβής µακροσκοπικής τάσης για
συγκεκριµένη µακροσκοπική παραµόρφωση. Επιθυµούµε να υπολογίσουµε
τα εεεi+1 και σσσ i+1
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1. Μετατροπή των τάσεων από τον πραγµατικό χώρο, στον ϕανταστικό χώρο
Fourier, µε τον αλγόριθµο FFT

σ̂σσ i = F (σσσ i) (3.17)

2. ΄Ελεγχος σύγκλισης που ισοδυναµεί µε την ικανοποίηση της εξίσωσης
ισορροπίας στον ϕανταστικό χώρο

ei =

(
1
N

∥∥∥∥∥ ∑
d
ξξξ · σ̂σσ i(ξξξ )

∥∥∥∥∥2 )1/2

∥∥∥ σ̂σσ i(0)
∥∥∥ < 10−4 (3.18)

3. Χρήση της εξίσωσης των Lippman Schwinger

ε̂εεi+1(ξξξ ) = ε̂εεi(ξξξ ) −
L̂0

(ξξξ ) : σ̂σσ i(ξξξ ), ∀ ξξξ , 0 (3.19)

4.
ε̂εεi+1(0) = εεεn+1 (3.20)

5. Επιστροφή στον πραγµατικό χώρο µέσω του αντίστροφου γρήγορου µετα-
σχηµατισµού Fourier

εεεi+1 = F −1(ε̂εεi+1) (3.21)

6. Υπολογισµός των τάσεων σσσ i+1 και της πλαστικής παραµόρφωσης εn+1
p για

την υπολογισµένη παραµόρφωση του προηγούµενου ϐήµατος µέσω των
παρακάτω εξισώσεων

∆ηλαδή

(αʹ) Υπολογισµός ισοδύναµης τάσης για την ελαστική πρόβλεψη σσσTn+1:

sTn+1 = sn + 2µ(εεεn+1 − εεεn), (σTn+1)eq =

√
3
2

sTn+1 : sTn+1

(ϐʹ) ΄Ελεγχος αν η ελαστική πρόβλεψη είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη του
ορίου διαρροής :
αν (σTn+1)eq < σ0(εnp)

εn+1
p = εnp , sn+1 = sTn+1

αλλιώς υπολογίζεται εκ νέου η πλαστική παραµόρφωση, υποθέτοντας
ότι γίνεται αναφορά σε κράτυνση και όχι σε πράυνση η σχέση, h(εp) =

σ0(εp) + 3µεnp, µπορεί να αντιστραφεί, άρα:

εn+1
p = h−1

(
(σTn+1)eq + 3µεp

)
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και στην ειδική περίπτωση της γραµµικής κράτυνσης (σ0(εp) = σ0 +

Hεp):

εn+1
p =

3µ
H + 3µ

εnp +
(σn+1
T )eq − σ0

H + 3µ
µε το αποκλίνον µέρος µέρος της τάσης ϑα ισούται µε :

sn+1 =
σ0(εn+1

p )

(σTn+1)eq
sTn+1

(γʹ) Αντικατάσταση στην εξίσωση εύρεσης του τανυστή των τάσεων:

tr(σσσn+1) = tr(σσσn) + 3κ tr(εεεn+1 − εεεn), σσσn+1 =
1
3
tr(σσσn+1)I + sn+1

Με το πέρας του αλγόριθµου για κάθε ϐήµα n + 1 υπολογίζονται το µακροσκο-
πικό πεδίο τάσεων µέσω της εξισώσης :

σσσn+1
=

1
|Ω|

∑
x∈Ω

σσσn+1(x) (3.22)

ενώ το πεδίο των παραµορφώσεων σσσn+1 είναι γνωστό.

Οι προαναφερθέντες αλγόριθµοι αφορούν γνωστές µακροσκοπικές παραµορ-
ϕώσεις και υπολογίζονται οι αντίστοιχες µικροσκοπικές τάσεις. Ο αλγόριθµος για
µη γραµµική συµπεριφορά ϕάσεων και η απόδειξη των παραπάνω τύπων υπάρχουν
στο Παράρτηµα C στο άρθρο των Moulinec και Suquet [4]. Μπορεί να γίνει και το
αντίστροφο, δηλαδή να είναι γνωστές οι µακροσκοπικές τάσεις και να υπολογιστούν
οι µακροσκοπικές παραµορφώσεις µέσω των µικροσκοπικών τάσεων και παραµορ-
ϕώσεων, όπως αναλύεται στο Παράρτηµα Β του ίδιου άρθρου.

Η επίλυση µε τη µέθοδο της FFT, δεν περιορίζεται µόνο σε αυτές τις περιπτώσεις
συµπεριφορών υλικού. Στη νέα έκδοση του υπολογιστικού πακέτου (CraFT 2.0
(2021) https://lma-software-CraFT.cnrs.fr/download/) υπάρχουν αρ-
κετές παραπάνω υπορουτίνες που καλύπτουν και άλλες περιπτώσεις υλικών.
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Κεφάλαιο 4

Ο κώδικας CraFT

4.1 Εγκατάσταση

∆ίνονται αναλυτικές οδηγίες για την Εγκατάσταση µέσα στο συµπιεσµένο αρχείο της
CraFT (CraFT 1.0.2.tar.gz) αλλά καλό ϑα ήταν µια αναφορά στο πως µπορεί κάποιος
να εγκαταστήσει το πρόγραµµα µε πολύ απλό τρόπο και µε αναλυτικά ϐήµατα ένα
προς ένα. Για να τρέξουν οι αλγόριθµοι χρειάζεται η ύπαρξη τερµατικού Linux, για
αυτό χωρίζουµε τις οδηγίες σε δύο στάδια. Σε ένα πρώτο στάδιο ϑα εγκαταστήσουµε
το τερµατικό αυτό (Τερµατικό Ubuntu) και σε ένα δεύτερο στάδιο ϑα εγκαταστήσουµε
τους κώδικες. Αν έχουµε υπολογιστή µε λειτουργικό Windows ϑα πρέπει να γίνουν
και τα δύο ϐήµατα, ενώ αν έχουµε Linux µόνο το δεύτερο.

Αρχικά ϑα πρέπει να γίνει αποσυµπίεση του αρχείου της CraFT όπου µπορεί να
εγκατασταθεί µέσω της ιστοσελίδας http://CraFT.lma.cnrs-mrs.fr/ και του
αρχείου FFTW3 (fftw-3.3.9.tar.gz), όπου µπορεί να εγκατασταθεί από την ιστοσελίδα
www.fftw.org. Στην συνέχεια αναγράφονται αναλυτικά το πώς ϑα µπορεί κάποιος
να εγκαταστήσει το Ubuntu και ακριβώς οι εντολές που ϑα πρέπει να γραφτούν
στο τερµατικό Ubuntu ώστε να είναι κάποιος σε ϑέση να τρέξει τους κώδικες της
CraFT.

4.1.1 Εγκατάσταση Ubuntu

1. Settings→Apps & Features→ Programms and features→ Turn windows fe-
atures on or off → XWindows Subsystem for Linux→ ΟΚ και Επανεκκίνηση
του υπολογιστή

2. Microsoft Store→ Κατέβασµα Ubuntu 18.04 LTS ή οποιοδήποτε Linux distros

3. ΄Ανοιγµα του Ubuntu και ορισµός username και password

4.1.2 Εγκατάσταση CraFT

1. cd /
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2. /mnt/c/. . . (όπου έχει αποσιωπητικά τοποθετείται το ῾῾path᾿᾿ ώστε να ϐρεθεί
κάποιος µέσα στο αποσυµπιεσµένο αρχείο)

3. (τοποθετείται ο κωδικός όπου Ϲητείται)

4. sudo apt update

5. sudo apt upgrate

6. sudo apt install gcc

7. sudo apt install make

8. sudo apt-get install gfortran

9. cd στο ϕάκελο του FFTW3 και παραµένουµε στο ϕάκελο αυτό για τα επόµενα
3 ϐήµατα

10. ./configure −−enable-threads −−enable−openmp −−enable−avx (µετά το con-
figure, threads, openmp υπάρχει κενό πριν τη διπλή παύλα)

11. sudo make (ίσως να πάρει λίγο χρόνο)

12. sudo make install

13. cd στο ϕάκελο του αποσυµπιεσµένου CraFT και παραµένουµε και για το ε-
πόµενο ϐήµα

14. make

Με το πέρας των ϐηµάτων αυτών κάποιος είναι έτοιµος να τρέξει τους κώδι-
κες

4.2 Καθορισµός και εκτέλεση

Για να περιγραφεί το µηχανικό πρόβληµα στο πρόγραµµα επιθυµούνται τα εξής :

1. η περιγραφή της µικροδοµής µέσω µιας εικόνας - κειµένου αναφέροντας τη
ϕάση του υλικού που αντιστοιχεί σε κάθε pixel ή voxel

2. η περιγραφή της µηχανικής συµπεριφοράς της κάθε ϕάσης, µέσω δύο αρχείων

• ενός αρχείου που ϑα αναφέρεται σε όλα τα υλικά της µικροδοµής, το
είδος του υλικού ως προς τη συµπεριφορά (γραµµικώς ελαστικό, ελαστικό
τέλεια πλαστικό κ.ο.κ) µαζί µε τις εκάστοτε σταθερές (αν για παράδειγµα
είναι γραµµικώς ελαστικό ϑα χρειαστούν το µέτρο Ελαστικότητας Ε και ο
λόγος Poisson)

• και ενός που ϑα αναφέρεται στην αντιστοιχία ϕάσεων µε τα υλικά και ο
προσανατολισµός του κάθε υλικού στην κάθε ϕάση
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3. η περιγραφή των συνθηκών ϕόρτισης

4. ο προσδιορισµός των ειδών των αποτελεσµάτων και το όνοµα στο που επιθυµε-
ίται στο αρχείο των αποτελεσµάτων

5. περαιτέρω παραµέτρους που επηρεάζουν τον κώδικα

• η επιλογή του υλικού αναφοράς C(0)

• η ακρίβεια στη σύγκλιση της επαναληπτικής διαδικασίας

Τα αρχεία αυτά ϑα είναι γραµµένα σε αρχεία συγγραφής και ϑα έχουν τις α-
κόλουθες καταλήξεις. Η δοµή στο εσωτερικό τους ϑα αναλυθεί σε επόµενο στάδιο :

1. Μικροδοµή → .vtk

2. • Προσδιορισµός συµπεριφοράς και σταθερών →.mat

• Αντιστοιχία ϕάσεων µε υλικά και προσανατολισµός ϕάσεων →.pha

3. Συνθήκες ϕόρτισης → .load

4. ΄Εξοδος Αποτελεσµάτων → .output

Για να τρέξει ο κώδικας της CraFT αρκεί να γίνει µια αρχική είσοδος στο path
όπου ϐρίσκεται όλο το πακέτο της µεθόδου, αρκεί δηλαδή να εισέλθει κάποιος στο
ϕάκελο µε όνοµα CraFT_1.0.12g και να πατήσει Enter όπως ακολούθως.

Σχήµα 4.1: Εντολή επίκλησης της CraFT στο τερµατικό Ubuntu

Σε ένα δεύτερο στάδιο ϑα πρέπει να γραφτεί η εντολή:

• bin\CraFT

• ή bin\CraFT -i

• ή bin\CraFT -f

Στην περίπτωση των δύο πρώτων, που είναι ολόιδιες, ϑα Ϲητηθεί από το τερµα-
τικό σαν είσοδος να δοθούν τα paths για κάθε ένα αρχείο µε τα δεδοµένα, όπως
γενικά περιγράφηκαν προηγουµένως, ενώ στην τελευταία περίπτωση Ϲητείται µόνο
ένα αρχείο µε κατάληξη .in που τα έχει όλα τα paths ενσωµατωµένα.

Για λόγους ευκολίας και ταχύτητας συνίσταται η τελευταία µέθοδος.
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Σχήµα 4.2: Εντολή τρεξίµατος του αρχείου δεδοµένων προβλήµατος

Είναι εφικτό να οριστεί και ο αριθµός των πυρήνων που ϑα χρειαστούν για να
τρέξει ο κώδικας. Αυτό µπορεί να γίνει σε συνέχεια µε την προηγούµενη εντολή και
να προστεθεί η εντολή:

-n και µετά ο αριθµός των πυρήνων

Σχήµα 4.3: Εντολή τρεξίµατος του αρχείου δεδοµένων προβλήµατος µε τον έλεγχο
των αριθµό των πυρήνων

4.2.1 Αρχείο .in

Το αρχείο .in ϑα πρέπει να έχει µια παρόµοια δοµή όπως στο Σχήµα 4.4:
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Σχήµα 4.4: ∆οµή αρχείου περιγραφής των δεδοµένων του προβλήµατος µε κατάληξη
.in

Επειδή ο κώδικας που τρέχει στο πακέτο της CraFT είναι γραµµένος κυρίως
σε γλώσσα προγραµµατισµού C, όποια σειρά ξεκινάει µε δίεση ῾῾#᾿᾿ στο Σχήµα 4.4
αποτελεί σχόλιο για να µπορεί να καταλάβει κάποιος ένα ένα τα ϐήµατα και τα κόκ-
κινα ϐέλη υποδηλώνουν ακριβώς τις εντολές που πρέπει να γραφούν. Περιγράφουν
ουσιαστικά τα ῾῾µονοπάτια᾿᾿ για όλα τα απαραίτητα αρχεία εισόδου.

Προσοχή

Είναι προφανές ότι στον κάθε χρήστη τα ῾῾µονοπάτια᾿᾿ για κάθε µια παράµετρο
ϑα είναι διαφορετικά από αυτά που αναγράφονται στην εικόνα άνωθεν. Σε κάθε
περίπτωση ϑα πρέπει να δηλώνονται σωστά γιατί ϑα υπάρχει είτε συντακτικό είτε
λογικό λάθος στον κώδικα.

Εν συνεχεία ϑα γίνει ανάλυση για ένα ένα αρχείο, από αυτά που υπάρχουν µέσα
στο .in.

4.2.2 Αρχείο .vtk

΄Ενα από τα δύσκολα µέρη του προσδιορισµού του προβλήµατος είναι ο προσδιορι-
σµός της µικροδοµής. Το αποδεκτό αρχείο περιγραφής της µικροδοµής πρέπει να
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είναι σε κατάληξη .vtk και σε dataset Structured Points. Για να επιτευχθεί κάτι
τέτοιο έχουν δηµιουργηθεί κάποια µικρά προγράµµατα στην Matlab.

Γενικά το αρχείο αυτό ϑα πρέπει να αποτελείται από σύµβολα, συνήθως αριθµο-
ύς, όπου για κάθε voxel ϑα αντιστοιχεί ένα σύµβολο που ϑα υποδηλώνει τη ϕάση που
υπάρχει στο αντίστοιχο voxel της τρισδιάστατης ή στο αντίστοιχο pixel δισδιάστατης
µικροδοµής.

Ο λόγος που γίνεται αυτό είναι ώστε ο επαναληπτικός κώδικας να κάνει υπο-
λογισµούς σε κάθε voxel γνωρίζοντας το υλικό που αντιστοιχεί στο κάθε voxel. Τα
ϐήµατα που ακολουθούν αποτελούν έναν απλό τρόπο για να γίνει µια τρισδιάστατη
µικροδοµή στην επιθυµητή µορφή.

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι το Αρχείο .vtk το οποίο περιγράφουµε α-
ϕορά για διφασική µικροδοµή µε µονοδιασπορά σφαιρών. Σε περίπτωση που τα
σωµατίδια είναι σφαιροειδή ϑα χρειαστεί η ίδια διαδικασία απλά ϑα είναι διαφο-
ϱετικό το Βήµα 1. Σε άλλη περίπτωση όπου αναφερόµαστε σε πολυδιασπορά ή
περισσότερες ϕάσεις ϑα πρέπει να τροποποιηθούν κατάλληλα τόσο το Βήµα 1, όσο
και το Βήµα 4 που ακολουθούν.

• Βήµα 1: Παραγωγή Μικροδοµής και Εξαγωγή σε µορφή .stl

Παράγουµε την τυχαία µικροδοµή µέσω της µεθόδου RSA µε κάποιο πρόγραµ-
µα όπως η Mathematica, και επιθυµούµε η έξοδος αυτής να έχει κατάληξη .stl.

Συγκεκριµένα µε τη Mathematica ϑα πρέπει να τρέξει ο κώδικας RSA_3D_Algorithm
_monodisperse.nb και γίνει η έξοδος του αρχείου .stl, για µονοδιασπορά σφαι-
ϱών.

Θα πρέπει να υπάρξει προσοχή ότι οι εντολές ῾῾Sphere᾿᾿ ή ῾῾Ball᾿᾿ ϑα παράξουν
µικροδοµή όπου τα σωµατίδια ϑα αποτελούνται µόνο από το κέλυφος τους
και στο εσωτερικό ϑα είναι κενές, γεγονός που ϑα προκαλέσει σφάλµα στην
εφαρµογή της µεθόδου.

Η εντολή RegionMember µας ϐοηθάει στην περίπτωση αυτή, για αυτό έχει
προστεθεί στον κώδικα µε την επιλογή του PlotPoints→ 100 να είναι αυτή που
προτείνουµε για την ακρίβεια στην επιφάνεια των σωµατιδίων. Παράδειγµα της
µικροδοµής που εξάγεται παρουσιάζεται παρακάτω.

Σηµαντικό είναι να µην υπάρχει χρώµα στο εσωτερικό της µήτρας, να είναι
χρωµατισµένα µόνο τα σωµατίδια και να µην υπάρχει κάποιο ῾῾κουτί᾿᾿ (Box)
γύρω από την µικροδοµή. Οι λόγοι ϑα εξηγηθούν αργότερα.

• Βήµα 2: ∆ιακριτοποίηση του .stl σε voxels

Χρησιµοποιώντας τον διαδικτυακό µετατροπέα:

https://drububu.com/miscellaneous/voxelizer/?out=txt

µπορούµε να µετατρέψουµε σε τριαδιάστατα voxels, τα λεγόµενα voxels.
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Πατώντας το open file πρέπει να επιλεχθεί το αρχείο που εξήχθε από την Ma-
thematica.

Σχήµα 4.5: Επεξήγηση γραφικού περιβάλλοντος διαδικτυακού µετατροπέα ανάλυσης
της µικροδοµής

Κουνώντας δεξιά αριστερά την µπάρα κάτω από την εικόνα µπορεί να επιλεγεί
ο αριθµός των voxels. ΄Οσο µεγαλύτερος ο αριθµός αυτών τόσο πιο αναλυτικά
ϑα περιγράφεται στη συνέχεια η µικροδοµή.

Σχήµα 4.6: Τρόπος επεξεργασίας χωρικής ανάλυσης µικροδοµής

Σηµαντικό είναι η πρώτη από τις δύο µικρές µπάρες να µετακινηθεί προς τα
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δεξιά µέχρι ένα σχετικά µεγάλο αριθµό, ώστε να γεµίσουν στο εσωτερικό τους
τα σωµατίδια.

Σχήµα 4.7: Παραγωγή µικροδοµής µε συµπαγή σωµατίδια

΄Ενας τρόπος να γίνει έλεγχος κατά πόσο έχουν γεµίσει στο εσωτερικό τα σω-
µατίδια είναι να πατήσουµε το εικονίδιο µε την επιγραφή 2D

Σχήµα 4.8: ΄Ελεγχος επίτευξης επιθυµητής µικροδοµής

και εν συνεχεία να µετακινήσουµε τη µπάρα κατακόρυφα µέχρι τη µέση.
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Σχήµα 4.9: Αναλυτικότερος ΄Ελεγχος επίτευξης επιθυµητής µικροδοµής

Αν οι κύκλοι δεν είναι γεµισµένοι τότε ϑα χρειαστεί να αυξήσουµε την τιµή
στην προηγούµενη µπάρα. (Μια τιµή κοντά στο 300 είναι ασφαλής για τις
περισσότερες περιπτώσεις)

Για να γίνει επιστροφή στην τρισδιάστατη µορφή αρκεί να πατηθεί το ῾῾Χ᾿᾿.

Αν τυχόν η τρισδιάστατη µικροδοµή περιείχε χρώµα στο ϕορέα, δε ϑα µπορούσε
κάποιος να διακρίνει διαφορά στα σωµατίδια και στο ϕορέα, ϑα ήταν όλα γκρι.
Αντίστοιχα αν είχε τοποθετηθεί ῾῾κουτί᾿᾿ γύρω από τη µικροδοµή ϑα είχε ως
αποτέλεσµα να εµφανιστεί ένα ενιαίο γκρι ῾῾κουτί᾿᾿ χωρίς να είναι ευδιάκριτες οι
επιµέρους ϕάσεις.

• Βήµα 3: ΄Εξοδος του αρχείου σε µορφή .txt

Θα πρέπει να επιλεγεί η κατάληξη .txt από τις πολλές καταλήξεις που υπάρ-
χουν
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Σχήµα 4.10: Επιλογή επιθυµητής κατάληξης αρχείου

και να πατηθεί η επιλογή save as .txt.

Σχήµα 4.11: Τρόπος εξόδου επιθυµητού αρχείου σε κατάληξη .txt

Το αρχείο που έχει εξαχθεί αποτελείται από τις συντεταγµένες των voxels που
αντιστοιχούν στα σωµατίδια. Οπότε αυτό που επιθυµούµε σε επόµενο στάδιο
είναι να µετατρέψουµε αυτό το αρχείο σε µορφή .vtk.

• Βήµα 4: Μετατροπή αρχείου .txt σε αρχείο .vtk

Με τη χρήση ενός κώδικα και µίας συνάρτησης της Matlab ϑα µπορέσει να
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γίνει αυτή η µετατροπή.

Μέσω του αρχείου visualisation3d.mlx ϑα γίνει αυτή η µετατροπή. Ο κώδι-
κας αυτός επικαλείται τη συνάρτηση vtkwrite η οποία παίρνει έναν πίνακα
τιµών και τη µετατρέπει στο επιθυµητό αρχείο για την εκτέλεση της µεθόδου.

Η ιδέα πίσω από αυτόν τον κώδικα είναι να δηµιουργηθεί ένας πίνακας τιµών
µε αριθµούς (0 και 1), όπου το 0 ϑα αναφέρεται στο ϕορέα και το 1 στα
σωµατίδια. Το προηγούµενο αρχείο .txt περιέχει τις συντεταγµένες των voxels
που αντιστοιχούν στα σωµατίδια. ΄Αρα η ιδέα είναι ότι αυτές οι συνταγµένες να
οδηγήσουν σε αντίστοιχες ϑέσεις ενός τρισδιάστατου αριθµητικού πίνακα και
να τοποθετηθεί ο αριθµός 1 σε εκείνο το κελί. Για να γίνει πιο κατανοητό, είναι
απλό να ϕανταστεί κάποιος την τρισδιάστατη µικροδοµή, ως µη έναν πίνακα
τριών διαστάσεων µε κάθε voxel να αντιστοιχεί σε ένα κελί του πίνακα και να
παίρνει την τιµή 1 αν είναι σωµατίδιο ή την τιµή 0 αν είναι voxel που αντιστοιχεί
σε ϕορέα.

Είναι δύσκολο να ϕανταστεί κάποιος πως ϑα µοιάζει αυτός ο τρισδιάστατος
πίνακας για µια τρισδιάστατη µικροδοµή που ϑα αποτελείται από 0 και 1,
µιας και ο τρισδιάστατος πίνακας σε ένα αρχείο κειµένου όπως είναι το .vtk
ϑα παρουσιάζεται σε δύο διαστάσεις, αλλά για δισδιάστατη µικροδοµή κάτι
τέτοιο είναι πολύ απλό. ΄Οπως ϕαίνεται παρακάτω στα Σχήµατα 4.12 4.13 δεν
είναι εύκολο να καταλάβει κάποιος αν γίνεται αναφορά σε εικόνα ή σε αρχείο
κειµένου µιας και ϕαίνονται ευκρινέστατα τόσο ο ϕορέας όσο και τα σωµατίδια
αλλά σε µια πρώτη µεγέθυνση είναι ξεκάθαρο ότι δεν αποτελεί εικόνα, παρά
έναν πίνακα τιµών µε 0 και 1.

Σχήµα 4.12: Επιθυµητό αρχείου για την περιγραφή µικροδοµής
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Κάνοντας µία µεγέθυνση στον µαύρο κύκλο προκύπτει :

Σε µια µεγαλύτερη µεγέθυνση διακρίνονται τα 0 και 1:

Σχήµα 4.13: Επιθυµητό αρχείου για την περιγραφή µικροδοµής σε µεγέθυνση

Ο κώδικας visualisation3d.mlx χρειάζεται προσοχή στον ορθό καθορισµό του
ϕακέλου όπου ϐρίσκεται το αρχείο .txt, αλλά και στον αριθµό των voxels κάθε
ϕορά που ϑα πρέπει να αλλάζουν ανάλογα µε το παράδειγµα.

Στην τελευταία σειρά γίνεται η επίκληση της συνάρτησης vtkwrite, όπου έχο-
ντας σα δεδοµένο τις τιµές του πίνακα µε τα 0 και 1 και το dataset Structured
Points δίνει σαν αποτέλεσµα ακριβώς τη δοµή του αρχείου που χρειάζεται το
CraFT.
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Σχήµα 4.14: Κώδικας στην MATLAB για δηµιουργία αρχείου .vtk

΄Αρα ακολουθώντας ένα ένα τα ϐήµατα ϑα ϐγει το επιθυµητό αποτέλεσµα, µε
ιδιαίτερη προσοχή στον προσδιορισµό των σωστών ϕακέλων και των σωστών
διαστάσεων που ϑα ισοδυναµούν µε τον αριθµό voxels σε κάθε κατεύθυνση.

Προσοχή: ΄Ενα τελευταίο ϐήµα είναι να σβηστούν τα περιττά µηδενικά στο
αρχείο που δηµιουργήθηκαν καθώς όπου κατοχυρώθηκε το ῾῾1᾿᾿ εν τέλει έχει αποθη-
κευτεί ῾῾1.00᾿᾿. Το πιο απλό που µπορεί να γίνει είναι να πατηθούν ῾῾Ctrl + H᾿᾿ και να
γίνει µετατροπή του ῾῾.00᾿᾿ σε κενό.

4.2.3 Αρχείο .phases

Σε αυτό το αρχείο δηλώνουµε την αντιστοιχία των συµβόλων (0 και 1) του .vtk αρ-
χείου µε την ονοµασία που δίνουµε σε κάθε υλικό και η κατεύθυνση του υλικού
εκφραζόµενο µε τη γωνία που συµβολίζει µε κάθε άξονα (γωνίες Euler).
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Σχήµα 4.15: Επιθυµητό αρχείο περιγραφής των ϕάσεων µε κατάληξη .pha

Στην πρώτη στήλη αναγράφονται τα σύµβολα που υπάρχουν στο αρχείο της
µικροδοµής και στη δεύτερη την ονοµασία που τους δίνεται από το χρήστη, ώστε να
γίνεται αναφορά στα άλλα αρχεία µε την νέα ονοµασία.

Εδώ χρησιµοποιούµε την ίδια ονοµασία καθώς τα σύµβολα στο .vtk αρχείο είναι
0 και 1, αλλά υπάρχει ενδεχόµενο να έχουν επιλεγεί άλλα σύµβολα µε κάποια άλλη
µέθοδο δηµιουργίας του αρχείου. Αυτό το ενδεχόµενο είναι απίθανο αν ακολου-
ϑήσουµε ακριβώς τα ϐήµατα, για αυτό η δεύτερη στήλη ϑα πρέπει να είναι ίδια µε
την πρώτη.

Αναφορικά µε τις άλλες τρεις στήλες αν τα εκάστοτε υλικά είναι ισότροπα ϑα
πρέπει αν είναι 0, αλλιώς ϑα πρέπει να δοθούν οι κατάλληλες γωνίες Euler.

4.2.4 Αρχείο .mat

Εδώ περιγράφεται η µηχανική συµπεριφορά του κάθε υλικού και οι σταθερές που
περιγράφουν την κάθε περίπτωση.
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Σχήµα 4.16: Επιθυµητό αρχείο περιγραφής των ιδιοτήτων των υλικών µε κατάληξη
.mat

Και σε αυτήν την περίπτωση οι εντολές µε # αποτελούν σχόλια οπότε οι απαρα-
ίτητες εντολές είναι αυτές χωρίς τη δίεση µπροστά.

Ο πρώτος αριθµός αναφέρεται στο όνοµα του υλικού που δόθηκε προηγουµένως
(το 1 εξ΄ αρχής έχει ϑεωρηθεί ότι αντιστοιχεί στα σωµατίδια και το 0 στο ϕορέα) και
δεύτερος αριθµός στην ίδια σειρά υποδηλώνει σε ποια κατηγορία υλικών ως προς τη
µηχανική συµπεριφορά υπάγεται. Το 1 υποδηλώνει ισότροπα γραµµικά ελαστικό
υλικό και το 2 ελαστικά τέλεια πλαστικό υλικό.

Γενικότερα οι κατηγορίες είναι οι εξής :

• 0→ Κενό υλικό, αναφέρεται σε οπές

• 1→ Ισότροπο γραµµικώς ελαστικό µέσο

• 2→ Ελαστικό Τέλεια Πλαστικό

• 3→ Ανισότροπα Ισότροπα Ελαστικό

• 4→ Ελαστο-Πλαστικό Von Mises

Για την κάθε περίπτωση ϑα πρέπει να δοθούν και οι σταθερές τιµές των πα-
ϱαµέτρων που την περιγράφουν µια προς µια στις επόµενες σειρές. Πιο συγκεκρι-
µένα:

• Οπές → ∆ε χρειάζεται κάποια τιµή στις από κάτω γραµµές για το υλικό που
αποτελεί οπή (αν επιλεγεί αυτή η περίπτωση ο κώδικας δε ϑα συγκλίνει)

• Ισότροπο γραµµικώς ελαστικό µέσο → Χρειάζεται στην πρώτη σερά το µέτρο
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Ελαστικότητας ῾῾Ε᾿᾿ και στην επόµενη το ο λόγος Poisson ῾῾ν᾿᾿

• Ελαστικό Τέλεια Πλαστικό → ΄Ιδια µε την προηγούµενη περίπτωση αλλά στην
επόµενη γραµµή χρειάζεται και το όριο ϱοής σy.

• Ανισότροπα Ισότροπα Ελαστικό → Θα πρέπει να γραφτεί η τανυστής ελαστι-
κότητας C του υλικού.

• Ελαστο-Πλαστικό Von Mises → Θα είναι όπως την περίπτωση του Ελαστι-
κού Τέλεια Πλαστικού Υλικού µε µια ακόµα πληροφορία, αυτή του µέτρου
σκλήρυνσης Η.

Στην προηγούµενη περίπτωση είναι ξεκάθαρο ότι γίνεται αναφορά για διφασικό σύν-
ϑετο υλικό µε τη µια ϕάση να είναι ισότροπο γραµµικά ελαστικό υλικό µε µέτρο
Ελαστικότητας Ε= 14.9 GPa και λόγο Poisson v= 0.49 και την άλλη ϕάση να είναι
ελαστικό και τέλεια πλαστικό υλικό µε µέτρο Ελαστικότητας Ε= 149. GPa και λόγο
Poisson v= 0.49.

4.2.5 Αρχείο .load

Εδώ ϑα πρέπει να περιγραφούν τα γνωστά µεγέθη ϕόρτισης, είτε αυτά των τάσεων
είτε αυτά των παραµορφώσεων. Υπάρχουν 3 περιπτώσεις :

• Γνωστές τάσεις

• Γνωστές παραµορφώσεις

• Γνωστή κατεύθυνση τάσεων

Στην περίπτωση των γνωστών τάσεων χρειάζεται µια παρακάτω δοµή.

Αρχικά χρειάζεται να δηλωθεί το γράµµα S όπως ϕαίνεται που δηλώνει ότι ϑα
γίνει αναφορά σε γνωστή κατεύθυνση τάσεων και εν συνεχεία στις παρακάτω γραµµές
ϑα πρέπει να γίνει πλήρης περιγραφή για την πορεία της ϕόρτισης.
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Σχήµα 4.17: Επιθυµητό αρχείο περιγραφής της πορείας ϕόρτισης µε κατάληξη .load

Στην πρώτη στήλη αναφέρεται το χρονικό ϐήµα

Στη δεύτερη στήλη γίνεται αναφορά στην αρχική και στην τελική χρονική στιγµή
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ϕόρτισης.

Στις επόµενες έξι στήλες γίνεται αναφορά στην κατεύθυνση των τάσεων

Και στην τελευταία αναφέρεται η επιθυµητή ισοδύναµη παραµόρφωση για κάθε
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ϐήµα

Οπότε στο άνωθεν παράδειγµα γίνεται αναφορά για µονοαξονικό εφελκυσµό στον
άξονα 1 µέχρι να ϕτάσει η παραµόρφωση στην αντίστοιχη κατεύθυνση ( ε11) στο
0.5%. Μέχρι να ϕτάσει σε εκείνο το σηµείο ϑα έχουν γίνει 1000 ϐήµατα, δηλαδή
ϑα λύνεται το πρόβληµα ανά 0.0005% και ϑα υπολογίζονται τα αντίστοιχα µητρώα
µέσων τάσεων και µέσων παραµορφώσεων.

Παρόµοια δοµή υπάρχει και στην περίπτωση των γνωστών παραµορφώσεων µε
τη διαφορά ότι δηλώνεται µε το γράµµα D και αντί για αναφορά στην κατεύθυνση των
τάσεων και στην ισοδύναµη τάση γίνεται αναφορά στις κατευθύνσεις των παραµορ-
ϕώσεων και στην ισοδύναµη παραµόρφωση. Στην περίπτωση των γνωστών τάσεων
και όχι της κατεύθυνσης αυτών δηλώνεται µε C.

4.2.6 Αρχείο .output

Σε αυτό το αρχείο δηλώνεται :

• το όνοµα των αρχείων των αποτελεσµάτων

• το αν επιθυµούνται οι µέσες τιµές και οι τυπικές αποκλίσεις (first - second
moments)

• οι χρονικές στιγµές που επιθυµούνται τα παραπάνω

• το αν επιθυµούνται οπτικά αποτελέσµατα, κατανοµής τάσεων ή παραµορφώσε-
ων και οι επιθυµητές χρονικές στιγµές που επιθυµούνται

Το αρχείο µε κατάληξη .output ϑα πρέπει να έχει µια παρόµοια δοµή µε την παρα-
κάτω εικόνα. ΄Οσες γραµµές ξεκινάνε µε το σύµβολο της δίεσης για άλλη µια ϕορά
αναφέρονται σε σχόλια ενώ οι υπόλοιπες γραµµές αποτελούν εντολές για να τρέξει ο
κώδικας.
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Σχήµα 4.18: Επιθυµητό αρχείο περιγραφής των αποτελεσµάτων µε κατάληξη .output

Στην πρώτη σειρά ϑα πρέπει να γραφεί η εντολή generic name= και εν συνεχεία
το ῾῾µονοπάτι᾿᾿ που ϑα πρέπει να ακολουθηθεί µε την τελευταία έκφραση στο µονοπάτι
να σηµατοδοτεί και την ονοµασία των αρχείων των αποτελεσµάτων. Συνεπώς στην
προκειµένη περίπτωση τα αποτελέσµατα ϑα εµφανιστούν µε το όνοµα ex02 και µε
κατάληξη που ϑα συζητηθεί στην επόµενη παράγραφο.

Στη δεύτερη σειρά ϑα πρέπει να δοθεί η εντολή ῾῾stress moment=᾿᾿ και µετά ῾῾yes᾿᾿ ή
῾῾no᾿᾿ αναλόγως αν επιθυµούνται οι µέσες τιµές των τάσεων και οι τυπικές αποκλίσεις
για κάθε ϕαση ή όχι αντίστοιχα, Στην περίπτωση του ναι, στην ίδια σειρά µπορεί να
εκφραστούν και οι χρονικές στιγµές που επιθυµούνται οι τιµές αυτές. Στην παρούσα
περίπτωση ϑα δοθούν µόνο για το τέλος της ϕόρτισης καθώς δεν έχει εκφραστεί
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κάποια συγκεκριµένη χρονική στιγµή, δηλαδή κάποιο συγκεκριµένο ϐήµα ϕόρτισης
για να εξαχθούν αυτές οι τιµές.

Στην τρίτη σειρά ϑα πρέπει να εκφραστεί το αν επιθυµείται οπτικό αποτέλεσµα της
ανάλυσης µε την κατανοµή των τάσεων ή των παραµορφώσεων πάνω στην µικρο-
δοµή και αν ναι, σε ποιες χρονικές στιγµές. Για να γίνει αυτό γράφεται η εντολή
῾῾equivalent strain image᾿᾿ ή ῾῾equivalent stress image᾿᾿ και στη συνέχεια ῾῾yes᾿᾿ ή ῾῾no᾿᾿.
΄Οπως και πριν αν επιθυµείται µια τέτοιους είδους εικόνα τότε ϑα πρέπει να εκ-
ϕραστεί και η αντίστοιχη χρονική στιγµή που αντιστοιχεί σε συγκεκριµένη ϕόρτιση.
Στον παρόν παράδειγµα επιθυµείται για τις χρονικές στιγµές 0.1, 0.2, 0.5 και 1
δευτερόλεπτο η έκδοση της εικόνας της µικροδοµής που αντιστοιχεί στην ισοδυναµη
παραµόρφωση.

Τέλος, στην τελευταία γραµµή, αν έχει Ϲητηθεί η εικόνα απο την τρίτη γραµµή ϑα
πρέπει να γραφτεί η εντολή im_format για να εκφραστεί η επιθυµητή κατάληξη της
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εικόνας και εδώ συνιστάται να οριστεί η κατάληξη vtk γιατί οι άλλες επιλογές δεν
είναι τόσο γνωστές και εύχρηστες, σε αντίθεση µε την vtk που µπορεί να ανοίξει µέσω
πλατφόρµων όπως το ParaView.

4.2.7 Αρχεία Αποτελεσµάτων

Τα αρχεία που δίνει σαν αποτέλεσµα το CraFT είναι τρία :

1. Αρχείο µε κατάληξη .res

2. Αρχείο µε κατάληξη .mom

3. Αρχείο µε κατάληξη .perf

Αρχείο .res

Σε αυτό το αρχείο δίνονται αποτελέσµατα για τις µέσες τάσεις και παραµορφώσεις
για όλες τις κατευθύνσεις, δίνονται δηλαδή οι τανυστές σσσ και εεε για κάθε ϐήµα ϕόρ-
τισης που έχει οριστεί. Πέρα από τους τανυυστές δίνονται και τα σφάλµατα σε κάθε
επανάληψη, τόσο το σφάλµα σύγκλισης όσο και το σφάλµα στις συνθήκες ϕόρτισης
µαζί µε τις επαναλήψεις που χρειάστηκαν για να συγκλίνει η µέθοδος.
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Σχήµα 4.19: Επιθυµητό αρχείο περιγραφής των ιδιοτήτων των υλικών µε κατάληξη
.res

Αρχείο .mom

Στην περίπτωση που έχουν Ϲητηθεί να δοθούν αποτελέσµτα για επιµέρους µέσες
τιµές (σσσ,σσσ ή εεε, εεε) για κάθε ϕάση ϑα εξαχθεί αρχείο µε αυτην την κατάληξη και πιο
συγκεκριµένα stress.mom που ϑα αναφέρει κάθε ϐήµα ϕόρτισης µε τις αντίστοιχες
τιµές. Το ϐήµα αυτό δόθηκε στο αρχείο output στη δεύτερη σειρά.

Σχήµα 4.20: Αρχείο αποτελεσµάτων µέσων τάσεων για το ϕορέα και τα σωµατίδια
.mom
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Επειδή είναι ανακατεµένες οι τιµές και δύσκολο να εξαχθούν κάποια δεδοµένα
ϑα γίνει µετέπειτα κάποια µορφοποίηση του αρχείου αυτού µέσω κώδικα της Ma-
tlab.

Αρχείο .perf

Μιας και το αξιοσηµείωτο της διαδικασίας είναι η χρονική διάρκεια επίλυσης, δε
ϑα µπορούσε να λείπει και ένα αρχείο που να αναλύει τη χρονική διάρκεια επίλυ-
σης µέσω του CraFT. Ο χρόνος επίλυσης δίνεται µέσω του αρχείου µε κατάληξη
.perf, περιγράφοντας αναλυτικά το χρόνο που χρειάστηκε σε διάφορα ϐήµατα του
κώδικα.

Σχήµα 4.21: Αρχείο περιγραφής απαιτούµενου χρονικού διαστήµατος επίλυσης του
προβλήµατος µε κατάληξη .perf

Τέλος, έχει δηµιουργηθεί ένας κώδικας στην Matlab µε όνοµα CraFT_Final
_Results_Stress _Converter.mlx όπου έχει ως σκοπό να εξάγει ένα µόνο αρχείο
µε όλες τις απαραίτητες τιµές µε σκοπό να γίνουν τα διαγράµµατα µετά µε κάποιο
πρόγραµµα όπως η Mathematica ή Matlab.

Θα πρέπει να δοθεί προσοχή στα ῾῾µονοπάτια᾿᾿ και στις τιµές που αντιστοιχούν
στο κουτί µε το κόκκκινο ϐέλος. Θα πρέπει στην µεταβλητή ῾῾Step_inc᾿᾿ να εκχωρηθεί
η τιµή των συνολικών ϐηµάτων και στην µεταβλητή ῾῾Ε33᾿᾿ η µέγιστη παραµόρφω-
ση.

Στον κώδικα αυτό χρειάζονται σαν είσοδοι τα αρχεία .res και .mom που εξήχθη-
σαν από την CraFT. Είναι σηµαντικό για να µην δηµιουργηθούν προβλήµατα να
τοποθετηθούν µε Αντιγραφή - Επικόλληση στον ίδιο ϕάκελο µε τον κώδικα της Ma-
tlab. Για τα διαγράµµατα ϑα χρειαστεί µόνο το αρχείο µε κατάληξη ῾῾final.res᾿᾿ το
οποίο αναγράφει όλες τις επιθυµητές τιµές.
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Σχήµα 4.22: Αρχείο Matlab µετατροπής των αποτελεσµάτων

4.2.8 Παράδειγµα Απόκρισης Ελαστοπλαστικού υλικού υπό κυ-
κλική ϕόρτιση

Παρακάτω παραθέτουµε το παράδειγµα απόκρισης σύνθετου υλικού σωµατιδιακού
τύπου µε 2 ϕάσεις, µια Ελαστική (σωµατίδια) και µια Ελαστική - Τέλεια Πλαστική
(ϕορέας) που υπόκειται σε κυκλική ϕόρτιση. Η µικροδοµή είναι περιοδική µε τυχαία
µονοδιασπορά σωµατιδίων, προσδιορισµένα µέσω της µεθόδου RSA, και ο αριθµός
των σωµατιδιών στο εσωτερικό της ανέρχονται στα 30 µε αυτά να καταλαµβάνουν το
10 % της µοναδιαίας κυψελίδας.

Παραγωγή Μικροδοµής

∆ηµιουργία Αρχείου .vtk

Με τη διαδικασία που περιγράφηκε αναλυτικά στο 4.2.2 προκύπτει το εξής αρχε-
ίο :
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Σχήµα 4.23: Αρχείο µικροδοµής παραδείγµατος

∆ηµιουργία Αρχείου .mat

Το παρόν παράδειγµα αναφέρεται σε σύνθετο υλικό µε 2 ϕάσεις που είναι ισότροπες
και ασυµπίεστες µε το ϕορέα να αποτελείται από Ελαστικό Τέλεια Πλαστικό Υλικό
και τα σωµατίδια από Γραµµικώς Ελαστικό Υλικό. Ο λόγος του µέτρου διάτµησης
των σωµατιδίων προς αυτό της µήτρας ισούται µε 2, δηλαδή µ(2)/µ(1) = 2 άρα και
Ε(2)/Ε(1) = 2 όπου Ε το µέτρο ελαστικότητας. Το µέτρο διάτµησης της µήτρας
επιλέγεται να είναι 50 ϕορές µεγαλύτερο από το όριο διαρροής αυτής (σy), δλδ
µ(1)/σy = 50 και ϑεωρώντας το όριο διαρροής 1(GPa) προκύπτει ότι :

• µ(1) = 50GPa

• µ(2) = 100GPa

• E(1) = 149GPa

• E(2) = 298GPa

Μιας και οι 2 ϕάσεις επιλέγονται να είναι τείνουν στην ασυµπιεστότητα, ϑα
ισχύει ότι για τους λόγους Poisson:

• ν(1) = 0.49

• ν(2) = 0.49

Με όσα περιγράφηκαν στο 4.2.4 το αρχείο που ϑα περιγράφει τα εκάστοτε υλικά
ϑα είναι το παρακάτω:
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Σχήµα 4.24: Αρχείο χαρακτηριστικών σταθερών κάθε ϕάσης παραδείγµατος

∆ηµιουργία Αρχείου .load

΄Εστω το πείραµα της αξονοσυµµετρικής διάτµησης που εφαρµόζεται κυκλικά στην
προαναφερθείσα µικροδοµή. Χωρίζοντας την κυκλική ϕόρτιση σε 8 κοµµάτια, η
µονάδα µέτρησης των δευτερολέπτων είναι πλασµατική, και ϑεωρώντας ως γνωστές
τις παραµορφώσεις και ψάχνοντας τις αντίστοιχες τάσεις µπορεί να εκφραστεί ως
εξής :

• Από 1 µέχρι 100 δευτερόλεπτα εφαρµόζεται παραµόρφωση από 0 µέχρι 0.015
σε 100 ισαπέχοντα ϐήµατα

• Από 101 µέχρι 200 δευτερόλεπτα εφαρµόζεται παραµόρφωση από 0.015 µέχρι
0.03 σε 20 ισαπέχοντα ϐήµατα

• Από 201 µέχρι 300 δευτερόλεπτα εφαρµόζεται παραµόρφωση από 0.03 µέχρι
0.015 σε 100 ισαπέχοντα ϐήµατα

• Από 301 µέχρι 400 δευτερόλεπτα εφαρµόζεται παραµόρφωση από 0.015 µέχρι
0. σε 20 ισαπέχοντα ϐήµατα

• Από 401 µέχρι 500 δευτερόλεπτα εφαρµόζεται παραµόρφωση από 0 µέχρι
-0.015 σε 20 ισαπέχοντα ϐήµατα

• Από 501 µέχρι 600 δευτερόλεπτα εφαρµόζεται παραµόρφωση από -0.015
µέχρι -0.03 σε 20 ισαπέχοντα ϐήµατα

• Από 601 µέχρι 700 δευτερόλεπτα εφαρµόζεται παραµόρφωση από -0.03 µέχρι
-0.015 σε 100 ισαπέχοντα ϐήµατα

• Από 701 µέχρι 800 δευτερόλεπτα εφαρµόζεται παραµόρφωση από -0.015
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µέχρι 0. σε 20 ισαπέχοντα ϐήµατα

Σχήµα 4.25: Αρχείο περιγραφής ϐηµάτων ϕόρτισης αξονοσυµµετρικής διατµητικής
παραµόρφωσης παραδείγµατος

Ο λόγος που γίνεται τέτοιου είδους διακριτοποίηση της ϕόρτισης είναι γιατί εκεί
που έχουν επιλεχθεί περισσότερα ϐήµατα έχει παρατηρηθεί αλλαγή στην καµπύλη
τάσης παραµόρφωσης και απαιτούνται περισσότερα σηµεία υπολογισµού.

∆ηµιουργία Αρχείου .phases

Στο αρχείο .vtk ο αριθµός 1 αντιστοιχεί στα σωµατίδια και ο αριθµός 0 στο ϕορέα.
Τόσο το ένα υλικό, όσο και το άλλο είναι ισότροπα για αυτό οι γωνίες Euler παίρνουν
µηδενική τιµή και κατ΄ επέκτασιν η µορφή του αρχείου είναι η κάτωθι :
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Σχήµα 4.26: Αρχείο προσδιορισµού προσανατολισµών ϕάσεων παραδείγµατος

∆ηµιουργία Αρχείου .output

Επιθυµείται η έξοδος των αποτελεσµάτων µακροσκοπικών τάσεων και µακροσκοπι-
κών παραµορφώσεων για το σύνθετο υλικό αλλά και για τα επιµέρους υλικά. Για
αυτό πέρα από το όνοµα των επιθυµητών αρχείων Ϲητάτε να δοθούν και οι τανυστές
των τάσεων (σσσ και σσσ) για κάθε ϐήµα ϕόρτισης. Τέλος δεν επιθυµείται η έκδοση
εικονικού αποτελέσµατος, για αυτό και η εντολή ῾῾no᾿᾿.

Σχήµα 4.27: Αρχείο προσδιορισµού επιθυµητών αποτελεσµάτων του παραδείγµατος
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∆ηµιουργία Αρχείου .in

Τα ῾῾µονοπάτια᾿᾿ από τα παραπάνω αρχεία τοποθετούνται µε τη σωστή σειρά που
αναλύθηκε στο 4.2.1 στο ξεχωριστό αρχείο και δηµιουργείται το ακόλουθο.

Σχήµα 4.28: Αρχείο προσδιορισµού των προηγούµενων αρχείων του παραδείγµατος

Τρέξιµο Κώδικα

Για να τρέξει ο κώδικας, µέσω τερµατικό Linux και του Ubuntu δόθηκε η παρακάτω
εντολή:

Σχήµα 4.29: Εντολή επίλυσης του προβλήµατος σε τερµατικό Ubutu

Μορφοποίηση Αποτελεσµάτων

Με το πέρας του κώδικα, µεταφέρονται τα αρχεία αποτελεσµάτων .res και stress.mom
στο ϕάκελο που είναι το αρχείο µορφοποίησης αποτελεσµάτων της Matlab και ϐάζο-
ντας τις σωστές ονοµασίες των αρχείων και των τιµών στις πρώτες γραµµές, εξάγεται
το επιθυµητό αρχείο

Γραφική Παράσταση

Το παραπάνω αρχείο ϑα δώσει το εξής αποτέλεσµα, αν τοποθετηθούν τα Ϲεύγη τιµών
τάσεων παραµορφώσεων σε άξονες.
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Σχήµα 4.30: Γραφική παράσταση µακροσκοπικής απόκρισης παραδείγµατος, µε την
αποκλίνουσα τάση να κανονικοποείται µε το αξονοσυµµετρικό όριο διαρροής του ϕορέα
σε συνάρτηση της µακροσκοπικής απόκρισης
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Κεφάλαιο 5

Εφαρµογές

΄Οπως προαναφέρθηκε, το ϐασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου FFT είναι ότι ϐρίσκει
απευθείας εφαρµογή δίχως τη δηµιουργία πλέγµατος για τους υπολογισµούς µε
αποτέλεσµα να οδηγούµαστε στην επίλυση του Προβλήµατος Οµογενοποίησης αρ-
κετά γρήγορα. Υπάρχουν περιπτώσεις, όπου η µέθοδος είναι πολύ πιο γρήγορη από
τη µέθοδο FEM και άλλες που η µέθοδος FEM είναι πιο αποδοτική. Στο παρόν
Κεφάλαιο, ϑα εφαρµοστεί ο κώδικας της CRaFT για τη µακροσκοπική απόκριση
τυχαίων µικροδοµών σωµατιδιακού τύπου µε τη µέθοδο FFT και ϑα ελεγχθεί η απο-
δοτικότητα αυτής ως προς το χρόνο.

Για να είναι ακριβή τα αποτέλεσµατα ϑα πρέπει να γίνουν έλεγχοι σύγκλισης των
αποτελεσµάτων. Σε ένα πρώτο ϐήµα, ϑα παρουσιαστεί η µακροσκοπική απόκριση
για διάφορες χωρικές αναλύσεις (spatial resolution) της αρχικής µικροδοµής, µε
σκοπό να επιλεγεί η κατάλληλη ανάλυση, όπου η λύση ϑα έχει συγκλίνει. Με τον
όρο χωρική ανάλυση εννοούµε τον κατάλληλο αριθµό voxels. Εν συνεχεία, έχοντας
ως σταθερή την χωρική ανάλυση της µικροδοµής, ϑα ελεγχθεί η µακροσκοπική α-
πόκριση µε αλλαγή των αριθµών ϐηµάτων ϕόρτισης. ΄Οπως µπορεί να παρατηρηθεί
από την Εξίσωση (3.16), η αρχικοποίηση του πεδίου των παραµορφώσεων επηρε-
άζεται από τις τιµές των παραµορφώσεων στα δύο προηγούµενα ϐήµατα ϕόρτισης,
οπότε είναι λογική και η εξάρτηση των τιµών των τάσεων και παραµορφώσεων από
το πλήθος των αριθµών ϐηµάτων ϕόρτισης. Για τον αριθµό voxels και το πλήθος ϐη-
µάτων ϕόρτισης που παρατηρούµε σύγκλιση µε τη χαµηλότερη χρονική διάρκεια,
ϑα γίνουν περαιτέρω υπολογισµοί για την µακροσκοπική απόκριση.

Για να παρατηρήσουµε την αποδοτικότητα της µεθόδου ϑα συγκρίνουµε τους
απαιτούµενους χρόνους που χρειάστηκε τόσο αυτή η µέθοδος όσο και η FEM, µέσω
του προγράµµατος της ABAQUS [19], για τα ίδιες περιπτώσεις µικροδοµών και ϕορ-
τίσεων.

Συνδέουµε την παρούσα εργασία µε τις εφαρµογές που έκαναν σε τυχαίες µι-
κροδοµές σωµατιδιακού τύπου στην έρευνά τους οι Agoras et. al. [7], για να µπο-
ϱέσουµε να συγκρίνουµε την αποδοτικότητα ως προς το χρόνο για τις δύο µεθόδους.
Γι΄ αυτό, επιλέγουµε τυχαίες µικροδοµές που αναλύθηκαν και στην έρευνα αυτή και
τις συνθήκες ϕόρτισης που επέλεξαν για τις εφαρµογές τους.
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Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι οι υπολογισµοί έγιναν σε Υπολογιστή µε τα
εξής χαρακτηριστικά:

• Επεξεργαστής : Intel(R) Core (TM) i5-1035G1 CPU @ 1.00 GHz 1.19 GHz

• µε 8 πυρήνες (cores)

• RAM: 8 GB

• OS: Windows 10 Home

5.1 Μικροδοµή

Οι τυχαίες µικροδοµές για τους υπολογισµούς ϑα παραχθούν µέσω της µεθόδου RSA
που προτάθηκε από τους Rintoul και Torquato (1997) [3]. Χρησιµοποιώντας έναν
τυχαίο αριθµό για την επιλογή των κέντρων των σωµατιδίων, τοποθετούνται σωµατίδια
σφαιρικού σχήµατος επαναληπτικά µε το χρήστη να δίνει το ποσοστό αυτών c(2)

στη µοναδιαία κυψελίδα µήκους L και το πλήθος αυτών N , σε κάθε επανάληψη
προστίθεται ένα σωµατίδιο. Εάν κάποιο σηµείο του σωµατιδίου συµπέσει µε σηµείο
από σωµατίδιο που έχει τοποθετηθεί από προηγούµενη επανάληψη, απορρίπτεται.
Στην περίπτωση που δε χωράει όλο το σωµατίδιο µέσα στον κύβο και υπερβαίνει τα
όρια, τότε εµφανίζεται από την άλλη µεριά της κυψελίδας λόγω της περιοδικότητας
αυτής. Στην περίπτωση που οι σφαίρες είναι ίδιου µεγέθους και δηλαδή γίνεται
µονοδιασπορά σωµατιδίων, για ακτίνα αυτών R ισχύει ότι,

R =

(3L3c(2)

4Nπ

)1/3
(5.1)

Για σφαιροειδή σωµατίδια η διαδικασία είναι παρόµοια, ενώ για πολυδιασπορά δια-
ϕέρει εν µέρει ο κώδικος µιας και οι σφαίρες δεν έχουν ίδιο µέγεθος και ελέγχεται
και η αλλαγή της ακτίνας κατάλληλα για να παραχθούν και άλλα σωµατίδια. Τέτοιοι
υπολογισµοί υπάρχουν στην έρευνα των Papadioti et. al. [8] για διφασικό αλλά και
υλικό περισσότερων ϕάσεων.

Οι υπολογισµοί που ϑα παρουσιαστούν στο παρόν κεφάλαιο αντιστοιχούν σε
διφασικό υλικό µε οµογενείς ισότροπες ϕάσεις. Τα σωµατίδια συµπεριφέρονται ως
γραµµικά ελαστικά υλικά, ενώ ο ϕορέας ως γραµµικά ελαστικό τέλεια πλαστικό υλι-
κό. Επιθυµούµε να είναι ασυµπίεστα τα υλικά, αλλά επειδή τα προγράµµατα είναι
αδύνατον να ῾῾τρέξουν᾿᾿ δίνοντας τιµή για το λόγο Poisson (ν) ίσο µε 0.5, ορίζεται ως α-
ντιπροσωπευτική τιµή το 0.49. Εξαιτίας της σχεδόν ασυµπιεστότητας των επιµέρους
υλικών και δεδοµένου ότι οι συνοριακές συνθήκες είναι τύπου γραµµικών µετατο-
πίσεων, δε µπορεί να γνωρίζει κάποιος τι περιέχει ο υδροστατικός όρος του τανυστή
των τάσεων σσσ. Το αποκλίνον µέρος είναι αυτό που εµπεριέχεται στις καταστατικές
εξισώσεις. Για το λόγο αυτό, τα διαγράµµατα που ϑα ακολουθήσουν ϑα αναφέρονται
στο αποκλίνον µέρος της τάσης στον άξονα 3, δηλαδή το s33 και όχι στο σ33.

Στους υπολογισµούς µε τη µέθοδο FFT η µικροδοµή ϑα διακριτοποιηθεί σε
N3 voxels. Για το πλήθος αυτών που η λύση ϑα συγκλίνει ϑα κάνουµε περαιτέρω
υπολογισµούς στη συνέχεια.
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Σε πλήρη σύνδεση µε την προαναφερθείσα έρευνα [7], για τη σύγκριση των
απαιτούµενων χρόνων της µεθόδου µε την FEM, επιλέγουµε τα πλέγµατα των µικρο-
δοµών να χαρακτηρίζονται από τα στοιχεία που καταγράφονται στον Πίνακα 5.1. Το
῾῾Ν᾿᾿ αντιστοιχεί στο πλήθος των σφαιριδίων, ῾῾ΝΝ᾿᾿ στο πλήθος των κόµβων, ῾῾NEL᾿᾿ στο
πλήθος των στοιχείων και ῾῾DOF᾿᾿ στο πλήθος των ϐαθµών ελευθερίας. ΄Οπως και στο
αναφερθέν άρθρο [7], έτσι και στην παρούσα εργασία χρησιµοποιήθηκαν µικροδο-
µές που το πλέγµα τους έχει δηµιουργηθεί µέσω του προγράµµατος ῾῾NETGEN᾿᾿ [20]
που είναι ικανό να παράγει περιοδικά πλέγµατα όπως χρειάζονται στις παρούσες
περιπτώσεις. Τα στοιχεία που χρησιµοποιήθηκαν είναι τρισδιάστατα δεκα-κοµβικά
τετραεδρικά µε 4 σηµεία ολοκλήρωσης Gauss (C3D10H στην ABAQUS).

Πίνακας 5.1: Το ποσοστό ϕάσης των σωµατιδίων, το πλήθος αυτών, ο αριθµός κόµβων
και στοιχείων και οι ϐαθµοί ελευθερίας που χρησιµοποιήθηκαν σε κάθε περίπτωση
στην Επίλυση του Προβλήµατος Οµογενοποίησης µε τη µέθοδο των Πεπερασµένων
Στοιχείων

c(2) Ν ΝΝ NEL DOF

10% 30 36,033 14,453 79,193

20% 30 44,005 17,344 97,327

30% 30 109,063 43,814 239,561

5.2 Συνθήκες Φόρτισης

Υπάρχουν διάφοροι τύποι ϕορτίσεων που µπορούν να επιβληθούν σε ένα δοκίµιο,
µονοαξονικός εφελκυσµός, µονοαξονική ϑλίψη, καθαρή διάτµηση, καθαρή ϑλίψη
κ.α. ή και συνδυασµός αυτών. Στην παρούσα εργασία, στο υπό εξέταση υλικό ϑα
ασκηθεί αξονοσυµµετρική διάτµηση, που αποτελείται από εφελκυσµό στη διεύθυνση
3 και δύο ισόποσες ϑλίψεις στα επίπεδα κάθετα στις άλλες δύο κατευθύνσεις, όπως
απεικονίζεται στην Εικόνα 5.1βʹ. Στο Σχήµα 5.1αʹ αποτυπώνεται ο κύκλος ϕόρτισης,
όπου µέχρι τη ϑετική σταθερά Τ αυξάνεται µονοτονικά (µπλε γραµµή) η εεε33 µέχρι
το εmax , στη συνέχεια αντιστρέφεται η ϕορά της ϕόρτισης (κόκκινη γραµµή) µέχρι
το εmin και τέλος ξανά αντιστρέφεται η ϕορά της ϕόρτισης (πράσινη γραµµή) µέχρι
που µηδενίζεται η παραµόρφωση και η µικροδοµή επανέρχεται στην αρχική της
γεωµετρία.
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(αʹ)

∆ιάγραµµα κύκλου ϕόρτισης

(ϐʹ)

Τρόπος άσκησης αξονοσυµµετρικής
διάτµησης

Σχήµα 5.1: Αξονοσυµµετρική διάτµηση

∆ηλαδή για την επιβληθείσα µακροσκοπική παραµόρφωση ισχύει ότι εεε:

εεε = ε0(t)
[
e3e3 −

1
2

(e2e2 + e1e1)
]

(5.2)

όπου το ε0(t) αποτελεί την περιοδική τρίκλαδη γραµµική συνάρτηση:

ε0(t) =


aT εάν 0 ≤ t ≤ T,
a(2T − t) εάν T < t ≤ 3T
a(t − 4T ) εάν 3T < t ≤ 4T

(5.3)

όπου 4Τ η χρονική διάρκεια του κύκλου ϕόρτισης και a µια ϑετική αυθαίρετη
σταθερά, η τιµή της οποίας δεν επηρεάζει τον υπολογισµό της σχέσης µεταξύ τάσεων
και παραµορφώσεων για το σύνθετο υλικό. Από τη στιγµή που επιλέγεται η παρούσα
ϕόρτιση, η συνοριακή συνθήκη είναι τύπου γραµµικών µετατοπίσεων.

Για τους υπολογισµούς µε τη µέθοδο FFT, ϑα κάνουµε έλεγχο για το πλήθος των
ϐηµάτων ϕόρτισης όπου χρειάζονται ώστε να συγκλίνει η καµπύλη της µακροσκοπι-
κής απόκρισης. Επειδή η CRaFT δεν έχει τη δυνατότητα να ορίσει µε ῾῾έξυπνο᾿᾿ τρόπο
την απόσταση ανάµεσα στα ϐήµατα ϕόρτισης όπως έχει η ABAQUS, ϑα επιλέξουµε
διάφορες περιπτώσεις πλήθους ισαπέχοντων ϐηµάτων ϕόρτισης και ϑα διαλέξουµε
την κατάλληλη.

5.3 Εφαρµογές µε µεταβολή των Ελαστικών Σταθε-
ϱών των ϕάσεων

Στο πρώτο στάδιο των υπολογισµών µε τη µέθοδο FFT ϑα παρουσιάσουµε τις κα-
µπύλες τάσεων παραµορφώσεων µε αλλαγή των ελαστικών σταθερών των επιµέρους
υλικών και εν συνεχεία ϑα τις σχολιάσουµε κατάλληλα κατάλληλα. Οι συγκρίσεις
αυτές ϑα γίνουν για τρεις διαφορετικές µικροδοµές µε διαφορετικό ποσοστό ϕάσεων,
c(2) = 10%, c(2) = 20% και c(2) = 30%.
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5.3.1 Περιοδική Μικροδοµή µε τυχαία Μονοδιασπορά 30 Σφαι-
ϱιδίων που καταλαµβάνουν το 10% του RVE

Θεωρώντας την περιοδική µικροδοµή του Σχήµατος 5.2 αποτελούµενη από 30 σφα-
ίρες οι οποίες διατάσσονται τυχαία µέσω της µεθόδου RSA και καταλαµβάνουν το
10% της µοναδιαίας κυψελίδας ϑα τεθεί ο στόχος να εξαχθεί ένα διάγραµµα που
να αποτυπώνει τη σχέση της µακροσκοπικής τάσης του υλικού συναρτήσει της µα-
κροσκοπικής παραµόρφωσης µε τη µέθοδο FFT. Ο έλεγχος συγκλίσεων, τόσο για
τον απαιτούµενο αριθµό voxels όσο και για τον απαιτούµενο αριθµό ϐηµάτων, προ-
έχουν.

Σχήµα 5.2: Σύνθετο υλικό µε περιοδική µικροδοµή αποτελούµενο από 30 σφαίρες
ίδιας ακτίνας R που καταλαµβάνουν το 10%

Σύγκριση Χωρικής Ανάλυσης

΄Οπως προαναφέρθηκε, η µικροδοµή του Σχήµατος 5.2 σε ένα πρώτο στάδιο ϑα µετα-
τραπεί σε µικροδοµές µε διαφορετική χωρική ανάλυση , διαφορετικό αριθµό voxels.
Οι αναλύσεις που προτιµήθηκαν είναι οι 643, 1283, 1803, 2103, 2563 voxels όπως
ϕαίνεται και στο Σχήµα 5.3.Είναι εµφανές ότι για τη µικρότερη ανάλυση, 643 voxels,
οι σφαίρες παρουσιάζουν ατέλειες µε τα voxels να είναι εµφανή και µε το µάτι, γε-
γονός που ϑα ϕανεί στη συνέχεια κατά πόσο ϑα επηρεάσει στην ακρίβεια της λύσης.
Καθώς αυξάνεται ο αριθµός των voxels ϕαίνεται να υπάρχει µεγαλύτερη ακρίβεια
της µικροδοµής και αδυναµία να ξεχωρίσει κάποιος εποπτικά ποια µικροδοµή α-
ποτελείται από µεγαλύτερο αριθµό voxels. Η µεγαλύτερη ακρίβεια στη γεωµετρία
µπορεί να παρατηρηθεί και µέσω του ποσοστού ϕάσης c(2) το οποίο µεταβάλλεται µε
την αλλαγή των αριθµό voxels της µικροδοµής. ΄Οπως ϑα δούµε και στο Σχήµα 5.3
µε την αύξηση της χωρικής ανάλυσης το ποσοστό ϕάσεων τείνει στο 10% που έχουµε
ορίσει εξ αρχή ως το επιθυµητό ποσοστό σωµατιδίων. Οι εικόνες των µικροδοµών
έχουν εξαχθεί µέσω του Προγράµµατος ParaView [21].
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(αʹ) 643 voxels, c(2) = 13.7% (ϐʹ) 1283 voxels, c(2) = 11.7%

(γʹ) 1803 voxels, c(2) = 11.2% (δʹ) 2103 voxels, c(2) = 11%

(εʹ) 2563 voxels, c(2) = 10.8%

Σχήµα 5.3: ∆ιαφορετικές χωρικές αναλύσεις σε voxels της 3D µικροδοµής του Σχήµα-
τος 5.2, µέσω του προγράµµατος ParaView. Κάθε διαφορετική περίπτωση χωρικής
ανάλυσης αντιστοιχεί σε διαφορετικό ποσοστό ϕάσεων. ΄Οσο αυξάνεται το πλήθος των
voxels, τόσο το c(2) τείνει στο 10%.

Η ϕόρτιση που ασκείται στο RVE είναι τύπου αξονοσυµµετρικής διάτµησης,
όπως περιγράφηκε στην Ενότητα 5.2 µόνο που αντί να γίνει κύκλος ϕόρτισης, ασκε-
ίται µόνο το κοµµάτι της ϕόρτισης χωρίς το κοµµάτι της αντίστροφης ϕόρτισης και
της επαναφόρτισης. Για να επιλεχθεί ο ελάχιστος αριθµός voxels που η καµπύλη
συγκλίνει αρκεί ακόµα και ένα µέρος του κύκλου ϕορτίσεως, για αυτό γίνεται και
η απλοποίηση αυτή στη ϕόρτιση. ΄Ενας άλλος λόγος είναι ότι περιορίζοντας τη ϕόρ-
τιση µόνο στο πρώτο µέρος ϑα είναι πιο εµφανείς διαγραµµατικά η διαφορά της
µακροσκοπικής συµπεριφοράς για κάθε περίπτωση.
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Στο Σχήµα 5.4 αποτυπώνεται στα πάνω διαγράµµατα η καµπύλη της µακρο-
σκοπικής αποκλίνουσας τάσης s33 κανονικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό
όριο διαρροής του ϕορέα ως συνάρτηση της µακροσκοπικής παραµόρφωσης ε33 για
τη µακροσκοπική ϕόρτιση που προαναφέρθηκε για κάθε περίπτωση αριθµών vo-
xels που προαναφέρθηκαν. Το αριστερό διάγραµµα αποτελεί την ακραία περίπτωση
όπου το µέτρο διάτµησης των σωµατιδίων είναι πολύ µικρότερο από το µέτρο δι-
άτµησης του ϕορέα ενώ το δεξί, το αντίστροφο. Τα από κάτω διαγράµµατα στο ίδιο
Σχήµα αποτελούν µεγέθυνση των από πάνω τους, µε σκοπό να είναι πιο εµφανείς η
διαφορά στις καµπύλες.

54



0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

ε33

s
33
/τ
a(1
)

2563 voxels

2103 voxels

1803 voxels

1283 voxels

643 voxels

μ(1)= 50σ0
(1)

w=1

c
(2)= 0.1

μ(2)= 0.01μ(1)

(αʹ)

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ε33

s
33
/τ
a(1
)

2563 voxels

2103 voxels

1803 voxels

1283 voxels

643 voxels

μ(1)= 50σ0
(1)

w=1

c
(2)= 0.1

μ(2)= 100μ(1)

(ϐʹ)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.75

0.80

0.85

0.90

ε33

s
33
/τ
a(1
)

2563 voxels

2103 voxels

1803 voxels

1283 voxels

643 voxels

μ(1)= 50σ0
(1)

w=1

c
(2)= 0.1

μ(2)= 0.01μ(1)

(γʹ)

0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
1.00

1.02

1.04

1.06

1.08

ε33

s
33
/τ
a(1
)

2563 voxels

2103 voxels

1803 voxels

1283 voxels

643 voxels

μ(1)= 50σ0
(1)

w=1

c
(2)= 0.1

μ(2)= 100μ(1)

(δʹ)

Σχήµα 5.4: Αποτελέσµατα µέσω FFT για µακροσκοπική απόκριση ελαστοπλαστικο-
ύ σύνθετου υλικού µε ισότροπη µόνοδιασπορά 30 σφαιρικών σωµατιδίων µε ποσο-
στό ϕάσεων 10% ϕόρτιση αξονοσυµµετρικής διατµητικής παραµόρφωσης. Τα απο-
τελέσµατα αριστερά αφορούν µ(2)/µ(1) = 0.01 ενώ δεξιά τα αποτελέσµατα αφορούν
µ(2)/µ(1) = 100 µε την , s33, µακροσκοπική αξονική τάση του σύνθετου υλικού κα-
νονικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό όριο διαρροής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3,

αποτυπώνεται ως συνάρτηση της εφαρµοζόµενης αξονικής παραµόρφωσης ε33. Και οι
2 περιπτώσεις χωρικής σύγκλισης αφορούν ανάλυση 643,1283,1803,2103, και 2563

voxels. Οι εικόνες 5.4γʹ και 5.4δʹ είναι µεγέθυνση των 5.4αʹ και 5.4βʹ αντίστοιχα.
Χρησιµοποιήθηκαν 200 ϐήµατα ϕόρτισης για τα αριστερά διαγράµµατα και 120 για τα
δεξιά.

΄Οπως µπορεί να παρατηρηθεί από τα πάνω διαγράµµατα είναι ότι εξαιρουµένης
της περίπτωσης των 643 voxels, υπάρχει σχεδόν ταύτιση αποτελεσµάτων, που σηµα-
ίνει ότι η λύση καθώς αυξάνεται η χωρική ανάλυση της µικροδοµής συγκλίνει σε
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κάποια τιµή. Στην Εικόνα 5.4γʹ που µπορεί να ϕανεί πιο ξεκάθαρα η διαφορά στις
καµπύλες, µε την υπόθεση ότι επιθυµείται απόκλιση µικρότερη του 1% επιλέγονται
η πορτοκαλί και η µπλε καµπύλη που αντιστοιχούν στην περίπτωση των 2103 και
1803 voxels αντίστοιχα. Λαµβάνοντας υπόψη και τους χρόνους από το αριστερό Ρα-
ϐδόγραµµα και την αριστερή στήλη του Σχήµατος 5.5 η περίπτωση των 2103 voxels
χρειάζεται σχεδόν το διπλάσιο χρόνο για να ολοκληρωθούν οι απαραίτητοι υπολο-
γισµοί σε σχέση µε αυτούς για την περίπτωση των 1803 voxels. Αντίστοιχα στην
περίπτωση όπου ο λόγος των µέτρων διατµήσεων ισούται µε µεγάλο αριθµό, στην
προκειµένη περίπτωση 100, στην Εικόνα 5.4βʹ και σε µεγέθυνση στην Εικόνα 5.4δʹ,
οι καµπύλες για 2103 και 1803 voxels έχουν απόκλιση µε την καµπύλη των 2563

voxels µικρότερη του 1%. Παρατηρώντας το δεξί ϱαβδόγραµµα του Σχήµατος 5.5
και τη δεξιά στήλη στον Πίνακα 5.2, παρατηρείται ότι η επίλυση µε τη χρήση της
µικροδοµής αποτελούµενη από 1803 voxels, c(2) = 11.2%, γίνεται πιο γρήγορα από
αυτή την περίπτωση που αποτελείται από 2103 voxels.
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Σχήµα 5.5: Απαιτούµενος χρόνος σε λεπτά για επίλυση µέσω FFT για την µακρο-
σκοπική απόκριση του σχήµατος 5.4 για κάθε διαφορετική περίπτωση αριθµών vo-
xels. Το αριστερό Ραβδοδιάγραµµα αντιστοιχεί σε µ(2)/µ(1) = 0.01 ενώ το δεξιά σε
µ(2)/µ(1) = 100
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Πίνακας 5.2: Οι απαιτούµενοι χρόνοι που παρουσιάζονται στα Ραβδογράµµατα του
Σχήµατος 5.5

Απαιτούµενος χρόνος (λεπτά)

voxels µ(2)/µ(1) = 0.01 voxels µ(2)/µ(1) = 100

643 2.518 643 1.63

1283 24.304 1283 18.99

1803 66.69 1803 54.26

2103 115.87 2103 68.12

2563 213.85 2563 161.36

Σύγκριση Πλήθους Βηµάτων Φόρτισης

Σε ένα δεύτερο στάδιο, ϑα πρέπει να ϐρεθεί ο κατάλληλος αριθµός ϐηµάτων όπου η
λύση µε τη µέθοδο FFT συγκλίνει, όπως έγινε αναφορά και νωρίτερα. Η µικροδοµή
του Σχήµατος 5.3γʹ υπόκειται σε ϕόρτιση όµοια µε αυτή της προηγούµενης ενότητας,
µόνο που στην προκειµένη περίπτωση αλλάζει σε κάθε περίπτωση το πλήθος των
ϐηµάτων ϕόρτισης. Τα πλήθη των ϐηµάτων ϕόρτισης είναι τα εξής

• Για µ(2)/µ(1) = 0.01

1. 55 ισαπέχοντα ϐήµάτα

2. 100 ισαπέχοντα ϐήµάτα

3. 200 ϐήµάτα (150 ισαπέχοντα ϐήµατα για τη µισή ϕόρτιση και άλλα 50
ισαπέχοντα µέχρι το τέλος)

4. 500 ισαπέχοντα ϐήµάτα

• Για µ(2)/µ(1) = 100

1. 55 ισαπέχοντα ϐήµάτα

2. 100 ισαπέχοντα ϐήµάτα

3. 120 ϐήµάτα (100 ισαπέχοντα ϐήµατα για τη µισή ϕόρτιση και άλλα 20
ισαπέχοντα µέχρι το τέλος)

4. 200 ϐήµάτα (150 ισαπέχοντα ϐήµατα για τη µισή ϕόρτιση και άλλα 50
ισαπέχοντα µέχρι το τέλος)

Επιλέγουµε για την περίπτωση όπου µ(2) < µ(1) η παραµόρφωση να ϕτάνει µέχρι
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0.1, σε αντίθεση µε την περίπτωση όπου µ(2) > µ(1) που ϕτάνει µέχρι 0.03. Ο λόγος
που έχουµε επιλέξει στην πρώτη περίπτωση να είναι µεγάλη η παραµόρφωση είναι
επειδή ϑέλουµε να παρατηρήσουµε τη συµπεριφορά και στην πλαστική περιοχή.
Αν επιλέγαµε µικρότερη δε ϑα µπορούσαµε να εξάγουµε συµπεράσµατα για την
πλαστική περιοχή. Η διαφορά στο πλήθος ϐηµάτων στις δύο αυτές περιπτώσεις ϑα
µας κάνει να επιλέξουµε περισσότερα ϐήµατα όταν µ(2) < µ(1) από την περίπτωση
µ(2) > µ(1), όπως ϑα αποδειχθεί και στη συνέχεια.
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Σχήµα 5.6: Αποτελέσµατα µέσω FFT για µακροσκοπική απόκριση ελαστοπλαστικο-
ύ σύνθετου υλικού µε ισότροπη µόνοδιασπορά 30 σφαιρικών σωµατιδίων µε ποσοστό
ϕάσεων 10% ϕόρτιση αξονοσυµµετρικής διάτµησης. Τα αποτελέσµατα αριστερά αφο-
ϱούν µ(2)/µ(1) = 0.01 και δεξιά µ(2)/µ(1) = 100 µε την , s33, µακροσκοπική αξονική
τάση του σύνθετου υλικού κανονικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό όριο διαρ-
ϱοής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3, να αποτυπώνεται ως συνάρτηση της εφαρµοζόµενης

αξονικής παραµόρφωσης ε33. Στην 5.6αʹ περίπτωση έγινε ανάλυση για 55,100,200,
και 500 ϐήµατα ϕόρτισης, ενώ στη 5.6βʹ για 55,100,120, και 200. Οι 5.6γʹ και 5.6δʹ
αποτελούν µεγέθυνση των προηγούµενων αντίστοιχα. Η µικροδοµή αποτελείται από
1803 voxels

΄Οπως ϕαίνεται στο Σχήµα 5.6αʹ, όπου το µέτρο διάτµησης των σωµατιδίων είναι
αρκετά µικρότερο από αυτό του ϕορέα, για όλες τις περιπτώσεις οι καµπύλες ϕαίνο-
νται να ταυτίζονται. Λαµβάνοντας, όµως, υπόψη το διάγραµµα του Σχήµατος 5.6γʹ
και τους χρόνους που χρείαζεται η κάθε περίπτωση από το αριστερό ϱαβδόγραµµα
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του Σχήµατος 5.7 η καµπύλη των 200 ϐηµάτων πρόκρισης ταυτίζεται µε αυτή των
500 ϐηµάτων και ο χρόνος είναι λίγο παραπάνω από µισός, ενώ οι άλλες δύο πε-
ϱιπτώσεις των λιγότερων ϐηµάτων ϕαίνεται πως στο Σχήµα 5.6γʹ υπάρχει µια µικρή
απόκλιση σε σύγκριση µε αυτή των 500 ϐηµάτων για αυτό η περίπτωση των 200
ϐηµάτων ϑα αποτελέσει την ιδανική περίπτωση.

Αναφορικά µε την περίπτωση, όπου το µέτρο διάτµησης των σωµατιδίων είναι
αρκετά µεγαλύτερο από αυτό του ϕορέα από τα Σχήµατα 5.6βʹ και 5.6δʹ είναι εµφανές
ότι µε την επιλογή των 55 και 100 ϐηµάτων η λύση αποκλίνει από αυτή των περισ-
σότερων ϐηµάτων. Γι΄ αυτό επιλέχθηκε να γίνουν πολλές επαναλήψεις στο πρώτο
µισό µέρος της ϕόρτισης, µέχρι η µακροσκοπική παραµόρφωση ε33 να ϕτάσει στο
0.015, όπου παρουσιάζεται η απόκλιση τις προηγούµενες περιπτώσεις και στο άλλο
µισό να γίνουν λίγες επαναλήψεις. Με την επιλογή των 120 συνολικών ϐηµάτων επι-
τυγχάνεται ίδια απόκριση µε αυτή των 200 ϐηµάτων και λαµβάνοντας υπόψη το δεξί
ϱαβδόγραµµα του Σχήµατος 5.7 η περίπτωση των 120 ϐηµάτων δίνει αποτέλεσµα σε
πολύ µικρότερο χρονικό διάστηµα από αυτή των 200 ϐηµάτων.

Λαµβάνοντας υπόψιν τα όσα παρατηρήσαµε για τις 2 ακραίες περιπτώσεις διφα-
σικού σύνθετου υλικού, για την περίπτωση όπου το µέτρο διάτµησης των σωµατίδιων
είναι µικρότερο από αυτό του ϕορέα η ϕόρτιση ϑα χωριστεί σε 200 ϐήµατα, ενώ όταν
είναι µεγαλύτερο σε 120 ϐήµατα.
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Σχήµα 5.7: Απαιτούµενος χρόνος σε λεπτά για επίλυση µέσω FFT για την µακροσκο-
πική απόκριση του σχήµατος 5.6 για κάθε διαφορετική περίπτωση πλήθους ϐηµάτων
ϕόρτισης. Το αριστερό Ραβδόγραµµα αντιστοιχεί σε µ(2)/µ(1) = 0.01 ενώ το δεξιά σε
µ(2)/µ(1) = 100
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Πίνακας 5.3: Οι απαιτούµενοι χρόνοι που παρουσιάζονται στα Ραβδογράµµατα του
Σχήµατος 5.7

Απαιτούµενος χρόνος της CRaFT (λεπτά) µε αλλαγή των ϐηµάτων ϕόρτισης

Βήµατα Χρόνος για
µ(2)/µ(1) = 0.01

Βήµατα Χρόνος για
µ(2)/µ(1) = 100

55 17.5 55 17.4

100 41.14 100 40.34

200 82.77 120 47.3

500 178.39 200 106.03

Σύγκριση Απαιτούµενων Χρόνων FFT - FEM

Σύµφωνα µε τους δύο προηγούµενους ελέγχους ο υπολογισµός της µακροσκοπι-
κής αποκλίνουσας τάσης του σύνθετου υλικού της Εικόνας 5.2 που υποβάλλεται σε
κύκλο αξονοσυµµετρικής διατµητικής παραµόρφωσης ϑα γίνει για χωρική ανάλυση
ίση µε 1803voxels (c(2) = 11.2%) µε τον αριθµό ϐηµάτων να είναι συνολικά περίπου
ο τετραπλάσιος από αυτόν που αποφασίστηκε στην Ενότητα 5.3.1. Καθώς το µέτρο
διάτµησης των σωµατιδίων είναι µικρότερο από του ϕορέα ϑα επιλεγούν 700 ϐήµατα
ϕόρτισης και 400 ϐήµατα ϕόρτισης όταν είναι µεγαλύτερο. Ο σχεδόν τετραπλασια-
σµός αυτός οφείλεται στο ότι οι ακόλουθοι υπολογισµοί αφορούν σε κύκλο ϕόρτισης
όπου αποτελείται από τρία στάδια (ϕόρτισης, αντίστροφης ϕόρτισης και επαναφόρτι-
ση) όπου ο συνολικός χρόνος είναι τετραπλάσιος της απλής ϕόρτισης που εξετάστηκε
στους ελέγχους στις Εικόνες 5.4 και 5.6. Ο λόγος που δεν επιλέγεται ακριβώς το
τετραπλάσιο πλήθος είναι γιατί κατά την αποφόρτιση, όπως ϑα παρατηρηθεί στη
συνέχεια, σε ένα µεγάλο µέρος αυτής, παρουσιάζεται µια τέλεια πλαστική συµπε-
ϱιφορά. Από τη στιγµή που αρχίσει να παραµορφώνεται πλαστικά το υλικό, στο
διάγραµµα τάσης - παραµόρφωσης χαράσσεται µια ευθεία και αντί για 400 ϐήµατα
στην µια περίπτωση και 240 στην άλλη αρκούν λιγότερα. Επιλέγονται 300 και 160,
για την ελαχιστοποίηση του χρόνου.

Για τη λύση του Προβλήµατος µέσω της FEM χρησιµοποιούµε µικροδοµή που
όπως ϐλέπουµε και από τον Πίνακα 5.1 αποτελείται από 36,033 κόµβους, 14,453
στοιχεία και 79,193 ϐαθµούς ελευθερίας. Αναφορικά µε τα ϐήµατα ϕόρτισης, επι-
λέγουµε καθώς το µέτρο διάτµησης των σωµατιδίων είναι µικρότερο από του ϕορέα
να ισούνται µε 682 ϐήµατα ϕόρτισης και 214 ϐήµατα ϕόρτισης όταν είναι µεγαλύτερο.
Οι τιµές αυτές έχουν επιλεχθεί σύµφωνα µε την έρευνα των Agoras et. al. [7], όπου
για να ϐρουν τη σχέση µεταξύ µακροσκοπικών τάσεων και παραµορφώσεων έλεγξαν
ότι για τις τιµές αυτές η καµπύλη της µακροσκοπικής απόκρισης συγκλίνει.
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(αʹ) Μικροδοµή για Abaqus
79,193 DOF

(ϐʹ) Μικροδοµή για CRaFT
5,832,000 voxels

Σχήµα 5.8: Η διφασική µικροδοµή σωµατιδιακού τύπου αποτελούµενο από 30 σφα-
ίρες που καταλαµβάνουν το 10 % του RVE για την επίλυση του Προβλήµατος Οµογε-
νοποίησης µε την µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων, Εικόνα (α΄) και µε τη µέθοδο
FFT, Εικόνα (ϐ΄).

Αφού εκχωρήσαµε µε κατάλληλο τρόπο την κάθε µικροδοµή όπως ϕαίνεται στο
σχήµα 5.8 στο αντίστοιχο πρόγραµµα, ABAQUS για την FEM και CRaFT για την FFT
µέθοδο, οδηγηθήκαµε στα διαγράµµατα µακροσκοπικής απόκρισης του σχήµατος
5.9.
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Σχήµα 5.9: Αποτελέσµατα µέσω FFT (συνεχής) σε σύγκριση µε FEM (διακεκοµµένη)
για µακροσκοπική απόκριση ελαστοπλαστικού σύνθετου υλικού µε ισότροπη µόνο-
διασπορά 30 σφαιρικών σωµατιδίων µε ποσοστό ϕάσεων 10% υπό κύκλο ϕόρτισης
αξονοσυµµετρικής διάτµησης. Τα αποτελέσµατα αφορούν µ(2)/µ(1) = 0.5,0.1,0.01
αριστερά και µ(2)/µ(1) = 2,4,100 δεξιά. Η µακροσκοπική αξονική τάση, s33, κανο-
νικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό όριο διαρροής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3

αποτυπώνεται ως συνάρτηση της εφαρµοζόµενης αξονικής παραµόρφωσης ε33. Στην
FFT χρηιµοποιήθηκε η µικροδοµή µε ανάλυση 1803 voxels.
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Κάθε καµπύλη της FFT του Σχήµατος 5.9 χαρακτηρίζεται από:

• γραµµικά ελαστική περιοχή

• µεταβατική ελαστοπλαστική περιοχή

• σταθερή τέλεια πλαστική περιοχή

Στην περίπτωση όπου µ(2)/µ(1) = 0.01, το µεταβατικό µέρος δεν παρουσιάζεται
σχεδόν καθόλου και στην περίπτωση όπου µ(2)/µ(1) = 0.1 παρουσιάζεται µερικώς
παρ΄ όλο που ασκούνται µεγάλες παραµορφώσεις. Οι µεγάλες αυτές παραµορφώσεις
µέχρι 0.1 έχουν χρησιµοποιηθεί µόνο και µόνο για τους υπολογισµούς µε σκοπό
να ϕανερωθεί η σταθερή κατάσταση που οδηγείται το υλικό κατά την ϕόρτιση όταν
ο ϕορέας είναι πιο σκληρός από τα σωµατίδια, ενώ για την αντίθετη περίπτωση δε
χρειάζεται να γίνει υπολογισµός για τόσο µεγάλες παραµορφώσεις, καθώς η σταθερή
κατάσταση έρχεται για µικρότερες παραµορφώσεις. Μπορεί επίσης να παρατηρηθεί
το ϕαινόµενο Bauschinger κυρίως στις περιπτώσεις, όπου το µ(2) είναι µικρότερο
του µ(1). Αυτό συµβαίνει, λόγω της ασυµβατότητας των πεδίων των τάσεων και των
παραµορφώσεων κατά την αποφόρτιση, καθώς υπάρχουν παραµένουσες τάσεις. Ως
αποτέλεσµα, χρειάζεται να ασκηθεί λιγότερη τάση στο υλικό για να παραµορφωθεί
πλαστικά το υλικό.

Καθώς ο λόγος µ(2)/µ(1) µεγαλώνει, το σύνθετο υλικό συµπεριφέρεται όλο και
περισσότερο σαν δύσκαµπτο υλικό στην ελαστική και στη µεταβατική περιοχή, χω-
ϱίς όµως να επηρεάζεται η συµπεριφορά του στην τέλεια πλαστική περιοχή, καθώς
στην περιοχή αυτή ο ϕορέας επιδέχεται µόνο πλαστικές παραµορφώσεις, ενώ τα σω-
µατίδια δεν µπορούν να παραλάβουν τέτοιες παραµορφώσεις και συµπεριφέρονται
ως άκαµπτα υλικά. Συνεπώς όσο µεγαλύτερες και να είναι οι ελαστικές σταθερές
αυτών δε ϑα επιφέρουν αλλαγές στη µακροσκοπική συµπεριφορά του υλικού και
ϑα συµπεριφέρονται όπως και ένα σύνθετο υλικό µε άκαµπτο ϕορέα µε άκαµπτα
σωµατίδια.

Αναφορικά µε τις µέσες τιµές του ϕορέα, παρουσιάζονται κάποια σηµεία, όπου
αλλάζει η κλίση της καµπύλης µακροσκοπικής αποκλίνουσας τάσης (s(1)

33 ), που όσο
µεγαλώνει ο λόγος των µέτρων διατµήσεων τείνουν να εξαλειφθούν, όπως ϕαίνεται και
στο Σχήµα 5.10βʹ. Τα σηµεία αυτά αντιστοιχούν στην αρχή της µεταβατικής περιοχής
και όπως είναι λογικό στην περίπτωση όπου µ(2)/µ(1) = 0.01 δεν παρουσιάζονται
τέτοια σηµεία, καθώς δεν εµφανίζεται σχεδόν καθόλου η µεταβατική περιοχή αυτή.
Στα σηµεία αυτά παρουσιάζεται η αλλαγή της ϕοράς τη καµπύλης µε την τάση να
µειώνεται µε την αύξηση της παραµόρφωσης και να τείνει ασυµπτωτικά σε κάποια
τιµή, µείωση που οδηγεί σε µια χαλάρωση αναφορικά µε τις τάσεις που επιδέχεται
ο ϕορέας.

Από την άλλη για τις µέσες τιµές τάσεων των σωµατιδίων s(2)
33 αυξάνονται συ-

νεχώς µέχρι που σταθεροποιούνται σε κάποια τιµή µην µπορώντας να παραλάβουν
επιπρόσθετες παραµορφώσεις και να συµπεριφέρονται ως δύσκαµπτα. Η αλλαγή αυ-
τή στην κλίση µέχρι τη σταθεροποίηση της τάσης δεν εµφανίζεται στο Σχήµα 5.10γʹ
για µ(2)/µ(1) = 0.01 και µ(2)/µ(1) = 0.1 λόγω της µη ύπαρξης της µεταβατικής ελα-
στοπλαστικής περιοχής.
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Στα διαγράµµατα του Σχήµατος 5.9 οι τάσεις στο ϕορέα είναι µικρότερες από
τις τάσεις των σωµατιδίων στην πλαστική περιοχή καθώς ο ϕορέας είναι παραµορ-
ϕώσιµος ενώ τα σωµατίδια µη παραµορφώσιµα για πλαστικές παραµορφώσεις.
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Σχήµα 5.10: Αποτελέσµατα µέσω FFT (συνεχής) σε σύγκριση µε FEM (διακεκοµ-
µένη) για τις µέσες τιµές των τασικών πεδίων της κάθε ϕάσης του σύνθετου υλικού
υπό κύκλο ϕόρτισης αξονοσυµµετρικής διάτµητικής παραµόρφωσης του σχήµατος 5.9.
Η µακροσκοπική αξονική τάση, s(r)

33(r = 1,2), κανονικοποιηµένη ως προς το αξονο-
συµµετρικό όριο διαρροής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3 αποτυπώνεται ως συνάρτηση της

εφαρµοζόµενης αξονικής παραµόρφωσης ε33

Η αποτελεσµατικότητα της µεθόδου FFT έχει αποδειχθεί σε πολλές έρευνες [1]
[4] [5] και επιβεβαιώνεται και εδώ µε τη χρήση της CRaFT. ΄Οπως παρατηρούµε
στο Σχήµα 5.9 οι διακεκεκοµµένες καµπύλες που αντιστοιχούν στην επίλυση µε τη
Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων σχεδόν ταυτίζονται µε τις συνεχείς καµπύλες
που αντιστοιχούν στην επίλυση µε τη Μέθοδο FFT για κάθε περίπτωση λόγων των
µέτρων διατµήσεων µ(2)/µ(1). Ακόµα και για την ακραία περίπτωση καθώς ο λόγος
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αυτός ισούται µε 0.01, η καµπύλες δεν ταυτίζονται σε όλο τον κύκλο ϕόρτισης, η
απόκλιση όµως αυτή είναι της τάξεως του 5%, που ναι µεν δεν είναι αµελητέα αλλά
το γεγονός που παρατηρείται µόνο σε ακραία περίπτωση δείχνει ότι οι δύο µέθοδοι
ϐγάζουν εξαιρετικά παρόµοια αποτελέσµατα.

Παρατηρώντας τις µέσες αποκλίνουσες τάσεις που παραλαµβάνουν ο ϕορέας
και τα σωµατίδια, αξίζει να σηµειωθεί ότι οι δύο µέθοδοι παρουσιάζουν ίδια αποτε-
λέσµατα αναφορικά µε το ϕορέα, εν αντιθέσει µε τα σωµατίδια που αποτυπώνεται
σηµαντική απόκλιση. Η απόκλιση αυτή οφείλεται στο διαφορετικό τρόπο επίλυσης
του προβλήµατος και επηρεάζεται τόσο από τον αριθµό των voxels όσο και από τον
αριθµό των κόµβων. Στα διαγράµµατα αυτά αποτυπώνεται το σφάλµα που οφείλεται
στο ότι η µικροδοµή για την FFT αποτελείται από σωµατίδια µε c(2) λίγο µεγαλύε-
τερο από 10%, πιο συγκεκριµένα 11.2%. ΄Οπως µπορεί να παρατηρηθεί ενώ για
τις καµπύλες της FEM στην περίπτωση όπου το µ(2) είναι µεγαλύτερο από το µ(1) οι
καµπύλες συγκλίνουν στην ίδια τιµή, γεγονός που συµβαδίζει µε τη ϑεωρία ότι το
όριο αντοχής τω σωµατιδίων είναι ανεπηρέαστο από το λόγο των µέτρων διατµήσε-
ων, στις καµπύλες της FFT δε ϕαίνεται να επιβεβαιώνεται κάτι τέτοιο. Συνεπώς τα
αποτελέσµατα για την FEM, σύµφωνα µε τους υπολογισµούς µας, τα ϑεωρούµε πιο
αξιόπιστα αναφορικά µε τις µέσες τάσεις των σωµατιδίων στις ακραίες περιπτώσεις.
Επειδή όµως η ιδέα πίσω από την επίλυση του Προβλήµατος Οµογενοποίησης είναι
ο υπολογισµός της µακροσκοπικής συµπεριφοράς του σύνθετου, τα µακροσκοπικά
διαγράµµατα του σύνθετου υλικού είναι αυτά που ϑα δώσουν τα αποτελέσµατα αυτά,
διαγράµµατα πως όπως συζητήθηκε και προηγουµένως σχεδόν ταυτίζονται και από
τις δύο µεθόδους.

Στις έρευνες αυτές επισηµαίνεται η µεγάλη ταχύτητα που έχει η µέθοδος αυτή.
Για το λόγο αυτό συγκρίνουµε τη χρονική διάρκεια που χρειάζεται κάθε µέθοδος.
Σύµφωνα µε το αριστερό Ραβδόγραµµα του Σχήµατος 5.11 η χρονική διάρκεια που
απαιτείται για την επίλυση του προβλήµατος µε τη µέθοδο των Πεπερασµένων Στοι-
χείων (FEM) δεν επηρεάζεται ιδιαίτερα µε την αλλαγή του µέτρου διάτµησης των
σωµατιδίων. Η FFT αντιθέτως, όσο µικραίνει το µέτρο διάτµησης των σωµατιδιών υ-
πό σταθερό µέτρο διάτµησης του ϕορέα, χρειάζεται περισσότερα λεπτά για να εξάγει
αποτέλεσµα. Ο λόγος που επηρεάζεται η µέθοδος ως προς το χρόνο από τις τιµές
των ελαστικών σταθερών ϑα συζητηθεί στα Σχόλια στο Κεφάλαιο 6.

Συγκρίνοντας τις 2 µεθόδους για τις ακραίες περιπτώσεις µ(2)/µ(1) = 0.01 και
µ(2)/µ(1) = 100 ο χρόνος που χρειάζεται η FFT είναι σχεδόν πενταπλάσιος από το
χρόνο που χρειάζεται η FEM, για µ(2)/µ(1) = 0.1 η FFT είναι 2 ϕορές γρηγορότε-
ϱη, για µ(2)/µ(1) = 4 είναι 3.5 ϕορές γρηγορότερη και τέλος για µ(2)/µ(1) = 0.5 και
µ(2)/µ(1) = 2 είναι 5 ϕορές γρηγορότερη. Στη σύγκριση αυτή ϑα πρέπει να συνυπο-
λογιστεί ότι για τη µέθοδο FEM η µικροδοµή αποτελείται από 36,003 κόµβους και
σχεδόν 80,000 ϐαθµούς ελευθερίας, ενώ για την FFT η µικροδοµή αποτελείται από
1803 voxels, δηλαδή 5,832,000 τρισδιάστατα pixels. Γίνονται δηλαδή υπολογισµοί
για πολλά παραπάνω σηµεία και συνυπολογίζοντας ότι σε κάθε επανάληψη του αλ-
γόριθµου υπολογίζονται κατευθείαν οι παραµορφώσεις, οι ϐαθµοί ελευθερίας µε την
FFT µέθοδο είναι πολλοί παραπάνω.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι και για τις 2 µεθόδους οι υπολογισµοί όταν το µ(2) είναι
µεγαλύτερο του µ(1) έχουν γίνει σε λιγότερα ϐήµατα από τους υπολογισµούς όταν το
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µ(2) είναι µικρότερο του µ(1) για αυτό δε ϑα ήταν σωστό να συγκριθούν δύο τέτοιες πε-
ϱιπτώσεις µεταξύ τους. Αυτός είναι και ο λόγος που έχουν γίνει δύο Ραβδογράµµατα
και ο πίνακας του Σχήµατος 5.11 έχει χωριστεί στη µέση.
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Σχήµα 5.11: Απαιτούµενος χρόνος σε λεπτά για επίλυση µέσω FFT και FEM για την
µακροσκοπική απόκριση του σχήµατος 5.9 για τις µικροδοµές του Σχήµατος 5.8. Για
τη µέθοδο FEM χρησιµοποιήσαµε µικροδοµή µε 79,193 ϐαθµούς ελευθερίας και για
τη µέθοδο FFT µικροδοµή µε 5,832,000 voxels.

Πίνακας 5.4: Οι απαιτούµενοι χρόνοι που παρουσιάζονται στα Ραβδογράµµατα του
Σχήµατος 5.11

Απαιτούµενος χρόνος (λεπτά)

µ(2)/µ(1) µέσω FEM (Abaqus) µέσω FFT (CRaFT)

0.01 53.93 283.827

0.1 57.7 27.75

0.5 51.63 10.39

2 16.82 3.42

4 17.88 5.05

100 20.35 86.92

5.3.2 Περιοδική Μικροδοµή µε τυχαία Μονοδιασπορά 30 Σφαι-
ϱιδίων που καταλαµβάνουν το 20% του RVE

Αλλάζοντας τη µικροδοµή, αυξάνοντας το ποσοστό των σωµατιδίων σε σύγκριση µε
την Υποενότητα 5.3.1 και εξετάζοντας την περιοδική µικροδοµή του Σχήµατος 5.12
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ϑα τεθεί ο στόχος να λυθεί το Πρόβληµα της Οµογενοποίησης µε τη µέθοδο FFT.
Θα γίνει αρχικά η σύγκριση διάφορων χωρικών αναλύσεων της µικροδοµής για να
επιλεγεί η κατάλληλη, δε ϑα γίνει όµως η σύγκριση για διαφορετικούς αριθµούς
ϐηµάτων καθώς το πλήθος των ϐηµάτων που επιλέχθηκε µέσω της Υποενότητας 5.3.1
δίνει και στην προκειµένη περίπτωση πολύ καλό αποτέλεσµα.

Σχήµα 5.12: Σύνθετο υλικό µε περιοδική µικροδοµή αποτελούµενο από 30 σφαίρες
που καταλαµβάνουν το 20%

Σύγκριση Χωρικής Ανάλυσης

΄Οπως προαναφέρθηκε η µικροδοµή του Σχήµατος 5.12 σε ένα πρώτο στάδιο ϑα
µετατραπεί σε µικροδοµές µε διαφορετική χωρική ανάλυση, διαφορετικό αριθµό
voxels. Οι αναλύσεις που προτιµήθηκαν είναι οι 643, 1283, 1803, 2103, 2563

voxels όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 5.13. ΄Οπως ϑα δούµε και στο Σχήµα 5.13 µε
την αύξηση της χωρικής ανάλυσης το ποσοστό ϕάσης c(2), τείνει στο 20% που έχουµε
ορίσει εξ αρχή ως το επιθυµητό ποσοστό σωµατιδίων.

΄Οπως και πριν, έτσι και τώρα η περίπτωση των 643 voxels δίνει εποπτικά µια
µικροδοµή µε ατελείς σφαίρες σε αντίθεση µε τις άλλες που ϕαίνεται να δίνουν
σχεδόν τέλεια γεωµετρία.

67



(αʹ) 643 voxels, c(2) = 25.8% (ϐʹ) 1283 voxels, c(2) = 22.7%

(γʹ) 1803 voxels, c(2) = 21.9% (δʹ) 2103 voxels, c(2) = 21.6%

(εʹ) 2563 voxels, c(2) = 21.3%

Σχήµα 5.13: ∆ιαφορετικές χωρικές αναλύσεις σε voxels της 3D µικροδοµής του
Σχήµατος 5.12, µέσω του προγράµµατος ParaView. Κάθε διαφορετική περίπτωση
χωρικής ανάλυσης αντιστοιχεί σε διαφορετικό ποσοστό ϕάσεων. ΄Οσο αυξάνεται το
πλήθος των voxels, τόσο το c(2) τείνει στο 20%.

Η οµοιότητα αυτή εποπτικά στις 4 από τις 5 διαφορετικές περιπτώσεις διαφορε-
τικών αριθµών voxels της µικροδοµής αποτυπώνεται και στο διάγραµµα µακροσκο-
πικής τάσης παραµόρφωσης 5.14 . Εξετάζοντας και πάλι τις ακραίες περιπτώσεις
και επιθυµώντας απόκλιση µικρότερη του 1% από την καµπύλη που αντιστοιχεί
στη µικροδοµή µε το µεγαλύτερο αριθµό voxels, η µπλε καµπύλη των 1803 voxels,
c(2) = 21.9%, ϑα επιλεχθεί για την µικρή απόκλιση από αυτή των 2563 voxels και
για το µικρό χρονικό διάστηµα που χρειάζεται για να ολοκληρωθούν οι υπολογι-
σµοί όπως ϕαίνεται τόσο στα Ραβδογράµµατα, όσο και στους Πίνακες της Σχήµατος
5.15.
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Σχήµα 5.14: Αποτελέσµατα µέσω FFT για µακροσκοπική απόκριση ελαστοπλαστικο-
ύ σύνθετου υλικού µε ισότροπη µόνοδιασπορά 30 σφαιρικών σωµατιδίων µε ποσοστό
ϕάσεων 20% ϕόρτιση αξονοσυµµετρικής διάτµησης. Τα αποτελέσµατα αριστερά αφο-
ϱούν µ(2)/µ(1) = 0.01 και δεξιά µ(2)/µ(1) = 100 µε την , s33, µακροσκοπική αξονική
τάση του σύνθετου υλικού κανονικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό όριο διαρ-
ϱοής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3, να αποτυπώνεται ως συνάρτηση της εφαρµοζόµενης

αξονικής παραµόρφωσης ε33. Και οι 2 περιπτώσεις χωρικής σύγκλισης αφορούν α-
νάλυση 643,1283,1803,2103, και 2563 voxels. Οι εικόνες 5.14γʹ και 5.14δʹ είναι
µεγέθυνση των 5.14αʹ και 5.14βʹ αντίστοιχα. Χρησιµοποιήθηκαν 200 ϐήµατα ϕόρτι-
σης για τα αριστερά διαγράµµατα και 100 για τα δεξιά.
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Σχήµα 5.15: Απαιτούµενος χρόνος σε λεπτά για επίλυση µέσω FFT για την µα-
κροσκοπική απόκριση του σχήµατος 5.14 για κάθε διαφορετική περίπτωση αριθµών
voxels. Το αριστερό Ραβδοδιάγραµµα αντιστοιχεί µ(2)/µ(1) = 0.01 σε ενώ το δεξιά σε
µ(2)/µ(1) = 100

Πίνακας 5.5: Οι απαιτούµενοι χρόνοι που παρουσιάζονται στα Ραβδογράµµατα του
Σχήµατος 5.15

Απαιτούµενος χρόνος (λεπτά)

voxels µ(2)/µ(1) = 0.01 voxels µ(2)/µ(1) = 100

643 2.518 643 1.63

1283 24.304 1283 18.99

1803 66.69 1803 54.26

2103 115.87 2103 68.12

2563 213.85 2563 161.36

Σύγκριση Απαιτούµενων Χρόνων FFT - FEM

Σύµφωνα µε τους προηγούµενους ελέγχους ο υπολογισµός της µακροσκοπικής απο-
κλίνουσας τάσης του σύνθετου υλικού της Εικόνας 5.12 που υποβάλλεται σε κύκλο
αξονοσυµµετρικής διατµητικής παραµόρφωσης. Θα γίνει για χωρική ανάλυση ίση
µε 1803voxels (c(2) = 21.9%) µε 700 ϐήµατα ϕόρτισης, καθώς το µέτρο διάτµησης
των σωµατιδίων είναι µικρότερο από του ϕορέα και 400 ϐήµατα ϕόρτισης όταν είναι
µεγαλύτερο.

Για τη λύση του Προβλήµατος µέσω της FEM χρησιµοποιούµε µικροδοµή που
όπως ϐλέπουµε και από τον Πίνακα 5.1 αποτελείται από 44,005 κόµβους, 17,344
στοιχεία και 97,327 ϐαθµούς ελευθερίας. Αναφορικά µε τα ϐήµατα ϕόρτισης, επι-

70



λέγουµε καθώς το µέτρο διάτµησης των σωµατιδίων είναι µικρότερο από του ϕορέα
να ισούνται µε 682 ϐήµατα ϕόρτισης και 214 ϐήµατα ϕόρτισης όταν είναι µεγαλύτερο.
Οι τιµές αυτές έχουν επιλεχθεί σύµφωνα µε την έρευνα των Agoras et. al. [7], όπου
για να ϐρουν τη σχέση µεταξύ µακροσκοπικών τάσεων και παραµορφώσεων έλεγξαν
ότι για τις τιµές αυτές η καµπύλη της µακροσκοπικής απόκρισης συγκλίνει.

(αʹ) Μικροδοµή για Abaqus
97,327 DOF

(ϐʹ) Μικροδοµή για CRaFT
5,832,000 voxels

Σχήµα 5.16: Η διφασική µικροδοµή σωµατιδιακού τύπου αποτελούµενο από 30 σφα-
ίρες που καταλαµβάνουν το 20 % του RVE για την επίλυση του Προβλήµατος Οµογε-
νοποίησης µε την µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων, Εικόνα (α΄) και µε τη µέθοδο
FFT, Εικόνα (ϐ΄).

Αφού εκχωρήσαµε µε κατάλληλο τρόπο την κάθε µικροδοµή 5.16 στο αντίστοιχο
πρόγραµµα, ABAQUS για την FEM και CRaFT για την FFT µέθοδο, οδηγηθήκαµε
στα παρακάτω διαγράµµατα µακροσκοπικής απόκρισης.
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Σχήµα 5.17: Αποτελέσµατα µέσω FFT (συνεχής) σε σύγκριση µε FEM (διακεκοµµένη)
για µακροσκοπική απόκριση ελαστοπλαστικού σύνθετου υλικού µε ισότροπη µόνο-
διασπορά 30 σφαιρικών σωµατιδίων µε ποσοστό ϕάσεων 20% υπό κύκλο ϕόρτισης
αξονοσυµµετρικής διάτµησης. Τα αποτελέσµατα αφορούν µ(2)/µ(1) = 0.5,0.1,0.01
αριστερά και µ(2)/µ(1) = 2,4,100 δεξιά. Η µακροσκοπική αξονική τάση, s33, κανο-
νικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό όριο διαρροής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3

αποτυπώνεται ως συνάρτηση της εφαρµοζόµενης αξονικής παραµόρφωσης ε33. Στην
FFT χρησιµοποιήθηκε η µικροδοµή µε ανάλυση 1803 voxels.

Τα διαγράµµατα µακροσκοπικής τάσης παραµόρφωσης για το σύνθετο υλικό
δίνουν πανοµοιότυπα αποτελέσµατα σε όλες τις περιπτώσεις ακόµα και στις ακραίες,
όπου το µέτρο διάτµησης των σωµατιδίων ή είναι πολύ µεγαλύτερο ή πολύ µικρότερο
µιας και διακεκοµµένη και συνεχής γραµµή σχεδόν ταυτίζονται µε την απόκλιση των
2 καµπυλών σε όλες τις περιπτώσεις να είναι µικρότερο του 1%. Επιβεβαιώνεται για
άλλη µια ϕορά η αποτελεσµατικότητα της FFT µεθόδου
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Σχήµα 5.18: Αποτελέσµατα µέσω FFT (συνεχής) σε σύγκριση µε FEM (διακεκοµ-
µένη) για τις µέσες τιµές των τασικών πεδίων της κάθε ϕάσης του σύνθετου υλικού υπό
κύκλο ϕόρτισης αξονοσυµµετρικής διάτµητικής παραµόρφωσης του σχήµατος 5.17.
Η µακροσκοπική αξονική τάση, s(r)

33(r = 1,2), κανονικοποιηµένη ως προς το αξονο-
συµµετρικό όριο διαρροής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3 αποτυπώνεται ως συνάρτηση της

εφαρµοζόµενης αξονικής παραµόρφωσης ε33

Οι µέσες αποκλίνουσες τάσεις που παραλαµβάνουν οι ϕάσεις δείχνουν και σε
αυτή την περίπτωση ότι οι 2 µέθοδοι δίνουν λύσεις που ταυτίζονται µόνο στις τάσεις
για το ϕορέα, ενώ αποκλίνουν στις περισσότερες περιπτώσεις στις τάσεις που παρα-
λαµβάνουν τα σωµατίδια, γεγονός που συζητήθηκε προηγουµένως.

Αναφορικά µε τους χρόνους, που µας ενδιαφέρει στις συγκρίσεις αυτές, στις
ακραίες περιπτώσεις η FFT και πάλι είναι 4 µε 5 ϕορές πιο αργή στις περιπτώσεις,
όπου ο λόγος των µέτρων διατµήσεων είναι 0.1 και 4 η FFT είναι 3 µε 4 ϕορές πιο
γρήγορη, ενώ όταν είναι 0.5 και 2 η FFT είναι 6-7 ϕορές πιο γρήγορη. Στη σύγκριση
αυτή ϑα πρέπει να συνυπολογιστεί ότι για τη µέθοδο FEM η µικροδοµή αποτελείται
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από 44,005 κόµβους και σχεδόν 97,327 ϐαθµούς ελευθερίας, ενώ για την FFT η
µικροδοµή αποτελείται από 1803 voxels, δηλαδή 5,832,000 τρισδιάστατα pixels.
Γίνονται δηλαδή υπολογισµοί για πολλά παραπάνω σηµεία και συνυπολογίζοντας ότι
σε κάθε επανάληψη του αλγόριθµου υπολογίζονται κατευθείαν οι παραµορφώσεις,
οι ϐαθµοί ελευθερίας µε την FFT µέθοδο είναι πολλοί παραπάνω.
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Σχήµα 5.19: Απαιτούµενος χρόνος σε λεπτά για επίλυση µέσω FFT και FEM για την
µακροσκοπική απόκριση του σχήµατος 5.17 για τις µικροδοµές του Σχήµατος 5.16.
Για τη µέθοδο FEM χρησιµοποιήσαµε µικροδοµή µε 97,327 ϐαθµούς ελευθερίας και
για τη µέθοδο FFT µικροδοµή µε 5,832,000 voxels.

Πίνακας 5.6: Οι απαιτούµενοι χρόνοι που παρουσιάζονται στα Ραβδογράµµατα του
Σχήµατος 5.19

Απαιτούµενος χρόνος (λεπτά)

µ(2)/µ(1) µέσω FEM (Abaqus) µέσω FFT (CraFT)

0.01 77.23 311.3

0.1 82.07 29.56

0.5 72.77 10.06

2 28.15 5.64

4 28.4 7.76

100 49.35 150.7
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5.3.3 Περιοδική Μικροδοµή µε τυχαία Μονοδιασπορά 30 Σφαι-
ϱιδίων που καταλαµβάνουν το 30% του RVE

Τέλος, ϑεωρώντας την περιοδική µικροδοµή του Σχήµατος 5.20 επιθυµούµε να ε-
ξάγουµε ένα διάγραµµα που να αποτυπώνει τη σχέση της µακροσκοπικής τάσης του
υλικού συναρτήσει της µακροσκοπικής παραµόρφωσης. Για άλλη µια ϕορά προέχει
να κάνουµε έλεγχο συγκλίσεων τόσο για τον απαιτούµενο αριθµό voxels όσο και για
τον απαιτούµενο αριθµό ϐηµάτων. Το 30 % αποτελεί κοντά στο ανώτατο όριο πο-
σοστού σωµατιδίων τύπου σφαιρικού σχήµατος για µονοδιασπορά αυτών, να έχουν
δηλαδή όλες οι σφαίρες το ίδιο µέγεθος. Ανάλυση για µικροδοµές µε πολυδιασπορά
σφαιρών και για περισσότερα του ενός υλικού σωµατιδίων έχει γίνει στην έρευνα των
οι Papadioti et. al. [8].

Σχήµα 5.20: Σύνθετο υλικό µε περιοδική µικροδοµή αποτελούµενο από 30 σφαίρες
που καταλαµβάνουν το 30%

Σύγκριση Χωρικής Ανάλυσης

΄Οπως προαναφέρθηκε, η περιοδική µικροδοµή του Σχήµατος 5.20 σε ένα πρώτο
στάδιο ϑα µετατραπεί σε µικροδοµές µε διαφορετική χωρική ανάλυση. Οι αναλύσεις
που προτιµήθηκαν είναι οι 643, 1283, 1853, 2563, 2853 voxels όπως ϕαίνεται και
στο Σχήµα 5.21. ΄Οπως ϑα δούµε και στο Σχήµα 5.21 µε την αύξηση της χωρικής
ανάλυσης το ποσοστό ϕάσης c(2) τείνει στο 30% που έχουµε ορίσει εξ αρχή ως το
επιθυµητό ποσοστό σωµατιδίων

Και σε αυτή την περίπτωση εποπτικά η µικροδοµή των 643 voxels αποτελείται
από σφαίρες που εµπεριέχουν ατέλειες σε αντίθεση µε τις υπόλοιπες που εποπτικά
ϕαίνεται να ταυτίζονται.
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(αʹ) 643 voxels, c(2) = 37.6% (ϐʹ) 1283 voxels, c(2) = 33.5%

(γʹ) 1853 voxels, c(2) = 32.4% (δʹ) 2563 voxels, c(2) = 31.7%

(εʹ) 2853 voxels, c(2) = 31.5%

Σχήµα 5.21: ∆ιαφορετικές χωρικές αναλύσεις σε voxels της 3D µικροδοµής του
Σχήµατος 5.20, µέσω του προγράµµατος ParaView. Κάθε διαφορετική περίπτωση
χωρικής ανάλυσης αντιστοιχεί σε διαφορετικό ποσοστό ϕάσεων. ΄Οσο αυξάνεται το
πλήθος των voxels, τόσο το c(2) τείνει στο 30%.

Σύµφωνα µε τους υπολογισµούς για ϕόρτιση αξονοσυµµετρικής διάτµησης οι
καµπύλες για 1853, 2563, 2853 voxels σχεδόν ταυτίζονται όσον αφορά στην ακραία
περίπτωση όπου µ(2)/µ(1) = 0.01, αλλά η περίπτωση των 1853 έχει απόκλιση µεγα-
λύτερη του 1% στο διάγραµµα που αναφέρεται στις τάσεις που παραλαµβάνουν τα
σωµατίδια στην περίπτωση όπου µ(2)/µ(1) = 100.
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Σχήµα 5.22: Αποτελέσµατα µέσω FFT για µακροσκοπική απόκριση ελαστοπλαστικο-
ύ σύνθετου υλικού µε ισότροπη µονοδιασπορά 30 σφαιρικών σωµατιδίων µε ποσοστό
ϕάσεων 30% ϕόρτιση αξονοσυµµετρικής διάτµησης. Τα αποτελέσµατα αριστερά αφο-
ϱούν µ(2)/µ(1) = 0.01 και δεξιά µ(2)/µ(1) = 100 µε την , s33, µακροσκοπική αξονική
τάση του σύνθετου υλικού κανονικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό όριο διαρ-
ϱοής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3, να αποτυπώνεται ως συνάρτηση της εφαρµοζόµενης

αξονικής παραµόρφωσης ε33. Και οι 2 περιπτώσεις χωρικής σύγκλισης αφορούν α-
νάλυση 643,1283,1853,2563, και 2853 voxels. Οι εικόνες 5.22γʹ και 5.22δʹ είναι
µεγέθυνση των 5.22αʹ και 5.22βʹ αντίστοιχα. Χρησιµοποιήθηκαν 55 ϐήµατα ϕόρτισης
για τα αριστερά διαγράµµατα και 100 για τα δεξιά.

Εξαιτίας αυτού και δεδοµένου ότι ο χρόνος για τη µικροδοµή που αναλύεται σε
2563 voxels είναι σχεδόν ο µισός από αυτόν για τα 2853 voxels, ϑα επιλέξουµε τη
µικροδοµή µε 2563 voxels (c(2) = 31.7%) για τη συγκλίνουσα λύση της παρούσας
µικροδοµής µε η µέθοδο FFT.
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Σχήµα 5.23: Απαιτούµενος χρόνος σε λεπτά για επίλυση µέσω FFT για την µα-
κροσκοπική απόκριση του σχήµατος 5.22 για κάθε διαφορετική περίπτωση αριθµών
voxels. Το αριστερό Ραβδοδιάγραµµα αντιστοιχεί σε µ(2)/µ(1) = 0.01 σε ενώ το δεξιά
σε µ(2)/µ(1) = 100

Πίνακας 5.7: Οι απαιτούµενοι χρόνοι που παρουσιάζονται στα Ραβδογράµµατα του
Σχήµατος 5.23

Απαιτούµενος χρόνος (λεπτά)

voxels µ(2)/µ(1) = 0.01 voxels µ(2)/µ(1) = 100

643 0.78 643 1.84

1283 5.69 1283 17.45

1853 28.92 1853 71.8

2563 59.74 2563 105.9

2853 101.1 2853 223.2

Σύγκριση Απαιτούµενων Χρόνων FFT - FEM

Μετά τον έλεγχο για τον κατάλληλο αριθµό voxels που ϑα πρέπει να αναλυθεί η µι-
κροδοµή για την εξαγωγή ακριβών αποτελεσµάτων, ϑα υπολογιστεί η µακροσκοπική
απόκριση για τον κύκλο αξονοσυµµετρικής διάτµησης µε τη µέθοδο FFT. Ο αριθµός
ϐηµάτων που χρησιµοποιήθηκαν και στις δύο προηγούµενες περιπτώσεις δίνουν α-
ποτελέσµατα που συγκλίνουν. Επιλέγουµε δηλαδή 2563 voxels (c(2) = 31.7%) για τη
µικροδοµή και 700 ϐήµατα ϕόρτισης, καθώς το µέτρο διάτµησης των σωµατιδίων ε-
ίναι µικρότερο από του ϕορέα και 400 ϐήµατα ϕόρτισης όταν είναι µεγαλύτερο.

Για τη λύση του Προβλήµατος µέσω της FEM χρησιµοποιούµε µικροδοµή που
όπως ϐλέπουµε και από τον Πίνακα 5.1 αποτελείται από 109,063 κόµβους, 43,814
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στοιχεία και 239,561 ϐαθµούς ελευθερίας. Αναφορικά µε τα ϐήµατα ϕόρτισης, επι-
λέγουµε καθώς το µέτρο διάτµησης των σωµατιδίων είναι µικρότερο από του ϕορέα
να ισούνται µε 682 ϐήµατα ϕόρτισης και 214 ϐήµατα ϕόρτισης όταν είναι µεγαλύτερο.
Οι τιµές αυτές έχουν επιλεχθεί σύµφωνα µε την έρευνα των Agoras et. al. [7], όπου
για να ϐρουν τη σχέση µεταξύ µακροσκοπικών τάσεων και παραµορφώσεων έλεγξαν
ότι για τις τιµές αυτές η καµπύλη της µακροσκοπικής απόκρισης συγκλίνει.

(αʹ) Μικροδοµή για Abaqus (ϐʹ) Μικροδοµή για CRaFT

Σχήµα 5.24: Η διφασική µικροδοµή σωµατιδιακού τύπου αποτελούµενο από 30 σφα-
ίρες που καταλαµβάνουν το 30 % του RVE για την επίλυση του Προβλήµατος Οµογε-
νοποίησης µε την µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων, Εικόνα (α΄) και µε τη µέθοδο
FFT, Εικόνα (ϐ΄).

Χρησιµοποιώντας τις µικροδοµές του Σχήµατος 5.24 κάθε µια για την αντίστοι-
χη µέθοδο επίλυσης προκύπτουν οι καµπύλες τάσεων παραµορφώσεων υπό κυκλική
αξονοσυµµετρική διατµητική παραµόρφωση, µε την ταύτιση για όλες τις περιπτώσεις
µ(2)/µ(1) να είναι εµφανείς µε την απόκλιση των καµπυλών να είναι µικρότερη του
1%.
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Σχήµα 5.25: Αποτελέσµατα µέσω FFT (συνεχής) σε σύγκριση µε FEM (διακεκοµµένη)
για µακροσκοπική απόκριση ελαστοπλαστικού σύνθετου υλικού µε ισότροπη µόνο-
διασπορά 30 σφαιρικών σωµατιδίων µε ποσοστό ϕάσεων 30% υπό κύκλο ϕόρτισης
αξονοσυµµετρικής διάτµησης. Τα αποτελέσµατα αφορούν µ(2)/µ(1) = 0.5,0.1,0.01
αριστερά και µ(2)/µ(1) = 2,4,100 δεξιά. Η µακροσκοπική αξονική τάση, s33, κανο-
νικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό όριο διαρροής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3

αποτυπώνεται ως συνάρτηση της εφαρµοζόµενης αξονικής παραµόρφωσης ε33. Στην
FFT χρησιµοποιήθηκε η µικροδοµή µε ανάλυση 2563 voxels.

Για τις µέσες τάσεις παρατηρείται στο Σχήµα 5.26 όπως και πριν, υπάρχει πλήρη
ταύτιση των 2 µεθόδων για τις µέσες τάσεις του ϕορέα, ενώ σηµαντική απόκλιση για
τις µέσες τάσεις των σωµατιδίων, µε το λόγο της απόκλισης αυτής να έχει συζητηθεί
προηγουµένως.
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Σχήµα 5.26: Αποτελέσµατα µέσω FFT (συνεχής) σε σύγκριση µε FEM (διακεκοµ-
µένη) για τις µέσες τιµές των τασικών πεδίων της κάθε ϕάσης του σύνθετου υλικού υπό
κύκλο ϕόρτισης αξονοσυµµετρικής διάτµητικής παραµόρφωσης του σχήµατος 5.25.
Η µακροσκοπική αξονική τάση, s(r)

33(r = 1,2), κανονικοποιηµένη ως προς το αξονο-
συµµετρικό όριο διαρροής του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3 αποτυπώνεται ως συνάρτηση της

εφαρµοζόµενης αξονικής παραµόρφωσης ε33

Αφού επιβεβαιώσαµε την ταύτιση των µακροσκοπικών αποτελεσµάτων, αυτό που
µας ενδιαφέρει είναι η σύγκριση της αποδοδτικότητας των µεθόδων ως προς το χρόνο.
Για τις ακραίες περιπτώσεις, όπως ϕαίνεται στα Ραβδογράµµατα του Σχήµατος 5.27
η FFT είναι 2 µε 3 ϕορές πιο αργή από την FEM, για µ(2)/µ(1) = 0.1 η FFT ε-
ίναι περίπου 6 ϕορές πιο γρήγορη, για µ(2)/µ(1) = 4 η FFT είναι περίπου 8 ϕορές
πιο γρήγορη, για µ(2)/µ(1) = 2 η FFT είναι περίπου 9 ϕορές πιο γρήγορη ενώ για
µ(2)/µ(1) = 0.5 η FFT είναι περίπου 15 ϕορές πιο γρήγορη.
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Στη σύγκριση αυτή ϑα πρέπει να συνυπολογιστεί ότι για τη µέθοδο FEM η µικρο-
δοµή αποτελείται από 109,063 κόµβους και σχεδόν 239,561 ϐαθµούς ελευθερίας,
ενώ για την FFT η µικροδοµή αποτελείται από 2563 voxels, δηλαδή 16,777,216
τρισδιάστατα pixels. Γίνονται δηλαδή υπολογισµοί για πολλά παραπάνω σηµεία
και συνυπολογίζοντας ότι σε κάθε επανάληψη του αλγόριθµου υπολογίζονται κα-
τευθείαν οι παραµορφώσεις, οι ϐαθµοί ελευθερίας µε την FFT µέθοδο είναι πολλοί
παραπάνω.
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Σχήµα 5.27: Απαιτούµενος χρόνος σε λεπτά για επίλυση µέσω FFT και FEM για την
µακροσκοπική απόκριση του σχήµατος 5.25 για τις µικροδοµές του Σχήµατος 5.16.
Για τη µέθοδο FEM χρησιµοποιήσαµε µικροδοµή µε 239,561 ϐαθµούς ελευθερίας και
για τη µέθοδο FFT µικροδοµή µε 16,777,216 voxels.

Πίνακας 5.8: Οι απαιτούµενοι χρόνοι που παρουσιάζονται στα Ραβδογράµµατα του
Σχήµατος 5.27

µ(2)/µ(1) µέσω FEM (Abaqus) µέσω FFT (CRaFT)

0.01 425.6 861.8

0.1 447.4 85.8

0.5 451.7 31.97

2 154.1 19.42

4 155.1 22.6

100 174 461.14

5.4 Εφαρµογές µε αλλαγή του ποσοστού ϕάσεων

Στους παρόντες υπολογισµούς συγκρίνονται οι µακροσκοπικές αποκρίσεις υπό στα-
ϑερές ιδιότητες ϕάσεων µε αλλαγή του ποσοστού ϕάσεων των σωµατιδίων c(2) για
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κάθε περίπτωση µ(2)/µ(1) που αναφέρθηκε στους προηγούµενους υπολογισµούς.
Σκοπός είναι να ϕανερωθεί η επιρροή της αλλαγής της γεωµετρίας στους χρόνους
για τη µέθοδο FFT, συγκρίνοντάς τους παράλληλα µε τους χρόνους µε τη µέθοδο
FEM.

Καθώς το c(2) µεγαλώνει, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 5.28 για την ελαστική πε-
ϱιοχή γίνεται πιο µαλακό για τις περιπτώσεις όπου µ(2)/µ(1) = 0.01,0.1,0.5, ενώ
για τις άλλες τρεις περιπτώσεις γίνεται πιο σκληρό. Για όλες τις περιπτώσεις, εκτός
από τη µ(2)/µ(1) = 0.01, στην τέλεια πλαστική περιοχή γίνεται πιο σκληρό, µιας και
τέτοιου είδους σύνθετα υλικά συµπεριφέρονται όπως άκαµπτος ϕορέας µε άκαµπτα
σωµατίδια µε αποτέλεσµα οι ελαστικές σταθερές να µην επηρεάζουν το µακροσκο-
πικό όριο διαρροής. Στο Σχήµα όπου µ(2)/µ(1) = 0.01 όσο το c(2) µεγαλώνει γίνεται
πιο µαλακό στην πλαστική περιοχή, µιας και το µεγάλο ποσοστό µαλακής ϕάσης,
σωµατιδίων, οδηγεί σε όλο και χαµηλότερο όριο διαρροής.
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Σχήµα 5.28: Σύγκριση αποτελεσµάτων µέσω FFT (συνεχής) σε σύγκριση µε FEM
(διακεκοµµένη) για µακροσκοπική απόκριση ελαστοπλαστικού σύνθετου υλικού υπό
κύκλο ϕόρτισης αξονοσυµµετρικής διάτµητικής παραµόρφωσης για διάφορες περι-
πτώσεις µ(2)/µ(1) και διαφορετικό ποσοστό ϕάσης των 30 σωµατιδίων c2. Η µακροσκο-
πική αξονική τάση, s33, κανονικοποιηµένη ως προς το αξονοσυµµετρικό όριο διαρροής
του ϕορέα τ(1)

a = 2σ (1)
0 /3 αποτυπώνεται ως συνάρτηση της εφαρµοζόµενης αξονικής

παραµόρφωσης ε33
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Σχήµα 5.29: Απαιτούµενοι χρόνοι σε λεπτά για κάθε περίπτωση που εξετάστηκε στο
Σχήµα 5.28

Αναφορικά µε τους χρόνους, στο Σχήµα 5.29 παρουσιάζεται ότι η αύξηση του
ποσοστού ϕάσης οδηγεί σε αύξηση του απαιτούµενου χρόνου επίλυσης του προ-
ϐλήµατος. ΄Οσο µεγαλώνει η ϕάση, όπως παρατηρούµε επιθυµείται η µικροδοµή να
έχει µεγαλύτερο αριθµό voxels για να είναι πιο ακριβή η λύση. Για c(2) = 0.1 και
c(2) = 0.2 χρησιµοποιήσαµε µικροδοµη µε 1803 voxels για αυτό και η χρονική δια-
ϕορά είναι µικρή, εν αντιθέσει µε την περίπτωση όπου c(2) = 0.3 όπου χρησιµοποι-
ήσαµε µικροδοµή µε 2563 voxels. Μιας και όπως αναφέρθηκε στους αλγόριθµους
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οι πράξεις µε την FFT γίνονται για κάθε voxel, η αύξηση αυτή είναι ϕυσιολογικό να
οδηγεί σε µεγάλες χρονικές διαφορές. Πιο συγκεκριµένα για c(2) = 0.3 ο χρόνος που
χρειάζεται είναι σχεδόν τριπλάσιος από αυτόν για τις άλλες δύο περιπτώσεις. Η FEM
επηρεάζεται χρονικά και αυτή από την αλλαγή του ποσοστού ϕάσεων, γιατί, καθώς
αυξάνεται το ποσοστό ϕάσεων χρησιµοποιούνται περισσότεροι κόµβοι, γεγονός που
οδηγεί σε αύξηση των πράξεων. Στην περίπτωση όπου c(2) = 0.3 το πλήθος των
κόµβων ανέρχονται περίπου στους 110,000 σε σύγκριση µε τις περιπτώσεις όπου
c(2) = 0.1 και c(2) = 0.2, όπου έχουν χρησιµοποιηθεί περίπου 17,500 και 35,000
κόµβοι αντίστοιχα, µε τη διαφορά αυτή να οδηγεί στη διαφορά όπως ϕαίνεται και
στα Ραβδογράµµατα του Σχήµατος 5.29.

Συγκριτικά, παρατηρούµε ότι η FEM καθώς αυξάνεται το ποσοστό ϕάσης αυ-
ξάνεται αρκετά ο απαιτούµενος χρόνος σε αντίθεση µε την FFT που ναι µεν αυξάνεται,
αλλά σε µικρότερο ϐαθµό. Η µέθοδος FFT, δηλαδή, κρίνεται αποδοτικότερη της µε-
ϑόδου καθώς το ποσοστό ϕάσης c(2) αυξάνεται καθώς η πύκνωση πλέγµατος για τη
µέθοδο FEM οδηγεί σε πολύ µεγάλους απαιτούµενους χρόνους. Αντίθετα, η FFT
µε την αύξηση των σηµείων δεν οδηγεί σε τόσο µεγάλη αύξηση των απαιτούµενων
χρόνων.
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Κεφάλαιο 6

Συµπεράσµατα και Σχόλια

Η παρούσα εργασία αναφέρεται στην επίλυση του Προβλήµατος Οµογενοποίησης
των Σύνθετων Υλικών µε τη µέθοδο FFT, τη µέθοδο που πρότειναν οι Moulinec και
Suquet [1]. Αφού κάναµε µια ϐιβλιογραφική ανασκόπηση στη ϑεωρία πίσω από τη
µέθοδο αυτή, εφαρµόσαµε τη µέθοδο µέσω του πακέτου CraFT και συγκρίναµε την
αποδοτικότητα της ως προς το χρόνο µε ίδια αποτελέσµατα που προήλθαν µέσω της
FEM.

΄Οπως παρατηρήθηκε για τις µικροδοµές σωµατιδίων σφαιρικού σχήµατος η FFT
παρουσιάζεται γρηγορότερη από την FEM για ένα σηµαντικό εύρος τιµών του λόγου
των µέτρων διατµήσεων των σωµατιδίων προς του ϕορέα µ(2)/µ(1). Επίσης η µέθοδος
είναι αποδοτικότερη καθώς το ποσοστό ϕάσης των σωµατιδίων αυξάνεται. Η αύξηση
αυτή έχει ως αποτέλεσµα στην αύξηση των voxels για να έχει συγκλίνει η λύση, η
οποία όµως οδηγεί σε καλύτερους χρόνους από την αντίστοιχη απαιτούµενη αύξηση
των κόµβων για την FEM. Η αύξηση των κόµβων οδηγεί σε πύκνωση του πλέγµατος
και ως αποτέλεσµα στην αύξηση του πλήθους των υπολογισµών. Αν συνυπολογίσου-
µε ότι η µέθοδος FFT κάνει υπολογισµούς σε πολλά παραπάνω σηµεία και έχει
πολλούς περισσότερους ϐαθµούς ελευθερίας, συµπεραίνουµε πόσο αποδοτικότερη
είναι η µέθοδος FFT από τη µέθοδο FEM.

΄Οταν, όµως, µ(2)/µ(1) → 0 ή όταν µ(2)/µ(1) → ∞ η µέθοδος δε µπορεί να ϑεωρη-
ϑεί πιο αποδοτική από ϑέµα χρόνου από την FEM, η οποία δεν επηρεάζεται χρονικά
σχεδόν καθόλου από το µ(2)/µ(1), όπως ϕαίνεται και από τα Ραβδογράµµατα στο Κε-
ϕάλαιο 5. Η FFT, όπως είδαµε, επηρεάζεται από το µ(2)/µ(1) και αυτό γιατί στην
Εξίσωση Lippmann - Schwinger (3.12) στον Επαναληπτικό Αλγόριθµο ο Τελεστής
Green

L(0) εξαρτάται από τα λ(0) και µ(0).

Οι Moulinec και Suquet (1995) προτείνουν ως ιδανική έκφραση την παράµετρο
Lamé, λ(0), και το µέτρο διατµήσεως του υλικού αναφοράς, µ(0), να παίρνουν ως τιµή
τη µέση τιµή των επιµέρους µέτρων, δηλαδή:

λ(0) =
λ(1) + λ(2)

2
, µ(0) =

µ(1) + µ(2)

2
(6.1)

Αυτό σηµαίνει ότι αν τα µ(1) και µ(2) διαφέρουν κατά πολύ µεταξύ τους, και το µ(0) ϑα
διαφέρει αρκετά µε τα µ(1) και µ(2). Ως αποτέλεσµα, η εκτίµηση της παραµόρφωσης
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µέσω της εξίσωσης Lippman Schwinger ϑα απέχει από την ακριβή τιµή της παρα-
µόρφωσης και ϑα χρειάζονται αρκετές επαναλήψεις για να ικανοποιηθεί το κριτήριο
σύγκλισης της µεθόδου.

Στην προσπάθεια µείωσης του απαιτούµενου χρόνου που χρειάζεται το CraFT
για να ολοκληρώσει τους υπολογισµούς για τις περιπτώσεις µ(2)/µ(1) = 0.01 και
µ(2)/µ(1) = 100, η αύξηση των ϐηµάτων ϕόρτισης δεν οδήγησε στη µείωση των επι-
µέρους επαναλήψεων. Αντιθέτως, η αύξηση αυτή οδηγούσε σε ίδιο αριθµό επανα-
λήψεων και συνεπώς στο σύνολο περισσότερο χρόνο. Ο αριθµός των επαναλήψεων,
δηλαδή, δεν επηρεάζεται τόσο από το πλήθος των ϐηµάτων ϕόρτισης στις ακραίες
περιπτώσεις, αλλά από τις ελαστικές σταθερές του υλικού αναφοράς.

∆οκιµάσαµε και άλλες εκφράσεις στην προσπάθειά µας να αυξήσουµε την α-
πόδοση της µεθόδου για τις ακραίες περιπτώσ λ(0) και µ(0), όπως:

λ(0) = max(λ(1), λ(2)), µ(0) = max(µ(1), µ(2)) (6.2)

Τα αποτελέσµατα για τις περιπτώσεις όπου τα λ(0) και µ(0) παίρνουν τιµές µέσω της
Εξίσωσης (6.1) και της Εξίσωσης (6.2) στο Σχήµα 6.1 να ταυτίζονται.
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Σχήµα 6.1: Σύγκριση της µακροσκοπικής απόκρισης ελαστοπλαστικού σύνθετου υ-
λικού µε 30 σφαίρες που πιάνουν το 20% της µοναδιαίας κυψελίδας για διαφορετική
περίπτωση ελαστικών σταθερών του υλικού αναφοράς όπως περιγράφονται από τις
Εξισώσεις (6.1) και (6.2)

Το αξιοσηµείωτο, όµως, είναι ότι µε την αλλαγή αυτή ο απαιτούµενος χρόνος
µειώνεται κατά πολύ όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 6.2. Συνεπώς στους υπολογισµο-
ύς στις ακραίες περιπτώσεις µ(2)/µ(1) του Κεφαλαίου 5 ϑα µπορούσαν µε παρόµοιες
αλλαγές στο υλικό αναφοράς να επιτευχθούν καλύτερα χρονικά αποτελέσµατα για
την επίλυση µέσω της µεθόδου FFT.
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Σχήµα 6.2: Σύγκριση απαιτούµενης χρονικής διάρκειας για τους υπολογισµούς του
Σχήµατος 6.1

Οι Moulinec και Silva [22] προσπάθησαν να συγκρίνουν τις προτάσεις των Eyre
και Milton [23], Michel et. al. [24] και Monchiet και Bonnet [25] για αλλαγές
στον αλγόριθµο. Ακόµα και αν τα µ(1) και µ(2) διαφέρουν κατά πολύ µεταξύ τους,
µε τις αλλαγές αυτές, η µέθοδος αφενός ϑα δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα και
αφετέρου η απαιτούµενη χρονική διάρκεια ϑα είναι κατά πολύ µικρότερη από τον
αλγόριθµο που πρότειναν οι Suquet και Moulinec (1995). Στην νέα έκδοση της
CraFT υπάρχει επιλογή να διαλέξουµε τους επιταχυνόµενους αλγορίθµους αυτούς
και ως αποτέλεσµα, ακόµα και αν τα µ(1) και µ(2) διαφέρουν κατά πολύ, η µέθοδος
FFT να είναι εξαιρετικά αποδοτική.

Πέρα όµως από την αποτελεσµατικότητα και αποδοτικότητα της µεθόδου για
τις παρούσες περιπτώσεις που συζητήθηκαν, παρατηρήσαµε την αδυναµία υπολογι-
σµού µακροσκοπικής απόκρισης πορώδους υλικού µέσω της CraFT κάτι το οποίο
επιβεβαιώθηκε και µε αφορµή τους υπολογισµούς της παρούσας εργασίας.

Καλύτερα χρονικά αποτελέσµατα ϑα µπορούσαµε να πετύχουµε και αν επι-
λέγαµε µικροδοµή µε µικρότερη χωρική ανάλυση, µε λιγότερο αριθµό voxels. Επι-
λέγοντας µια απόκλιση από τη συγκλίνουσα καµπύλη µεγαλύτερη από το 1% που
επιλέχθηκε, π.χ. 5%, ϑα µπορούσε να επιλεγεί µικροδοµή µε 1283 voxels αντί για
1803 voxels που επιλέχθηκαν στις περιπτώσεις όπου c(2) = 10% και c(2) = 20%, γεγο-
νός που ϑα οδηγούσε σε υποδιπλασιασµό του απαιτούµενου χρόνου. Αν επιλεγόταν
ένα κριτήριο σύγκλισης µεγαλύτερο του 0.0001, που είναι αυτό που προτείνουν οι
δηµιουργοί, και πάλι ϑα πετυχαίναµε µικρότερους χρόνους, αλλά ϑα τεθόταν ϑέµα
ακρίβειας µε τέτοιες αλλαγές.

Σε ένα επόµενο στάδιο, η παρούσα εργασία ϑα µπορούσε να εξελιχθεί στον υ-
πολογισµό µακροσκοπικής απόκριση οποιασδήποτε περιοδικής µικροδοµής σύνθε-
του υλικού µε τη µέθοδο της FFT, όπως σωµατιδιακού τύπου ελλειψοειδούς σχήµα-
τος και η σύγκριση ως προς τους χρόνους που χρειάζονται οι 2 µέθοδοι. Πέρα από
µικροδοµές µε µονοδιασπορά ϑα ήταν αξιοσηµείωτη και η χρονική σύγκριση των 2
µεθόδων για πολυδιασπορά και για ποσοστό ϕάσεων που να ανέρχεται πάνω από το
30% που εξετάστηκε στην παρούσα εργασία. Το πακέτο της CraFT έχει δυνατότητα
για την µακροσκοπική απόκριση υλικών που υπακούουν και σε κριτήρια διαρροής
διαφορετικά από αυτά του Von Mises, όπως αυτό του Gurson και διάφορα άλλα
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στη νέα έκδοση που παρέχεται από τους δηµιουργούς, γεγονός που γεννά αρκε-
τό ενδιαφέρον για την αποδοτικότητα της µεθόδου σε σύγκριση µε την FEM. ΄Ενα
χαρακτηριστικό της µεθόδου είναι ότι µπορεί οι υπολογισµοί αυτοί να αφορούν µι-
κροδοµές που έχουν εξαχθεί µέσα από ϕωτογραφίες από ηλεκτρονικό µικροσκόπιο
SEM, ϑεωρώντας τη µικροδοµή της ϕωτογραφίας ως το RVE του υλικού και µε κα-
τάλληλο τρόπο να προγραµµατιστεί η µετατροπή της ϕωτογραφία σε αρχείο που
µπορεί να διαβαστεί για να αναγνωριστεί από το CraFT. Συνεπώς, ϑα µπορέσουν οι
υπολογισµοί για το ίδιο υλικό να εξαχθούν πειραµατικά και υπολογιστικά. Τέλος, η
εξαγωγή αποτελεσµάτων για πολυκρυσταλλικά υλικά αποτελεί ένα ευρύ ερευνητικό
ϑέµα. Σύµφωνα µε την έρευνα των Lucarinni και Segurado [26] που εξέτασαν την
αντοχή του υλικού σε κόπωση τα αποτελέσµατα µε τη µέθοδο της FFT, πέρα από
την αποτελεσµατικότητα της µεθόδου, παρατήρησαν ότι η FFT είναι αποδοτικότερη
από την FEM και για τέτοια υλικά. Παρόµοια ϑα µπορούσε να γίνει ως συνέχεια της
παρούσας εργασίας.
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Παράρτηµα Αʹ

Ο Μετασχηµατισµός Fourier

(Αʹ.1)

Η εξίσωση Lippman Schwinger στο χώρο Fourier εµπεριέχει τον τανυστή των
παραµορφώσεων στο χώρο Fourier, που, όπως αναφέρει και ο Willot [27] στην ε-
ϱευνά του µπορεί να υπολογιστεί µε το ∆ιακριτό Μετασχηµατισµό Fourier (DFT) ως
εξής :

ε̂εε(ξξξ ) =
∑
x∈Ω

εεε(x)e−2πi(ξξξ ·x)
F −1

�
F

εεε(x) =
1
N3

∑
ξξξ∈ΩF

ε̂εε(ξξξ )e2πi(ξξξ ·x) (Αʹ.2)

µε τα x και ξξξ να ορίζονται σύµφωνα µε τους Moulinec και Suquet(1995):

x(i1, i2, i3) =
(
(i1 − 1)

T1

N1
, (i2 − 1)

T2

N2
, (i3 − 1)

T3

N3

)
,

i1 = 1, . . . , N1,

i2 = 1, . . . , N2,

i3 = 1, . . . , N3

(Αʹ.3)

και

ξj =


1−(Nj/2)

Tj
, ...,

Nj/2
Tj
, Nj Ϲυγός

−(Nj−1)/2
Tj

, ...,
(Nj−1)/2

Tj
, Nj µονός

(Αʹ.4)

Αντίστοιχα ο τανυστής τάσεων και ο τανυστής πόλωσης ϑα µπορούν να υπολογιστούν
µέσω των εξής εκφράσεων:

σ̂σσ(ξξξ ) =
∑
x∈Ω

σσσ(x)e−2πi(ξξξ ·x)
F −1

�
F

σσσ(x) =
1
N3

∑
ξξξ∈ΩF

σ̂σσ(ξξξ )e2πi(ξξξ ·x) (Αʹ.5)

τ̂ττ(ξξξ ) =
∑
x∈Ω

τττ(x)e−2πi(ξξξ ·x)
F −1

�
F

τττ(x) =
1
N3

∑
ξξξ∈ΩF

τ̂ττ(ξξξ )e2πi(ξξξ ·x) (Αʹ.6)
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