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ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ 

Για τουσ περιςςότερουσ μαθητϋσ η εκμϊθηςη τησ ϊλγεβρασ εύναι  μια  διαφορετικό 

εμπειρύα από την εκμϊθηςη τησ αριθμητικόσ και βρύςκουν τη μετϊβαςη αυτό δύςκολη. 

΢την πραγματικότητα η ϊλγεβρα χτύζεται ςτην αριθμητικό και την αναπτύςςει 

περιςςότερο (Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001). ΢ε τι ςυνύςταται η διαφορϊ τησ 

ϊλγεβρασ από την αριθμητικό; Γιατύ οι μαθητϋσ ςυναντούν δυςκολύεσ ςτην ϊλγεβρα; 

Ποιεσ εύναι αυτϋσ οι δυςκολύεσ; Με ποιουσ τρόπουσ θα ξεπεραςτούν αυτϋσ οι δυςκολύεσ; 

Αυτϊ εύναι κϊποια από τα βαςικότερα θϋματα, ςχετικϊ με τη μετϊβαςη από τον 

αριθμητικό ςτον αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ, που απαςχόληςαν τα τελευταύα χρόνια τουσ 

ερευνητϋσ (Kieran C. , 1992, Bednarz & Janvier, 1996, Breiteig & Grevholm, 2006, 

Dekker & Dolk, 2011). 

Ενώ η αριθμητικό αςχολεύται με αριθμητικϋσ διαδικαςύεσ (υπολογιςμούσ μεταξύ 

αριθμών), η ϊλγεβρα περιγρϊφει ςχϋςεισ μεταξύ μεταβλητών ποςοτότων. 

΢υγκεκριμϋνα η ςχολικό ϊλγεβρα ϋχει δύο όψεισ, που ςχετύζονται με το εύδοσ των 

δεξιοτότων που πρϋπει να αναπτύξουν οι μαθητϋσ : α) Εύναι η γλώςςα τησ γενύκευςησ. 

Εύναι ϋνασ ςυςτηματικόσ τρόποσ να εκφρϊζουμε γενικεύςεισ, πρότυπα, μοτύβα, 

γενικευμϋνεσ αριθμητικϋσ ιδιότητεσ. Μπορούμε με μια αλγεβρικό παρϊςταςη να 

αναπαραςτόςουμε κϊποιον αλγόριθμο ό ακόμα κι ϋνα πρόβλημα ό μια κατϊςταςη. β) 

Απ’ την ϊλλη, παρϋχει ϋνα ςύνολο κανόνων που δύνουν τη δυνατότητα χειριςμού των 

ςυμβόλων και των αλγεβρικών παραςτϊςεων ϋτςι ώςτε να οδηγούμαςτε ςε 

ιςοδύναμουσ μεταςχηματιςμούσ (επύλυςη εξιςώςεων, παραγοντοπούηςη, κτλ.) 

(Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001). Παλιότερεσ ϋρευνεσ εύχαν δεύξει ότι οι μαθητϋσ 

δεν μπορούν να δουν από μόνοι τουσ τουσ ςωςτούσ μεταςχηματιςμούσ (Pimm, 1995). 

Για τον λόγο αυτό μϋχρι τη δεκαετύα του ’60, όπωσ αναφϋρει η Kieran, εύχε δοθεύ 

μεγαλύτερη ϋμφαςη ςτουσ κανόνεσ που πρϋπει να ακολουθόςουν οι μαθητϋσ για τον 

μεταςχηματιςμό των αλγεβρικών εκφρϊςεων και εξιςώςεων και λιγότερο ςτο να 

δώςουν νόημα ςτουσ χειριςμούσ αυτών των εκφρϊςεων (Kieran C. , 2004). Αυτό εύχε 

ωσ αποτϋλεςμα να ευνοηθεύ η εξοικεύωςη με μια ϊλγεβρα χωρύσ ενδιαφϋρον, εξαιρετικϊ 

ςυμβολοποιημϋνη, και να δοθεύ ϋμφαςη ςτη μελϋτη τησ αλγεβρικόσ γλώςςασ και ςτο 

χειριςμό των ςυμβόλων. 

 ΢τη δεκαετύα 70-80, ϋγιναν πολλϋσ ϋρευνεσ που μελετούςαν τισ δυςκολύεσ που 

αντιμετώπιζαν οι μαθητϋσ όταν ϋρχονταν ςε επαφό με την ϊλγεβρα. ΢τα τϋλη τησ 

δεκαετύασ του ’80, κϊποιοι μεταρρυθμιςτϋσ μελετητϋσ υποςτόριξαν ότι αν ειςϊγουμε 

κϊποια ςτοιχεύα ϊλγεβρασ πολύ νωρύτερα θα ϋχουμε καλύτερα αποτελϋςματα. Έτςι 

αναπτύχθηκε ϋνα νϋο ρεύμα, η «πρώιμη Άλγεβρα», που ϋχει ωσ κύριο ςτόχο την 
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ανϊδειξη του αλγεβρικού χαρακτόρα τησ αριθμητικόσ και ενοποιεύ τουσ δύο χώρουσ 

(Lins & Kaput, 2004). ΢την προςπϊθεια να αποκτόςει νόημα η ϊλγεβρα για τουσ 

μαθητϋσ, ςε οριςμϋνεσ χώρεσ η ςχολικό ϊλγεβρα προςεγγύςτηκε ςε πρώιμο ςτϊδιο 

(ςτην πρωτοβϊθμια εκπαύδευςη) με νϋεσ δραςτηριότητεσ, χρηςιμοποιώντασ νϋεσ 

τεχνικϋσ και καταργώντασ τισ διαχωριςτικϋσ γραμμϋσ μεταξύ αριθμητικόσ και ϊλγεβρασ 

(Kieran C. , 2004). Για παρϊδειγμα, δραςτηριότητεσ όπου περιγρϊφονται αριθμητικϊ ό 

γεωμετρικϊ μοτύβα αντικατϋςτηςαν τισ δραςτηριότητεσ μεταςχηματιςμού. Δόθηκε 

μεγαλύτερη ϋμφαςη ςτην ανϊδειξη τησ αλγεβρικόσ ςκϋψησ. ΢ύμφωνα με την ϊποψη 

του Usiskin η ϊλγεβρα  εμφανύζεται ςε  πϋντε βαςικϊ πλαύςια: Αγνώςτουσ, τύπουσ, 

γενικευμϋνα μοτύβα, μεταβλητϋσ  και ςχϋςεισ. Κϊθε ςτιγμό που κϊποιο από αυτϊ 

απαςχολεύ τουσ μαθητϋσ από το νηπιαγωγεύο και μετϊ, υπϊρχει η ευκαιρύα να ειςαχθεύ 

η αλγεβρικό γλώςςα (Usiskin, 1997). 

 Κι ενώ περύμεναν τα αποτελϋςματα να εύναι πιο καλϊ, αυτό δεν ϋγινε. Παραμελόθηκε η 

εκμϊθηςη των κανόνων μεταςχηματιςμού (Brown & Drouhard, 2004).  Απ’ την ϊλλη, 

μια ομϊδα ερευνητών από τη  Γαλλύα με επικεφαλόσ τη Michele Artigue, μετϊ από 

ϋρευνεσ κατϋληξε ςτο ςυμπϋραςμα ότι η εκμϊθηςη των αλγεβρικών χειριςμών δεν 

οδηγεύ μόνο ςτην εύρεςη τησ λύςησ αλλϊ και ςτην καλύτερη κατανόηςη των 

αλγεβρικών αντικειμϋνων και των ςχϋςεών τουσ (Artigue, 2003). Σο εκπληκτικό εύναι 

ότι η βαθύτερη κατανόηςη τησ τεχνικόσ και των χειριςμών ϋχει προκύψει μϋςα από 

ϋρευνεσ με χρόςη υπολογιςτών  (Stacey & Chick, 2000). Μετϊ από τϋτοιεσ ϋρευνεσ, που 

δεύχνουν πώσ το περιβϊλλον του υπολογιςτό (π.χ. spreadsheet) βοηθϊει να αναδυθεύ η 

αλγεβρικό ςκϋψη των μαθητών, μια αφελόσ ϊποψη θα όταν ότι οι υπολογιςτϋσ θα 

μπορούςαν να μασ απαλλϊξουν από την ανϊγκη των μεταςχηματιςτικών 

δραςτηριοτότων ώςτε τα παιδιϊ να επικεντρωθούν ςτη νοητικό εργαςύα. Όμωσ η 

ϋρευνα και η εμπειρύα ϋχουν δεύξει ότι ο χειριςμόσ των μεταςχηματιςμών εύναι επύςησ 

νοητικό διεργαςύα (Artigue, 2003). Η χρόςη των νϋων τεχνολογιών δεν ςημαύνει ότι θα 

πρϋπει να ξεχαςτούν οι αλγεβρικού χειριςμού με χαρτύ και μολύβι, ούτε ο ςημαντικόσ 

ρόλοσ του δαςκϊλου ςτη διδαςκαλύα (Drijvers, Boon, & Van Reeuwijk, 2010).  Σο πιο 

ςωςτό εύναι να δύνεται ϋμφαςη εξύςου και ςτισ αλγεβρικϋσ ςχϋςεισ και ςτον χειριςμό 

τουσ, προτεύνει η Kieran (Kieran C. , 2004). 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 1 

1.1 ΠΑΡΑΓΟΝΣΕ΢ ΔΤ΢ΚΟΛΙΑ΢ ΢ΣΗΝ ΚΑΣΑΝΟΗ΢Η ΣΗ΢ ΑΛΓΕΒΡΑ΢ ΑΠΟ ΣΟΤ΢ ΜΑΘΗΣΕ΢ 

 

Σο πρώτο μεγϊλο εμπόδιο για την ομαλό ειςαγωγό τησ ϊλγεβρασ ςτουσ μαθητϋσ 

αποτελεύ  η πολύπλοκη φύςη τησ ύδιασ τησ  ϊλγεβρασ. Η ϊλγεβρα, ςτο αναλυτικό 

πρόγραμμα του ςχολεύου, προβϊλλεται ωσ  γενύκευςη τησ αριθμητικόσ κι από αυτό το 

ςημεύο εμφανύζονται και οι πρώτεσ δυςκολύεσ. Η διδακτικό πρακτικό που ακολουθεύται 

ςυνόθωσ, όταν ειςϊγεται μια νϋα αλγεβρικό ϋννοια, εύναι η αναφορϊ ςε ςχετικϋσ 

προηγούμενεσ αριθμητικϋσ εμπειρύεσ των μαθητών και η προςπϊθεια μϋςα απ’ αυτϋσ να 

αναδυθεύ η νϋα γνώςη. ΢το επόμενο βόμα, οι μαθητϋσ αςκούνται εκτεταμϋνα ςτον 

χειριςμό και μεταςχηματιςμό των αλγεβρικών εκφρϊςεων, κϊνοντασ χρόςη 

ςυγκεκριμϋνων κανόνων. Κι εκεύ αφιερώνουν τον περιςςότερο χρόνο. Αυτό η 

προςϋγγιςη ςτηρύζεται ςτην πεπούθηςη ότι, αφού η αριθμητικό και η ϊλγεβρα αφορούν 

ςε αριθμούσ και οι μαθητϋσ εύναι εξοικειωμϋνοι με τισ ιδιότητεσ των αριθμών και τισ 

πρϊξεισ μ’ αυτούσ, πολύ λύγοσ κόποσ χρειϊζεται ώςτε να μπορϋςουν οι μαθητϋσ να 

προςεγγύςουν τισ αλγεβρικϋσ ιδϋεσ. Ωςτόςο αυτό δε ςυμβαύνει τελικϊ. Αν και η ϊλγεβρα 

ςτηρύζεται ςτην αριθμητικό, οι αλγεβρικϋσ ϋννοιεσ και ο τρόποσ ςκϋψησ προκύπτουν με 

διαδικαςύεσ αφαύρεςησ και επομϋνωσ αποτελούν μια πολύπλοκη και απαιτητικό 

διαδικαςύα, πιο απαιτητικό απ’ ότι θα περύμενε κανεύσ (Δραμαλύδησ & ΢ακονύδησ, 2006). 

Η ϊλγεβρα εύναι πολύ περιςςότερο από ϋνα ςυμβολικό ςύςτημα ό ϋνασ τρόποσ 

λογιςμού ό ακόμα ϋνα ςύςτημα αναπαρϊςταςησ (Charbonneau, 1996). Η ϊλγεβρα δεν 

ςχετύζεται μόνο με την αριθμητικό αλλϊ εξύςου και με τη γεωμετρύα. Η γεωμετρύα 

χρηςιμοποιεύται ςτην απόδειξη αλγεβρικών κανόνων και η ϊλγεβρα χρηςιμοποιεύται 

ςτην επύλυςη γεωμετρικών προβλημϊτων (Radford, 1996). ΢υνεπώσ, η ανϊπτυξη τησ 

αλγεβρικόσ ςκϋψησ απαιτεύ μεγϊλεσ εννοιολογικϋσ αλλαγϋσ από τη μεριϊ των μαθητών. 

Οι Herscovics & Linchevski  θεωρούν ότι οι μαθητϋσ αντιμετωπύζουν ϋνα εννοιολογικό 

χϊςμα κατϊ τη μετϊβαςη από την αριθμητικό ςτην ϊλγεβρα (Herscovics & Linchevski, 

1994). Μϋςα από την εμπειρύα και ϋρευνα προκύπτει ότι οι μαθητϋσ τεύνουν να 

μεταφϋρουν τουσ κανόνεσ τησ αριθμητικόσ ςτο αλγεβρικό πεδύο χωρύσ προςαρμογό κι 

αυτό τουσ δυςκολεύει  (Bednarz, Radford, Janvier, & Lepage, 1992).  Αλλϊ και ιςτορικϊ 

το πϋραςμα από την αριθμητικό ςτην ϊλγεβρα αντιμετώπιςε αντύςτοιχεσ δυςκολύεσ.  

Ένασ ϊλλοσ παρϊγοντασ που φαύνεται να ευθύνεται ςημαντικϊ για τισ δυςκολύεσ που 

αντιμετωπύζουν οι μαθητϋσ ςτην ϊλγεβρα εύναι η εκτεταμϋνη χρόςη ςυμβόλων. Σα 

ςύμβολα αυτϊ η ϊλγεβρα τα δανεύζεται από την αριθμητικό, χρηςιμοποιούνται όμωσ με 

διαφορετικό τρόπο και ϋχουν διαφορετικό νόημα ςτισ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. Για 
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παρϊδειγμα, πολλϋσ φορϋσ το « = » ςτην αριθμητικό  γύνεται αντιληπτό από τουσ 

μαθητϋσ ςαν την εντολό «βρεσ το αποτϋλεςμα», ενώ ςτην ϊλγεβρα δηλώνει την ιςότητα 

δύο ποςοτότων (Kieran C. , 1981). Τπϊρχουν όμωσ και κϊποια ςύμβολα, τα γρϊμματα, 

που δεν χρηςιμοποιούνται ςτην αριθμητικό παρϊ μόνο για να δηλώςουν μονϊδεσ 

μϋτρηςησ. ΢τη χρόςη των γραμμϊτων επικεντρώνονται οι περιςςότερεσ παρανοόςεισ 

των μαθητών. Σα γρϊμματα χρηςιμοποιούνται με τρεισ τρόπουσ ςτην ϊλγεβρα: ωσ 

ϊγνωςτοι, ωσ μεταβλητϋσ και ωσ παρϊμετροι (Bloedy-Vinner, 2001). Αυτϋσ οι τρεισ 

ϋννοιεσ ϋχουν και ομοιότητεσ (π.χ. ακολουθούν τον ύδιο «αλγεβρικό» λογιςμό, που 

ςτηρύζεται ςτη θεωρύα τησ αριθμητικόσ) αλλϊ και διαφορϋσ ςτισ οπούεσ οφεύλονται 

κυρύωσ οι δυςκολύεσ των παιδιών. Ενώ ο ϊγνωςτοσ παριςτϊνει ϋναν ϊγνωςτο αλλϊ 

ςταθερό αριθμό, η μεταβλητό παριςτϊνει μια ποςότητα τησ οπούασ η αξύα μπορεύ να 

αλλϊξει, αλλϊ παύρνει τιμϋσ από ςυγκεκριμϋνο ςύνολο, και η παρϊμετροσ εύναι μια 

ψευδομεταβλητό, που μπορεύ να πϊρει οποιαδόποτε τιμό. Οι ϊγνωςτοι εμφανύζονται 

κυρύωσ ςτισ εξιςώςεισ και ςτην επύλυςη προβλημϊτων, όπου για να επιλύςουμε το 

πρόβλημα πρϋπει να βρούμε τον ϊγνωςτο, ενώ η μεταβλητό εμφανύζεται ςε 

δραςτηριότητεσ γενύκευςησ, ςυναρτόςεισ και παραςτϊςεισ (Radford, 1996). Σην 

παρϊμετρο τη ςυναντούν τα παιδιϊ ςτο Λύκειο ςτισ παραμετρικϋσ εξιςώςεισ, όπου 

διερευνούν τισ λύςεισ τησ εξύςωςησ για τισ διϊφορεσ τιμϋσ τησ παραμϋτρου. Έτςι οι 

μαθητϋσ, όταν ειςϊγονται ςτην ϊλγεβρα, οδηγούνται πολύ γρόγορα ςτον χειριςμό 

κϊποιων ςυμβόλων, ϋχοντασ μικρό εξοικεύωςη μ’ αυτϊ, χωρύσ παρϊλληλη εςτύαςη ςτα 

αλγεβρικϊ νοόματα που αναπαριςτούν και κατϊ ςυνϋπεια αντιμετωπύζουν δυςκολύεσ. 

Και μια τρύτη βαςικό πηγό προβλημϊτων για τουσ μαθητϋσ εύναι η ιδιαύτερη γλώςςα 

που χρηςιμοποιεύ η ϊλγεβρα.  Η δυςκολύα των μαθητών ςτην ϊλγεβρα εντοπύζεται ςτη 

δυςκολύα τουσ να ςυςχετύςουν τη ςυμβολικό γλώςςα τησ ϊλγεβρασ με τισ πραγματικϋσ 

ςχϋςεισ και νοόματα που αναπαριςτούν (Arzarello, Bazzini, & Chiappini, 2001). Σα 

παιδιϊ δεν κατανοούν τα ςύμβολα τα οπούα ϋχουν μϊθει τυπικϊ  (Kieran C. , 1992). Από 

την ϊλλη, κϊποιοι μαθητϋσ, ακόμα κι αν εύναι πολύ καλού ςτουσ αλγεβρικούσ 

υπολογιςμούσ, δεν μπορούν να χρηςιμοποιόςουν την ϊλγεβρα ςαν εργαλεύο για να 

κατανοόςουν γενικεύςεισ, δομικϋσ ςυςχετύςεισ και ςαν εργαλεύο απόδειξησ ςτα 

μαθηματικϊ (Laborde, 1990).  Η ορολογύα και οι εκφρϊςεισ, που χρηςιμοποιούνται 

ςτην ϊλγεβρα, φαύνονται αυθαύρετεσ ςτουσ μαθητϋσ, χωρύσ λογικό (Pimm, 1987). Αυτό 

ςε ςυνδυαςμό με το αναλυτικό πρόγραμμα, που επιβϊλει γρόγορουσ ρυθμούσ μϊθηςησ, 

δεν δύνει αρκετό χρόνο ςτουσ μαθητϋσ να αφομοιώςουν τισ ςχετικϋσ ιδϋεσ και να 

οικειοποιηθούν τη γλωςςικό τουσ ϋκφραςη (Δραμαλύδησ & ΢ακονύδησ, 2006). 
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Βϋβαια ςτην κατανόηςη τησ ϊλγεβρασ από τουσ μαθητϋσ ϋρχεται να προςτεθεύ και ο 

ρόλοσ των εκπαιδευτικών καθώσ και του αναλυτικού προγρϊμματοσ. Έρευνεσ ϋχουν 

δεύξει ότι πολλού εκπαιδευτικού δεν ϋχουν κατανοόςει επαρκώσ θεμελιώδεισ ϋννοιεσ τισ 

ϊλγεβρασ, όπωσ για παρϊδειγμα  η ϋννοια τησ ςυνϊρτηςησ. Η βαθιϊ γνώςη του 

αντικειμϋνου που διδϊςκει ο εκπαιδευτικόσ και η γνώςη τησ ςκϋψησ, αλλϊ  και των 

παρανοόςεων των παιδιών εύναι απαραύτητεσ προώποθϋςεισ για μια ςωςτό διδαςκαλύα.  

Καθώσ κϊποιοι εκπαιδευτικού δεν ξϋρουν καν τισ προηγούμενεσ γνώςεισ των παιδιών  

δεν μπορούν να κατανοόςουν και να εξηγόςουν τισ ερμηνεύεσ και τισ απόψεισ τουσ 

(Stacey & Chick, 2004). ΢ημαντικόσ παρϊγοντασ εδώ εύναι το γεγονόσ ότι δεν υπϊρχει 

μια ςυνϋχεια μεταξύ πρωτοβϊθμιασ και δευτεροβϊθμιασ εκπαύδευςησ. Σα παιδιϊ που 

ϋρχονται ςτην Α’ Γυμναςύου πρϋπει να καλύψουν κενϊ του Δημοτικού και να 

εξαςκηθούν ςε δεξιότητεσ που ϋμαθαν ςτην πρωτοβϊθμια αλλϊ ταυτόχρονα πρϋπει να 

εμβαθύνουν ς’ αυτϋσ τισ δεξιότητεσ, ώςτε να προετοιμαςτούν για την ειςαγωγό τουσ 

ςτην ϊλγεβρα, που θα γύνει ςτο τϋλοσ τησ χρονιϊσ. Οι εκπαιδευτικού τησ 

δευτεροβϊθμιασ μερικϋσ φορϋσ κϊνουν ανεπαρκό χρόςη τησ μαθηματικόσ γνώςησ των 

μαθητών τουσ  (Dekker & Dolk, 2011) και τελικϊ τα παιδιϊ ειςϊγονται απότομα ςτην 

ϊλγεβρα χωρύσ κϊποιο μεταβατικό ςτϊδιο. 

1.2 ΔΤ΢ΚΟΛΙΕ΢ ΚΑΙ ΛΑΘΗ ΣΩΝ ΜΑΘΗΣΩΝ ΢ΣΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ 

 

Η πολυδιϊςτατη φύςη τησ ϊλγεβρασ ώθηςε τουσ ερευνητϋσ ςτο να προςπαθόςουν να 

κατηγοριοποιόςουν τισ αλγεβρικϋσ δραςτηριότητεσ, με ςκοπό να μελετόςουν τα βαςικϊ 

χαρακτηριςτικϊ τησ αλγεβρικόσ ςκϋψησ ςε καθεμιϊ απ’ αυτϋσ τισ προςεγγύςεισ. Η 

Kieran το 1996 πρόςφερε  ϋνα πλαύςιο για την οργϊνωςη των ςχολικών 

δραςτηριοτότων. Ο πυρόνασ των αλγεβρικών δραςτηριοτότων, ςύμφωνα με την  

Kieran περιϋχει: α) Δραςτηριότητεσ αναπαρϊςταςησ, β) μεταςχηματιςτικϋσ 

δραςτηριότητεσ και γ) γενικευτικϋσ  δραςτηριότητεσ, όπου η ϊλγεβρα χρηςιμοποιεύται 

ωσ εργαλεύο (Kieran C. , 1996). Παρακϊτω γύνεται προςπϊθεια να παρουςιαςτούν τα 

λϊθη-παρανοόςεισ των μαθητών, που ϋχουν εντοπιςτεύ από τουσ ερευνητϋσ, όταν η 

ϊλγεβρα ειςϊγεται ςτα παιδιϊ με κϊποια από τισ παραπϊνω δραςτηριότητεσ μϋςα ςτο 

πλαύςιο των αντύςτοιχων δραςτηριοτότων. 

1.2.1 Οι δραςτηριότητεσ αναπαρϊςταςησ 

Περιλαμβϊνουν τη διαμόρφωςη αλγεβρικών εκφρϊςεων (ιςοτότων, ανιςοτότων, 

παραςτϊςεων) που αναπαριςτούν καταςτϊςεισ, ιδιότητεσ, μοτύβα και ςχϋςεισ 

ποςοτότων. Παραδεύγματα τϋτοιων εκφρϊςεων εύναι ιςότητεσ με ϋναν ό 

περιςςότερουσ αγνώςτουσ που αναπαριςτούν προβλόματα, γενικευμϋνεσ εκφρϊςεισ 
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που προκύπτουν από μοτύβα (γεωμετρικϊ ό αριθμητικϊ) ό εκφρϊςεισ κανόνων που 

διϋπουν τισ αριθμητικϋσ ςχϋςεισ. Οι παραςτϊςεισ, οι εξιςώςεισ και οι ςυναρτόςεισ 

περιϋχουν μεταβλητϋσ και αγνώςτουσ και περιλαμβϊνονται ςτισ δραςτηριότητεσ 

αναπαρϊςταςησ τησ ϊλγεβρασ. Σϋτοιεσ δραςτηριότητεσ εμπεριϋχουν εννοιολογικό 

κατανόηςη των μαθηματικών εννοιών, χειριςμών και ςχϋςεων, καθώσ και ςτρατηγικϋσ 

δημιουργύασ και αναπαρϊςταςησ αυτών των ςχϋςεων με αλγεβρικϋσ εξιςώςεισ, 

παραςτϊςεισ ό ςυναρτόςεισ. 

Οι Schoenfeld & Arcavi (1988) υποςτηρύζουν ότι η κατανόηςη τησ ϋννοιασ τησ 

μεταβλητόσ εύναι η βϊςη για τη μετϊβαςη από την αριθμητικό ςτην ϊλγεβρα. Ωςτόςο η 

ϋννοια τησ μεταβλητόσ εύναι πιο πολύπλοκη απ’ όςο αναμϋνουν οι εκπαιδευτικού και 

ςυχνϊ γύνεται εμπόδιο ςτην κατανόηςη τησ ϊλγεβρασ από τουσ μαθητϋσ  ( Leitzel, 

1989). 

Κϊποια παραδεύγματα με δραςτηριότητεσ αναπαρϊςταςησ παρουςιϊζονται παρακϊτω. 

Καθεμύα από αυτϋσ τισ προτϊςεισ μπορούν να μεταφραςτούν ςτη γλώςςα τησ 

ϊλγεβρασ: 

(i) Τπϊρχουν 3 ςωρού από πϋτρεσ. Ο πρώτοσ ϋχει 5 πϋτρεσ λιγότερεσ απ’ τον 

τρύτο και ο δεύτεροσ 15 περιςςότερεσ απ’ τον τρύτο. Βρεύτε πόςεσ πϋτρεσ 

ϋχει κϊθε ςωρόσ αν όλεσ οι πϋτρεσ μαζύ εύναι 31.(Bell, 1995) 

(ii) ΢κϋψου τι βλϋπεισ ςτην παρακϊτω ακολουθύα ςχημϊτων. Βρεσ ϋναν κανόνα 

που να δύνει τον αριθμό από τα τετραγωνϊκια ςε οποιοδόποτε ςχόμα τησ 

ακολουθύασ. (Lee & Wheeler, 1987) 

 

(iii) Σο ϊθροιςμα δύο διαδοχικών αριθμών εύναι περιττόσ. (Mason, 1996) 

 

Η Hava Bloedy-Vinner υποςτηρύζει ότι τα λϊθη που κϊνουν οι μαθητϋσ ςτην ϊλγεβρα 

ςχετύζονται με το πώσ αντιλαμβϊνονται τισ παραμϋτρουσ και τισ μεταβλητϋσ και πώσ 

ερμηνεύουν τα νϋα αυτϊ αντικεύμενα (Bloedy-Vinner, 2001). Οι μαθητϋσ  ςυγχϋουν το 

νόημα των γραμμϊτων: μεταβλητό ό ϊγνωςτοσ; ΢την ϊλγεβρα, όταν οι μαθητϋσ 

βλϋπουν  x,  υπϊρχει μια φυςικό επιθυμύα να βρουν ποιοσ αριθμόσ εύναι αυτόσ ο « x ». 
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Για παρϊδειγμα ςτην ερώτηςη για ποιο x  ιςχύει  η ιςότητα x+x=2x, πολλού μαθητϋσ 

απαντούν x=1 χωρύσ να ψϊξουν να βρουν ϊλλη λύςη ό να ςκεφτούν ότι ενδεχομϋνωσ  

ιςχύει για κϊθε x. Επύςησ ποιοσ μαθητόσ εξοικειωμϋνοσ με την αριθμητικό, ςτην 

ερώτηςη «βρεύτε τρεισ ακϋραιουσ αριθμούσ με ϊθροιςμα 10», θα απαντούςε 10x x   ;  

Η απϊντηςη που αναμϋνουμε εύναι 5+2+3 ό 8+1+1. Η χρόςη του γρϊμματοσ ωσ 

μεταβλητό εύναι ςπϊνια ςε μαθητϋσ που μόλισ ειςϊγονται ςτην ϊλγεβρα. Σισ 

περιςςότερεσ φορϋσ το γρϊμμα αντιπροςωπεύει τον ϊγνωςτο που ϋχει μια 

ςυγκεκριμϋνη αριθμητικό τιμό και επαληθεύει την εξύςωςη (Kilpatrick, Swafford, & 

Findell, 2001). 

Οι μαθητϋσ αντιμετωπύζουν τισ μεταβλητϋσ ωσ αντικεύμενα που ςυμβολύζουν 

ςυγκεκριμϋνεσ, μοναδικϋσ τιμϋσ και διαφορετικϊ γρϊμματα παριςτϊνουν διαφορετικϋσ 

τιμϋσ.  Για παρϊδειγμα δεν μπορούν να καταλϊβουν ότι ςτην εξύςωςη x+y=4 εύναι 

δυνατόν οι τιμϋσ των μεταβλητών να εύναι  x=2 και y=2 ό οι εκφρϊςεισ x+y+z  και  

x+b+a μπορεύ να εύναι ιςοδύναμεσ  (Booth, 1988). 

Μερικϋσ φορϋσ οι μαθητϋσ αγνοούν εντελώσ  τα γρϊμματα. Για παρϊδειγμα, αν 

προςθϋςουμε 3 ςτο x+4 θα πϊρουμε 7. Αυτό γύνεται γιατύ οι μαθητϋσ διαιςθϊνονται ότι 

πρϋπει να γύνει πρόςθεςη αλλϊ δεν ξϋρουν πώσ. Δεν καταλαβαύνουν ότι πρϋπει να 

δώςουν ϋμφαςη ςτην ϋκφραςη  (Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001). 

΢την αριθμητικό και ςτην ϊλγεβρα τα γρϊμματα χρηςιμοποιούνται με διαφορετικό 

τρόπο. Για παρϊδειγμα το 6m ςτην αριθμητικό ςημαύνει 6 μϋτρα ενώ ςτην ϊλγεβρα 

μπορεύ να ςημαύνει και 6 ∙m (Booth, 1988). 

Οι μαθητϋσ αντιμετωπύζουν δυςκολύεσ ςτην  αναπαρϊςταςη  ενόσ προβλόματοσ με μια 

εξύςωςη. Για παρϊδειγμα ο αριθμόσ των μαθητών Μ εύναι εξαπλϊςιοσ από τον αριθμό 

των καθηγητών Κ, γρϊφουν 6Μ=Κ (αντύ το ςωςτό Μ=6Κ) μεταφρϊζοντασ λϋξη προσ 

λϋξη (εξαπλϊςιοι μαθητϋσ ιςούνται με τουσ καθηγητϋσ) (Clement, Lochhead, & Monk, 

1981). 

Η αριθμητικό και η ϊλγεβρα χρηςιμοποιούν τα ύδια ςύμβολα αλλϊ τα ερμηνεύουν 

διαφορετικϊ. Για παρϊδειγμα  το «ύςον» ςτην αριθμητικό ςυνόθωσ ερμηνεύεται ωσ 

«Βρεσ το αποτϋλεςμα» ενώ ςτην ϊλγεβρα «Τπϊρχει ςχϋςη ιςοδυναμύασ μεταξύ  δύο 

ποςοτότων» (Kieran C. , 1981, Booth, 1988). Επομϋνωσ  επιδϋχεται πολλϋσ παρανοόςεισ 

από τουσ μαθητϋσ. ΢την αριθμητικό, το  «=»  εύναι το ςύμβολο που χωρύζει το πρόβλημα 

από τη λύςη του.  Έτςι οι μαθητϋσ,  όταν μεταβαύνουν από την αριθμητικό ςτην 
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ϊλγεβρα, ερμηνεύουν το ύςον ςαν εντολό μιασ πρϊξησ κι όχι ωσ ςύμβολο 

αναπαρϊςταςησ μιασ ςχϋςησ. 

I. Όταν λοιπόν καλούνται οι μαθητϋσ να ςυμπληρώςουν το κενό ςτην ιςότητα 

8 5 9    γρϊφουν 13 αντύ για 4.  

II. Όταν λύνουν το παρακϊτω πρόβλημα: 

Όταν ο Λεωνύδασ επιςκϋφτηκε τη γιαγιϊ του, του ϋδωςε 1,50 є. Έπειτα αγόραςε 

ϋνα βιβλύο με 3,20 є. Αν του ϋμειναν 2,30 є, πόςα χρόματα εύχε πριν επιςκεφτεύ τη 

γιαγιϊ; 

 

 γρϊφουν:      2,30+3,20=5,50-1,50=4,00 

 (Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001) 

΢ε ϋνα ακόμα ςύμβολο που αντιμετωπύζουν δυςκολύεσ οι μαθητϋσ εύναι η παρϋνθεςη. 

Δεν ξϋρουν πότε εύναι απαραύτητη μια παρϋνθεςη και πότε όχι. 

Όπωσ προκύπτει απ’ τα παραπϊνω, οι μαθητϋσ λειτουργώντασ ς’ ϋνα αριθμητικό 

πλαύςιο αναφορϊσ τεύνουν να μην μπορούν να αντιληφτούν τη ςχϋςη των ςτοιχεύων 

μιασ κατϊςταςησ. Εςτιϊζουν ςτον υπολογιςμό, όπωσ γύνεται ςτην αριθμητικό.  Η Kieran 

προτεύνει: 

α) Μια εςτύαςη ςτισ ςχϋςεισ κι όχι απλϊ ςτον υπολογιςμό. 

β) Μια ϋμφαςη ςτισ ενϋργειεσ και αντύςτροφα ςτη ςυςχετιζόμενη δρϊςη του ενεργώ-

αναιρώ την ενϋργεια. 

γ) Μια ϋμφαςη από κοινού ςτην αναπαρϊςταςη και επύλυςη προβλόματοσ κι όχι απλϊ 

ςτην επύλυςη. 

δ) Μια ϋμφαςη από κοινού ςτουσ αριθμούσ και τα γρϊμματα κι όχι απλϊ ςτουσ 

αριθμούσ.  

Αυτό θα γύνει με δραςτηριότητεσ, όπωσ: 

(i) Εργαςύα με γρϊμματα που μπορεύ να εύναι ϊγνωςτοι, μεταβλητϋσ παρϊμετροι. 

(ii) Εφαρμογϋσ ώςτε να αποδεχτούν ανοιχτϋσ προτϊςεισ ωσ απαντόςεισ 

 (iii)Εκφρϊςεισ με ιςότητεσ βαςιςμϋνεσ πιο πολύ ςε ιδιότητεσ κι όχι ςε     

 αριθμητικϋσ απαντόςεισ.                                                            (Kieran C. , 2004) 
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1 .2.2  Μεταςχηματιςτικϋσ δραςτηριότητεσ 

Ο δεύτεροσ τύποσ αλγεβρικών δραςτηριοτότων, οι μεταςχηματιςτικϋσ, βαςύζονται ςε 

κανόνεσ και περιλαμβϊνουν χειριςμούσ των αλγεβρικών εκφρϊςεων και αλλαγό τησ 

μορφόσ τουσ ϋτςι ώςτε να προκύψουν ιςοδύναμεσ εκφρϊςεισ. Μεταςχηματιςτικϋσ 

δραςτηριότητεσ εύναι η επύλυςη εξιςώςεων, η παραγοντοπούηςη, η πρόςθεςη, ο 

πολλαπλαςιαςμόσ και οι δυνϊμεισ πολυωνύμων, η απλοπούηςη κλαςματικών 

αλγεβρικών παραςτϊςεων κ.τ.λ. Οι μαθητϋσ αντιμετωπύζουν πολλϊ προβλόματα ςτουσ 

χειριςμούσ των αλγεβρικών παραςτϊςεων. Γι’ αυτό ϊλλωςτε τα προηγούμενα χρόνια 

εύχε δοθεύ μεγαλύτερη ϋμφαςη ςτην εκμϊθηςη αυτών των χειριςμών. 

Η βαθιϊ κατανόηςη των αλγεβρικών χειριςμών ςτηρύζεται ςτην εξοικεύωςη και 

ικανότητα που ϋχουν οι μαθητϋσ με τουσ αριθμητικούσ χειριςμούσ τησ πρόςθεςησ και 

του πολλαπλαςιαςμού ςε ςυνδυαςμό με τισ αντύθετϋσ τουσ πρϊξεισ, την αφαύρεςη και 

τη διαύρεςη. Για παρϊδειγμα η επύλυςη τησ εξύςωςησ 29 75x   ςτηρύζεται ςτη γνώςη 

που ϋχουν τα παιδιϊ από το Δημοτικό ότι για να βρούμε ϋναν από τουσ δυο 

προςθετϋουσ που δύνουν ϊθροιςμα 75, όταν ο ϋνασ εύναι 29, πρϋπει να κϊνουμε την 

αφαύρεςη 75 29 , δηλ. 75 29x   .  ΢τη διϊρκεια τησ πρωτοβϊθμιασ εκπαύδευςησ, 

διδϊςκονται τη ςτενό ςχϋςη που ϋχουν οι πρϊξεισ τησ πρόςθεςησ και τησ αφαύρεςησ. 

Για παρϊδειγμα διδϊςκονται ότι η δοκιμό τησ πρόςθεςησ εύναι η αφαύρεςη και 

αντύςτροφα ό ότι όταν ιςχύει η ςχϋςη  32+25=57 τότε θα ιςχύει και 32=57-25. Όμωσ 

αποδεικνύεται ότι ϋχουν μια δυςκολύα οι μαθητϋσ όταν γρϊφουν τϋτοιεσ ςχϋςεισ 

οριζόντια. Αυτό η δυςκολύα φαύνεται και ςε λϊθη που κϊνουν όταν λύνουν εξιςώςεισ  

(Kieran C. , 1982), όπωσ:  

21 53x   ιςοδύναμο με 21 53x    

                                    ό 

21 53x  ιςοδύναμο με 21 10 53 10x     

Οι μαθητϋσ θεωρούν ότι η εκμϊθηςη τησ ϊλγεβρασ ιςοδυναμεύ με εκμϊθηςη των 

αλγεβρικών μεταςχηματιςμών που τουσ μαθαύνουν ςυνόθωσ μηχανικϊ χωρύσ τη βαθιϊ 

κατανόηςό τουσ (English & Halford, 1995). Εδώ ϋρχεται να προςτεθεύ και η αρνητικό 

ςυμβολό των δαςκϊλων που τεύνουν προσ αυτό την κατεύθυνςη.  Παλιότερεσ ϋρευνεσ 

ϋδειξαν ότι οι μαθητϋσ ςυνηθύζουν ςε αριθμητικούσ υπολογιςμούσ ό ςε τυποποιημϋνουσ 

αλγεβρικούσ χειριςμούσ χωρύσ νόημα γι’ αυτούσ. Όπωσ για παρϊδειγμα, αν ζητηθεύ: 
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Εύναι ιςοδύναμεσ ό όχι οι αριθμητικϋσ εκφρϊςεισ; 

632-328+515,      515+328-632       και             515-328+632 

 

θα κϊνουν τισ πρϊξεισ (Chaiklin & Lesgold, 1984).   

Σο ύδιο θα κϊνουν αν τουσ ζητηθεύ να ςυμπληρώςουν το κενό: 

21 37 15 21 37      

Σο ύδιο ςημαντικό με την ϋννοια τησ ιςότητασ εύναι και η ϋννοια τησ ιςοδυναμύασ για 

τουσ μεταςχηματιςμούσ. ΢υγκεκριμϋνα ςτην ϋννοια τησ ιςοδυναμύασ ςτηρύζεται και η 

επύλυςη εξύςωςησ, αφού κϊνοντασ τισ ύδιεσ πρϊξεισ ςτα δύο μϋλη τησ εξύςωςησ, 

προκύπτουν ιςοδύναμεσ εξιςώςεισ. Όμωσ υπϊρχουν κι ϊλλεσ ϊτυπεσ μϋθοδοι για να 

λυθεύ μια εξύςωςη. Έρευνεσ ϋχουν δεύξει ότι μαθητϋσ, που χρηςιμοποιούν ταυτόχρονα κι 

ϊλλεσ μεθόδουσ επύλυςησ μιασ εξύςωςησ, κατανοούν καλύτερα την τυπικό μϋθοδο και 

κϊνουν λιγότερα λϊθη. Για να λύςουν ϋνα πρόβλημα κϊνουν την αντύθετη πρϊξη και δεν 

εςτιϊζουν ςτο να εκφρϊςουν  τισ ςχϋςεισ των ποςοτότων ςε μια αλγεβρικό ϋκφραςη.  

Όμωσ, ςυγκεκριμϋνα, η μϋθοδοσ του «κϊνω την αντύθετη πρϊξη»  δρα αρνητικϊ  ςτην 

κατανόηςη τησ τυπικόσ μεθόδου. Οι μαθητϋσ που για να λύςουν την εξύςωςη 2x-3=9 

κϊνουν τισ αντύθετεσ πρϊξεισ 
9 3

2
x


 , δεν μπορούν να καταλϊβουν γιατύ όταν 

μεταςχηματύζουν μια ιςότητα πρϋπει να κϊνουν τισ ύδιεσ πρϊξεισ και ςτα δύο μϋλη. 

Δεν κατανοούν ότι μια αλγεβρικό παρϊςταςη, ωσ εντολό  διαδοχικών υπολογιςμών, 

μπορεύ να θεωρηθεύ απϊντηςη ςε ϋνα πρόβλημα. ΢την ϋκφραςη x+3 διαιςθϊνονται ότι 

πρϋπει να γύνει πρόςθεςη αλλϊ δεν ξϋρουν πώσ. Δεν καταλαβαύνουν ότι πρϋπει να 

δώςουν ϋμφαςη ςτην ϋκφραςη. 

Γενικϊ  οι μαθητϋσ αντιμετωπύζουν προβλόματα με τουσ μεταςχηματιςμούσ. Όμωσ, η 

πρακτικό εξϊςκηςη με τουσ μεταςχηματιςμούσ βελτιώνει την επύδοςό τουσ (Linchevski 

& Vinner, 1990). 

1.2.3  Γενικευτικϋσ δραςτηριότητεσ 

Και τϋλοσ υπϊρχουν οι γενικευτικϋσ δραςτηριότητεσ, ςτισ οπούεσ η ϊλγεβρα 

χρηςιμοποιεύται ωσ εργαλεύο γενύκευςησ, αιτιολόγηςησ και πρόβλεψησ. Περιλαμβϊνουν 

επύλυςη προβλημϊτων, μοντελοπούηςη, παρατόρηςη τησ δομόσ, μελϋτη τησ μεταβολόσ,  

ανϊλυςη ςχϋςεων, δικαιολόγηςη και απόδειξη. Δραςτηριότητεσ που θα μπορούςαν να 

γύνουν χωρύσ καθόλου ϊλγεβρα. Φρηςιμοποιούν όμωσ τη γλώςςα και τα εργαλεύα τησ 

ϊλγεβρασ. Για παρϊδειγμα, ςτην πρόταςη: Σο ϊθροιςμα δύο διαδοχικών φυςικών 
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αριθμών εύναι περιττόσ, ανακαλύπτουμε πώσ η ϊλγεβρα χρηςιμοποιεύται για να 

γενικεύςει και να αιτιολογόςει. Η αριθμητικό μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ με πολλϊ 

παραδεύγματα για να δεύξει την πρόταςη (3+4=7, 12+13=25, κ.τ.λ.) Αλλϊ η 

αναπαρϊςταςη με ϊλγεβρα και ςτη ςυνϋχεια οι μεταςχηματιςτικϋσ ιδιότητεσ τησ 

ϊλγεβρασ μπορούν να αιτιολογόςουν ότι το ϊθροιςμα εύναι περιττόσ. Σο ϊθροιςμα δύο 

διαδοχικών φυςικών αριθμών μπορεύ να παραςταθεύ με τη βοόθεια τησ ϊλγεβρασ 

x+(x+1) , όπου το x παριςτϊνει ϋναν οποιοδόποτε αριθμό. Αυτό η ϋκφραςη μπορεύ να 

μεταςχηματιςτεύ ςτην ιςοδύναμό τησ  2x+1 που παριςτϊνει ϋναν περιττό. 

Παρακϊτω δύνονται δύο ακόμα παραδεύγματα τϋτοιων δραςτηριοτότων. 

I. Πολλαπλαςιϊζουμε ϋναν αριθμό με το 5 και μετϊ προςθϋτουμε 12 και 

αφαιρούμε τον αρχικό αριθμό. Έπειτα το αποτϋλεςμα το διαιρούμε με 4 και 

παύρνουμε αποτϋλεςμα μεγαλύτερο από τον αρχικό αριθμό κατϊ 3. Μπορεύτε 

χρηςιμοποιώντασ ϊλγεβρα να δεύξετε ότι αυτό ιςχύει απ’ οποιονδόποτε αριθμό 

κι αν αρχύςουμε; 

 

II. Οι τρύγωνοι αριθμού δημιουργούνται με τον παρακϊτω τρόπο 

 

 Προβλϋψτε τον αριθμό απ’ τισ τελεύεσ ςτο 20ό  τρύγωνο 

 Δώςτε ϋναν κανόνα που να προβλϋπει οποιονδόποτε τρύγωνο αριθμό.  (Lee & 

Wheeler, 1987) 

 

Γενικϊ παρατηρούμε ότι αυτό το τελευταύο εύδοσ  εμπλϋκει και τα ϊλλα δύο εύδη 

δραςτηριοτότων, ϋτςι ώςτε να υπϊρχει αλληλεξϊρτηςη μ’ αυτϊ (Brown & Drouhard, 

2004). Επομϋνωσ οι μαθητϋσ εμφανύζουν τα ύδια λϊθη που αναφϋραμε παραπϊνω. 

Τπϊρχει όμωσ και μια επιπλϋον δυςκολύα δεδομϋνου ότι αυτϋσ οι δραςτηριότητεσ εύναι 

πιο πολύπλοκεσ αφού εμπεριϋχουν αναπαραςτατικϋσ και μεταςχηματιςτικϋσ 

ικανότητεσ. Ακόμα κι αν μερικού μαθητϋσ χρηςιμοποιούν με επιτυχύα τουσ αλγεβρικούσ 

χειριςμούσ τησ  δεν μπορούν να δουν την ϊλγεβρα ωσ εργαλεύο που περιγρϊφει γενικϊ 

την επύλυςη ενόσ προβλόματοσ (Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001). Αυτό δεν εύναι 

παρϊλογο αν ςκεφτούμε ότι η  ανϊγκη να αναπτυχθεύ η αλγεβρικό ςκϋψη δεν 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 17:14:16 EEST - 18.226.88.198



13 
 

προκύπτει τόςο φυςικϊ όπωσ η ανϊγκη ανϊπτυξησ τησ αριθμητικόσ.  ΢την πλειοψηφύα 

τουσ οι ϊνθρωποι ζουν κι επιβιώνουν χωρύσ  να χρηςιμοποιούν ϊλγεβρα, ακόμα κι αν 

εύναι εξοικειωμϋνοι με τον αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ. Λύνουν προβλόματα με 

περιςςότερη επιτυχύα χωρύσ ϊλγεβρα και δεν κατανοούν τη χρηςιμότητα τησ ϊλγεβρασ.  

(Stacey K. , 2008) 

 

1.3 ΕΙΔΗ ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΩΝ ΓΙΑ ΕΙ΢ΑΓΩΓΗ ΣΩΝ ΜΑΘΗΣΩΝ ΢ΣΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ 

 

 Η Kieran πιςτεύει ότι για να αναπτυχθεύ η αλγεβρικό ςκϋψη των μαθητών πρϋπει να 

δύνεται ϋμφαςη εξύςου ςτην κατανόηςη των  ςχϋςεων των αλγεβρικών ποςοτότων και 

ςτο χειριςμό τουσ (Kieran C. , 1992). Επύςησ η Rojano πιςτεύει ότι η ανϊπτυξη τησ 

ικανότητασ χειριςμού των εξιςώςεων και χρηςιμοπούηςόσ τουσ για επύλυςη 

προβλημϊτων ό ςε ϊλλεσ δραςτηριότητεσ εύναι δύο αλληλϋνδετεσ κατευθύνςεισ προσ 

την ανϊπτυξη τησ αλγεβρικόσ ςκϋψησ (Rojano, 1996). Άρα κατϊλληλεσ δραςτηριότητεσ 

ώςτε να αναπτυχθεύ ιςομερώσ η αλγεβρικό ςκϋψη των μαθητών εύναι  οι γενικευτικϋσ 

δραςτηριότητεσ όπου η ϊλγεβρα χρηςιμοποιεύται ςαν εργαλεύο και εμπεριϋχει και 

δραςτηριότητεσ αναπαρϊςταςησ και  μεταςχηματιςτικϋσ. Οι γενικευτικϋσ 

δραςτηριότητεσ επιτρϋπουν βελτύωςη ςτουσ μεταςχηματιςτικούσ  χειριςμούσ, όπου 

εμφανύζουν τισ περιςςότερεσ παρανοόςεισ οι μαθητϋσ, με ϋναν φυςικό τρόπο χωρύσ οι 

μεταςχηματιςμού αυτού να χϊνουν το νόημϊ τουσ ςτο πλαύςιο τησ δραςτηριότητασ 

(Brown & Drouhard, 2004). Σι εύδουσ εύναι όμωσ αυτϋσ οι δραςτηριότητεσ; 

Πολλϋσ μελϋτεσ ϋχουν δεύξει ότι οι δυςκολύεσ των μαθητών που ςχετύζονται με τισ 

αλγεβρικϋσ ϋννοιεσ εξαρτώνται από τον  τρόπο ειςαγωγόσ τησ ϊλγεβρασ. ΢τη διεθνό 

κοινότητα, η διδαςκαλύα και η μϊθηςη τησ ϊλγεβρασ ϋχουν μεγϊλο ερευνητικό 

ενδιαφϋρον  και προτεύνονται  διαφορετικϋσ προςεγγύςεισ για την ειςαγωγό  ςτην 

ϊλγεβρα. Η Bednarz προτεύνει τϋςςερισ διαφορετικϋσ προςεγγύςεισ για το ξεκύνημα τησ 

ϊλγεβρασ (Bednarz, Kieran, & Lee, 1996). 

Α) Προςϋγγιςη τησ ϊλγεβρασ με  γενικεύςεισ 

Οι δραςτηριότητεσ αυτϋσ περιλαμβϊνουν αριθμητικϊ ό γεωμετρικϊ μοτύβα, ιδιότητεσ 

που ιςχύουν ςτην αριθμητικό, όπωσ η αντιμεταθετικό ιδιότητα, η προςεταιριςτικό ό η 

επιμεριςτικό. Η γενύκευςη δεν εύναι ο ςτόχοσ των μαθηματικών όπωσ πιςτεύουν 

πολλού. Η γενύκευςη εύναι μια φυςικό διαδικαςύα  και υπϊρχει παντού (Mason, 1996). 
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Μια εξϊςκηςη των μαθητών με εκφρϊςεισ δικών τουσ γενικεύςεων θα όταν μια πολύ 

καλό αρχό για ειςαγωγό ςτην ϊλγεβρα, προτεύνει ο Mason. 

Δραςτηριότητεσ με αριθμητικϊ και γεωμετρικϊ μοτύβα χρηςιμοποιόθηκαν ςε μεγϊλη 

ϋκταςη  τα τελευταύα χρόνια, κυρύωσ ςτην πρωτοβϊθμια εκπαύδευςη με ςκοπό να 

ειςϊγουν τα παιδιϊ ςτην αλγεβρικό ςκϋψη. Μελϋτεσ ςχετικϊ με μοτύβα ϋχουν γύνει 

πολλϋσ τα τελευταύα χρόνια. Ο David Kirshner υποςτηρύζει ότι αντύ να δύνουν οι 

εκπαιδευτικού ϊπειρουσ κανόνεσ και τύπουσ θα ϋπρεπε να δύνουν την ευκαιρύα ςτα 

παιδιϊ να πειραματύζονται με δραςτηριότητεσ (π.χ. patterns) (Kirshner, 2001). Όμωσ οι 

μαθητϋσ προτιμούν να γενικεύουν χρηςιμοποιώντασ ρητορικό ϊλγεβρα κι όχι 

ςυμβολικό. (Breiteig & Grevholm, 2006).  Ενδιαφϋρον παρουςιϊζει η ϋρευνα των Stacey 

& Macgregor που δεύχνει ότι τα παιδιϊ που διδϊχτηκαν τισ ςυναρτόςεισ μϋςα από  τα  

μοτύβα, δεν εύχαν καλύτερεσ επιδόςεισ από τα παιδιϊ που διδϊχτηκαν με παραδοςιακό 

τρόπο. Ίςωσ όμωσ αυτό οφεύλονταν ςτη μη  ςωςτό επιλογό του προβλόματοσ  (Stacey 

& Macgregor, 2001).  

 

Β) Προςϋγγιςη με ςυναρτόςεισ 

Η προςϋγγιςη αυτό ςτοχεύει όχι απλϊ ςτη μελϋτη τησ ςυνϊρτηςησ αλλϊ ςτην επύλυςη 

προβλόματοσ με εργαλεύο τισ ςυναρτηςιακϋσ ςχϋςεισ των δεδομϋνων του προβλόματοσ 

(Kieran, Boileau, & Garancon, 1996).  Η Heid προτεύνει εναςχόληςη με καταςτϊςεισ του 

πραγματικού κόςμου εμπλϋκοντασ την ϋννοια τησ ςυνϊρτηςησ και ταυτόχρονα κϊποιεσ 

ϋννοιεσ που ςχετύζονται με αυτόν όπωσ η οικογϋνεια ςυναρτόςεων (π.χ. γραμμικϋσ), η 

εξύςωςη, η ανύςωςη, τα ςυςτόματα εξιςώςεων και οι ιςοδυναμύεσ (Heid, 1996). Η 

προςϋγγιςη αυτό γύνεται με χρόςη πολλών αναπαραςτϊςεων τησ ςυνϊρτηςησ (τύποσ 

ςυνϊρτηςησ, πύνακασ τιμών, γραφικό παρϊςταςη) (Bednarz, Kieran, & Lee, 1996). 

΢τόχοσ εύναι μια εςτύαςη περιςςότερο ςτη ςύγκριςη των διαφορετικών 

αναπαραςτϊςεων και λιγότερο ςτο ςυμβολιςμό και τισ μεταςχηματιςτικϋσ διαδικαςύεσ 

και τισ ςτρατηγικϋσ αλγεβρικών χειριςμών. Έτςι, ενώ οι μαθητϋσ ςτην παραδοςιακό 

τϊξη ερμηνεύουν το γρϊμμα ωσ ϋναν ϊγνωςτο αριθμό, οι μαθητϋσ που εύχαν ειςαχθεύ 

ςτην ϊλγεβρα με ςυναρτηςιακό προςϋγγιςη ανϋπτυξαν για το γρϊμμα την ϋννοια του 

μεταβλητού αριθμού (μεταβλητό). ΢την ύδια ϋρευνα  ςτην επύδοςη των μαθητών ςτουσ 

αλγεβρικούσ χειριςμούσ δεν υπόρχε διαφορϊ  (Heid, 1996). 

 

Γ) Προςϋγγιςη τησ ϊλγεβρασ με επύλυςη προβλόματοσ 

Ιςτορικϊ η επύλυςη προβλημϊτων ςυνϋβαλε ςημαντικϊ ςτην ανϊπτυξη τησ ϊλγεβρασ. 

Σα ϋργα του Διόφαντου, του Αλ Κβαρύςμι, του Cardano, του Viete θεωρούνται 
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ςημαντικϋσ πηγϋσ τησ αλγεβρικόσ ςκϋψησ ςτην ιςτορύα των Μαθηματικών. Η επύλυςη 

προβλημϊτων εύχε επύςησ ςημαντικό ςυνειςφορϊ ςτη διδαςκαλύα τησ ϊλγεβρασ. Για 

αρκετούσ αιώνεσ η διδαςκαλύα τησ ϊλγεβρασ βαςύςτηκε ςτην επύλυςη προβλημϊτων 

για τα οπούα αριθμητικό και ϊλγεβρα πρότειναν διαφορετικϋσ μεθόδουσ. Η ϊλγεβρα 

τότε παρουςιαζόταν ωσ ϋνα νϋο πιο αποτελεςματικό εργαλεύο (Bednarz & Janvier, 

1996).  

 Ενώ η αριθμητικό επύλυςη προβλημϊτων ςτηρύζεται ςε ϊτυπεσ μεθόδουσ και 

διαφορετικϋσ τεχνικϋσ (π.χ. αναγωγό ςτη μονϊδα, προσ τα πύςω ενϋργειεσ, κ.λ.π.), η 

αλγεβρικό επύλυςη προβλημϊτων ςτηρύζεται ςτην εύρεςη μιασ εξύςωςησ που 

αναπαριςτϊ το πρόβλημα και ςτην επύλυςη αυτόσ τησ εξύςωςησ. Η επύλυςη 

προβλημϊτων αποτελεύ μια δραςτηριότητα που εμπλϋκει τουσ μαθητϋσ ςτην ϊλγεβρα 

χρηςιμοποιώντασ  ιδϋεσ και καταςτϊςεισ που τουσ εύναι οικεύεσ και ϋχουν νόημα. Οι 

μαθητϋσ ϋχουν ϋνα αριθμητικό παρελθόν και ϋχουν αςχοληθεύ με την επύλυςη 

προβλημϊτων ςτην αριθμητικό. Άλλωςτε η ϊλγεβρα χτύζεται ς’ ϋνα καλϊ οριςμϋνο 

αριθμητικό ςύςτημα. Άρα η επύλυςη προβλημϊτων  εξακολουθεύ  να θεωρεύται ωσ ϋνα 

πλαύςιο κατϊλληλο για την εννοιολογικό αλλαγό κατϊ τη μετϊβαςη από την αριθμητικό 

ςτην ϊλγεβρα, αλλϊ και μύα καλό προςϋγγιςη για την ειςαγωγό ςτην ϊλγεβρα. Άλλωςτε 

ϋχει την κύρωςη τησ ιςτορύασ κι ϋναν αιώνα διδακτικόσ παρϊδοςησ (Wheeler, 1996). 

 

Δ) Προςϋγγιςη τησ ϊλγεβρασ με μοντελοπούηςη 

Η μοντελοπούηςη  εύναι μια διαδικαςύα κατϊ την οπούα δημιουργεύται ϋνα μοντϋλο (π.χ. 

γρϊφημα, τύποσ, εξιςώςεισ ό ςύςτημα εξιςώςεων) που περιγρϊφει μια μαθηματικό ό 

φυςικό κατϊςταςη και ταυτόχρονα γύνεται ϋλεγχοσ. Σο μοντϋλο εύναι ανεξϊρτητο από 

την πραγματικότητα που αντιπροςωπεύει και ταυτόχρονα περιγρϊφει αντικεύμενα ό 

ςχϋςεισ που μπορούν να μετρηθούν (Wheeler, 1996). Μοντϋλα για παρϊδειγμα εύναι οι 

τύποι τησ Υυςικόσ ό τησ Βιολογύασ. Μια προςϋγγιςη με μοντελοπούηςη εύναι μια 

δραςτηριότητα με διαγρϊμματα. Προβλόματα του πραγματικού κόςμου εμπλϋκουν 

τουσ μαθητϋσ ςτην προςϋγγιςη νϋων μαθηματικών εννοιών χρηςιμοποιώντασ ιδϋεσ και 

καταςτϊςεισ που εύναι οικεύεσ ς’ αυτούσ και δύνουν νόημα ς’ αυτϋσ τισ ϋννοιεσ 

(Nemirovsky, 1996). 

Η ειςαγωγό ςτην ϊλγεβρα μϋςω μοντελοπούηςησ, παρϊ του ότι εμφανύζει ιδιαύτερο 

ενδιαφϋρον, δεν εφαρμόζεται εύκολα και παραμϋνει μια ιδϋα. Ο λόγοσ που αυτό η 

προςϋγγιςη προτεύνεται εύναι περιςςότερο ιδεολογικόσ παρϊ μαθηματικόσ ό 

παιδαγωγικόσ, γιατύ ςυνδϋει τον πραγματικό κόςμο (Υυςικό, Βιολογύα) με τα 

αφηρημϋνα μαθηματικϊ (Wheeler, 1996). 
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Κϊθε προςϋγγιςη περιϋχει ϋνα ευρύ φϊςμα δυνατοτότων και πρϋπει τα παιδιϊ που 

ειςϊγονται ςτην ϊλγεβρα να ϋρχονται ςε επαφό με όλεσ αυτϋσ τισ προςεγγύςεισ (Stacey, 

Chick, & Kendal, 2004).  

΢την παρούςα εργαςύα, η πρόταςη διδαςκαλύασ ςχετύζεται με την επύλυςη 

προβλόματοσ. Παρακϊτω γύνεται μια αναςκόπηςη τησ βιβλιογραφύασ ςχετικϊ με την 

προςϋγγιςη τησ ϊλγεβρασ μϋςω επύλυςησ προβλόματοσ.  

 

 

 

1.4 ΜΕΣΑΒΑ΢Η ΑΠΟ ΣΗΝ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΗ ΢ΣΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ ΜΕ΢Ω ΣΗ΢ ΕΠΙΛΤ΢Η΢ 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΣΟ΢ 

΢την αριθμητικό οι μαθητϋσ αναπτύςςουν ϊτυπεσ ςτρατηγικϋσ και πεποιθόςεισ, που 

χρηςιμοποιούν ςτη λύςη των προβλημϊτων, που τισ φϋρνουν μαζύ τουσ όταν ϋρχονται 

αντιμϋτωποι με την ϊλγεβρα. Οι ςυγκρούςεισ και τα εμπόδια που προκύπτουν όταν 

μαθαύνουν τον αλγεβρικό τρόπο επύλυςησ προβλημϊτων εύναι πολλϊ. Οι πεποιθόςεισ 

των μαθητών από το αριθμητικό τουσ παρελθόν θα αποτελϋςουν το ςημεύο εκκύνηςησ 

τησ νϋασ γνώςησ. Αυτϋσ οι πεποιθόςεισ μπορούν να εύναι η γϋφυρα ςτην καταςκευό τησ 

νϋασ γνώςησ, ςε μερικϋσ όμωσ περιπτώςεισ ςτϋκονται εμπόδιο ς’ αυτό. Η απόκτηςη, 

δηλαδό, τησ νϋασ γνώςησ αφορϊ τόςο ςτην επϋκταςη τησ προηγούμενησ όςο και ςε μια 

ρόξη με το παρελθόν. Ο Wheeler θεωρεύ ότι η μετϊβαςη των μαθητών από την 

αριθμητικό ςτην ϊλγεβρα δεν ςημαύνει κατϊ ανϊγκη ότι θα πρϋπει να υπϊρχει ςύνδεςη 

των παλιών ιδεών με τισ νϋεσ (Wheeler, 1996).  

Η Stacey εντοπύζει τα βαςικϊ προβλόματα που αντιμετωπύζουν οι μαθητϋσ όταν 

ϋρχονται ςε επαφό για πρώτη φορϊ με την ϊλγεβρα. Η ϊλγεβρα που χρηςιμοποιούν οι 

μαθητϋσ μοιϊζει μ΄αυτό των δαςκϊλων αλλϊ δεν δύνει τισ ύδιεσ ερμηνεύεσ. Λύνουν 

προβλόματα με περιςςότερη επιτυχύα χωρύσ ϊλγεβρα και δεν κατανοούν τη 

χρηςιμότητα τησ ϊλγεβρασ (Stacey, Chick, & Kendal, 2004). Γι’ αυτό προτεύνεται κατϊ 

την ειςαγωγό ςτην ϊλγεβρα να μην δύνονται προβλόματα ςτα παιδιϊ που μπορούν να 

λυθούν με αριθμητικό τρόπο (Bednarz & Janvier, 1996, Balacheff, 2000). Η αριθμητικό 

οδηγεύ ςτην ϊλγεβρα αλλϊ το μονοπϊτι δεν εύναι και τόςο ομαλό (Stacey & Macgregor, 

2001). 

Οι Bednarz & Janvier κατατϊςουν τα προβλόματα ςε αριθμητικϊ, αυτϊ που εύναι πιο 

εύκολο να λυθούν με αριθμητικό, και ςε αλγεβρικϊ, αυτϊ που λύνονται ςυνόθωσ με 

ϊλγεβρα, αφού δεχτούμε βϋβαια ότι όλα τα προβλόματα λύνονται και με αριθμητικό και 

με ϊλγεβρα (Bednarz & Janvier, 1996). ΢την αριθμητικό επύλυςη των προβλημϊτων οι 

μαθητϋσ ξεκινούν από τη γνωςτό ποςότητα και με διαδοχικϋσ πρϊξεισ βρύςκουν τον 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 17:14:16 EEST - 18.226.88.198



17 
 

ϊγνωςτο. Σο παρακϊτω εύναι ϋνα αριθμητικό πρόβλημα ςύμφωνα με τισ Bednarz & 

Janvier. 

Οι μαθητϋσ ενόσ ςχολεύου αςχολόθηκαν με τρεισ αθλητικϋσ δραςτηριότητεσ κατϊ τη 

διϊρκεια μιασ ςχολικόσ περιόδου. Σο Basketball εύχε τριπλϊςιο αριθμό μαθητών από το 

skatingκαι το κολύμπι εύχε 114 μαθητϋσ  περιςςότερουσ από το Basketball. Αν οι μαθητϋσ 

που αςχολόθηκαν με το skatingόταν 38, πόςοι όταν οι μαθητϋσ του ςχολεύου; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢το παραπϊνω αριθμητικό πρόβλημα το δεδομϋνο του προβλόματοσ ςχετύζεται με τισ 

ϊγνωςτεσ ποςότητεσ του προβλόματοσ με τϋτοιο τρόπο ώςτε με διαδοχικϋσ πρϊξεισ να 

βρούμε το ζητούμενο. 

Όμωσ ςε ϋνα αλγεβρικό πρόβλημα δεν εύναι δυνατό κϊποια ϊγνωςτη ποςότητα να 

ςυςχετιςτεύ με τη γνωςτό, ώςτε να βρεθεύ κϊνοντασ κϊποιεσ πρϊξεισ. Παρακϊτω 

δύνεται ϋνα τϋτοιο πρόβλημα : 

Οι 380 μαθητϋσ ενόσ ςχολεύου αςχολόθηκαν με τρεισ αθλητικϋσ δραςτηριότητεσ κατϊ τη 

διϊρκεια μιασ ςχολικόσ περιόδου. Σο Basketball εύχε τριπλϊςιο αριθμό μαθητών από το 

skatingκαι το κολύμπι εύχε 114 μαθητϋσ  περιςςότερουσ από το Basketball. Πόςοι όταν οι 

μαθητϋσ που αςχολόθηκαν με το skating;    

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                              Άγνωςτοσ 

 

 

 

Skating                                 Basketball                         κολύμπι 

γνωςτόσ                             ϊγνωςτοσ                           ϊγνωςτοσ 

      38 

                       Φ3                                         +114 
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΢το παραπϊνω  αλγεβρικό πρόβλημα, κϊθε ϊγνωςτη ποςότητα δεν ςυνδϋεται με τη 

γνωςτό και πρϋπει ο μαθητόσ να αςχοληθεύ με όλεσ τισ ποςότητεσ, γνωςτϋσ και 

ϊγνωςτεσ ταυτόχρονα. Βαςικόσ ςτόχοσ εύναι να βρεθεύ μια ςχϋςη που να ςυνδϋει αυτϋσ 

τισ ποςότητεσ. Η ςχϋςη αυτό παριςτϊνεται με  εξύςωςη με ϋναν ϊγνωςτο, την εξύςωςη 

του προβλόματοσ. Λύνοντασ αυτό την εξύςωςη ο μαθητόσ βρύςκει τη λύςη του 

προβλόματοσ. 

Όμωσ η επύλυςη τησ εξύςωςησ δεν εύναι εύκολη υπόθεςη. Οι μαθητϋσ μαθαύνουν 

ςυνόθωσ μηχανικϊ τουσ αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ χωρύσ τη βαθιϊ κατανόηςό 

τουσ (English & Halford, 1995). 

Ο  Balacheff διακρύνει μια ακόμα διαφορϊ ανϊμεςα ςτον αριθμητικό τρόπο επιλυςησ 

ενόσ προβλόματοσ και ςτον αλγεβρικό (Balacheff, 2000). Σα παιδιϊ μπορούν να 

ερμηνεύςουν τα ενδιϊμεςα αποτελϋςματα ενόσ προβλόματοσ όταν λύνουν το πρόβλημα 

αριθμητικϊ. Όμωσ, κατϊ την αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ, απαιτεύται αρχικϊ 

πολύ καλό κατανόηςη των ποςοτότων του προβλόματοσ και τησ αναπαρϊςταςόσ τουσ  

με αλγεβρικϊ ςύμβολα, ώςτε να μπορϋςουν να γρϊψουν ςωςτϊ την εξύςωςη που 

αναπαριςτϊ το πρόβλημα  και ϋπειτα ϋναν ςωςτό χειριςμό αυτών των ςυμβόλων 

ανεξϊρτητα απ’ το τι εκφρϊζουν. Κατϊ την  επύλυςη τησ εξύςωςησ,  δηλαδό, τα 

ενδιϊμεςα αποτελϋςματα  δεν χρειϊζεται να ερμηνευτούν.   

Η Stacey ςυγκϋντρωςε τισ διαφορϋσ ςτην αριθμητικό και την αλγεβρικό ςκϋψη κατϊ 

την επύλυςη προβλημϊτων ςτον παρακϊτω πύνακα (Stacey K. , 2008): 

 Δουλεύεισ από τουσ γνωςτούσ 

ςτουσ αγνώςτουσ 

 Οι ϊγνωςτοι αλλϊζουν μϋςα ςτο 

πρόβλημα 

 Η εξύςωςη χρηςιμοποιεύται ςαν 

τύποσ για να βρεισ τουσ αγνώςτουσ 

 Διαδοχικού υπολογιςμού 

 Κϊνω την αντύθετη πρϊξη για να 

βρω τον ϊγνωςτο 

 

 Σα ενδιϊμεςα αποτελϋςματα 

μπορούν να ερμηνευτούν ςτα 

πλαύςια του προβλόματοσ 

 

 

 Δουλεύεισ με γνωςτούσ και 

αγνώςτουσ μαζύ 

 ΢ταθερόσ ϊγνωςτοσ 

 

 Η εξύςωςη περιγρϊφει ςχϋςεισ 

 

 Διαδοχικϋσ ιςότητεσ 

 Κϊνω την ύδια πρϊξη και ςτα δύο 

μϋλη τησ ιςότητασ για να βρω τη 

λύςη 

 Σα ενδιϊμεςα αποτελϋςματα δεν 

μπορούν να ερμηνευτούν ςτα 

πλαύςια του προβλόματοσ 
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Βλϋπουμε την ϊποψη του Balacheff να αποτελεύ την τελευταύα διαφορϊ μεταξύ τησ 

αριθμητικόσ και τησ αλγεβρικόσ επύλυςησ ενόσ προβλόματοσ. Αυτό εύναι και η αιτύα 

ςτην οπούα οφεύλεται το ότι οι μαθητϋσ μαθαύνουν μηχανικϊ τουσ κανόνεσ 

μεταςχηματιςμού για την επύλυςη μιασ εξύςωςησ. Αν τα ενδιϊμεςα αποτελϋςματα 

μπορούςαν να ερμηνευτούν ςτα πλαύςια του προβλόματοσ, τότε θα αποκτούςαν νόημα 

οι μεταςχηματιςμού τησ εξύςωςησ. Αυτό θα μπορούςε να γύνει με μύα κατϊ 

αντιπαρϊθεςη  αριθμητικό και  αλγεβρικό επύλυςη του ύδιου προβλόματοσ. 

Ασ δούμε το παρακϊτω παλιό πρόβλημα από το βιβλύο του George Polya (Polya, 2001): 

 

Ένασ αγρότησ εκτρϋφει κότεσ και κουνϋλια. Αυτϊ ϋχουν ςυνολικϊ 50 κεφϊλια και 140 

πόδια. Πόςα εύναι τα κουνϋλια και πόςεσ οι κότεσ; 

 

 

Παρατηρούμε ότι η αιτιολόγηςη ςτο πλαύςιο τησ αριθμητικόσ επύλυςησ μπορεύ να 

ερμηνεύςει, ωσ ϋνα ςημεύο, τουσ αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ κατϊ την αλγεβρικό 

επύλυςη.  

Ασ δούμε ϋνα ακόμα πρόβλημα (Bednarz & Janvier, 1996) και πώσ μπορεύ η αιτιολόγηςη 

ςτην αριθμητικό επύλυςη να δώςει νόημα ςτουσ αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ. 

 

Οι 380 μαθητϋσ ενόσ ςχολεύου αςχολόθηκαν με τρεισ αθλητικϋσ δραςτηριότητεσ κατϊ τη 

διϊρκεια μιασ ςχολικόσ περιόδου. Σο Basketball  εύχε τριπλϊςιο αριθμό μαθητών από το 

skating  και το κολύμπι εύχε 114 μαθητϋσ  περιςςότερουσ από το Basketball. Πόςοι όταν 

οι μαθητϋσ που αςχολόθηκαν με το  skating; 

 

 

Αριθμητικό επύλυςη Αλγεβρικό επύλυςη 

 

Αν όλα τα ζώα όταν δύποδα θα εύχαν 

2·50= 100 πόδια 

Σώρα ϋχουμε 140-100=40 πόδια 

παραπϊνω 

Σα 40 επιπλϋον πόδια προϋρχονται από τα 

κουνϋλια (κϊθε κουνϋλι θα ϋχει 2 επιπλϋον 

πόδια) 

Άρα τα κουνϋλια εύναι 40:2=20 

Έςτω x τα κουνϋλια 

4x+2(50-x)=140 

4x+100-2x=140 

4x-2x=140-100=40 

 

 

2x=40 

 

x=40:2=20 
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Αριθμητικό επύλυςη Αλγεβρικό επύλυςη 

Αν οι μαθητϋσ που αςχολούνταν με το 

κολύμπι όταν όςοι και με το Basketball, τότε 

το ςύνολο των μαθητών θα όταν 380-

114=266 

Με το skating αςχολούνται το 1/7 των 

μαθητών ϊρα 266:7=38 

Έςτω x οι μαθητϋσ του skating 

x+3x+3x+144=380 

 

x+3x+3x=380-144=266 

7x=266 

x=266:7=38 

 

 

Παρατηρούμε ότι ο πρώτοσ  μεταςχηματιςμόσ κατϊ την αλγεβρικό επύλυςη  

x+3x+3x=380-144 ςτηρύζεται αρχικϊ ςτην αριθμητικό αντύληψη: όταν το ϊθροιςμα 

μιασ ποςότητασ με τον αριθμό 144 εύναι 380 τότε η ποςότητα ιςούται με 380-144. 

Αυτόσ ο μεταςχηματιςμόσ δεν ερμηνεύεται ςτο πλαύςιο του προβλόματοσ. Όταν όμωσ 

ταυτόχρανα το πρόβλημα λυθεύ και αριθμητικϊ, βλϋπουμε ότι ο μεταςχηματιςμόσ ϋχει 

νόημα και το αποτϋλεςμα τησ πρϊξησ μπορεύ να ερμηνευτεύ ωσ ποςότητα του 

προβλόματοσ, π.χ. το 266 ςημαύνει  το ςύνολο των μαθητών που θα όταν αν οι μαθητϋσ 

που αςχολούνταν με το κολύμπι όταν όςοι και με το Basketball. Αυτό βϋβαια η νοητικό 

αντιςτούχιςη, ανϊμεςα ςτο μεταςχηματιςμό τησ αλγεβρικόσ επύλυςησ και την ερμηνεύα 

του αποτελϋςματοσ με βϊςη την αριθμητικό επύλυςη, προώποθϋτει καλό γνώςη τησ 

αριθμητικόσ επύλυςησ. 

Βλϋπουμε ςτα παραπϊνω παραδεύγματα ότι οι μεταςχηματιςμού ςτην αλγεβρικό 

επύλυςη τησ εξύςωςησ οδηγούν ςε πρϊξεισ ύδιεσ με την αριθμητικό επύλυςη. Αφού η 

αριθμητικό επύλυςη δύνει ερμηνεύεσ ςτα ενδιϊμεςα αποτελϋςματα του προβλόματοσ και 

οι πρϊξεισ ςτην αλγεβρικό επύλυςη εύναι ύδιεσ, ϊρα οι ενδιϊμεςοι αλγεβρικού 

μεταςχηματιςμού  θα μπορούςαν να αποκτόςουν νόημα με τη βοόθεια τησ αριθμητικόσ 

επύλυςησ. Αυτό η παρατόρηςη θα αποτελϋςει τη βϊςη τησ παρούςασ εργαςύασ. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2 

2.1  Η ΕΡΕΤΝΑ 

 

΢ύμφωνα με θεωρύεσ, που θϋλουν η διδαςκαλύα τησ ϊλγεβρασ  να ακολουθεύ την 

ιςτορικό εξϋλιξό τησ, εύναι ςαφϋσ ότι η ειςαγωγό ςτην ϊλγεβρα πρϋπει να ακολουθόςει 

την προςϋγγιςη  επύλυςησ προβλημϊτων και να επικεντρωθεύ ςτην λύςη των 

εξιςώςεων  (Wheeler, 1996). Η διδακτικό παρϋμβαςη που προτεύνεται παρακϊτω 

αφορϊ την ειςαγωγό των μαθητών ςτην ϊλγεβρα μϋςα από την επύλυςη προβλημϊτων. 

Η αριθμητικό επύλυςη προβλόματοσ εύναι μια δραςτηριότητα γνωςτό ςτα παιδιϊ του 

Δημοτικού. Με αφετηρύα, λοιπόν, την αριθμητικό επύλυςη των προβλημϊτων θα γύνει η  

μετϊβαςη των μαθητών ςτον αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ και ςτην αλγεβρικό επύλυςό 

τουσ. Αυτό όμωσ προώποθϋτει, ςύμφωνα με τισ διαφορϋσ που εντόπιςε η Stacey 

ανϊμεςα ςτην αριθμητικό επύλυςη προβλημϊτων και ςτην αλγεβρικό, μια επανεξϋταςη  

των εννοιών που ϋχουν διαφορετικό αντιμετώπιςη ςτισ δύο προςεγγύςεισ. Αυτϋσ οι 

ϋννοιεσ εύναι: 

α) Οι γνωςτϋσ και οι ϊγνωςτεσ ποςότητεσ και η ςχϋςη που τισ ςυνδϋει 

β) Ο ϊγνωςτοσ x 

γ) Η εξύςωςη 

δ) Οι πρϊξεισ και η  ερμηνεύα τουσ ςτα ενδιϊμεςα ςτϊδια τησ επύλυςησ 

Έτςι ςχεδιϊςαμε μια διδαςκαλύα η οπούα περιλαμβϊνει την επύλυςη  προβλημϊτων με 

δύο τρόπουσ. Κϊθε πρόβλημα λύνεται αρχικϊ με αριθμητικό, με καθοδηγητικϋσ  

ερωτόςεισ του φύλλου εργαςύασ, ϋτςι ώςτε η κϊθε απϊντηςη να ερμηνεύεται ξεκϊθαρα 

ςτο πλαύςιο του προβλόματοσ. Η αριθμητικό επύλυςη καθοδηγεύται ϋτςι ώςτε οι 

μαθητϋσ να οδηγηθούν ςτην κατϊλληλη αριθμητικό μϋθοδο που θα τουσ βοηθόςει ςτην 

αλγεβρικό επύλυςη. ΢τη ςυνϋχεια κϊθε πρόβλημα λύνεται αλγεβρικϊ. Για την 

αντιμετώπιςη των παρανοόςεων των μαθητών ςχετικϊ με την αναπαρϊςταςη του 

προβλόματοσ με μια εξύςωςη, όπωσ αυτϋσ αναφϋρθηκαν παραπϊνω, δύνονται ξανϊ 

καθοδηγητικϋσ ερωτόςεισ. Αρχικϊ ο μαθητόσ οδηγεύται ςτον ςχηματιςμό τησ εξύςωςησ 

και ϋπειτα αφόνεται μόνοσ του να επιλύςει την εξύςωςη. Αναμϋνουμε ότι οι μαθητϋσ θα 

κϊνουν μόνοι τουσ τη ςυςχϋτιςη με την αριθμητικό επύλυςη και θα χρηςιμοποιόςουν 

τουσ ςωςτούσ αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ.  

Μια κατϊ αντιπαρϊθεςη επύλυςη του προβλόματοσ, και με τουσ δύο τρόπουσ: 

αριθμητικό και αλγεβρικό, θεωρούμε ότι θα δώςει την ευκαιρύα ςτουσ μαθητϋσ να 

προβληματιςτούν και να επανεξετϊςουν τισ προηγούμενεσ ϋννοιεσ, που εντόπιςε η 

Stacey,  και ταυτόχρονα να γνωρύςουν τον αλγεβρικό τρόπο επύλυςησ ενόσ 

προβλόματοσ. Μϋςα όμωσ από τη μετϊβαςη αυτό των μαθητών μπορούμε να 
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διερευνόςουμε τα ςτϊδια αυτόσ τησ μετϊβαςησ, τισ αντιλόψεισ που αναπτύςςουν για 

τισ διϊφορεσ ϋννοιεσ καθώσ και τισ προώποθϋςεισ που απαιτούνται για να γύνει αυτό η 

μετϊβαςη. 

Όμωσ η επύλυςη του προβλόματοσ και με τουσ δύο τρόπουσ ϋχει ωσ ςτόχο να  

προςφϋρει  κϊτι ακόμα, πολύ πιο ςημαντικό, ςτουσ μαθητϋσ: την ερμηνεύα των 

ενδιϊμεςων μεταςχηματιςμών τησ εξύςωςησ ςτην αλγεβρικό επύλυςη του 

προβλόματοσ. Μ’ αυτό τον τρόπο οι μεταςχηματιςμού θα προκύπτουν αυθόρμητα, θα 

αποκτόςουν νόημα για τουσ μαθητϋσ και δεν θα τουσ μαθαύνουν μηχανικϊ. Δηλαδό τα 

φύλλα εργαςύασ ςχεδιϊςτηκαν με τη φιλοςοφύα ότι οι αλγεβρικού μεταςχηματιςμού για 

την επύλυςη μιασ εξύςωςησ, που αναπαριςτϊ ϋνα πρόβλημα, εξηγούνται και αποκτούν 

νόημα  με την ερμηνεύα που παρϋχει η αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ. 

Έτςι τα   ερωτόματα που θα μασ απαςχολόςουν  ςε αυτόν την ϋρευνα εύναι: 

α) Η ερμηνεύα των ενδιϊμεςων αποτελεςμϊτων, που δύνει η αριθμητικό επύλυςη του 

προβλόματοσ, μπορεύ να βοηθόςει τουσ μαθητϋσ ςτουσ μεταςχηματιςμούσ κατϊ την 

επύλυςη τησ εξύςωςησ, που αναπαριςτϊ το ύδιο πρόβλημα; 

β) Μπορούν τα φύλλα εργαςύασ  που ςχεδιϊςτηκαν με βϊςη την παραπϊνω ςυζότηςη 

να αποτελϋςουν ϋνα χρόςιμο εργαλεύο για την ειςαγωγό των μαθητών ςτην ϊλγεβρα; 

 

2.2  ΜΕΘΟΔΟ΢ ΣΗ΢ ΕΡΕΤΝΑ΢ 

 

Η διδακτικό παρϋμβαςη πραγματοποιόθηκε τη ςχολικό χρονιϊ 2011 –2012 ςε δύο 

τμόματα τησ  Α΄ Γυμναςύου που αποτελούνταν από 43 μαθητϋσ. Φρηςιμοποιόθηκαν 

φύλλα εργαςύασ τα οπούα παρϊξαμε εμεύσ. Η διδαςκαλύα, που ϋγινε, αφορϊ την 

ειςαγωγό των μαθητών ςτην αλγεβρικό μϋθοδο  επύλυςησ προβλημϊτων, με τη χρόςη 

εξύςωςησ. Επιχειρόθηκε μια προςϋγγιςη τησ αλγεβρικόσ μεθόδου επύλυςησ ενόσ 

προβλόματοσ, με τη δημιουργύα και επύλυςη μιασ εξύςωςησ,  περνώντασ μϋςα από τον  

αριθμητικό τρόπο ςκϋψησ. Η ϋρευνα, που  ακολούθηςε, ςτηρύχτηκε ςτα φύλλα 

εργαςύασ, αλλϊ και ςε δύο τεςτ, που δόθηκαν ϋνα πριν και ϋνα μετϊ την παρϋμβαςό μασ. 

΢κοπόσ τησ ϋρευνασ εύναι η ανϊλυςη του τρόπου που τα παιδιϊ προςεγγύζουν και 

ανταποκρύνονται ςε λεκτικϊ προβλόματα, του τρόπου ςκϋψησ τουσ και τησ εξϋλιξησ του 

τρόπου ςκϋψησ τουσ  όταν αυτϊ αντιμετωπύζουν προβλόματα, που ςχετύζονται με την 

πραγματικότητα, και προςπαθούν  να τα λύςουν  με αριθμητικϋσ ό αλγεβρικϋσ 

μεθόδουσ. Η ϋρευνα ςτηρύχτηκε επύςησ και ςτισ παρατηρόςεισ τησ εκπαιδευτικού που 

υλοπούηςε τη διδαςκαλύα. Εύναι μια ϋρευνα που δανεύζεται  μεκοδολογικά ςτοιχεία από 

τθν ζρευνα δράςθσ. 
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 Αρχικϊ δόθηκε ϋνα τεςτ με 4 προβλόματα. ΢τη ςυνϋχεια ακολούθηςε διδακτικό 

παρϋμβαςη με φύλλα εργαςύασ.  Η διδαςκαλύα αρχικϊ προγραμματύςτηκε για 4 

διδακτικϋσ ώρεσ. Κϊθε διδακτικό ώρα περιλϊμβανε την αριθμητικό και ςτη ςυνϋχεια 

την αλγεβρικό επύλυςη ενόσ προβλόματοσ. Σα προβλόματα όταν τα ύδια με αυτϊ που 

εύχαν δοθεύ ςτο  τεςτ. Μετϊ τα δύο πρώτα προβλόματα κρύθηκε ςκόπιμο να δοθεύ ϋνα 

ακόμα  πρόβλημα, που δεν εύχε δοθεύ ςτο διαγνωςτικό τεςτ και μετϊ δόθηκαν και τα 

ϊλλα δύο. ΢υνολικϊ χρειϊςτηκαν  6  διδακτικϋσ ώρεσ για τα 5 φύλλα εργαςύασ (Σο 

τελευταύο φύλλο εργαςύασ χρειϊςτηκε 2 διδακτικϋσ ώρεσ). ΢το τϋλοσ δόθηκε ϋνα τεςτ 

αξιολόγηςησ με 4 προβλόματα, παρόμοια με τα αρχικϊ. Σα αποτελϋςματα τησ ϋρευνασ 

ςτηρύχτηκαν ςτην αξιολόγηςη των τεςτ και φύλλων εργαςύασ καθώσ και ςτισ 

παρατηρόςεισ τησ εκπαιδευτικού κατϊ τη διϊρκεια τησ διδαςκαλύασ.  

Η επιλογό των προβλημϊτων, τα οπούα χρηςιμοποιόθηκαν ςτη διδαςκαλύα, ςτηρύχτηκε 

ςτην ύλη των μαθηματικών που εύχαν διδαχθεύ οι ςυγκεκριμϋνοι μαθητϋσ ϋωσ τότε, ςτισ 

δυςκολύεσ που αντιμετωπύζουν ακόμα και μαθητϋσ Λυκεύου ςτην επύλυςη τϋτοιων 

προβλημϊτων, όπωσ προκύπτει από τη βιβλιογραφύα και την εμπειρύα, αλλϊ και ςτην 

πλούςια ςυλλογό  λεκτικών προβλημϊτων, που υπϊρχουν ςτη βιβλιογραφύα  (ϋρευνεσ, 

ιςτορικϊ μαθηματικϊ  κεύμενα). Σα προβλόματα, τα οπούα χρηςιμοποιόθηκαν,  εύναι πιο 

απαιτητικϊ και πιο δύςκολα ςε ςχϋςη μ’ αυτϊ που ϋχουν αντιμετωπύςει οι μαθητϋσ ςτο 

Δημοτικό. Καθϋνα απ’ αυτϊ αποτελεύ ϋνα διαφορετικό πλαύςιο που παρουςιϊζει 

ποικιλύα ςτον τρόπο ςκϋψησ και ςτισ διαφορετικϋσ προςεγγύςεισ  και ςε αριθμητικό και 

ςε αλγεβρικό επύπεδο. Έτςι καθεμιϊ από τισ δραςτηριότητεσ ϋχει και διδακτικό και 

ερευνητικό ενδιαφϋρον. 

 

2.3  ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ ΔΙΔΑ΢ΚΑΛΙΑ΢-ΠΕΡΙΓΡΑΥΗ ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΩΝ-ΔΙΔΑΚΣΙΚΟΙ ΚΑΙ 

EΡΕΤΝΗΣΙΚΟΙ ΢ΣΟΦΟΙ ΚΑΘΕ ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΑ΢ 

 

΢ε κϊθε διδακτικό ώρα δύνεται ςτα παιδιϊ ϋνα φύλλο εργαςύασ που περιϋχει ϋνα 

πρόβλημα. Σο ύδιο πρόβλημα καλούνται να το λύςουν οι  μαθητϋσ με δύο τρόπουσ, 

αριθμητικϊ και αλγεβρικϊ, ϋτςι ώςτε να δουν κατ’ αντιπαρϊθεςη και  την αριθμητικό 

επύλυςη και την αλγεβρικό επύλυςη του ύδιου προβλόματοσ  και να τισ ςυγκρύνουν. Οι 

ενϋργειεσ των παιδιών καθοδηγούνται με κατϊλληλεσ ερωτόςεισ ςτο φύλλο εργαςύασ. 

Βοόθεια από την εκπαιδευτικό προσ τα παιδιϊ δεν υπϊρχει εκτόσ από κϊποιεσ 

διευκρινόςεισ ςτην ερμηνεύα των εκφρϊςεων που χρηςιμοποιούνται  ςτο πρόβλημα και 

ςε βαςικϋσ μαθηματικϋσ γνώςεισ (π.χ. πρϊξεισ κλαςμϊτων, κ.τ.λ.). Αφού τα παιδιϊ 
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ςυμπληρώςουν το φύλλο εργαςύασ, το δύνουν ςτην εκπαιδευτικό για ερευνητικό χρόςη  

και  το πρόβλημα λύνεται ςτον πύνακα με τη ςυμμετοχό όλησ τησ τϊξησ με αριθμητικό 

μϋθοδο και ςτη ςυνϋχεια με αλγεβρικό,  με βϊςη τισ ερωτόςεισ του φύλλου εργαςύασ  

και με  ανϊλυςη ςε βϊθοσ από την εκπαιδευτικό. Δηλαδό  τα φύλλα εργαςύασ θα τα 

ςυμπληρώνουν μόνοι τουσ οι μαθητϋσ χωρύσ βοόθεια, οπότε αυτϊ θα αποτελϋςουν 

ςτοιχεύα για την ϋρευνα. Η διδαςκαλύα ςτηρύχτηκε ςτην αλληλεπύδραςη των μαθητών 

μεταξύ τουσ αλλϊ και μαθητών-εκπαιδευτικού.  

Βαςικόσ ςτόχοσ όταν  τα παιδιϊ να αντιληφθούν ότι η αλγεβρικό επύλυςη των 

προβλημϊτων ςτηρύζεται ςτην ύδια και μοναδικό πρακτικό: τη δημιουργύα εξύςωςησ, ςε 

αντύθεςη με την αριθμητικό επύλυςη που ςε κϊθε περύπτωςη η μεθοδολογύα εύναι 

διαφορετικό (π.χ. αναγωγό ςτη μονϊδα, λύςη του προβλόματοσ από το τϋλοσ προσ την 

αρχό κϊνοντασ τισ αντύςτροφεσ πρϊξεισ). Ωςτόςο η προςϋγγιςό μασ εύχε ςαν ςτόχο να 

αντιληφθούν τα παιδιϊ τη βαθύτερη ιςοδυναμύα των δύο μεθόδων επύλυςησ 

προβλημϊτων, αφού οι πρϊξεισ και κατϊ την αριθμητικό επύλυςη και κατϊ την επύλυςη 

τησ εξύςωςησ με την αλγεβρικό μϋθοδο εύναι τελικϊ ύδιεσ. 

 

2.3.1   Πρώτη διδακτικό παρϋμβαςη 

Οι διδακτικού ςτόχοι τησ ςυγκεκριμϋνησ παρϋμβαςησ εύναι οι μαθητϋσ: 

 Να θυμηθούν ποιο μϋροσ ενόσ ποςού αντιπροςωπεύει ϋνα καταχρηςτικό 

κλϊςμα. 

 Να χρηςιμοποιόςουν το κλϊςμα ωσ τελεςτό, για να βρουν το μϋροσ ενόσ ποςού. 

 Να διδαχτούν πώσ μεταφρϊζουμε λεκτικϋσ εκφρϊςεισ ςε μαθηματικϋσ 

αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ εμπλϋκοντασ αγνώςτουσ και ενϋργειεσ (κυρύωσ προσ τα 

εμπρόσ ενϋργειεσ) . 

 Να διδαχτούν πώσ καταςτρώνουμε την εξύςωςη που αναπαριςτϊ το πρόβλημα 

χρηςιμοποιώντασ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. 

 Να εφαρμόςουν τισ ςτρατηγικϋσ επύλυςησ απλόσ εξύςωςησ που ϋχουν διδαχτεύ.  

 Να διδαχθούν τη μϋθοδο τησ αλγεβρικόσ επύλυςησ ενόσ προβλόματοσ. 

 Να ςυνδϋςουν τισ δύο μεθόδουσ, δηλ. την αριθμητικό με την αλγεβρικό επύλυςη. 

Οι ςτόχοι θα υλοποιηθούν με τισ καθοδηγητικϋσ ερωτόςεισ του φύλλου εργαςύασ, αλλϊ 

κυρύωσ με την αλληλεπύδραςη μαθητών μεταξύ τουσ αλλϊ και με την  εκπαιδευτικό 

όταν το πρόβλημα θα λυθεύ ςτον πύνακα.  

Οι ερευνητικού ςτόχοι εύναι: 
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 Να διερευνόςουμε αν οι μαθητϋσ ςυνδϋουν την αριθμητικό μϋθοδο τησ 

αναγωγόσ ςτη μονϊδα με τη μϋθοδο του πολλαπλαςιαςμού του κλϊςματοσ με 

το ποςό, για να βρουν το μϋροσ ενόσ ποςού. 

 Να διερευνόςουμε κατϊ πόςο οι μαθητϋσ μπορούν την παραπϊνω μϋθοδο να τη 

μεταφϋρουν ςε μια αλγεβρικό ϋκφραςη, χρηςιμοποιώντασ το x. 

 Να διερευνόςουμε πώσ αντιλαμβϊνονται την ϋννοια τησ μεταβλητόσ. 

 Να διερευνόςουμε πώσ αντιλαμβϊνονται την ϋννοια τησ αλγεβρικόσ ϋκφραςησ. 

 Να διερευνόςουμε πώσ αντιλαμβϊνονται την ϋννοια τησ εξύςωςησ. 

Σο πρόβλημα που δόθηκε ςτην 1η διδακτικό παρϋμβαςη όταν το παρακϊτω: 

Μια γιαγιϊ φύλεψε τα 7 εγγόνια τησ δύνοντϊσ τουσ  χαρτζιλύκι ύδιου ποςού.  Αν τα 4 παιδιϊ 

μαζύ πόραν 240 ευρώ, πόςα ευρώ όταν όλο το ποςό που ϋδωςε η γιαγιϊ ςτα 7 παιδιϊ;  

Σο παραπϊνω πρόβλημα αποτελεύ ϋνα πλαύςιο με το οπούο οι μαθητϋσ του Δημοτικού 

εύναι εξοικειωμϋνοι. Έχουν ςυνηθύςει να χειρύζονται τϋτοιου εύδουσ προβλόματα με 

αναγωγό ςτη μονϊδα. Έχουν διδαχθεύ επύςησ, ςε προηγούμενο κεφϊλαιο τησ  Α’ 

Γυμναςύου, τη ςτρατηγικό με την οπούα για να βρεισ μϋροσ ενόσ ποςού πολλαπλαςιϊζεισ 

το κλϊςμα με το ποςό. Έχουν διδαχτεύ δηλ. και την ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ τελεςτό, 

που εύναι μύα από τισ πολλϋσ εννοιολογικϋσ μορφϋσ με τισ οπούεσ ςυναντώνται τα 

κλϊςματα ςύμφωνα με τη βιβλιογραφύα (Kieren, 1980), (Behr Μ. , Lesh, Post, & Harel, 

1993) , (Marshall, 1993). Τπϊρχουν  δύο αριθμητικϋσ μϋθοδοι επύλυςησ του παραπϊνω 

προβλόματοσ.  

α) Η αναγωγό ςτη μονϊδα : Σο ϋνα από τα 4 παιδιϊ θα πϊρει 240:4=60  ευρώ. 

      Σα 7 παιδιϊ θα πϊρουν  60∙7=420 ευρώ 

β) Η χρόςη του κλϊςματοσ ωσ τελεςτό:  
7 1680

240 420
4 4
   ευρώ 

Σα παιδιϊ ϋχουν διδαχτεύ και τισ δυο μεθόδουσ. Όμωσ η αριθμητικό επύλυςη, από τισ δύο 

παραπϊνω,  που εύναι πιο κοντϊ ςτην αλγεβρικό μϋθοδο, ςτην οπούα θϋλουμε να 

ειςϊγουμε τουσ μαθητϋσ, εύναι η δεύτερη. Αν τα παιδιϊ ϋχουν ςυνειδητοποιόςει ότι ο 

πολλαπλαςιαςμόσ 
7

240
4
  εύναι ιςοδύναμοσ και δύνει το ύδιο αποτϋλεςμα με τη μϋθοδο 

τησ αναγωγόσ ςτη μονϊδα θα μπορϋςουν να κατανοόςουν την αλγεβρικό ϋκφραςη 
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7
x

4
 . Η κατανόηςη αυτόσ ακριβώσ τησ τεχνικόσ αποτελεύ ϋνα ιςχυρό εφόδιο  ςτην 

πορεύα τουσ προσ την ϊλγεβρα και την ανϊλυςη.  

Αρχικϊ, προτρϋπονται τα παιδιϊ να λύςουν το πρόβλημα με όποιο τρόπο θϋλουν. 

Αναμϋνεται  να προτιμόςουν την αναγωγό ςτη μονϊδα. 

Λύςε το πρόβλημα: 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Έπειτα, μϋςα από κατϊλληλεσ ερωτόςεισ οδηγούνται να λύςουν το πρόβλημα με τη 

δεύτερη μϋθοδο, κϊνοντασ δηλ.  ϋνα πολλαπλαςιαςμό (κλϊςμα x ποςό): 

Αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Γρϊψε την κλαςματικό μονϊδα που εκφρϊζει ποιο μϋροσ των 240 ευρώ πόρε 

καθϋνα από τα 4 παιδιϊ.  

2. Πόςα ευρώ  πόρε καθϋνα από τα 4  παιδιϊ;    

3. ΢ε πόςεσ  κλαςματικϋσ μονϊδεσ  αντιςτοιχεύ το ποςό που πόραν και τα 7 παιδιϊ 

μαζύ;    

4. Πόςα ευρώ επομϋνωσ πόραν και τα 7  παιδιϊ μαζύ;  

5 Μπορεύσ να βρεισ το ύδιο αποτϋλεςμα κϊνοντασ μόνο ϋναν πολλαπλαςιαςμό; 

(Φρηςιμοπούηςε το κλϊςμα τησ ερώτηςησ 3 που εκφρϊζει το ποςό που πόραν τα 

7 παιδιϊ μαζύ) 

 

 ΢τη ςυνϋχεια με ςυγκεκριμϋνεσ οδηγύεσ λύνουν το πρόβλημα αλγεβρικϊ. Δύνεται αρκετό 

βοόθεια ςτην κατϊςτρωςη τησ εξύςωςησ, ενώ οι μαθητϋσ αφόνονται εντελώσ ελεύθεροι 

να προβληματιςτούν με την επύλυςη τησ εξύςωςησ. (Βϋβαια γνωρύζουν από το Δημοτικό 

τι ςημαύνει επύλυςη εξύςωςησ και γνωρύζουν τη διαδικαςύα επύλυςησ μιασ απλόσ 

εξύςωςησ π.χ. τησ μορφόσ x+α=β, x-α=β,α-x=β, αx=β, α:x=β, x:α=β.) 
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Αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Αν ςυμβολύςουμε με x τα χρόματα που η γιαγιϊ ϋδωςε και ςτα 7 εγγόνια, γρϊψε 

μια κλαςματικό αλγεβρικό ϋκφραςη (χρηςιμοποιώντασ το x) που να δύνει το 

ποςό που πόρε καθϋνα από τα 7 παιδιϊ.   

2. Γρϊψε μια αλγεβρικό ϋκφραςη (χρηςιμοποιώντασ το ύδιο x) που να δύνει το ποςό 

που πόραν τα 4 παιδιϊ;      

3. Φρηςιμοποιώντασ την ϋκφραςη που βρόκεσ ςτην προηγούμενη ερώτηςη, 

μετϊφραςε ςε μια εξύςωςη την ϋκφραςη: το ποςό που πόραν τα 4 παιδιϊ εύναι 

240 ευρώ. 

4. Λύςε την εξύςωςη.  

΢το τϋλοσ δύνεται η ευκαιρύα ςτα παιδιϊ να αναςτοχαςτούν, να ςκεφτούν δηλαδό ξανϊ 

τισ δύο μεθόδουσ επύλυςησ του προβλόματοσ και να γρϊψουν τισ ςκϋψεισ τουσ.  

Αναςτοχαςμόσ 

΢ύγκρινε τουσ  δύο προηγούμενουσ τρόπουσ επύλυςησ του προβλόματοσ. Γρϊψε τισ 

παρατηρόςεισ ςου    

……………………………………………………………………………………………….……………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………….………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………….……………………..………………………………………………………………………… 

2.3.2  Δεύτερη  διδακτικό παρϋμβαςη 

Οι διδακτικού ςτόχοι τησ ςυγκεκριμϋνησ παρϋμβαςησ   εύναι: 

 Να εμβαθύνουν ςτην αριθμητικό μϋθοδο τησ αναγωγόσ ςτη μονϊδα ςε 

προβλόματα όπου η μονϊδα δεν εύναι προφανόσ. 

 Να χρηςιμοποιόςουν ςε πλαύςιο προβλόματοσ τη γνώςη ότι  το κλϊςμα 

εκφρϊζει το αποτϋλεςμα μιασ διαύρεςησ. 

 Να θυμηθούν προβλόματα με κόςτοσ, τιμό πώληςησ και κϋρδοσ. 

 Να θυμηθούν πότε κϊνουμε διαύρεςη μεριςμού. 

 Να μεταφϋρουν όλεσ τισ παραπϊνω αριθμητικϋσ αντιλόψεισ ςτο πλαύςιο τησ 

ϊλγεβρασ. 

 Να εμβαθύνουν ςτην αναγωγό ομούων όρων όταν ϋχουμε κλαςματικούσ 

ςυντελεςτϋσ. 
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Όμωσ παρϊλληλα υπϊρχουν και ερευνητικού ςτόχοι. Οι ερευνητικού ςτόχοι εύναι: 

 Να διερευνόςουμε αν οι μαθητϋσ μπορούν να εφαρμόζουν τη μϋθοδο τησ 

αναγωγόσ ςτη μονϊδα ςε προβλόματα όπου η μονϊδα δεν εύναι προφανόσ. 

 Να διερευνόςουμε το πώσ αντιλαμβϊνονται οι μαθητϋσ την ϋννοια του 

κλϊςματοσ ωσ πηλύκο. 

 Να διερευνόςουμε  την αντύληψη των μαθητών για το αλγεβρικό κλϊςμα. 

 Να διερευνόςουμε την αντύληψη των μαθητών για την αλγεβρικό ϋκφραςη. 

 Να διερευνόςουμε την αντύληψη των μαθητών για την εξύςωςη που 

αναπαριςτϊ ϋνα πρόβλημα. 

 Να μελετόςουμε το εύδοσ των λαθών των μαθητών κατϊ το ςχηματιςμό 

αλγεβρικών εκφρϊςεων και εξιςώςεων. 

 Να διερευνόςουμε πώσ οι μαθητϋσ ςυνδϋουν την αριθμητικό και την αλγεβρικό 

μϋθοδο επύλυςησ ενόσ προβλόματοσ.  

Σο πρόβλημα που δόθηκε κατϊ τη δεύτερη διδακτικό παρϋμβαςη εύναι το παρακϊτω: 

Σο ςούπερ μϊρκετ τησ γειτονιϊσ αγόραςε αυγϊ από ϋναν ορνιθοτρόφο προσ 1 ευρώ την 

επτϊδα και τα πούληςε όλα ςε πελϊτεσ προσ  1 ευρώ την πεντϊδα. Σο καθαρό κϋρδοσ του 

ςούπερ μϊρκετ όταν 12 ευρώ.  Πόςα αυγϊ εύχε αγορϊςει;  

Σο παραπϊνω εύναι ϋνα αςυνόθιςτο πρόβλημα αλλϊ παρϊλληλα και ελκυςτικό. Οι 

μαθητϋσ ϋχουν αςχοληθεύ ςτο Δημοτικό με προβλόματα κόςτουσ-κϋρδουσ και διαύρεςησ 

μεριςμού, οπότε το ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα αποτελεύ ϋνα γνωςτό πλαύςιο. Από την 

ϊλλη, ενώ ϋχουν διδαχτεύ την ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ πηλύκο δεν ϋχουν ςυνηθύςει να 

θεωρούν ωσ απϊντηςη τισ εκφρϊςεισ  1/7 ευρώ, 2/3 κιλϊ ό 5/7 λύτρα. Δεν θεωρούν το 

κλϊςμα, δηλαδό, αριθμό.  ΢υνόθωσ θεωρούν ότι το 1/7 ευρώ, τα2/3 κιλϊ ό τα 5/7 λύτρα,  

πρϋπει να τα  υπολογύςουν. Οπότε  κϊνουν τη διαύρεςη και, παρότι η διαύρεςη δεν 

βγαύνει ακριβώσ, δύνουν ωσ απϊντηςη το δεκαδικό αριθμό 0,14 ευρώ ό 0,666 κιλϊ ό 

0,715 λύτρα ό χρηςιμοποιούν υποδιαιρϋςεισ 14 λεπτϊ ό 666 γραμμϊρια ό 715 λύτρα. 

Παρακϊτω παρατύθενται  κϊποιεσ αριθμητικϋσ λύςεισ του προβλόματοσ: 

α) με αναγωγό ςτη μονϊδα: Σο ςούπερ μϊρκετ αγόραςε το 1 αυγό   1/7 ευρώ 

                                                     και πούληςε το   1 αυγό                              1/5 ευρώ 

                                                     Σο κϋρδοσ από 1 αυγό  εύναι     1/5  -  1/7  =2/35 ευρώ 

                                                   Άρα τα αυγϊ εύναι  12  :   2/35  =   210   
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β) ϊλλη αριθμητικό επύλυςη (μϋθοδοσ Regula-Falsi)  

 Ο αριθμόσ των αυγών εύναι κοινό πολλαπλϊςιο των 5 και 7, δηλ.  πολλαπλϊςιο του 35.  

Αν ο αριθμόσ των αυγών όταν 35, το κϋρδοσ θα όταν 7-5=2 ευρώ 

Όμωσ το κϋρδοσ εύναι 12  ευρώ, δηλ. εξαπλϊςιο του 2, ϊρα ο αριθμόσ των  

αυγών θα εύναι εξαπλϊςιο του 35:     35∙6=210 αυγϊ 

γ) ϊλλη αριθμητικό μϋθοδοσ: με κϊθε ευρώ, που ειςπρϊττει το ςούπερ μϊρκετ από κϊθε 

πεντϊδα αυγών, ξεχρεώνει μια επτϊδα και του μϋνουν και 2 αυγϊ κϋρδοσ. 

   Σα 12 ευρώ τα κερδύζει το ςούπερ μϊρκετ από 12∙5=60 αυγϊ επιπλϋον. 

    Δηλ. τα επιπλϋον αυγϊ εύναι 30 δυϊδεσ(κϊθε ζευγϊρι προϋρχεται από 1 επτϊδα) 

  Άρα ο αριθμόσ των αυγών εύναι  30 επτϊδεσ, δηλ. 30∙7=210 αυγϊ. 

Εκεύνη η αριθμητικό μϋθοδοσ επύλυςησ του προβλόματοσ, από τισ παραπϊνω, που θα 

βοηθόςει τουσ μαθητϋσ να εφαρμόςουν την αλγεβρικό μϋθοδο για να λύςουν το 

πρόβλημα, εύναι η αναγωγό ςτη μονϊδα. Με δεδομϋνο ότι οι μαθητϋσ χειρύζονται πολύ 

καλϊ την αναγωγό ςτη μονϊδα και ϊρα θα κατορθώςουν να  λύςουν αριθμητικϊ το 

πρόβλημα, ενώ οι ϊλλεσ αριθμητικϋσ μϋθοδοι επύλυςησ εύναι ιδιαύτερα πολύπλοκεσ, το 

ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα  φαύνεται ικανό να γεφυρώςει την αριθμητικό με την 

αλγεβρικό μϋθοδο επύλυςησ. Παρακϊτω δύνονται δύο αλγεβρικϋσ λύςεισ που αναμϋνεται 

οι μαθητϋσ να χρηςιμοποιόςουν: 

α) 1/5 x-1/7 x=12 

     (1/5 – 1/7)x=12 

      2/35 x=12 

      x=12 :2/35 

      x=210 

 

β) x/5 – x/7 =12 

    7x/35 -5x/35 = 12 

    2x/35 =12 

    2x= 35∙12 

    2x=420 

     x= 420:2=210 

 

 Παρατηρούμε ότι ςτουσ δύο παραπϊνω τρόπουσ αλγεβρικόσ επύλυςησ υπϊρχουν 

κϊποια ςημεύα που απαιτούν από τουσ μαθητϋσ χειριςμούσ υψηλότερου επιπϋδου, όπωσ 

αναγωγό ομούων όρων με ςυντελεςτϋσ κλαςματικούσ (ςτον πρώτο τρόπο επύλυςησ). 

Όμωσ τα παιδιϊ τησ Α’ Γυμναςύου, ενώ ϋχουν διδαχτεύ την επιμεριςτικό ιδιότητα, δεν 

ϋχουν αςχοληθεύ με εφαρμογϋσ τησ επιμεριςτικόσ ιδιότητασ ςτην ϊλγεβρα όπωσ :          

2(x+3)=2∙x+6        ό     2∙x+3∙x=5∙x,     οπότε αναμϋνεται να δυςκολευτούν. 
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Επύςησ ςτο δεύτερο τρόπο επύλυςησ χρηςιμοποιεύται η ϋννοια του αλγεβρικού 

κλϊςματοσ και πρϊξεισ ( αφαύρεςη) με αλγεβρικϊ κλϊςματα, που οι μαθητϋσ δεν ϋχουν 

διδαχτεύ. Θα όταν όμωσ ενδιαφϋρον να διερευνόςουμε τισ αντιλόψεισ των παιδιών για 

όλα αυτϊ. 

Αρχικϊ, προτρϋπονται τα παιδιϊ να λύςουν το πρόβλημα με όποιο τρόπο θϋλουν. 

Αναμϋνεται τα παιδιϊ να δυςκολευτούν. Οι μαθητϋσ χειρύζονται την αναγωγό ςτη 

μονϊδα, αλλϊ ςτο ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα πρϋπει ο μαθητόσ να εντοπύςει ποια εύναι η 

μονϊδα ( το 1 ευρώ, το 1 αυγό, η 1 επτϊδα ό η 1 πεντϊδα).   

Λύςε το πρόβλημα: 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Έπειτα μϋςα από κατϊλληλεσ ερωτόςεισ καθοδηγούνται τα παιδιϊ να λύςουν το 

πρόβλημα αριθμητικϊ, εςτιϊζοντασ ςτο ϋνα αυγό.  

Αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Βρεσ πόςο αγόραςε το ϋνα αυγό;  

2. Βρεσ πόςο πούληςε το ϋνα αυγό;  

3. Βρεσ πόςο  εύναι το καθαρό κϋρδοσ από το κϊθε αυγό;  

4. Φρηςιμοποιώντασ το ςυνολικό καθαρό κϋρδοσ και το καθαρό κϋρδοσ από το κϊθε 

αυγό, βρεσ πόςα όταν τα αυγϊ; 

΢τη ςυνϋχεια κατϊλληλεσ ερωτόςεισ τουσ οδηγούν ςτην καταςκευό τησ εξύςωςησ. 

Φρηςιμοποιεύται η ϋννοια του  κλϊςματοσ ωσ τελεςτό, που εύχαμε ξαναςυναντόςει ςτο 

προηγούμενο πρόβλημα, προκειμϋνου να καταςκευαςτεύ η αλγεβρικό ϋκφραςη που 

δύνει τα χρόματα που κοςτύζουν ςτο ςούπερ μϊρκετ τα χ αυγϊ (1/7∙ x). Για την ύδια 

αλγεβρικό ϋκφραςη μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ και η ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ πηλύκο 

που ϋχει διδαχτεύ και προκύπτει το αλγεβρικό κλϊςμα x/7. Και τελικϊ αφόνονται τα 

παιδιϊ να προβληματιςτούν μόνα τουσ ςτην επύλυςη τησ εξύςωςησ. Φειρύζονται την 

αναγωγό ομούων όρων αλλϊ όχι με κλαςματικούσ ςυντελεςτϋσ, γι’ αυτό αναμϋνεται να 

δυςκολευτούν αρκετϊ. 
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Αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Έςτω ότι όταν x τα αυγϊ. Γρϊψε μια αλγεβρικό ϋκφραςη (χρηςιμοποιώντασ 

το x) που να δύνει πόςεσ επτϊδεσ όταν τα x αυγϊ. 

2. Επομϋνωσ, πόςα χρόματα ϋδωςε το ςούπερ μϊρκετ για να αγορϊςει τα x  

αυγϊ;  

3. Γρϊψε μια αλγεβρικό ϋκφραςη (χρηςιμοποιώντασ το x) που να δύνει πόςεσ 

πεντϊδεσ όταν τα x αυγϊ.  

4. Επομϋνωσ, πόςα χρόματα πόρε το ςούπερ μϊρκετ όταν πούληςε τα x  αυγϊ;   

5. Γρϊψε μια αλγεβρικό ϋκφραςη  που να δύνει το καθαρό κϋρδοσ από τα x αυγϊ. 

6. Μετϊφραςε ςε μια εξύςωςη την ϋκφραςη: το καθαρό κϋρδοσ από τα x αυγϊ 

όταν 12 ευρώ.                                    

7. Λύςε την εξύςωςη.  

΢τη ςυνϋχεια, προκειμϋνου να καταλϊβουμε πώσ ςυνδϋουν οι μαθητϋσ ςτο μυαλό τουσ 

την αριθμητικό και την αλγεβρικό μϋθοδο επύλυςησ του προβλόματοσ, τουσ δύνουμε την 

ευκαιρύα του αναςτοχαςμού. 

Αναςτοχαςμόσ 

΢ύγκρινε τουσ  δύο προηγούμενουσ τρόπουσ επύλυςησ του προβλόματοσ. Γρϊψε τισ 

παρατηρόςεισ ςου 

……………………………………...………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………….……………………..…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 

 

Μετϊ τα δύο πρώτα προβλόματα, τα παιδιϊ φϊνηκαν να βρύςκονται ςε ςύγχυςη τόςο 

για τη διαδικαςύα κατϊςτρωςησ τησ εξύςωςησ ενόσ προβλόματοσ (αντιμετώπιςαν 
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δυςκολύα ςτα κλϊςματα) όςο και για την αναγκαιότητα τησ αλγεβρικόσ επύλυςησ του 

προβλόματοσ ςτην πρϊξη, αφού τα προηγούμενα προβλόματα λύνονταν πολύ πιο 

εύκολα με αριθμητικϋσ μεθόδουσ. Ιδύωσ ο τελευταύοσ λόγοσ θεωρόθηκε ςημαντικόσ 

ώςτε να τροποποιόςουμε την πορεύα τησ διδαςκαλύασ προςθϋτοντασ ϋνα ακόμα 

πρόβλημα, το οπούο δεν θα εύχε ςαν προώπόθεςη οι μαθητϋσ να ϋχουν κατανοόςει ςε 

βϊθοσ την ϋννοια του κλϊςματοσ και ταυτόχρονα θα αναδεύκνυε την αλγεβρικό επύλυςη 

ωσ τον πιο εύκολο τρόπο επύλυςησ του.  Έτςι κατϊ τη διϊρκεια τησ τρύτησ διδακτικόσ 

ώρασ δόθηκε το παρακϊτω πρόβλημα: 

2.3.3  Σρύτη  διδακτικό παρϋμβαςη 

Οι διδακτικού ςτόχοι τησ ςυγκεκριμϋνησ εφαρμογόσ, με δεδομϋνο ότι η αριθμητικό 

επύλυςη του προβλόματοσ εύναι ιδιαύτερα απλό, επικεντρώνονται ςτη διδαςκαλύα τησ 

αλγεβρικόσ επύλυςησ και ςυγκεκριμϋνα εύναι: 

 Η κατανόηςη από τουσ μαθητϋσ τησ αλγεβρικόσ αναπαρϊςταςησ των διαφόρων 

ποςοτότων του προβλόματοσ. 

 Η διδαςκαλύα των βημϊτων τησ κατϊςτρωςησ  μιασ εξύςωςησ που περιγρϊφει 

το πρόβλημα. 

 Η ςύνδεςη τησ αριθμητικόσ επύλυςησ του προβλόματοσ και τησ επύλυςησ τησ 

εξύςωςησ που ςχηματύςτηκε κατϊ την αλγεβρικό επύλυςη. 

 Η αυθόρμητη διαπύςτωςη από τουσ μαθητϋσ το πόςο ιςχυρό εργαλεύο αποτελεύ 

η εξύςωςη για την επύλυςη ενόσ προβλόματοσ. 

Οι ερευνητικού ςτόχοι επικεντρώνονται κι αυτού ςε ςυγκεκριμϋνη κατεύθυνςη: ςτον 

τρόπο μετϊβαςησ των μαθητών από τον αριθμητικό ςτον αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ. 

΢υγκεκριμϋνα εύναι: 

 Να διερευνηθεύ η αντύληψη των μαθητών για την ϋννοια τησ μεταβλητόσ. 

 Να διερευνηθεύ ο τρόποσ που χειρύζονται οι μαθητϋσ τη μεταβλητό για να 

αναπαραςτόςουν αλγεβρικϊ διϊφορεσ εκφρϊςεισ του προβλόματοσ. 

 Να διερευνηθούν οι χειριςμού των παιδιών για την κατϊςτρωςη τησ εξύςωςησ 

του προβλόματοσ. 

 Να διερευνηθεύ η αντύληψη των μαθητών για τισ ϋννοιεσ αλγεβρικό ϋκφραςη- 

αλγεβρικό εξύςωςη. 

 Να διερευνηθούν οι πρακτικϋσ χειριςμού των μαθητών για την επύλυςη μιασ 

εξύςωςησ. 

 Να μελετηθούν και να κατηγοριοποιηθούν τα λϊθη των μαθητών κατϊ την 

κατϊςτρωςη τησ εξύςωςησ που αναπαριςτϊ αλγεβρικϊ το πρόβλημα. 
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 Να διερευνηθεύ ο ςυςχετιςμόσ που αποδύδουν οι μαθητϋσ ςτην αριθμητικό και 

ςτην αλγεβρικό επύλυςη ενόσ προβλόματοσ. 

Σο πρόβλημα που δόθηκε ςτην τρύτη διδακτικό παρϋμβαςη όταν: 

Οι 105 μαθητϋσ τησ Α’ Γυμναςύου αςχολούνται με δύο αθλόματα: ποδόςφαιρο και 

μπϊςκετ.  Αν με το μπϊςκετ αςχολούνται 17 μαθητϋσ παραπϊνω από αυτούσ που 

αςχολούνται με το ποδόςφαιρο, πόςοι εύναι οι μαθητϋσ που αςχολούνται με κϊθε 

ϊθλημα; 

Σο παραπϊνω εύναι ϋνα εύκολο αριθμητικό πρόβλημα. Επύςησ για την αλγεβρικό του 

επύλυςη, η αναπαρϊςταςη των  ποςοτότων του προβλόματοσ εύναι απλό γιατύ 

ςτηρύζεται ςε προςθετικϋσ ςχϋςεισ και μόνο: 

x οι μαθητϋσ που παύζουν ποδόςφαιρο 

x+17         οι μαθητϋσ που παύζουν μπϊςκετ 

x+x+17   οι μαθητϋσ που παύζουν και μπϊςκετ και ποδόςφαιρο 

Αναμενόμενο εύναι  οι περιςςότεροι μαθητϋσ να καταφϋρουν να λύςουν αριθμητικϊ το 

πρόβλημα κϊνοντασ μια αφαύρεςη και μια διαύρεςη. 

Λύςε το πρόβλημα: 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Κϊποιοι όμωσ ύςωσ δεν τα καταφϋρουν. Σότε με κατϊλληλεσ ερωτόςεισ θα οδηγηθούν 

ςτην αριθμητικό επύλυςη. 

 

 

Αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Αν δεν υπόρχαν οι 17 επιπλϋον μαθητϋσ ςτο ϋνα ϊθλημα, τότε οι μαθητϋσ του 

ποδοςφαύρου και του μπϊςκετ  θα όταν ιςϊριθμοι. Βρεσ πόςοι θα όταν ς’ αυτό 

την περύπτωςη  όλοι οι μαθητϋσ; 
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2. Βρεσ πόςοι εύναι οι μαθητϋσ που αςχολούνται με το ποδόςφαιρο; 

3. Βρεσ  πόςοι εύναι οι μαθητϋσ που αςχολούνται με το μπϊςκετ; 

΢τη ςυνϋχεια με  κατευθυνόμενεσ ερωτόςεισ θα οδηγηθούν ςτο ςχηματιςμό εξύςωςησ 

που περιγρϊφει το πρόβλημα και θα προςπαθόςουν να τη λύςουν. 

Αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Έςτω ότι x εύναι ο αριθμόσ των μαθητών που αςχολούνται με το ποδόςφαιρο. 

Φρηςιμοπούηςε το δεδομϋνο ότι οι μαθητϋσ που αςχολούνται με το μπϊςκετ εύναι 

17 παραπϊνω από αυτούσ που αςχολούνται με το ποδόςφαιρο και γρϊψε μια 

αλγεβρικό ϋκφραςη που να δύνει τον αριθμό των μαθητών που παύζουν μπϊςκετ. 

2. Γρϊψε μια αλγεβρικό ϋκφραςη που να δύνει το ςυνολικό αριθμό των μαθητών 

(και αυτούσ που παύζουν ποδόςφαιρο και αυτούσ που παύζουν μπϊςκετ). 

3. Μετϊφραςε ςε μια εξύςωςη την ϋκφραςη: ο ςυνολικόσ αριθμόσ των μαθητών 

εύναι 105. 

  4. Λύςε την εξύςωςη.  

΢το τϋλοσ με τον αναςτοχαςμό, θα δοθεύ η ευκαιρύα ςτουσ μαθητϋσ να ςυγκρύνουν τισ 

δυο μεθόδουσ επύλυςησ και να διακρύνουν πιο εύκολα τισ ομοιότητεσ αφού πρόκειται 

για απλούςτερη εξύςωςη και πιο απλϋσ πρϊξεισ. 

Αναςτοχαςμόσ 

΢ύγκρινε τουσ  δύο προηγούμενουσ τρόπουσ επύλυςησ του προβλόματοσ. Γρϊψε τισ 

παρατηρόςεισ ςου…………………………………………………….…………………………………….  

.……………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………….……………

………..…………………………………………………………………………………………………………………………… 

2.3.4  Σϋταρτη  διδακτικό παρϋμβαςη 

Οι επιπλϋον διδακτικού ςτόχοι τησ ενότητασ εύναι οι μαθητϋσ: 

 Να εμβαθύνουν ςτην αναπαρϊςταςη διαφόρων ποςοτότων του προβλόματοσ 

με αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. 

 Να εφαρμόςουν την πρώτη ςτρατηγικό καταςκευόσ αλγεβρικόσ ϋκφραςησ, που 

διδϊχτηκαν ςτα προηγούμενα προβλόματα και ςτηρύζεται ςε ενϋργειεσ προσ τα 

εμπρόσ. (π.χ. ο αριθμόσ των τροχών των x αυτοκινότων εύναι 4x) 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 17:14:16 EEST - 18.226.88.198



35 
 

 Να διδαχτούν μια δεύτερη ςτρατηγικό καταςκευόσ αλγεβρικόσ ϋκφραςησ που 

ςτηρύζεται ςε ενϋργειεσ προσ τα πύςω. (π.χ. ο αριθμόσ των μοτοςικλετών, αν τα 

αυτοκύνητα εύναι  x ςε ςύνολο 50 οχημϊτων, εύναι 50-x) 

 Να αντιληφθούν τη χρηςιμότητα των παρενθϋςεων ςε αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. 

 Να κατανοόςουν πότε χρηςιμοποιούμε παρενθϋςεισ ςε αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. 

 Να εφαρμόςουν την επιμεριςτικό ιδιότητα ςτην προςπϊθειϊ τουσ να 

απλοποιόςουν αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ με παρενθϋςεισ. 

 Να ςυνδϋςουν την αριθμητικό επύλυςη με την επύλυςη τησ αλγεβρικόσ 

εξύςωςησ. 

Οι ερευνητικού ςτόχοι εύναι: 

 Να διερευνηθεύ πώσ αντιλαμβϊνονται τα παιδιϊ την αλγεβρικό αναπαρϊςταςη 

ποςοτότων που βαςύζεται ςε ενϋργειεσ προσ τα πύςω. 

 Να διερευνηθεύ η αντύληψό τουσ για το ρόλο τησ παρϋνθεςησ ςε μια αλγεβρικό 

ϋκφραςη. 

 Να διερευνηθεύ αν μπορούν να εφαρμόζουν ςυνειδητϊ την επιμεριςτικό 

ιδιότητα. 

 Να διερευνηθεύ πώσ χειρύζονται τισ μεθόδουσ που ϋχουν διδαχτεύ για την 

επύλυςη πιο ςύνθετησ εξύςωςησ (με παρενθϋςεισ). 

 Να διερευνηθεύ αν ϋγινε αντιληπτό η χρηςιμότητα τησ αλγεβρικόσ μεθόδου τησ 

επύλυςη ενόσ προβλόματοσ. 

Σο πρόβλημα τησ τϋταρτησ διδακτικόσ παρϋμβαςησ εύναι: 

΢ε ϋνα πϊρκιγκ ϋχουν παρκϊρει 50 οχόματα (αυτοκύνητα και μοτοςικλϋτεσ). Αν το 

ςύνολο των τροχών των οχημϊτων εύναι 140, πόςα εύναι τα αυτοκύνητα και πόςεσ οι 

μοτοςικλϋτεσ; 

Σο παραπϊνω εύναι ϋνα  πρόβλημα, που εύναι αρκετϊ δύςκολο για μαθητϋσ τησ Α’ 

Γυμναςύου ώςτε να λυθεύ με αριθμητικό τρόπο. Παρακϊτω δύνονται δύο αριθμητικού 

τρόποι επύλυςησ του προβλόματοσ: 

α) Εύρεςη προφανούσ λύςησ (δοκιμό – λϊθοσ) 

 

Δοκιμϊζουμε διϊφορα ζευγϊρια τιμών μϋχρι να βρούμε το ςωςτό 
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αυτοκύνητα μοτοςικλϋτεσ τροχού επαλόθευςη 

50 0 200 200›140 

0 50 100 100‹140 

25 25 150 150›140 

20 30 140 140=140 

 

β) Πρακτικόσ τρόποσ 

Αν όλα τα οχόματα όταν μοτοςικλϋτεσ θα εύχαν 2∙50=100 ρόδεσ 

Τπϊρχουν όμωσ 40 ρόδεσ παραπϊνω, δηλαδό 20 ζευγϊρια ρόδεσ. 

Αυτϊ τα 20 ζευγϊρια  υπϊρχουν γιατύ ϋχουμε 20 αυτοκύνητα (κϊθε αυτοκύνητα ϋχει 1     

                                                                             ζευγϊρι ρόδεσ παραπϊνω απ’ τη μοτοςικλϋτα). 

ϊρα υπϊρχουν 30 μοτοςικλϋτεσ και 20 αυτοκύνητα. 

Οι μαθητϋσ δεν εύναι εξοικειωμϋνοι με καμύα από τισ δύο προηγούμενεσ λύςεισ, γι’ αυτό 

δεν αναμϋνουμε να λύςουν αριθμητικϊ το πρόβλημα. Αποτελεύ λοιπόν μια ευκαιρύα να 

αναδειχτεύ η χρηςιμότητα τησ αλγεβρικόσ επύλυςησ του  προβλόματοσ. Αλγεβρικϊ 

μπορεύ να λυθεύ με ςύςτημα δύο εξιςώςεων. Μετατρϋποντασ, όμωσ, τη μύα εξύςωςη ςε 

αλγεβρικό ϋκφραςη, μπορούμε τελικϊ να το λύςουμε με τη δημιουργύα μιασ και μόνο 

εξύςωςησ. Σο ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα αποτελεύ, λοιπόν, ϋνα πλαύςιο πλούςιο και από 

ερευνητικό και από διδακτικό ϊποψη. Παρακϊτω δύνονται δύο τρόποι καταςκευόσ τησ 

εξύςωςησ: 

α) Με ςύςτημα δύο εξιςώςεων 

Οι ϊγνωςτοι του προβλόματοσ εύναι: ο αριθμόσ των αυτοκινότων x και ο αριθμόσ των 

μοτοςικλετών y. Άρα οι εξιςώςεισ που αναπαριςτούν το πρόβλημα εύναι: 

x+y=50                      Σο ϊθροιςμα αυτοκινότων και μοτοςικλετών εύναι 50 

4x+2y=140                 Σο ϊθροιςμα των τροχών των οχημϊτων εύναι 140 

Με μεταςχηματιςμό τησ πρώτησ εξύςωςησ  και αντικατϊςταςη ςτη δεύτερη αυτϋσ 

μετατρϋπονται ςε: 

y=50-x 
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4x+2(50-x)=140 

Η τελευταύα εύναι η εξύςωςη που αναπαριςτϊ το πρόβλημα 

β) Με χρόςη μιασ μόνο μεταβλητόσ 

Θα χρηςιμοποιηθεύ μια μόνο μεταβλητό για να παραςτόςουμε αλγεβρικϊ όλεσ τισ 

ϊγνωςτεσ ποςότητεσ του προβλόματοσ: 

Έςτω x   ο αριθμόσ των αυτοκινότων 

50-x  ο αριθμόσ των μοτοςικλετών 

4x   ο αριθμόσ των τροχών των x αυτοκινότων 

2(50-x)   ο αριθμόσ των τροχών των 50-x μοτοςικλετών 

4x+2(50-x)        ο ςυνολικόσ αριθμόσ των τροχών των οχημϊτων 

4x+2(50-x)=140    ο ςυνολικόσ αριθμόσ των τροχών των οχημϊτων εύναι 140 

Η τελευταύα εύναι η εξύςωςη του προβλόματοσ. 

Παρατηρούμε ότι για την καταςκευό τησ εξύςωςησ απαιτεύται από τουσ μαθητϋσ 

ικανότητα ςτο να εκφρϊζουν με αλγεβρικό τρόπο διϊφορεσ ποςότητεσ του 

προβλόματοσ, χρηςιμοποιώντασ την ύδια μεταβλητό και να αντικαθιςτούν αυτϋσ τισ 

εκφρϊςεισ ςε πιο ςύνθετεσ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. Αυτό το ϋχουν ςυναντόςει και ςτα 

προηγούμενα προβλόματα και εύδαμε ότι αντιμετώπιςαν ιδιαύτερεσ δυςκολύεσ. Τπϊρχει 

τώρα κϊποια βελτύωςη; Τπϊρχει και μια αλγεβρικό ϋκφραςη που για το ςχηματιςμό 

τησ απαιτεύ μια διαφορετικό αντιμετώπιςη από τουσ μαθητϋσ. Σην αλγεβρικό ϋκφραςη 

του αριθμού των μοτοςικλετών 50-x, για να τη ςχηματύςει ο μαθητόσ πρϋπει να 

χρηςιμοποιόςει ενϋργειεσ προσ τα πύςω (Αφού το ϊθροιςμα των οχημϊτων εύναι 50, για 

να βρω τισ μοτοςικλϋτεσ πρϋπει να ςχηματύςω τη διαφορϊ 50-x). 

 Η νϋα ϋννοια, που εμφανύζεται ς’ αυτό το πρόβλημα εύναι η παρϋνθεςη και η χρόςη τησ 

ςε αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. Οι μαθητϋσ ϋχουν ξαναςυναντόςει την ϋννοια τησ παρϋνθεςησ 

ςτην αριθμητικό. Ξϋρουν ότι η παρϋνθεςη δηλώνει προτεραιότητα πρϊξησ. Θα 

μπορϋςουν να μεταφϋρουν την αριθμητικό αυτό ιδιότητα ςτο περιβϊλλον τησ 

ϊλγεβρασ;  

΢τη ςυνϋχεια παρατηρούμε ότι για να λυθεύ αυτό η εξύςωςη χρειϊζεται η εφαρμογό τησ 

επιμεριςτικόσ ιδιότητασ. Σην επιμεριςτικό ιδιότητα τα παιδιϊ την ϋχουν διδαχτεύ ςε 
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αριθμητικό πλαύςιο. Δεν ϋχουν αςχοληθεύ με εφαρμογϋσ τησ επιμεριςτικόσ ιδιότητασ 

ςτην ϊλγεβρα όπωσ :          2(x+3)=2x+6                ό     2x+3x=5x 

Ση δεύτερη εφαρμογό τη ςυνϊντηςαν ςτο 2ο φύλλο εργαςύασ. Σώρα θα δούμε πώσ 

αντιλαμβϊνονται και την πρώτη εφαρμογό. 

Παρότι αναμϋνεται οι μαθητϋσ να μην μπορϋςουν να λύςουν το πρόβλημα, τουσ δύνεται 

αρχικϊ η ευκαιρύα να το λύςουν με τη ςκϋψη ότι θα δοθεύ παρότρυνςη για εύρεςη μιασ 

προφανούσ λύςησ: 

Λύςε το πρόβλημα: 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

΢τη ςυνϋχεια, με διαδοχικϊ βόματα οδηγούνται ςτην αριθμητικό επύλυςη του 

προβλόματοσ, που παρουςιϊζει πολλϋσ δυςκολύεσ ςτην κατανόηςό τησ από μαθητϋσ 

αυτού του επιπϋδου. Παρουςιϊζει ερευνητικό ενδιαφϋρον ςτο θϋμα τησ εςωτερικόσ 

αναπαρϊςταςησ του προβλόματοσ από τουσ μαθητϋσ (ϋνα βόμα που προηγεύται τησ 

αριθμητικόσ επύλυςησ του προβλόματοσ).  

Αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Αν τα 50 οχόματα όταν μοτοςικλϋτεσ, πόςεσ θα όταν οι ρόδεσ τουσ;  

2. Όμωσ οι ρόδεσ των οχημϊτων που υπϊρχουν ςτο πϊρκιγκ εύναι 140. Βρεσ πόςεσ 

εύναι οι επιπλϋον ρόδεσ.   

               Που οφεύλεται αυτό; ……………………………………………………….……………………. 

3. Απ’ τισ επιπλϋον ρόδεσ, ποια οχόματα μπορεύσ να υπολογύςεισ; Τπολόγιςϋ τα. 

4. Πόςεσ εύναι οι μοτοςικλϋτεσ και πόςα τα αυτοκύνητα;   

΢τη ςυνϋχεια τα παιδιϊ οδηγούνται ςτην αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ, αφού 

ςχηματύςουν μια εξύςωςη πιο πολύπλοκη από τισ προηγούμενεσ (με παρενθϋςεισ). Άρα 

ς’ αυτό τη δραςτηριότητα προκύπτουν κϊποιοι επιπλϋον διδακτικού και ερευνητικού 

ςτόχοι.  
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Αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Έςτω ότι εύναι x τα αυτοκύνητα. Να εκφρϊςεισ με αλγεβρικό τρόπο 

(χρηςιμοποιώντασ το x) τον αριθμό των μοτοςικλετών. 

2. Πόςεσ ρόδεσ ϋχουν τα x αυτοκύνητα; 

3. Γρϊψε μια αλγεβρικό ϋκφραςη  που να δύνει τον αριθμό των τροχών που 

ϋχουν οι μοτοςικλϋτεσ, αν αυτϋσ εύναι τόςεσ όςεσ λϋει η ϋκφραςη που ϋγραψεσ 

ςτην ερώτηςη 1.  

4. Δώςε μια αλγεβρικό ϋκφραςη, χρηςιμοποιώντασ το x,  που να δύνει τισ 

ςυνολικϋσ ρόδεσ των οχημϊτων.  

5. Να εκφρϊςεισ με μια εξύςωςη την πρόταςη:  Οι ςυνολικϋσ ρόδεσ των 

οχημϊτων εύναι 140.   

6. Λύςε την εξύςωςη. 

΢το τϋλοσ δύνεται πϊντα η δυνατότητα του αναςτοχαςμού. 

 

Αναςτοχαςμόσ 

΢ύγκρινε τουσ  δύο προηγούμενουσ τρόπουσ επύλυςησ του προβλόματοσ. Γρϊψε τισ 

παρατηρόςεισ ςου………………………………………………………. …………………………………….  

.……………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………….……………

………..…………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

2.3.5   Πϋμπτη  διδακτικό παρϋμβαςη 

΢’ αυτό τη διδακτικό παρϋμβαςη θα δοθεύ ϋνα πρόβλημα, που αποτελεύ ϋνα πλαύςιο ςτο 

οπούο οι μαθητϋσ θα μπορϋςουν να εμβαθύνουν ςτο ςχηματιςμό εξιςώςεων με 

παρενθϋςεισ και ςτην επύλυςη τϋτοιων εξιςώςεων.  ΢υγκεκριμϋνα οι διδακτικού ςτόχοι 

εύναι: 

 Να επαναλϊβουν τα παιδιϊ πότε χρηςιμοποιούμε παρενθϋςεισ ςτισ αλγεβρικϋσ 

εκφρϊςεισ. 

 Να αναπτύξουν  δεξιότητεσ ςτην κατϊςτρωςη μιασ εξύςωςησ με παρενθϋςεισ. 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 17:14:16 EEST - 18.226.88.198



40 
 

 Να χρηςιμοποιόςουν τισ μϋχρι τώρα γνώςεισ τουσ (π.χ. επιμεριςτικό ιδιότητα) 

και τον αριθμητικό  τρόπο ςκϋψεισ τουσ και να ανακαλύψουν δεξιότητεσ 

επύλυςησ μιασ εξύςωςησ με παρενθϋςεισ. 

Σαυτόχρονα υπϊρχουν και τα ερευνητικϊ ερωτόματα που μπαύνουν κατϊ τη διϊρκεια 

τησ διδακτικόσ παρϋμβαςησ και εύναι: 

 Η διερεύνηςη τησ αντύληψησ που ϋχουν τα παιδιϊ για τη χρόςη τησ παρϋνθεςησ. 

 Η διερεύνηςη του τρόπου που επιδρϊ η αντύληψη αυτό ςτην επύλυςη τησ 

εξύςωςησ. 

 Ποιον τρόπο προτιμούν τα παιδιϊ για την επύλυςη μιασ εξύςωςησ με 

παρενθϋςεισ. 

 Ποια εύναι τα λϊθη ςτα οπούα επιμϋνουν οι μαθητϋσ.  

 Πώσ επιδρϊ η αριθμητικό τουσ αντύληψη ςτην επύλυςη εξιςώςεων. 

Σο πρόβλημα που δόθηκε εύναι: 

Ένασ επενδυτόσ βϊζει τα χρόματϊ του ςτο χρηματιςτόριο. Σην πρώτη εβδομϊδα, αρχικϊ, 

διπλαςιϊζει τα χρόματϊ του, αλλϊ μετϊ χϊνει 30 χιλ. ευρώ. Ση δεύτερη εβδομϊδα, αρχικϊ 

τριπλαςιϊζει τα χρόματα που του ϋμειναν, αλλϊ μετϊ χϊνει 54 χιλ. ευρώ από αυτϊ. Σην 

τρύτη εβδομϊδα, τετραπλαςιϊζει τα χρόματϊ τησ προηγούμενησ εβδομϊδασ και μετϊ 

χϊνει 72 χιλ. ευρώ από αυτϊ. Σελικϊ μϋνει με 48 χιλ. ευρώ. Με πόςα χρόματα μπόκε ςτο 

χρηματιςτόριο; 

Σο παραπϊνω εύναι ϋνα πρόβλημα που ςτην αριθμητικό λύνεται με ενϋργειεσ προσ τα 

πύςω. Σα παιδιϊ εύναι εξοικειωμϋνα με τη ςυγκεκριμϋνη πρακτικό. Από την ϊλλη, η 

αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ προώποθϋτει τη δημιουργύα μιασ εξύςωςησ με 

πολλϋσ παρενθϋςεισ και την επύλυςη μιασ τϋτοιασ εξύςωςησ. Η ςυγκεκριμϋνη εφαρμογό 

αποτελεύ ϋνα πλαύςιο ςτο οπούο οι μαθητϋσ θα μπορϋςουν να εμβαθύνουν ςτο 

ςχηματιςμό εξιςώςεων με παρενθϋςεισ και ςτην επύλυςη τϋτοιων εξιςώςεων.  

Η εξύςωςη που πρϋπει να ςχηματύςουν οι μαθητϋσ εύναι:   4(3(2x-30)-54)-72=48 

Η επύλυςη αυτόσ τησ εξύςωςησ μπορεύ να γύνει με δύο τρόπουσ: 

α) Φρηςιμοποιώντασ την επιμεριςτικό ιδιότητα για απαλοιφό παρενθϋςεων 

4(3(2x-30)-54)-72=48 

4(6x-90-54)-72=48 
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24x-576-72=48 

24x=576+48+72 

24x=696 

x=696: 24=29 

β) Κϊνοντασ αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ που ςτηρύζονται ςε αριθμητικό ςκϋψη: 

4(3(2x-30)-54)-72=48 

4(3(2x-30)-54)=72+48         δηλ.              4(3(2x-30)-54)=120 

3(2x-30)-54=120:4              δηλ.                 3(2x-30)-54=30 

3(2x-30)=54+30                 δηλ.                  3(2x-30)=84 

2x-30=84:3                           δηλ.                  2x-30=28 

2x=30+28                             δηλ.                    2x=58 

x=58:2                                    δηλ.                      x=29 

Αρχικϊ δύνεται η δυνατότητα ςτουσ μαθητϋσ να λύςουν μόνοι τουσ το πρόβλημα 

Λύςε το πρόβλημα: 

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………………… 

Αναμϋνεται πολλού μαθητϋσ να λύςουν το πρόβλημα, κϊποιοι όμωσ όχι. Γι’ αυτό ςτη 

ςυνϋχεια τουσ δύνονται οδηγύεσ ώςτε να μπορϋςουν να λύςουν το πρόβλημα 

χρηςιμοποιώντασ προσ τα πύςω ενϋργειεσ. 

Αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Αν την τρύτη εβδομϊδα ο επενδυτόσ δεν εύχε χϊςει τύποτα ςτο 

χρηματιςτόριο, πόςα χρόματα θα εύχε;  

2. Σι ςχϋςη ϋχει το ποςό τησ προηγούμενησ απϊντηςησ με το ποςό των 

χρημϊτων ςτο τϋλοσ τησ δεύτερησ εβδομϊδασ; 
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                                 ………………………………………………………………………………………………………….. 

3. Φρηςιμοποιώντασ την προηγούμενη απϊντηςη βρεσ πόςα χρόματα εύχε 

ςτο τϋλοσ τησ δεύτερησ εβδομϊδασ;  

4. Αν τη δεύτερη εβδομϊδα δεν εύχε χϊςει καθόλου χρόματα, πόςα χρόματα 

θα εύχε;  

5. Σι ςχϋςη ϋχει το ποςό τησ προηγούμενησ απϊντηςησ με το ποςό των 

χρημϊτων ςτο τϋλοσ τησ πρώτησ εβδομϊδασ; 

…………………………………………………………………………………………………… 

6. ΢το τϋλοσ τησ πρώτησ εβδομϊδασ πόςα χρόματα εύχε;  

7. Αν δεν εύχε χϊςει τισ 30 χιλ. ευρώ, πόςα χρόματα θα εύχε την πρώτη 

εβδομϊδα;  

8. Με πόςα χρόματα μπόκε ςτο χρηματιςτόριο;  

΢τη ςυνϋχεια τα παιδιϊ καθοδηγούνται ϋτςι ώςτε να καταςτρώςουν την εξύςωςη, που 

αναπαριςτϊ το πρόβλημα, και αφόνονται να εφαρμόςουν δικϋσ τουσ ςτρατηγικϋσ για 

την επύλυςη τησ εξύςωςησ. 

Αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ 

1. Έςτω ότι ο επενδυτόσ ξεκύνηςε με x ποςό ςτο χρηματιςτόριο. Να εκφρϊςεισ  

αλγεβρικϊ (χρηςιμοποιώντασ το x) την πρόταςη: Σην πρώτη εβδομϊδα 

διπλαςιϊζει τα χρόματϊ του, αλλϊ χϊνει 30 χιλ. ευρώ. 

 

΢το τϋλοσ τησ 1ησ εβδομϊδασ: 

2. Να εκφρϊςεισ  αλγεβρικϊ (χρηςιμοποιώντασ την ϋκφραςη που βρόκεσ ςτην 

ερώτηςη 1) την πρόταςη: Ση δεύτερη εβδομϊδα τριπλαςιϊζει τα χρόματϊ του, 

αλλϊ χϊνει 54 χιλ. ευρώ.  

΢το τϋλοσ τησ 2ησ εβδομϊδασ:      

3. Να εκφρϊςεισ  αλγεβρικϊ (χρηςιμοποιώντασ την ϋκφραςη που βρόκεσ ςτην 

ερώτηςη 2) την πρόταςη: Σην τρύτη εβδομϊδα τετραπλαςιϊζει τα χρόματϊ του, 

αλλϊ χϊνει 72 χιλ. ευρώ.  
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΢το τϋλοσ τησ 3ησ εβδομϊδασ: 

4. Μετϊφραςε ςε μια εξύςωςη την ϋκφραςη: ΢το τϋλοσ τησ τρύτησ εβδομϊδασ ϋχει 48 

χιλ. ευρώ. 

5. Λύςε την εξύςωςη. 

Και ςτο τϋλοσ ακολουθεύ ο αναςτοχαςμόσ, που ενδεχομϋνωσ θα δώςει την ευκαιρύα 

ςτουσ μαθητϋσ να ςυγκρύνουν τον τρόπο που ςκϋφτηκαν ςτισ δυο περιπτώςεισ 

επύλυςησ του προβλόματοσ, αλγεβρικό και αριθμητικό. 

Αναςτοχαςμόσ 

΢ύγκρινε τουσ  δύο προηγούμενουσ τρόπουσ επύλυςησ του προβλόματοσ. Γρϊψε τισ 

παρατηρόςεισ ςου……………………………………………………….. …………………………………….  

.……………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………….……………

………..…………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 3 

3.1  ΠΑΡΟΤ΢ΙΑ΢Η ΚΑΙ ΑΝΑΛΤ΢Η ΣΩΝ ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΩΝ ΣΗ΢ ΕΡΕΤΝΑ΢ 

 

Οι δραςτηριότητεσ ςχεδιϊςτηκαν με πολύ προςοχό και καθοριςμϋνουσ από την αρχό 

ςτόχουσ. Όμωσ, όςο εξελιςςόταν οι διδακτικϋσ παρεμβϊςεισ γινόταν όλο και 

περιςςότερο κατανοητό γιατύ η μετϊβαςη από την αριθμητικό ςτην ϊλγεβρα εύναι πολύ 

δύςκολη υπόθεςη. Παρατηρόθηκαν περιςςότερεσ από τισ αναμενόμενεσ παρανοόςεισ,  

καταγρϊφηκαν και αναλύθηκαν. 

3.1.1 Πρώτο  φύλλο εργαςύασ 

Σα παιδιϊ μαθαύνουν τα κλϊςματα και εξοικειώνονται μ’ αυτϊ τϋςςερα χρόνια πριν 

μπουν ςτο Γυμνϊςιο. Επύςησ και ςε προηγούμενο κεφϊλαιο τησ ύλησ τησ Α’ Γυμναςύου, 

που ϋχουν διδαχτεύ, ϋχουν ξαναςυναντόςει  τα κλϊςματα και μϊλιςτα όλεσ τισ μορφϋσ 

με τισ οπούεσ εμφανύζονται αυτϊ. Όπωσ αναφϋρεται ςτη βιβλιογραφύα το κλϊςμα 

εμφανύζεται με τισ εξόσ μορφϋσ: α) ωσ μϋροσ-όλου, β) ωσ μϋτρο, γ) ωσ λόγοσ, δ) ωσ 

πηλύκο, ε) ωσ τελεςτόσ (Kieren, 1980, Behr Μ. , Lesh, Post, & Harel, 1993, Marshall, 

1993). Θα περύμενε λοιπόν κανεύσ να μην αντιμετωπύςουν ιδιαύτερεσ δυςκολύεσ ςτο 

πρώτο πρόβλημα, που ϋχει να κϊνει με τη μορφό του κλϊςματοσ ωσ μϋροσ-όλου και ωσ 

τελεςτό, δηλ. ωσ πολλαπλαςιαςτό με τον οπούο πολλαπλαςιϊζεται η αρχικό ποςότητα 

και δύνει μια τελικό ποςότητα μικρότερη αλλϊ και μεγαλύτερη. Όμωσ αυτό δεν ϋγινε. 

Αντύθετα βγόκαν ςτην επιφϊνεια πολλϋσ ελλεύψεισ και πολλϊ κενϊ που ςχετύζονται με 

τα κλϊςματα και όπωσ όταν φυςικό αυτϊ τα κενϊ θα δυςκόλευαν τη μετϊβαςη των 

μαθητών από τον αριθμητικό ςτον αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ. Άλλωςτε οι κλαςματικού 

αριθμού αποτελούν  το θεµϋλιο  πϊνω ςτο οπούο ςτηρύζονται οι ςτοιχειώδεισ αλγεβρικϋσ 

πρϊξεισ (Behr M. , Lesh, Post, & Silver, 1983). 

Σο πρόβλημα που τουσ δόθηκε ςτο πρώτο φύλλο εργαςύασ όταν το παρακϊτω: 

Μια γιαγιϊ φύλεψε τα 7 εγγόνια τησ δύνοντϊσ τουσ  χαρτζιλύκι ύδιου ποςού.  Αν τα 4 παιδιϊ 

μαζύ πόραν 240 ευρώ, πόςα ευρώ όταν όλο το ποςό που ϋδωςε η γιαγιϊ ςτα 7 παιδιϊ;  

 Όλα τα παιδιϊ χρηςιμοπούηςαν τη μϋθοδο τησ  αναγωγόσ ςτη μονϊδα, χωρύσ δυςκολύα, 

όταν τουσ ζητόθηκε να λύςουν το πρόβλημα. 

Δηλ.              240:4=60    και 60∙7=420 

Αυτό ςημαύνει ότι ϋχουν κατακτόςει τισ δεξιότητεσ εκεύνεσ που τουσ επιτρϋπουν να 

χειρύζονται τισ τϋςςερισ πρϊξεισ για να λύςουν προβλόματα μϋρουσ-όλου. 
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Όταν όμωσ, με τη βοόθεια του φύλλου εργαςύασ, ϋγινε προςπϊθεια να οδηγηθούν ςτο 

δεύτερο τρόπο αριθμητικόσ επύλυςησ του προβλόματοσ, χρηςιμοποιώντασ το κλϊςμα 

ωσ τελεςτό  αντιμετώπιςαν πολλϋσ δυςκολύεσ. ΢τισ αναπαραςτϊςεισ μϋρουσ ενόσ 

ςυνόλου διακριτών αντικειμϋνων με κλϊςμα, μεγϊλο ποςοςτό μαθητών αντιμετωπύζει 

πρόβλημα κι αυτό φϊνηκε αμϋςωσ. Αρκετϊ παιδιϊ, παρότι και ςτην αρχό τησ Α’ 

γυμναςύου διδϊςκονται ξανϊ τα κλϊςματα, αδυνατούν να απαντόςουν ςε ερωτόςεισ 

του τύπου: ποιο κλϊςμα εκφρϊζει το τϊδε ποςό. ΢υγκεκριμϋνα η ερώτηςη που δόθηκε 

όταν:  Γρϊψε την κλαςματικό μονϊδα που εκφρϊζει ποιο μϋροσ των 240 ευρώ πόρε 

καθϋνα από τα 4 παιδιϊ.  

Η απϊντηςη 1/4 δεν βγόκε αυθόρμητα. Τπόρξε προβληματιςμόσ. Υϊνηκε να τουσ 

μπερδεύει ο αριθμόσ 240, πρϊγμα που ςημαύνει ότι η διαδικαςύα τησ κλαςματικόσ 

αναπαρϊςταςησ δε γύνεται ςυνειδητϊ.  

Ενδιαφϋρον, αν και ςωςτό, παρουςιϊζει η απϊντηςη 60/240. (Εδώ χρειϊςτηκε να 

επαναλϊβουμε τι εύναι κλαςματικό μονϊδα.) 

Σϋλοσ κϊποια παιδιϊ απλώσ χρηςιμοπούηςαν τουσ αριθμούσ που τουσ δύνονταν (ακόμα 

χειρότερο) κι ϋγραψαν 4/240 ό 240/4. 

΢υγκεκριμϋνα από τα 43 παιδιϊ τα 25  ϋδωςαν τη ςωςτό απϊντηςη (ενώ  4 απ’ τα 25 

ϋδωςαν την απϊντηςη 60/240) και τα υπόλοιπα 18 (απρόβλεπτα μεγϊλο ποςοςτό)  

απϊντηςαν λϊθοσ χρηςιμοποιώντασ ςτην τύχη αριθμούσ του προβλόματοσ. 

Μετϊ από αυτϋσ τισ παρατηρόςεισ θα μπορούςαμε, από τισ απαντόςεισ των παιδιών 

ςτη ςυγκεκριμϋνη ερώτηςη, να διαπιςτώςουμε ποια από τα παιδιϊ κατανοούν την 

ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ μϋρουσ-όλου και ποια όχι. 

Κατανόηςη τησ ϋννοιασ 

του κλϊςματοσ 
Αριθμόσ παιδιών 

ΝΑΙ 25 

ΟΦΙ 18 

΢ύνολο 43 
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Πύνακασ 1. Κατανόηςη τησ ϋννοιασ του κλϊςματοσ 

Βϋβαια το παραπϊνω αποτϋλεςμα δεν ϋρχεται ςε αντύθεςη με προηγούμενεσ  ϋρευνεσ 

αφού ϋχει βρεθεύ ότι τα παιδιϊ αντιλαμβϊνονται την ϋννοια του κλϊςματοσ καλύτερα 

ωσ μϋροσ ενόσ ςυνόλου (Hart, 1980)και μϊλιςτα καλύτερα ωσ μϋροσ μιασ επιφϊνειασ 

παρϊ ενόσ ςυνόλου διακριτών αντικειμϋνων (Pitkethly & Hunting, 1996). 

Ένα λϊθοσ που δεύχνει ότι τα παιδιϊ δεν ϋχουν κατανοόςει την ϋννοια του κλϊςματοσ 

και κϊνουν λϊθοσ ςτισ πρϊξεισ με κλϊςματα  εύναι το παρακϊτω (7 παιδιϊ ϋκαναν το 

ςυγκεκριμϋνο λϊθοσ): 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ενδιαφϋρον παρουςιϊζει επύςησ και το εξόσ: ενώ οι μαθητϋσ χειρύζονται αυθόρμητα την 

αναγωγό ςτη μονϊδα, μεγϊλη δυςκολύα αντιμετωπύζουν ςτο να κατανοόςουν ότι το 

25

18
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ΝΑΙ ΌΧΙ

Κατανόθςθ τθσ ζννοιασ του 
κλάςματοσ

Κατανόθςθ τθσ 
ζννοιασ του 
κλάςματοσ

Εικόνα 1 
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ύδιο πετυχαύνουν απλϊ με ϋναν πολλαπλαςιαςμό του κλϊςματοσ με το ποςό, δηλ. ςτην 

ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ τελεςτό.  Όμωσ αυτό ακριβώσ η τεχνικό ςυνδϋει την 

αριθμητικό με την ϊλγεβρα. Αν κατακτόςουν αυτό ακριβώσ τη γνώςη θα μπορϋςουν να 

προχωρόςουν ςτο ςχηματιςμό αλγεβρικών εκφρϊςεων. 

΢το ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα, όλοι οι μαθητϋσ χρηςιμοποιώντασ τη μϋθοδο τησ 

αναγωγόσ ςτη μονϊδα, βρόκαν το ςυνολικό ποςό που μοιρϊζει η γιαγιϊ. Όταν όμωσ 

ζητόθηκε από τα παιδιϊ να βρουν τη λύςη χρηςιμοποιώντασ κλϊςματα και κϊνοντασ 

μόνο ϋναν πολλαπλαςιαςμό, μόνο 4 από τα παιδιϊ κατϊφεραν να το βρουν. Αξύζει να 

ςημειωθεύ ότι και τα 4 παιδιϊ απϊντηςαν ςωςτϊ ςτην πρώτη ερώτηςη, που ελϋγχει την 

κατανόηςη τησ ϋννοιασ του κλϊςματοσ. H κατανόηςη του κλϊςματοσ ωσ μϋροσ-όλου 

εύναι βαςικό προώπόθεςη για τη μϊθηςη των υπολούπων ερμηνειών (Behr M. , Lesh, 

Post, & Silver, 1983). Σελικϊ οι μαθητϋσ δε ςυνδϋουν την αριθμητικό μϋθοδο τησ 

αναγωγόσ ςτη μονϊδα με τη χρόςη του κλϊςματοσ ωσ τελεςτό, για να βρουν το μϋροσ 

ενόσ ποςού, παρότι το ϋχουν διδαχτεύ. Επιμϋνουν ςτη μϋθοδο που τουσ εύναι πιο οικεύα 

ακόμα κι όταν τουσ κατευθύνεισ προσ την ϊλλη μϋθοδο.  

 

Μϋθοδοσ επύλυςησ του 

προβλόματοσ 
Αριθμόσ μαθητών  

Αναγωγό ςτη μονϊδα 43 

Φρόςη του κλϊςματοσ ωσ 

τελεςτό 
4 

 

 

Πύνακασ 2. Ικανότητα  μαθητών  να εφαρμόςουν κϊθε μϋθοδο 

100%

9,30%
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20%
40%
60%
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120%

Αναγωγι ςτθ 
μονάδα

Πολ/ςμόσ: 
κλάςμα x ποςό

Ικανότθτα μακθτϊν να 
εφαρμόςουν κάκε μζκοδο

Ικανότθτα μακθτϊν 
να εφαρμόςουν 
κάκε μζκοδο
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Όπωσ φαύνεται η ικανότητα των μαθητών  να εφαρμόςουν τη δεύτερη μϋθοδο εύναι 

περιοριςμϋνη, πρϊγμα που αποτελεύ ϋναν από τουσ παρϊγοντεσ που τουσ εμποδύζει να 

ςχηματύςουν την εξύςωςη του προβλόματοσ και να το λύςουν αλγεβρικϊ. Υϊνηκε ότι 

για να προχωρόςουν ςτην αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ, τα παιδιϊ ϋπρεπε να 

κατανοόςουν πρώτα την ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ μϋροσ-όλου, και ςε ςυνεχϋσ ςύνολο 

και ςε ςύνολο διακριτών αντικειμϋνων, και ϋπειτα να αντιληφθούν  την ϋννοια του 

κλϊςματοσ ωσ τελεςτό. 

΢το τϋλοσ μόνο 4 μαθητϋσ κατόρθωςαν να λύςουν αριθμητικϊ το πρόβλημα με τισ 

οδηγύεσ του φύλλου εργαςύασ , χρηςιμοποιώντασ δηλ.  το κλϊςμα ωσ τελεςτό, ενώ 

κανϋνασ δεν μπόρεςε να ςχηματύςει την εξύςωςη. 

Όμωσ υπϊρχουν κι ϊλλοι παρϊγοντεσ που τελικϊ κανϋνασ μαθητόσ δεν κατόρθωςε να 

ςχηματύςει την εξύςωςη. Όςον αφορϊ ςτην αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ, οι 

μαθητϋσ δεν ϋχουν εξοικειωθεύ με την ϋννοια τησ μεταβλητόσ. Φρηςιμοποιούν το x για 

να εκφρϊςουν οποιοδόποτε ποςό ανϊλογα με την περύςταςη κι όχι ϋνα ςυγκεκριμϋνο 

ϊγνωςτο ποςό. Αυτόσ ο χειριςμόσ ϋχει τισ ρύζεσ του ςτην αριθμητικό (Stacey K. , 2008) 

και φαύνεται από τισ παρακϊτω απαντόςεισ ενόσ μαθητό: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 2 
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΢το ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα, που ϋχει προηγηθεύ η αριθμητικό επύλυςη, τα παιδιϊ 

ξϋρουν τισ λύςεισ και τισ χρηςιμοποιούν ςτην αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ κι 

αυτό τουσ μπερδεύει. Δεν θεωρούν ότι μια αλγεβρικό παρϊςταςη, ωσ εντολό  

διαδοχικών υπολογιςμών, μπορεύ να θεωρηθεύ απϊντηςη ςε μια ερώτηςη (Kilpatrick, 

Swafford, & Findell, 2001) και αιςθϊνονται την ανϊγκη να προςδιορύςουν αριθμητικϊ 

την απϊντηςη: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢την επύλυςη τησ εξύςωςησ (που ςε όλεσ τισ περιπτώςεισ όταν λανθαςμϋνη εξαιτύασ των 

παραπϊνω παρανοόςεων) προχώρηςαν 18 μαθητϋσ. Τπόρξε μια τϊςη από τουσ 

μαθητϋσ, αλλϊζοντασ τον ϊγνωςτο, να ςχηματύζουν μια εξύςωςη, απλούςτερη από τη 

ςωςτό. ΢τη ςυνϋχεια ϋλυναν την απλό αυτό εξύςωςη εύκολα,  χρηςιμοποιώντασ 

ςωςτούσ αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ, που ολοφϊνερα βαςύζονταν ςτον αριθμητικό 

τρόπο ςκϋψησ και βρύςκονταν ςε πλόρη αντιςτοιχύα με την αριθμητικό επύλυςη. Σην 

παραπϊνω πρακτικό ακολούθηςαν 13 μαθητϋσ ενώ οι υπόλοιποι 5 μαθητϋσ, που 

προςπϊθηςαν να λύςουν την εξύςωςη με αλγεβρικό λογιςμό, χωρύσ να λαμβϊνουν 

υπόψη την ερμηνεύα που δύνει η αριθμητικό επύλυςη, δεν ϋλυςαν ςωςτϊ την εξύςωςη. 

Εικόνα 3 
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Παρακϊτω δύνονται δύο παραδεύγματα μαθητών που ακολουθούν τισ δύο αυτούσ 

χειριςμούσ ςτην επύλυςη τησ εξύςωςησ:  

 

 

Εικόνα 4 

 

Εικόνα 5 

Σελικϊ οι μαθητϋσ δεν πεύςτηκαν γιατύ ϋπρεπε να δυςκολευτούν τόςο για να λύςουν ϋνα 

πρόβλημα με αλγεβρικό τρόπο αφού μπορούν να  το λύςουν με ϋναν απλούςτερο και 

ςύγουρο τρόπο, δηλαδό αριθμητικϊ. Η φύςη του προβλόματοσ εύναι τϋτοια που δεν τουσ 

οδηγεύ αναγκαςτικϊ ςτην αλγεβρικό μϋθοδο επύλυςόσ του. 

3.1.2  Δεύτερο  φύλλο εργαςύασ 

Δύο από τισ ϋννοιεσ τισ οπούεσ ϋχει ϋνα κλϊςμα εύναι ότι α)εκφρϊζει το πηλύκο τησ 

διαύρεςησ του αριθμητό με τον παρονομαςτό  και β)εκφρϊζει αριθμητικό μϋτρο, δηλ. 

ϋναν αριθμό. Κατϊ ςυνϋπεια εύναι δυνατό η χρόςη του κλϊςματοσ για να δηλωθεύ το 

πηλύκο μιασ διαύρεςησ όταν η διαύρεςη δεν μπορεύ να γύνει (π.χ. ςε αλγεβρικό κλϊςμα 

x/7) ό όταν η διαύρεςη δεν βγαύνει ακριβώσ (π.χ. 2/3). Αυτϋσ οι δύο ϋννοιεσ του 

κλϊςματοσ (ωσ πηλύκο και ωσ αριθμόσ-μϋτρο) αποτελούν βαςικό ςτοιχεύο του 2ου 

προβλόματοσ. ΢ύμφωνα με ϋρευνεσ η μετϊβαςη των μαθητών από τουσ φυςικούσ ςτην 

αντύληψη του κλϊςματοσ ωσ αριθμού δεν εύναι απλό διαδικαςύα (Charalambous & Pitta-

Pandazi, 2007). Γι’ αυτό ςτο ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα όταν αναμενόμενο οι μαθητϋσ να 
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αντιμετωπύςουν ιδιαύτερεσ δυςκολύεσ τόςο κατϊ την αριθμητικό επύλυςη όςο και κατϊ 

την αλγεβρικό επύλυςη κι ϋτςι ϋγινε.  

Σο πρόβλημα που δόθηκε ςτα παιδιϊ ςτο δεύτερο φύλλο εργαςύασ όταν το παρακϊτω: 

Σο ςούπερ μϊρκετ τησ γειτονιϊσ αγόραςε αυγϊ από ϋναν ορνιθοτρόφο προσ 1 ευρώ την 

επτϊδα και τα πούληςε όλα ςε πελϊτεσ προσ  1 ευρώ την πεντϊδα. Σο καθαρό κϋρδοσ του 

ςούπερ μϊρκετ όταν 12 ευρώ.  Πόςα αυγϊ εύχε αγορϊςει;  

Σο πρόβλημα δυςκόλεψε τα παιδιϊ. Δεν το ϋλυςε κανϋνασ μόνοσ του.  Δυο  

προςπϊθηςαν να βρουν το κϋρδοσ από την πεντϊδα και 6 εύπαν ότι τα αυγϊ εύναι 12 

πεντϊδεσ δηλ. 60. Βϋβαια, εκ των υςτϋρων, υπϊρχει η ςκϋψη ότι τα παιδιϊ αυτόσ τησ 

ηλικύασ ςυγχϋουν τισ ϋννοιεσ κόςτοσ, εύςπραξη, καθαρό κϋρδοσ και θεωρούν ότι το 

κϋρδοσ εύναι η τιμό πώληςησ και παρότι ϋγινε εγκαύρωσ διευκρύνηςη δεν μπόρεςαν να 

διαχωρύςουν αυτϋσ τισ ϋννοιεσ. Κϊποιοι ϋκαναν τυχαύα πρϊξεισ με τουσ αριθμούσ του 

προβλόματοσ 5,7,12. Δεν ςκϋφτηκε κανϋνασ να βρει πόςο κοςτύζει και πόςο πουλιϋται 

το ϋνα αυγό. Δεν ϋκαναν αναγωγό ςτη μονϊδα γιατύ θεώρηςαν ότι μονϊδα εύναι το 1 

ευρώ. ΢υμπεραςματικϊ τα παιδιϊ τησ Α’ Γυμναςύου δεν μπορούν να εφαρμόζουν τη 

μϋθοδο τησ αναγωγόσ ςτη μονϊδα ςε προβλόματα όπου η μονϊδα δεν εύναι προφανόσ. 

΢την αριθμητικό επύλυςη  υπόρχε πϊλι  πρόβλημα με τα κλϊςματα και ςυγκεκριμϋνα 

φϊνηκε ότι οι μαθητϋσ δεν  μπορούν  να  δεχτούν την ιδιότητα του κλϊςματοσ ωσ 

αριθμό. Π.χ. Σο 1/7 ευρώ, χρηςιμοποιώντασ την ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ πηλύκο και 

κϊνοντασ τη διαύρεςη 1:7, το μεταφρϊζουν ςε 0,14 ευρώ. Ακόμα κι όταν ςτο 2ο τμόμα 

προςαρμόςτηκαν οι εκφωνόςεισ και δόθηκαν  περιςςότερεσ διευκρινόςεισ  κϊποιοι δεν 

μπόρεςαν να το ξεπερϊςουν αυτό (δηλαδό να δεχτούν ωσ τιμό του αυγού το 1/7 ευρώ). 

Η θεώρηςη του κλϊςματοσ ωσ αριθμό οφεύλεται ςτην ερμηνεύα του κλϊςματοσ ωσ 

μϋτρο (Behr & Post, 1992). Όμωσ ϋχει βρεθεύ ότι η ερμηνεύα του ρητού ωσ μϋτρο εύναι η 

πιο ιςχυρό μεταξύ των πϋντε ερμηνειών για την ανϊπτυξη τησ ϋννοιασ των ρητών 

(Lamon, 2001) και κατϊ ςυνϋπεια αποτελεύ την εννοιολογικό βϊςη για τη μετϊβαςη 

των μαθητών ςτην ϊλγεβρα. Η δυςκολύα των μαθητών να δεχτούν το κλϊςμα ωσ 

αριθμό φαύνεται από την παρακϊτω απϊντηςη,  απϊντηςη η οπούα δόθηκε από πολλούσ 

μαθητϋσ. 
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Εικόνα 6 

 ΢υγκεκριμϋνα από τουσ 43 μαθητϋσ, παρϊ τισ διευκρινόςεισ, μόνο οι 16 φαύνεται ότι 

δϋχονται την ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ αριθμό δύνοντασ ςαν απϊντηςη μόνο 

κλαςματικούσ αριθμούσ,  οι 7 δύνουν ςαν απϊντηςη μόνο δεκαδικούσ αριθμούσ ενώ οι 

υπόλοιποι ( 20 μαθητϋσ) απαντούν με κλϊςματα, αλλϊ επειδό δεν τουσ ικανοποιεύ η 

απϊντηςη βρύςκουν και το αποτϋλεςμα τησ διαύρεςησ. 

 

Αριθμόσ 
μαθητών 

Ποςοςτϊ 
% 

Μαθητϋσ που απϊντηςαν ότι το κόςτοσ και η τιμό 
πώληςησ του αυγού εύναι 1/7 και 1/5 (με κλϊςμα) 

16 37,21 

Μαθητϋσ που απϊντηςαν ότι το κόςτοσ και η τιμό 
πώληςησ του αυγού εύναι 0,14 και 0,20 (με δεκαδικό) 

7 16,28 

Μαθητϋσ που απϊντηςαν και με κλϊςμα και με  δεκαδικό 20 46,51 

  

 

 

Θα μπορούςαμε να πούμε ότι αυτού που απϊντηςαν με κλαςματικό αριθμό δϋχονται την 

ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ αριθμό (μϋτρο), αφού δϋχονται ότι το ϋνα αυγό κοςτύζει 

1/7ευρώ. Βεβαύωσ δεν μπορούμε να πούμε ότι οι υπόλοιποι δεν αντιλαμβϊνονται ότι 

ϋνα κλϊςμα αποτελεύ ϋναν αριθμό από τη ςτιγμό που το ςυγκεκριμϋνο παρϊδειγμα 
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εύναι αςυνόθιςτο ςτουσ μαθητϋσ και η εμπειρύα τουσ ςε προβλόματα μαθηματικών, 

μϋχρι αυτό την ηλικύα, δεν τουσ επιτρϋπει να δεχτούν κλαςματικό αριθμό ωσ τιμό ενόσ 

προώόντοσ. Όμωσ ςύγουρα αντιμετωπύζουν δυςκολύα ωσ προσ την κατανόηςη τησ 

ϋννοιασ του κλϊςματοσ ωσ μϋτρο, που αποτελεύ  θεμελιώδη  ϋννοια για την ϊλγεβρα. 

Επύςησ από τα παραπϊνω δεδομϋνα μπορούμε να ςυμπερϊνουμε ότι αρκετϊ μεγϊλο 

ποςοςτό μαθητών ξϋρει ότι το κλϊςμα εκφρϊζει διαύρεςη (46,51% - 83,72%). Σελικϊ 9 

μαθητϋσ πληςύαςαν ςτην αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ, πολλού απ’ αυτούσ  

χρηςιμοποιώντασ δεκαδικούσ. 

Αυτό η αντιμετώπιςη για την ϋννοια του κλϊςματοσ, ότι δηλ. το κλϊςμα δεν εκφρϊζει 

μϋτρο, εύχε ωσ ςυνϋπεια να μην μπορϋςουν να μεταβούν ςτην ϋννοια του αλγεβρικού 

κλϊςματοσ και αντύ για την ϋκφραςη x/7 να προτιμούν την ϋκφραςη x:7, η οπούα 

ϋκφραςη  όμωσ δεν διευκολύνει την επύλυςη τησ εξύςωςησ, δηλαδό την αλγεβρικό 

επύλυςη του προβλόματοσ. 

 

Εικόνα 7 

Απ’ αυτούσ που δϋχονται την ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ αριθμό μόνο οι 4 δϋχονται την 

ϋννοια του αλγεβρικού κλϊςματοσ (δηλ. τησ ρητόσ αλγεβρικόσ παρϊςταςησ) ωσ το 

πηλύκο διαύρεςησ. Από τουσ 27 μαθητϋσ που δεν μπόρεςαν να δεχτούν ότι το ϋνα αυγό 

κοςτύζει 1/7 και μετϋφραςαν το κλϊςμα ςτο δεκαδικό 0,14 κανϋνασ δεν χρηςιμοπούηςε 

την ϋκφραςη x/7 αλλϊ τη διαύρεςη x:7 (8 μαθητϋσ) ενώ οι υπόλοιποι δεν 

χρηςιμοπούηςαν καθόλου αλγεβρικό ϋκφραςη. Αυτό δεύχνει τη δυςκολύα  να δεχτούν το 

αλγεβρικό κλϊςμα, ϋνα κλϊςμα δηλαδό που ϋνασ ό και οι δύο του όροι δύνονται ωσ 

αλγεβρικό ϋκφραςη του x. Προτιμούν την ϋκφραςη x:7. Η ςυγκεκριμϋνη βϋβαια 
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ενϋργεια ςυνδϋεται και με  την ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ πηλύκο. Βϋβαια δεν μπορούμε 

να πούμε ότι οι μαθητϋσ δεν αντιλαμβϊνονται την ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ πηλύκο 

αφού ςτο προηγούμενο διϊγραμμα φαύνεται ότι μεγϊλο ποςοςτό μαθητών ξϋρει ότι το 

κλϊςμα εκφρϊζει διαύρεςη (46,51% - 83,72%) . 

 

Πύνακασ 3. Αντιλόψεισ των μαθητών για το αλγεβρικό κλϊςμα 

Σα παραπϊνω δεδομϋνα δεύχνουν την ϊμεςη ςχϋςη των αντιλόψεων για το κλϊςμα και 

για το αλγεβρικό κλϊςμα αλλϊ ταυτόχρονα και ότι το αλγεβρικό κλϊςμα εύναι πιο 

ςύνθετη ϋννοια απ’ το απλό κλϊςμα. Παρατηρούμε ότι  τα περιςςότερα παιδιϊ που δεν 

ϋδωςαν την κατϊλληλη αλγεβρικό ϋκφραςη χρηςιμοποιώντασ αλγεβρικό κλϊςμα δεν 

θεωρούν ότι το κλϊςμα αποτελεύ μϋτρο, ενώ μόνο από τουσ μαθητϋσ που δϋχονται το 

κλϊςμα ωσ αριθμό χρηςιμοποιούν αλγεβρικό κλϊςμα για να δηλώςουν μια αλγεβρικό 

διαύρεςη. Βλϋπουμε για ϊλλη μια φορϊ ότι οι περιοριςμϋνεσ αριθμητικϋσ αντιλόψεισ για 

τα κλϊςματα εμποδύζουν την ανϊπτυξη τησ αλγεβρικόσ ςκϋψησ των μαθητών. 

΢την αλγεβρικό επύλυςη υπϊρχουν κϊποιεσ παρατηρόςεισ που ςχετύζονται με την 

αντύληψη των μαθητών για τισ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. ΢την πλειοψηφύα τουσ ξϋρουν ότι 

μια αλγεβρικό ϋκφραςη περιϋχει το x. ΢υγκεκριμϋνα από τουσ 43 μαθητϋσ οι 24 ϋδωςαν 

αλγεβρικό ϋκφραςη χρηςιμοποιώντασ το x, οι 18 δεν απϊντηςαν καθόλου και μόνο ϋνασ 

αντύ για αλγεβρικό ϋκφραςη απϊντηςε με αριθμό. Παρατηρεύται επύςησ ότι υπϊρχει 

πϊντα ανϊγκη να προςδιορύςουν τον ϊγνωςτο με οποιοδόποτε τρόπο, 

χρηςιμοποιώντασ αυθαύρετα την ιςότητα. Π.χ. δεν δϋχονται την ϋκφραςη x/7 αλλϊ 

γρϊφουν x/7=1 ό 7∙ x=1 θϋλοντασ να πουν ότι τα 7 αυγϊ κοςτύζουν 1 ευρώ. Από τα 43 

παιδιϊ τα 12 χρηςιμοπούηςαν με λϊθοσ τρόπο το ύςον ςτισ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ και τα 

23 δεν χρηςιμοπούηςαν καθόλου ιςότητα ςτισ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. Σελικϊ μόνο οι 5 
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κατόρθωςαν να καταςκευϊςουν μια εξύςωςη,  εύτε χρηςιμοποιώντασ την ϋκφραςη x/7 

ό την ϋκφραςη x:7, που όμωσ δεν την ϋλυςε κανϋνασ. Σο ενδιαφϋρον εύναι ότι και τα 5 

παιδιϊ εύχαν λύςει αριθμητικϊ το πρόβλημα. ΢το ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα τόςο 

ςχηματιςμόσ τησ εξύςωςησ όςο και η επύλυςό τησ ςχετύζονται με την αριθμητικό 

επύλυςη του προβλόματοσ.  

 

Εικόνα 8 

Ασ δούμε πώσ τα 5 παιδιϊ, που κατϊφεραν να ςχηματύςουν εξύςωςη, επιχεύρηςαν να 

λύςουν την εξύςωςη. Οι 2 δεν προχώρηςαν ςτη λύςη τησ εξύςωςησ. Οι 2 

χρηςιμοπούηςαν λανθαςμϋνουσ  μεταςχηματιςμούσ χωρύσ να λϊβουν υπόψη την 

αριθμητικό επύλυςη. Μια τϋτοια απϊντηςη δύνεται παρακϊτω. 
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Εικόνα 9 

Μόνο ϋνασ μαθητόσ επιχειρεύ τελικϊ να επιλύςει την εξύςωςη λαμβϊνοντασ υπόψη την 

αριθμητικό λύςη του προβλόματοσ. 

 

Εικόνα 10 

Παρατηρούμε ότι ο ςυγκεκριμϋνοσ μαθητόσ αρχικϊ προςπαθεύ να λύςει την εξύςωςη 

ανεξϊρτητα από την αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ και δεν καταφϋρνει τύποτα, 

αλλϊ ϋπειτα φαύνεται η προςπϊθειϊ του να λϊβει υπόψη του την αριθμητικό επύλυςη. 

Δεν μπορεύ βϋβαια να ολοκληρώςει τη λύςη τησ εξύςωςησ αφού δεν ϋχει ολοκληρώςει 

την αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ  

Σα δύο προηγούμενα προβλόματα ανϋδειξαν κϊποιεσ  ϋννοιεσ από την αριθμητικό των 

κλαςμϊτων, που η κατανόηςό τουσ  βοηθϊ τουσ μαθητϋσ ςτην κατανόηςη  τησ 

αλγεβρικόσ επύλυςησ του προβλόματοσ και ςυγκεκριμϋνα ςτην κατϊςτρωςη τησ 

εξύςωςησ που αναπαριςτϊ ϋνα  πρόβλημα. Η βαςικότερη εύναι η ϋννοια του κλϊςματοσ 

ωσ τελεςτό. Η κατανόηςη αυτόσ τησ μορφόσ του κλϊςματοσ βοηθϊει τα παιδιϊ να 
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εκφρϊςουν αλγεβρικϊ το μϋροσ μιασ ποςότητασ (π.χ. 
2

3
x ,   

5

3
x ), όπωσ ακριβώσ 

εκφρϊζουν το πολλαπλϊςιο μιασ ποςότητασ (π.χ. το 2x, 3x….). Μια αντύληψη, που 

πρϋπει να ϋχουν οι μαθητϋσ κατϊ την κατϊςτρωςη μιασ εξύςωςησ, εύναι ότι τη διαύρεςη 

αλγεβρικών ποςοτότων την εκφρϊζουμε ωσ κλϊςμα (αλγεβρικό κλϊςμα). Αυτό 

ακριβώσ η αντύληψη ςτην ϊλγεβρα προκύπτει από τισ αντύςτοιχεσ αριθμητικϋσ 

ιδιότητεσ των κλαςμϊτων, ωσ πηλύκο και ωσ μϋτρο. ΢τα φύλλα εργαςύασ εύδαμε ότι 

αρκετϊ παιδιϊ δεν εύχαν ξεκαθαρύςει μϋςα τουσ τισ ϋννοιεσ αυτϋσ των 

κλαςμϊτων(ςυμπϋραςμα που ςυμφωνεύ με τη βιβλιογραφύα (Dufour-Janvier, Bednarz, 

& Belanger, 1987)  και δεν μπόρεςαν να ςχηματύςουν την εξύςωςη του προβλόματοσ.  

 

 

3.1.3  Σρύτο φύλλο εργαςύασ 

΢το τρύτο φύλλο εργαςύασ δόθηκε το παρακϊτω πρόβλημα: 

Οι 105 μαθητϋσ τησ Α’ Γυμναςύου αςχολούνται με δύο αθλόματα: ποδόςφαιρο και 

μπϊςκετ.  Αν με το μπϊςκετ αςχολούνται 17 μαθητϋσ παραπϊνω από αυτούσ που 

αςχολούνται με το ποδόςφαιρο, πόςοι εύναι οι μαθητϋσ που αςχολούνται με κϊθε 

ϊθλημα; 

΢χεδόν όλοι οι μαθητϋσ ϋλυςαν αριθμητικϊ το πρόβλημα. Παρακϊτω δύνεται ενδεικτικϊ 

μια από τισ λύςεισ των μαθητών: 

 

Εικόνα 11 
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΢υγκεκριμϋνα από τουσ 43 μαθητϋσ οι 37 μαθητϋσ ϋλυςαν το πρόβλημα με τον 

αριθμητικό τρόπο που προτεύνεται ςτο φύλλο εργαςύασ και μόνο 6 δεν κατϊφεραν να 

το λύςουν. Απ’ αυτούσ ο ϋνασ το ϋλυςε μόνοσ του με διαφορετικό τρόπο αλλϊ δεν 

ολοκλόρωςε τη λύςη, ϋνασ ϋγραψε τυχαύουσ αριθμούσ χωρύσ λογικό κι ϋτςι δεν 

μπορούμε να ςυμπερϊνουμε πώσ ςκϋφτηκε, ενώ 4 ϋκαναν λϊθοσ πρϊξεισ. ΢την 

πλειοψηφύα τουσ, λοιπόν, οι μαθητϋσ γνωρύζουν καλϊ τη δομό του προβλόματοσ. Έτςι  

μασ δύνεται η δυνατότητα, από τη ςτιγμό που τα περιςςότερα παιδιϊ ϋχουν 

προχωρόςει ςτην αλγεβρικό επύλυςη,  να εξϊγουμε ςυμπερϊςματα για τον αλγεβρικό 

τρόπο ςκϋψησ των μαθητών και πώσ αυτόσ ςυνδϋεται με τον αριθμητικό τρόπο ςκϋψησ 

τουσ. Θα μελετόςουμε τισ αντιλόψεισ των παιδιών  ςχετικϊ με τη μεταβλητό, την 

αλγεβρικό ϋκφραςη και την εξύςωςη, καθώσ και τουσ χειριςμούσ των μαθητών κατϊ 

την επύλυςη μιασ εξύςωςησ. 

Μια πρώτη εικόνα από τα φύλλα εργαςύασ των παιδιών εύναι ότι πολλϊ παιδιϊ, ενώ 

εκφρϊζουν  με αλγεβρικό τρόπο διϊφορεσ ποςότητεσ του προβλόματοσ,  δεν θεωρούν 

ότι αυτϋσ οι ποςότητεσ  εύναι καλϊ προςδιοριςμϋνεσ και αιςθϊνονται την ανϊγκη να τισ 

προςδιορύςουν γρϊφοντασ τον αριθμό με τον οπούο αυτϋσ ιςούνται. ΢’ αυτό βϋβαια 

βοηθϊει και το γεγονόσ ότι ϋχουν υπολογύςει τισ ποςότητεσ του προβλόματοσ αφού όδη 

το ϋχουν λύςει αριθμητικϊ.  Αυτό η ενϋργεια φανερώνει ότι αυτού οι μαθητϋσ 

αντιλαμβϊνονται τισ αλγεβρικϋσ παραςτϊςεισ ωσ ενϋργειεσ αλλϊ  όχι ωσ ποςότητεσ. 

Βϋβαια, μια αλγεβρικό ϋκφραςη δηλώνει  ενϋργεια, αφού περιγρϊφει τη ςχϋςη μεταξύ 

γνωςτών  και ϊγνωςτων ποςοτότων (με ποια πρϊξη δηλαδό προκύπτει μια ποςότητα 

από κϊποιεσ ϊλλεσ ποςότητεσ γνωςτϋσ ό ϊγνωςτεσ), παρϊλληλα όμωσ αποτελεύ και 

αντικεύμενο δηλώνοντασ μια πολύ καλϊ οριςμϋνη αλγεβρικό ποςότητα (Sfard, 1991, 

KieranC. , 1992, Κούρκουλοσ, 1995). Η αιτύα του προβλόματοσ βρύςκεται ςτην 

αριθμητικό η οπούα τεύνει να δύνει απαντόςεισ και δεν επικεντρώνεται ςτην 

αναπαρϊςταςη των ςχϋςεων όπωσ επιβϊλει η αλγεβρικό ςκϋψη ((Kieran C. , 1981,  

Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001). Οι μαθητϋσ λειτουργώντασ ςε ϋνα αριθμητικό 

πλαύςιο αναφορϊσ δεν μπορούν να δουν τισ ςχϋςεισ των ποςοτότων και εςτιϊζουν ςτον 

υπολογιςμό (Kieran, 2004). 
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Εικόνα 12 

Αυτό η αντιμετώπιςη προσ τισ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ παρατηρόθηκε και ςτα 

προηγούμενα φύλλα εργαςύασ. Από τη ςτιγμό που ςτο τρύτο φύλλο εργαςύασ οι μαθητϋσ 

αςχολόθηκαν ςτην πλειοψηφύα τουσ με την αλγεβρικό επύλυςη ϋχουμε τη δυνατότητα 

να εξϊγουμε ςυμπερϊςματα ςχετικϊ με το αν αποδϋχονται την ιδιότητα τησ αλγεβρικόσ 

ϋκφραςησ  ωσ ποςότητα. 

΢υγκεκριμϋνα από τουσ 43 μαθητϋσ οι 3 δεν επιχεύρηςαν καθόλου να λύςουν αλγεβρικϊ 

το πρόβλημα και από τουσ υπόλοιπουσ 40 οι 19 χρηςιμοπούηςαν αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ, 

τισ οπούεσ  προςδιόριζαν ακριβώσ χρηςιμοποιώντασ  τισ αριθμητικϋσ ποςότητεσ που 

εύχαν βρει κατϊ την αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ, ϋνασ χρηςιμοποιεύ το x αλλϊ 

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 17:14:16 EEST - 18.226.88.198



60 
 

εμμϋνει ςτην αριθμητικό λύςη του προβλόματοσ και οι 20 φαύνεται να αποδϋχονται την 

ιδιότητα τησ αλγεβρικόσ ϋκφραςησ  ωσ ποςότητα (αντικεύμενο). 

 

Πύνακασ 4. Κατϊ πόςο αντιλαμβϊνονται οι μαθητϋσ την αλγεβρικό ϋκφραςη ωσ 

ποςότητα 

Πολλϋσ εύναι και οι δυςκολύεσ που αντιμετωπύζουν οι μαθητϋσ ςτην αναπαρϊςταςη των 

ποςοτότων του προβλόματοσ με αλγεβρικϊ ςύμβολα (x, =, +, -, /, *). Οι ερωτόςεισ του 

φύλλου εργαςύασ που ελϋγχουν την ικανότητα των μαθητών να ςχηματύζουν 

αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ εύναι δύο: 

Έςτω ότι x εύναι ο αριθμόσ των μαθητών που αςχολούνται με το ποδόςφαιρο. 

Φρηςιμοπούηςε το δεδομϋνο ότι οι μαθητϋσ που αςχολούνται με το μπϊςκετ εύναι 17 

παραπϊνω από αυτούσ που αςχολούνται με το ποδόςφαιρο και γρϊψε μια αλγεβρικό 

ϋκφραςη που να δύνει τον αριθμό των μαθητών που παύζουν μπϊςκετ. 

Η απϊντηςη που πρϋπει να δώςει ο μαθητόσ εύναι : x+17 (περιϋχει μια γνωςτό και μια 

ϊγνωςτη ποςότητα) 

Γρϊψε μια αλγεβρικό ϋκφραςη που να δύνει το ςυνολικό αριθμό των μαθητών (και 

αυτούσ που παύζουν ποδόςφαιρο και αυτούσ που παύζουν μπϊςκετ). 

Η ςωςτό απϊντηςη εύναι: x+x+17 (περιϋχει δύο ϊγνωςτεσ ποςότητεσ) 

Οι αριθμητικού χειριςμού που εμπλϋκονται ςτη δεύτερη αναπαρϊςταςη, ςύμφωνα με 

τουσ Filloy, Rojanoκαι Solares, εύναι η μεταβατικό ιδιότητα ςτην ιςότητα και η 

αριθμητικό αντικατϊςταςη (Filloy, Rojano, & Solares, 2004).  Για πολλούσ θεωρεύται 
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δεδομϋνο ότι οι μαθητϋσ μεταφϋρουν αυθόρμητα αυτϋσ τισ αριθμητικϋσ ιδιότητεσ ςτο 

περιβϊλλον τησ ϊλγεβρασ και ςυνεπώσ, ςτο ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα, δεν θα όταν 

δύςκολο να ςκεφτούν ότι αφού x εύναι ο αριθμόσ των μαθητών που αςχολούνται με το 

ποδόςφαιρο και  x+17 εύναι ο αριθμόσ των μαθητών που παύζουν μπϊςκετ, τότε ο 

ςυνολικόσ αριθμόσ των μαθητών (και αυτού που παύζουν ποδόςφαιρο και αυτού που 

παύζουν μπϊςκετ) εύναι x+x+17. Όμωσ αυτό δεν όταν και τόςο απλό, όπωσ φϊνηκε. 

Παρακϊτω δύνονται ενδεικτικϊ δύο απαντόςεισ μαθητών: 

 

Εικόνα 13 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 Εικόνα 14 
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Παρατηρούμε ότι, ενώ μπορούν να εκφρϊςουν αλγεβρικϊ μια ποςότητα που προκύπτει 

από προςθετικό ςχϋςη μιασ ϊγνωςτησ και μιασ γνωςτόσ ποςότητασ (π.χ. x+17 ), 

δυςκολεύονται πϊρα πολύ να εκφρϊςουν αλγεβρικϊ μια ποςότητα που προκύπτει από 

προςθετικό ςχϋςη δύο ϊγνωςτων αλγεβρικών  ποςοτότων (π.χ. x+x+17) και δύνουν 

ςαν απϊντηςη x+17  ό x+x. 

΢υγκεκριμϋνα από τα 40 παιδιϊ που επιχεύρηςαν να επιλύςουν αλγεβρικϊ το πρόβλημα  

οι 34 ϋγραψαν ςωςτϊ την αλγεβρικό ϋκφραςη x+ 17 και οι 6 λϊθοσ, ενώ, όςον αφορϊ 

τη δεύτερη ερώτηςη, οι 6 δεν προςπϊθηςαν καθόλου να εκφρϊςουν αλγεβρικϊ το 

ϊθροιςμα  των αλγεβρικών ποςοτότων x καιx+17, οι 8 ϋγραψαν x +x, οι 6 ϋγραψαν 

x+17 , οι 6  χρηςιμοπούηςαν αριθμητικϋσ εκφρϊςεισ  και οι υπόλοιποι 14 

χρηςιμοπούηςαν τη ςωςτό ϋκφραςη x+x+17. 

Ερώτηςη Λϊθοσ απϊντηςη ΢ωςτό απϊντηςη 

1η ερώτηςη 6 34 

 

2η ερώτηςη Λϊθοσ απϊντηςη ΢ωςτό απϊντηςη 

 
Δεν ϋδωςαν 

απϊντηςη 
x+x x+17 

Αριθμητικό 

απϊντηςη 
 

 6 8 6 6 14 

Πώσ οι μαθητϋσ χειρύζονται αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ που 

προκύπτουν από προςθετικό ςχϋςη 

 

Πύνακασ 5. Πώσ οι μαθητϋσ χειρύζονται αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ που προκύπτουν από 

προςθετικό ςχϋςη 

6

34

26

14

0

5

10

15

20

25

30

35

40

Λάκοσ απάντθςθ ΢ωςτι απάντθςθ

προςκετικι ςχζςθ  με 
ζναν άγνωςτο

προςκετικι ςχζςθ με 
δφο αγνϊςτουσ

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 17:14:16 EEST - 18.226.88.198



63 
 

΢την ϋρευνα των Filloy, Rojano και Solares βρϋθηκε ότι οι μαθητϋσ που εμπλϋκονται ςε 

λεκτικϊ προβλόματα με δύο ϊγνωςτεσ ποςότητεσ χρειϊζεται να επαναπροςδιορύςουν 

τισ παρακϊτω ϋννοιεσ α) την ϋννοια του ϊγνωςτου, β) την ϋννοια τησ αλγεβρικόσ 

ιςότητασ και την γ) ϋννοια τησ αντικατϊςταςησ ενόσ αγνώςτου από μύα ιςοδύναμη 

αλγεβρικό ϋκφραςη (Filloy, Rojano, & Solares, 2004). 

Σελικϊ από τουσ 40 μαθητϋσ που προςπϊθηςαν να ςυνεχύςουν ςτην αλγεβρικό επύλυςη 

του προβλόματοσ, οι 21 κατϊφεραν να ςχηματύςουν ςωςτϊ την εξύςωςη του 

προβλόματοσ (παρότι απ’ αυτούσ  οι 7 αντιμετώπιςαν κϊποια δυςκολύα ςτην 

αναπαρϊςταςη του αθρούςματοσ των μαθητών που αςχολούνται με τα δύο 

αγωνύςματα). Οι υπόλοιποι εύτε χρηςιμοποιούςαν ϊγνωςτεσ και γνωςτϋσ ποςότητεσ 

(από την αριθμητικό επύλυςη) (π.χ. x+44=105) εύτε δεν μπόρεςαν να χειριςτούν τισ 

δύο ϊγνωςτεσ αλγεβρικϋσ ποςότητεσ, όπωσ αναλύςαμε παραπϊνω. 

Θα προςπαθόςουμε ςτη ςυνϋχεια να αναλύςουμε τον τρόπο με τον οπούο οι 21 μαθητϋσ 

επιχεύρηςαν να επιλύςουν την εξύςωςη. Η πρώτη ςημαντικό παρατόρηςη, που εύναι 

ολοφϊνερη και ςτα 21 φύλλα εργαςύασ που ολοκληρώθηκε η επύλυςη τησ εξύςωςησ, 

αλλϊ και ςε 13, που δεν ολοκληρώθηκε, και ςε ακόμα 5 που όταν λϊθοσ,  εύναι ότι οι 

μαθητϋσ προςπαθούςαν να δώςουν νόημα ςτουσ υπολογιςμούσ. Η επύλυςη τησ 

εξύςωςησ βρύςκονταν ςε  ςυμφωνύα με την αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ. 

Παρακϊτω δύνονται ενδεικτικϊ κϊποιεσ απαντόςεισ μαθητών (όμωσ κϊνουν λϊθη 

αναπαρϊςταςησ): 

 

Εικόνα 15 
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Εικόνα 16 

Σο ςημαντικό εύναι ότι όλοι εύχαν λύςει το πρόβλημα αριθμητικϊ με την καθοδόγηςη 

του φύλλου εργαςύασ. Αυτό ςημαύνει ότι η αριθμητικό επύλυςη βοόθηςε τουσ μαθητϋσ 

ςτην επύλυςη τησ εξύςωςησ και για πρώτη φορϊ όλοι οι μαθητϋσ προςπϊθηςαν να 

λύςουν το πρόβλημα με αλγεβρικό τρόπο. Όμωσ παρατηρόθηκαν κϊποιεσ  παραλόψεισ 

και λϊθη.  Ενώ τελικϊ όλοι ϋλυςαν την εξύςωςη κϊνοντασ τισ ςωςτϋσ πρϊξεισ, 

αντιμετώπιςαν πρόβλημα ςτο να ςυμβολύςουν τουσ διαδοχικούσ μεταςχηματιςμούσ με 

ςωςτϋσ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ. ΢υγκεκριμϋνα τρεισ μαθητϋσ δεν χρηςιμοπούηςαν 

καθόλου x κατϊ την επύλυςη τησ εξύςωςησ, 16 μαθητϋσ χρηςιμοπούηςαν το x για να 

εκφρϊςουν την ποςότητα που υπολόγιζαν ςε κϊθε βόμα, μην κρατώντασ δηλ. ςταθερό 

την ποςότητα που αντιπροςώπευε το x (Stacey K. , 2008), και μόνο δύο κατϊφεραν  να 

αναπαραςτόςουν ςωςτϊ τουσ ενδιϊμεςουσ μεταςχηματιςμούσ.  

Παρακϊτω φαύνεται η επύλυςη τησ εξύςωςησ ϋτςι όπωσ την ϋγραψε ϋνασ μαθητόσ: 

 

Εικόνα 17 
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Προςπαθώντασ να κατανοόςουμε τον τρόπο ςκϋψησ των παιδιών, μπορούμε να πούμε 

ότι οι 21 μαθητϋσ που ϋλυςαν ςωςτϊ την εξύςωςη εςτύαςαν ςτουσ υπολογιςμούσ και 

ςτη νοηματοδότηςη αυτών κι όχι ςτουσ αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ. Σο 

αποτϋλεςμα όταν να γύνουν ςωςτϊ οι πρϊξεισ για την επύλυςη τησ εξύςωςησ. Όμωσ 

παραμελόθηκε η αναπαρϊςταςη ςτα ενδιϊμεςα ςτϊδια τησ επύλυςησ με αποτϋλεςμα να 

γύνουν λϊθη αναπαρϊςταςησ. Ίςωσ θα ϋπρεπε οι μεταςχηματιςμού για την επύλυςη τησ 

εξύςωςησ και η αιτιολογύα αυτών των μεταςχηματιςμών, που βαςύζεται ςτην 

αριθμητικό πραγματικότητα του προβλόματοσ, να γύνονται ταυτόχρονα. Δηλ.             

 x+x+17=105  οι μαθητϋσ που παύζουν ποδόςφαιρο και αυτού που παύζουν 

μπϊςκετ=105 

2x+17=105 οι διπλϊςιοι απ’ αυτούσ που παύζουν ποδόςφαιρο και 17 ακόμα εύναι 105 

2x=105-17  οι διπλϊςιοι απ’ αυτούσ που παύζουν ποδόςφαιρο εύναι 105-17 δηλ. 88 

2x=88 

x=88:2   αυτού που παύζουν ποδόςφαιρο εύναι 88:2=44 

x=44 

Αντύ για αυτό όμωσ, οι μαθητϋσ πρώτα υπολογύζουν αριθμητικϊ κι ϋπειτα προςπαθούν 

να το γρϊψουν με αλγεβρικό τρόπο, ξεχνώντασ ότι το x παριςτϊνει πϊντα τουσ μαθητϋσ 

που παύζουν ποδόςφαιρο. Παρατηρούμε λοιπόν μια επιμονό ςτον αριθμητικό τρόπο 

ςκϋψησ. Πώσ θα καταφϋρουμε τα παιδιϊ να περϊςουν ςτον αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ; 

Φαρακτηριςτικό εύναι η παρατόρηςη, μιασ μόνο μαθότριασ, που δεύχνει ότι κατϊλαβε 

και ςυςχϋτιςε την αριθμητικό με την αλγεβρικό επύλυςη του προβλόματοσ: 

 

Εικόνα 18 

Πρϋπει να αναφερθεύ ακόμα ότι οι μαθητϋσ,  μετϊ από  αυτό τη δραςτηριότητα, δεν 

κατανόηςαν τη χρηςιμότητα τησ ϊλγεβρασ, όπωσ αναμενόταν, γιατύ η αριθμητικό 

επύλυςη του προβλόματοσ όταν πολύ πιο εύκολη από την αλγεβρικό. Γι’ αυτό η επόμενη 
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δραςτηριότητα, που ϋχει δύςκολη αριθμητικό επύλυςη, αναμϋνεται να οδηγόςει ςτην 

ανϊδειξη τησ ϊλγεβρασ ωσ χρόςιμο εργαλεύο για την επύλυςη προβλημϊτων. 

 

3.1.4  Σϋταρτο  φύλλο εργαςύασ 

 

΢το 4ο φύλλο εργαςύασ δόθηκε το πρόβλημα: 

΢ε ϋνα πϊρκιγκ ϋχουν παρκϊρει 50 οχόματα (αυτοκύνητα και μοτοςικλϋτεσ). Αν το 

ςύνολο των τροχών των οχημϊτων εύναι 140, πόςα εύναι τα αυτοκύνητα και πόςεσ οι 

μοτοςικλϋτεσ; 

Σο παραπϊνω πρόβλημα εύναι ϋνα από τα αλγεβρικϊ προβλόματα, κατϊ τισ Bednarz & 

Janvier (Bednarz & Janvier, 1996), που εύναι δύςκολο να λυθεύ αριθμητικϊ. Οι μαθητϋσ 

όταν προςπϊθηςαν να το λύςουν μόνοι τουσ εύπαν ότι το πρόβλημα δεν λύνεται και 

μόνο μετϊ από παρότρυνςη κϊποιοι προςπϊθηςαν να δοκιμϊςουν διϊφορεσ τιμϋσ για 

να βρουν τουσ ςωςτούσ αριθμούσ αυτοκινότων και μοτοςικλετών. Από τουσ 43 μαθητϋσ 

οι 13 βρόκαν με δοκιμό τον αριθμό των αυτοκινότων και των μοτοςικλετών, οι 3 

προςπϊθηςαν να το λύςουν με δοκιμϋσ και δεν τα κατϊφεραν, οι 6 προςπϊθηςαν να το 

λύςουν με ϊλλουσ τρόπουσ (αριθμητικούσ) και δεν τα κατϊφεραν και οι υπόλοιποι 21 

δεν ϋκαναν καμιϊ προςπϊθεια. Σο ςημαντικό εύναι ότι ακόμα κι αυτού που βρόκαν με 

δοκιμό τη λύςη δεν θεωρούν ότι η δοκιμό εύναι τρόποσ επύλυςησ ενόσ προβλόματοσ. 

Αυτό η αντύληψη βϋβαια προϋρχεται από τη μαθηματικό εμπειρύα των παιδιών, όπου τη 

δοκιμό τη δεχόμαςτε ωσ μια μϋθοδο επαλόθευςησ κι όχι απόδειξησ. 

΢την αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ οι περιςςότεροι μαθητϋσ αντιμετώπιςαν 

πρόβλημα ςτο να υπολογύςουν από τισ επιπλϋον ρόδεσ τον αριθμό των αυτοκινότων.  

Θεώρηςαν ότι οι 40 επιπλϋον τροχού  προϋρχονται από 10 τετρϊδεσ τροχών 

αυτοκινότων, ϊρα τα αυτοκύνητα εύναι 10. Φαρακτηριςτικό εύναι η παρακϊτω 

απϊντηςη μαθητό: 
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Εικόνα 19 

Απ’ τα 43 παιδιϊ τα 19 απϊντηςαν με αυτόν τον τρόπο, όταν όμωσ οι αριθμού που 

βρόκαν δεν επαληθεύονταν μερικού ϊλλαξαν τα αποτελϋςματα,   τα 11 δεν απϊντηςαν 

ς’ αυτό την ερώτηςη και τα 13 απϊντηςαν ςωςτϊ.  

Μϋνει να δούμε τώρα πώσ αντιμετώπιςαν την αλγεβρικό επύλυςη και ςυγκεκριμϋνα α) 

το ςχηματιςμό τησ εξύςωςησ και β) την επύλυςη τησ εξύςωςησ. Η εξύςωςη που 

αναπαριςτϊ το πρόβλημα περιϋχει τϋςςερισ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ με μια διαβϊθμιςη 

δυςκολύασ από την απλό προσ την πιο πολύπλοκη.  Θα εξετϊςουμε πώσ αντιμετώπιςαν 

καθεμύα από τισ εκφρϊςεισ αυτϋσ.  

Πρώτα θα δούμε πώσ αντιμετώπιςαν την ερώτηςη: 

1. Έςτω ότι εύναι x τα αυτοκύνητα. Να εκφρϊςεισ με αλγεβρικό τρόπο 

(χρηςιμοποιώντασ το x) τον αριθμό των μοτοςικλετών. 

         Απϊντηςη:                50-x 

Παρόλο που την αλγεβρικό ϋκφραςη του αριθμού των μοτοςικλετών 50-x, για να τη 

ςχηματύςει ο μαθητόσ πρϋπει να χρηςιμοποιόςει ενϋργειεσ προσ τα πύςω (Αφού το 

ϊθροιςμα των οχημϊτων εύναι 50, για να βρω τισ μοτοςικλϋτεσ πρϋπει να ςχηματύςω τη 

διαφορϊ 50-x), δεν φϊνηκε να την αντιμετωπύζουν διαφορετικϊ απ’ ότι μια 
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οποιαδόποτε προςθετικό ςχϋςη. ΢υγκεκριμϋνα από τουσ 13 μαθητϋσ που ϋλυςαν 

αριθμητικϊ το πρόβλημα οι 12 απϊντηςαν ςωςτϊ ς’ αυτό την ερώτηςη , ενώ από τουσ 

30 μαθητϋσ που απϊντηςαν λϊθοσ ςτην αριθμητικό λύςη του προβλόματοσ οι 20 

απϊντηςαν ςωςτϊ ςτην 1η ερώτηςη. 

Πώσ χειρύζονται οι μαθητϋσ μια αλγεβρικό ϋκφραςη που προκύπτει 

από αφαύρεςη(την ϋκφραςη 50-x) 

 

Πύνακασ 6. Πώσ χειρύζονται οι μαθητϋσ μια αλγεβρικό ϋκφραςη που προκύπτει από 

αφαύρεςη (την ϋκφραςη 50-x) 

Η 2η ερώτηςη αφορϊ ςε μια αλγεβρικό ϋκφραςη που προκύπτει από πολλαπλαςιαςμό: 

2. Πόςεσ ρόδεσ ϋχουν τα x αυτοκύνητα; 

Απϊντηςη:        4x 

Από τουσ 13 μαθητϋσ που ϋδωςαν ςωςτό απϊντηςη ςτην αριθμητικό λύςη του 

προβλόματοσ οι 12 απϊντηςαν ςωςτϊ ς’ αυτό την ερώτηςη, ενώ από τουσ 30 μαθητϋσ 

που απϊντηςαν λϊθοσ ςτην αριθμητικό λύςη του προβλόματοσ οι 19 απϊντηςαν ςωςτϊ 

ςτην 2η ερώτηςη. ΢ημαντικό εύναι το γεγονόσ ότι αυτού που δεν απϊντηςαν ςωςτϊ ςτην 

1η ερώτηςη δεν απϊντηςαν ςωςτϊ ούτε ςτη δεύτερη εκτόσ από 1, που ενώ απϊντηςε 

λϊθοσ ςτην 1η απϊντηςε ςωςτϊ ςτη 2η.  

Πώσ χειρύζονται οι μαθητϋσ μια αλγεβρικό ϋκφραςη που προκύπτει 

από πολλαπλαςιαςμό (την ϋκφραςη 4x) 

 ΢ωςτϊ  Λϊθοσ  

΢ωςτό 
αριθμητικό λύςη 

12 1 

Λϊθοσ 
αριθμητικό λύςη 

19 11 

΢ύνολο 31 12 

Πύνακασ 7.  Πώσ χειρύζονται οι μαθητϋσ μια αλγεβρικό ϋκφραςη που προκύπτει από 

πολλαπλαςιαςμό (την ϋκφραςη 4x) 

 ΢ωςτϊ Λϊθοσ  

Λϊθοσ αριθμητικό 
λύςη 

12 1 

Λϊθοσ αριθμητικό 
λύςη 

20 10 

΢ύνολο 32 11 
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Η τρύτη ερώτηςη ϋχει ωσ απϊντηςη μια αλγεβρικό ϋκφραςη με παρϋνθεςη: 

3. Γρϊψε μια αλγεβρικό ϋκφραςη  που να δύνει τον αριθμό των τροχών που ϋχουν οι 

μοτοςικλϋτεσ, αν αυτϋσ εύναι τόςεσ όςεσ λϋει η ϋκφραςη που ϋγραψεσ ςτην 

ερώτηςη 1.  

Απϊντηςη: 2(50-x) 

 

 ΢’ αυτό το ςημεύο θα μπορϋςουμε να δούμε τισ αντιλόψεισ των παιδιών για την 

παρϋνθεςη. Από τουσ 13 μαθητϋσ που ϋδωςαν ςωςτό απϊντηςη ςτην αριθμητικό λύςη 

του προβλόματοσ οι 10 απϊντηςαν ςωςτϊ ς’ αυτό την ερώτηςη, ενώ από τουσ 30 

μαθητϋσ που απϊντηςαν λϊθοσ ςτην αριθμητικό λύςη του προβλόματοσ οι 16 

απϊντηςαν ςωςτϊ ςτην 3η ερώτηςη. Αξύζει να ςημειωθεύ ότι από τουσ 26 μαθητϋσ που 

ϋγραψαν ςωςτϊ τη ςυγκεκριμϋνη αλγεβρικό ϋκφραςη οι 8 δεν χρηςιμοπούηςαν 

παρϋνθεςη. 

Πώσ χειρύζονται οι μαθητϋσ μια αλγεβρικό ϋκφραςη που περιϋχει 

παρϋνθεςη  (την ϋκφραςη 2(50-x)) 

 ΢ωςτϊ Λϊθοσ 

΢ωςτό 
αριθμητικό λύςη 

10 3 

Λϊθοσ 
αριθμητικό λύςη 

16 14 

΢ύνολο 26 17 

 

Πύνακασ 8. Πώσ χειρύζονται οι μαθητϋσ μια αλγεβρικό ϋκφραςη που περιϋχει παρϋνθεςη 

 

Παρατηρούμε ότι τα λϊθη αυξϊνονται. Αυτό η αλγεβρικό ϋκφραςη, ςύμφωνα με τουσ 

Filloy, Rojano, & Solares, προώποθϋτει την αντικατϊςταςη μιασ ποςότητασ με μια 

αλγεβρικό ϋκφραςη και εύναι πιο πολύπλοκη (Filloy, Rojano, & Solares, 2004).  

Γενικϊ από τουσ 26 μαθητϋσ που ϋδωςαν ςωςτό αλγεβρικό ϋκφραςη 2(50-x) 

προκειμϋνου να παραςτόςουν τισ ρόδεσ των μοτοςικλετών οι 11 δεν ϋβαλαν 

παρϋνθεςη. 
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΢την 4η ερώτηςη πρϋπει οι μαθητϋσ να δώςουν ςαν απϊντηςη μια αλγεβρικό ϋκφραςη 

που να δύνει το ϊθροιςμα των δύο προηγούμενων εκφρϊςεων: 

4. Δώςε μια αλγεβρικό ϋκφραςη, χρηςιμοποιώντασ το x,  που να δύνει τισ ςυνολικϋσ 

ρόδεσ των οχημϊτων.  

Απϊντηςη:2(50-x)+4 x 

 Εδώ τα λϊθη αυξόθηκαν. Κϊποιοι ενώ ϋγραψαν ςωςτϊ τισ προηγούμενεσ αλγεβρικϋσ 

εκφρϊςεισ, το ϊθροιςμα των εκφρϊςεων τουσ φϊνηκε πολύπλοκο και το απλοπούηςαν 

με λϊθοσ τρόπο, όπωσ ο μαθητόσ παρακϊτω: 

 

Εικόνα 20 
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Από τουσ 13 μαθητϋσ που ϋδωςαν ςωςτό απϊντηςη ςτην αριθμητικό λύςη του 

προβλόματοσ οι 6 απϊντηςαν ςωςτϊ ς’ αυτό την ερώτηςη, ενώ από τουσ 30 μαθητϋσ 

που απϊντηςαν λϊθοσ ςτην αριθμητικό λύςη του προβλόματοσ οι 8 απϊντηςαν ςωςτϊ 

ςτην 4η ερώτηςησ. 

 

Πώσ χειρύζονται οι μαθητϋσ μια αλγεβρικό ϋκφραςη που περιϋχει 

ϊθροιςμα αλγεβρικών εκφρϊςεων  (την ϋκφραςη 2(50-x)+4x) 

 

 ΢ωςτϊ Λϊθοσ 

΢ωςτό 
αριθμητικό 

λύςη 
6 7 

Λϊθοσ 
αριθμητικό 

λύςη 
8 22 

΢ύνολο 14 29 

 

Πύνακασ 9. Πώσ χειρύζονται οι μαθητϋσ μια αλγεβρικό ϋκφραςη που περιϋχει ϊθροιςμα 

αλγεβρικών εκφρϊςεων 

 

Παρατηρούμε μια αύξηςη των λαθών ςτισ αναπαραςτϊςεισ των ποςοτότων του 

προβλόματοσ με αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ καθώσ οι αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ γύνονται πιο 

πολύπλοκεσ. Παρατηρούμε επύςησ ότι περιςςότερα λϊθη τεύνουν να κϊνουν μαθητϋσ 

που δεν εύχαν καταφϋρει να επιλύςουν το πρόβλημα αριθμητικϊ. Αυτό μϊλλον 

οφεύλεται γενικϊ ςτο μαθηςιακό επύπεδο και ςτο αριθμητικό υπόβαθρο των παιδιών κι 

όχι ςτη ςυγκεκριμϋνη μϋθοδο αριθμητικόσ επύλυςησ του προβλόματοσ. ΢ημαντικό εύναι 

το γεγονόσ ότι οι μαθητϋσ αντιμετωπύζουν δυςκολύεσ ςτη χρόςη τησ παρϋνθεςησ. Ενώ 

μπορούν να παραςτόςουν με ςωςτό αλγεβρικό ϋκφραςη ϋνα ποςό, δε βϊζουν 

παρενθϋςεισ ακόμα κι αν ϋχουν κατανοόςει πλόρωσ τη ςχϋςη των ποςοτότων.  
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Όλα τα προηγούμενα αποτελϋςματα από τη μελϋτη του 4ου φύλλου εργαςύασ μπορούμε 

να τα ςυγκεντρώςουμε ςε ϋνα γρϊφημα ώςτε να φαύνεται το ποςοςτό των μαθητών 

που χειρύζονται ςωςτϊ καθεμιϊ από τισ διϊφορεσ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ: 

 

Πύνακασ 10. Πώσ οι μαθητϋσ χειρύζονται τισ διϊφορεσ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ 

΢τη ςυνϋχεια οι μαθητϋσ που κατϊφεραν να εκφρϊςουν ςωςτϊ με αλγεβρικό τρόπο το 

ϊθροιςμα των τροχών όλων των οχημϊτων ςχημϊτιςαν και την εξύςωςη. Από τουσ 14 

μαθητϋσ που ςχημϊτιςαν την εξύςωςη οι 11 προςπϊθηςαν να τη λύςουν. Ασ δούμε πώσ 

προςπϊθηςαν να επιλύςουν την εξύςωςη και ςε ποιο βαθμό τουσ βοόθηςε η αριθμητικό 

επύλυςη που εύχε προηγηθεύ.  

Παρατηρούμε ότι αρχικϊ όλα τα παιδιϊ, ακόμα κι εκεύνα που δεν ϋγραψαν ςωςτϊ την 

εξύςωςη, επιζότηςαν, ςε αριθμητικούσ χειριςμούσ, ϋνα νόημα για τουσ αλγεβρικούσ 

μεταςχηματιςμούσ που θα ακολουθούςαν. Όμωσ τελικϊ δεν τα κατϊφεραν, γιατύ όπωσ 

εύδαμε η αριθμητικό επύλυςη του ςυγκεκριμϋνου προβλόματοσ απαιτούςε δύςκολεσ, για 

το επύπεδο των παιδιών, νοητικϋσ διεργαςύεσ.  
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Εικόνα 21 

 

Εικόνα 22 

Σελικϊ κϊποια παιδιϊ προςπϊθηςαν να τη λύςουν με αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ 

που εύχαν διδαχτεύ ςτο 1ο κεφϊλαιο (π.χ. επιμεριςτικό ιδιότητα). Σελικϊ 8 μαθητϋσ 

ϋλυςαν την εξύςωςη. Φρηςιμοπούηςαν επιμεριςτικό ιδιότητα για να βγϊλουν την 

παρϋνθεςη κι από κει και πϋρα οι υπόλοιποι αλγεβρικού μεταςχηματιςμού 

ςυςχετύςτηκαν με την αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ. Παρακϊτω δύνεται μια 

απϊντηςη μαθητό. 
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Εικόνα 23 

 

 

3.1.5 Πϋμπτο  φύλλο εργαςύασ 

΢το 5ο φύλλο εργαςύασ δόθηκε το πρόβλημα: 

Ένασ επενδυτόσ βϊζει τα χρόματϊ του ςτο χρηματιςτόριο. Σην πρώτη εβδομϊδα, αρχικϊ, 

διπλαςιϊζει τα χρόματϊ του, αλλϊ μετϊ χϊνει 30 χιλ. ευρώ. Ση δεύτερη εβδομϊδα, αρχικϊ 

τριπλαςιϊζει τα χρόματα που του ϋμειναν, αλλϊ μετϊ χϊνει 54 χιλ. ευρώ από αυτϊ. Σην 

τρύτη εβδομϊδα, τετραπλαςιϊζει τα χρόματϊ τησ προηγούμενησ εβδομϊδασ και μετϊ 

χϊνει 72 χιλ. ευρώ από αυτϊ. Σελικϊ μϋνει με 48 χιλ. ευρώ. Με πόςα χρόματα μπόκε ςτο 

χρηματιςτόριο; 

Από τα 43 παιδιϊ ϋλυςαν μόνα τουσ  το πρόβλημα τα 12, χρηςιμοποιώντασ ενϋργειεσ 

προσ τα πύςω, ξεκινώντασ δηλαδό από τα τελευταύα δεδομϋνα του προβλόματοσ και 

κϊνοντασ αντύθετεσ ενϋργειεσ μϋχρι να φτϊςουν ςτο ζητούμενο. Σα υπόλοιπα παιδιϊ  ό 

ϋκαναν τυχαύεσ πρϊξεισ ό ξεκύνηςαν από την αρχό χρηςιμοποιώντασ ϋναν τυχαύο αριθμό 

ενεργώντασ προσ τα εμπρόσ, δηλαδό εκτελώντασ τισ ενϋργειεσ ϋτςι όπωσ 

περιγρϊφονταν ςτο πρόβλημα,  και δύο μαθητϋσ προςπϊθηςαν να λύςουν αλγεβρικϊ το 

πρόβλημα αλλϊ δεν τα κατϊφεραν. 

΢τη ςυνϋχεια οι 15 απϊντηςαν ςωςτϊ ςτισ ερωτόςεισ του φύλλου εργαςύασ για την 

αριθμητικό επύλυςη. Κϊποια από τα παιδιϊ, που απϊντηςαν ςωςτϊ  ςτην αριθμητικό 

επύλυςη, χρηςιμοπούηςαν αριθμητικϋσ παραςτϊςεισ χωρύσ παρενθϋςεισ για να 

απαντόςουν ςτισ ερωτόςεισ, όπωσ παρακϊτω: 
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Εικόνα 24 

Μια παρατόρηςη, που δεύχνει πώσ κϊποιεσ λανθαςμϋνεσ αριθμητικϋσ αντιλόψεισ 

οδηγούν ςε εςφαλμϋνεσ αλγεβρικϋσ παραςτϊςεισ, εύναι ότι τα παιδιϊ που δεν 

χρηςιμοπούηςαν παρενθϋςεισ ςτην αριθμητικό παρϊςταςη δεν χρηςιμοπούηςαν ςωςτϊ 

τισ παρενθϋςεισ ςτην αλγεβρικό παρϊςταςη: 
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Εικόνα 25 

Σο ςημαντικό εύναι ότι υπόρξαν παιδιϊ που δεν ϋλυςαν το πρόβλημα με αριθμητικό 

τρόπο, αλλϊ κατϊφεραν ό πληςύαςαν  το ςχηματιςμό τησ εξύςωςησ. Αυτό εύναι μια 

απόδειξη του ότι ο ςχηματιςμόσ τησ εξύςωςησ  του προβλόματοσ δεν εξαρτϊται από την 

αριθμητικό του επύλυςη. Όμωσ η επύλυςη τησ εξύςωςησ ϋγινε μόνο από παιδιϊ που εύχαν 
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λύςει αριθμητικϊ το πρόβλημα και μϊλιςτα με τρόπο που πληςιϊζει ςτην αριθμητικό 

επύλυςη: 

 

 

Εικόνα 26 

Αυτόσ ο τρόποσ επύλυςησ τησ εξύςωςησ, μιασ εξύςωςησ πολύπλοκησ, φαύνεται καθαρϊ 

ότι βαςύζεται ςτην ερμηνεύα που προςφϋρει η αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ. 

Σα λϊθη που παρατηρόθηκαν ςτην αλγεβρικό επύλυςη αυτού του προβλόματοσ όταν: 

α) Η μη ςωςτό χρόςη τησ παρϋνθεςησ εύτε γιατύ ο μαθητόσ δεν ξϋρει πότε βϊζουμε 

παρϋνθεςη εύτε γιατύ αγνοεύ πότε βϊζουμε διπλό παρϋνθεςη ό αγκύλη: 

β) Η αντύληψη για τη μη ςταθερό αξύα του ϊγνωςτου x, που ςχετύζεται με τισ 

αριθμητικϋσ αντιλόψεισ των μαθητών (Stacey K. , 2008): 

γ) Η λανθαςμϋνη μετϊφραςη του προβλόματοσ ςε αλγεβρικό γλώςςα (Arzarello, 

Bazzini, & Chiappini, 2001): 

 

Από τα 43 παιδιϊ τα 13 ϋγραψαν ςωςτϊ την εξύςωςη, τα 8 δεν κρϊτηςαν ςταθερό το x, 

τα 9 δεν ϋβαλαν ςωςτϊ παρενθϋςεισ (δηλ. παρϋλειψαν την εςωτερικό παρϋνθεςη ό όλεσ 

τισ παρενθϋςεισ), τα 10 ϋκαναν διϊφορα ϊλλα λϊθη αναπαρϊςταςησ, όπωσ 

χρηςιμοπούηςαν το ύςον ό κϊποια παρϋνθεςη χωρύσ να χρειϊζεται, και τα υπόλοιπα 3 

δεν ϋλυςαν αλγεβρικϊ το πρόβλημα.  
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Πύνακασ 11. Εύδη λαθών ςτο ςχηματιςμό εξύςωςησ 

Αξύζει να ςημειωθεύ ότι 23 από τα 43 παιδιϊ ϋγραψαν ςωςτϊ την αλγεβρικό ϋκφραςη 

που περιϋχει μύα παρϋνθεςη, δηλαδό μύα αντικατϊςταςη, ποςοςτό που ςυμφωνεύ με τα 

ευρόματα από το προηγούμενο φύλλο εργαςύασ. 

Επύςησ ο ςχηματιςμόσ τησ εξύςωςησ από μια μαθότρια χωρύσ να χρηςιμοποιόςει 

παρϋνθεςη δεύχνει πόςο επηρεϊζει η βαθιϊ κατανόηςη του προβλόματοσ την 

αναπαρϊςταςό του με εξύςωςη: 
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Εικόνα 27 

 Αξύζει να πούμε ότι αυτό όταν η μόνη μαθότρια που μπόρεςε ςε επόμενα μαθόματα να 

εφαρμόςει αυθόρμητα όςα μϊθαμε και να επιλύςει αλγεβρικϊ ϋνα πρόβλημα με 

ποςοςτϊ. 

Όςον αφορϊ ςτην επύλυςη τησ εξύςωςησ οι περιςςότεροι μαθητϋσ χρηςιμοπούηςαν 

αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ που ςτηρύζονταν ςε  αριθμητικούσ χειριςμούσ. Έτςι, 

ενώ κϊποιοι εύχαν κϊνει λϊθοσ ςτην εξύςωςη βϊζοντασ λϊθοσ παρϋνθεςη, τελικϊ την 

ϋλυςαν ςωςτϊ, αφού εύχαν ςωςτό αναπαρϊςταςη ςτο μυαλό τουσ. Αυτό δεύχνει ότι οι 

μαθητϋσ τα καταφϋρνουν καλύτερα ςτην επύλυςη τησ εξύςωςησ όταν ερμηνεύουν 

αριθμητικϊ ςτα πλαύςια του προβλόματοσ τουσ ενδιϊμεςουσ μεταςχηματιςμούσ: 
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Εικόνα 28 

Ο παραπϊνω μαθητόσ ςτηρύζεται ςτην αριθμητικό επύλυςη του προβλόματοσ και λύνει 

ςωςτϊ μια πολύ δύςκολη εξύςωςη, που δεν θα μπορούςε να λύςει  χρηςιμοποιώντασ 

τουσ χωρύσ νόημα αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ. Βϋβαια παρουςιϊζει πρόβλημα ςτην 

αναπαρϊςταςη αφού δεν χρηςιμοποιεύ παρενθϋςεισ. 

Γενικϊ τα παιδιϊ αντιμετωπύζουν δυςκολύεσ ςτην αναπαρϊςταςη με αλγεβρικϋσ 

εκφρϊςεισ. 
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Από τουσ 43 μαθητϋσ οι 5 προςπϊθηςαν να λύςουν την εξύςωςη κϊνοντασ απαλοιφό 

παρενθϋςεων με επιμεριςτικό ιδιότητα και δεν τα κατϊφεραν, 5 προςπϊθηςαν να 

κϊνουν αλγεβρικούσ μεταςχηματιςμούσ χρηςιμοποιώντασ αριθμητικούσ χειριςμούσ και 

τα κατϊφεραν 2, 4 την ϋλυςαν με αριθμητικούσ καθαρϊ χειριςμούσ χωρύσ καν να 

χρηςιμοποιόςουν x και 2 προςπϊθηςαν να τη λύςουν με αριθμητικό και δεν τα 

κατϊφεραν και οι υπόλοιποι 27 δεν προςπϊθηςαν να τη λύςουν. Παρακϊτω δύνονται οι 

απαντόςεισ μαθητών ςε καθεμιϊ από τισ παραπϊνω περιπτώςεισ: 

 

Εικόνα 29 

 

Εικόνα 30 
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Εικόνα 31 

 

Εικόνα 32 

 

Γενικϊ παρατηρόςαμε ότι από τουσ 43 μαθητϋσ οι 5 ςτρϊφηκαν προσ την αλγεβρικό 

επύλυςη με απαλοιφό παρενθϋςεων, οι 11 ςτρϊφηκαν προσ την αλγεβρικό επύλυςη 

χρηςιμοποιώντασ αριθμητικούσ χειριςμούσ και οι 27 δεν προςπϊθηςαν να τη λύςουν. 

Σα παιδιϊ ς’ αυτό το ςτϊδιο επιμϋνουν ς’ ϋνα αριθμητικό πλαύςιο επύλυςησ τησ 

εξύςωςησ που τουσ προςφϋρει πολλϊ αφού ελαχιςτοποιεύ τα λϊθη ςτουσ αλγεβρικούσ 

μεταςχηματιςμούσ. Αυτό προώποθϋτει βϋβαια αναπτυγμϋνη αριθμητικό ςκϋψη του 

μαθητό.  
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Πύνακασ 12. Ποια μϋθοδο προτιμούν οι μαθητϋσ για την επύλυςη εξύςωςησ 

3.1.6  ΢υνοπτικϊ  αποτελϋςματα από την ανϊλυςη των φύλλων εργαςύασ  

΢’ αυτό την ενότητα θα ςυνοψύςουμε  τισ δυςκολύεσ που αντιμετώπιςαν οι μαθητϋσ 

κατϊ τη μετϊβαςό τουσ από την αριθμητικό ςτην ϊλγεβρα, αλλϊ κυρύωσ τα οφϋλη που 

αποκόμιςαν  με τη ςυγκεκριμϋνη διδακτικό παρϋμβαςη. Οι μαθητϋσ δυςκολεύτηκαν 

περιςςότερο από το αναμενόμενο ςτην αριθμητικό επύλυςη των προβλημϊτων (εκτόσ 

από το τρύτο πρόβλημα που τουσ φϊνηκε εύκολο). Αυτό οφεύλεται κυρύωσ ςτο χαμηλό 

αριθμητικό υπόβαθρο των μαθητών. Οι μαθητϋσ  δεν μπορούν να επιλύουν με 

αριθμητικό τρόπο προβλόματα και ϋχουν πολλϊ κενϊ ςε διϊφορεσ αριθμητικϋσ ϋννοιεσ 

όπωσ τα κλϊςματα. Αυτό εύχε ςαν ςυνϋπεια να μην μπορϋςουν να ανταποκριθούν 

ακόμα και ςτην αριθμητικό επύλυςη που τουσ οδηγούςαν οι ερωτόςεισ των φύλλων 

εργαςύασ και αυτό τουσ επηρϋαςε και ςτην κατανόηςη τησ αλγεβρικόσ επύλυςησ. Η 

ικανότητϊ τουσ ςτην αριθμητικό επύλυςη προβλημϊτων φαύνεται παρακϊτω: 
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Πύνακασ 13. ΢ωςτϋσ απαντόςεισ ςτην αριθμητικό επύλυςη των φύλλων εργαςύασ 

Παρατηρούμε ότι οι μαθητϋσ που όταν ικανού να λύςουν  αριθμητικϊ ϋνα πρόβλημα 

όταν λύγοι. Σο 3ο πρόβλημα μόνο ϋλυςαν αρκετού μαθητϋσ.  Ήταν ϋνα πρόβλημα, όμωσ, 

εξαιρετικϊ εύκολο και όταν αυτό που κρύθηκε ςκόπιμο να δοθεύ ςτουσ μαθητϋσ ενώ δεν 

εύχε  ςχεδιαςτεύ αρχικϊ, με ςκοπό να ξεπεραςτεύ γρόγορα και εύκολα η αριθμητικό 

επύλυςη του ώςτε τα παιδιϊ να προχωρόςουν ςτην αλγεβρικό. Πρϋπει να τονιςτεύ ξανϊ 

ότι το 1ο πρόβλημα, που το ϋλυςαν όλοι οι μαθητϋσ μόνοι τουσ με αναγωγό ςτη μονϊδα, 

ελϊχιςτοι κατϊφεραν να το λύςουν χρηςιμοποιώντασ το κλϊςμα ωσ τελεςτό, ϋτςι όπωσ 

τουσ οδηγούςαν οι ερωτόςεισ του φύλλου εργαςύασ.  

΢την αλγεβρικό επύλυςη αντιμετώπιςαν περιςςότερεσ δυςκολύεσ ςτο ςχηματιςμό τησ 

εξύςωςησ. Οι δυςκολύεσ αυτϋσ ςχετύζονται με την αναπαρϊςταςη και εύναι οι εξόσ: 

α) Σα παιδιϊ δυςκολεύονται να ςχηματύςουν αλγεβρικό ϋκφραςη όπου χρηςιμοποιεύται 

το κλϊςμα ωσ τελεςτόσ. 
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Πύνακασ 13. Φρόςη του κλϊςματοσ ωσ τελεςτόσ 

β) Δεν χρηςιμοποιούν αλγεβρικό κλϊςμα για να δηλώςουν μια  διαύρεςη. 

 

Πύνακασ 14. Αντύληψη των μαθητών για το αλγεβρικό κλϊςμα 

 

γ) Αντιλαμβϊνονται τισ αλγεβρικϋσ παραςτϊςεισ ωσ ενϋργειεσ αλλϊ  όχι ωσ ποςότητεσ. 
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Πύνακασ 15. Αντύληψη των μαθητών για την αλγεβρικό ϋκφραςη ωσ ποςότητα 

 

δ) Σουσ δυςκολεύει η ϋννοια τησ αντικατϊςταςησ ενόσ αγνώςτου από μύα ιςοδύναμη 

αλγεβρικό ϋκφραςη. 

 

Πύνακασ 16. Ικανότητα αντικατϊςταςησ 

 

ε) Αντιμετωπύζουν δυςκολύεσ ςτη χρόςη τησ παρϋνθεςησ. 
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Πύνακασ 17. Φρόςη παρϋνθεςησ 

 

΢την επύλυςη τησ εξύςωςησ οι δυςκολύεσ εςτιϊςτηκαν: 

α)  ΢την αντύληψη για τη ςταθερό αξύα του ϊγνωςτου x, κατϊ την επύλυςη τησ εξύςωςησ 

 

Πύνακασ 18.Πώσ αντιμετωπύζουν τον ϊγνωςτο x 

 

β) ΢ε αριθμητικϋσ ικανότητεσ των μαθητών, δηλαδό ςτην ικανότητϊ τουσ να επιλύουν 

αριθμητικϊ ϋνα πρόβλημα. Δηλαδό μαθητϋσ που υςτερούςαν ςε αριθμητικούσ 

χειριςμούσ δυςκολεύτηκαν και να ςχηματύςουν εξύςωςη και να επιλύςουν αυτό την 

εξύςωςη. 
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΢ε αντιδιαςτολό με τα παραπϊνω παρατηρόθηκε μια μεταβολό ςτον τρόπο ςκϋψησ των 

μαθητών προσ την ϊλγεβρα. ΢τα φύλλα εργαςύασ παρατηρόθηκε ϋντονα το γεγονόσ ότι 

οι μαθητϋσ που εύχαν καταςτρώςει την εξύςωςη και όταν ικανού ςτουσ αριθμητικούσ 

χειριςμούσ ϋλυςαν με ευκολύα την εξύςωςη, εύτε αριθμητικϊ (χωρύσ να χρηςιμοποιούν 

δηλαδό x) εύτε αλγεβρικϊ (χρηςιμοποιώντασ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ), ακόμα κι αν δεν 

χρηςιμοποιούςαν παρϋνθεςη ό δεν κρατούςαν ςταθερό το x. Δηλαδό  τα κατϊφεραν 

πολύ καλύτερα ςτην επύλυςη τησ εξύςωςησ όταν μπόρεςαν να ερμηνεύςουν αριθμητικϊ 

ςτα πλαύςια του προβλόματοσ τουσ ενδιϊμεςουσ μεταςχηματιςμούσ.  

Οι μαθητϋσ χρηςιμοπούηςαν από την ϊλγεβρα την εξύςωςη, η οπούα τουσ πρόςφερε μια 

πλόρη κατανόηςη των ςχϋςεων των ποςοτότων του προβλόματοσ, και από την 

αριθμητικό τον τρόπο ςκϋψησ για να λύςουν αυτό την εξύςωςη. Δηλαδό τα παιδιϊ δεν 

χρειϊςτηκαν κανόνεσ μεταςχηματιςμού για να λύςουν την εξύςωςη. Φρηςιμοπούηςαν 

την ερμηνεύα των ενδιϊμεςων αποτελεςμϊτων από την αριθμητικό επύλυςη και ϋλυςαν 

την εξύςωςη. ΢ε μερικϋσ μϊλιςτα περιπτώςεισ, παρότι εύχαν κϊνει λϊθη αναπαρϊςταςησ 

(π.χ. δεν ϋβαλαν ςωςτϊ τισ παρενθϋςεισ) χρηςιμοπούηςαν ςωςτούσ μεταςχηματιςμούσ 

για να λύςουν την εξύςωςη. Αυτό δεν εύναι δυνατό να ςυμβεύ όταν η εξύςωςη λύνεται με 

κανόνεσ μεταςχηματιςμού (αν γύνει κϊποιο λϊθοσ ςε παρϋνθεςη το αποτϋλεςμα δεν 

βγαύνει ςωςτό). Βϋβαια όλοι οι μαθητϋσ που αντιμετώπιςαν μ’ αυτό τον τρόπο την 

αλγεβρικό επύλυςη εύχαν προηγουμϋνωσ λύςει αριθμητικϊ το πρόβλημα και εύχαν 

κατανοόςει την αριθμητικό του επύλυςη. Ο αλγεβρικόσ τρόποσ ςκϋψησ, με την εξύςωςη 

που παρϋχει, βοηθϊει το μαθητό να ςυςχετύςει όλεσ τισ ποςότητεσ του προβλόματοσ 

και να λύςει το πρόβλημα. 

 

3.2  ΑΞΙΟΛΟΓΗ΢Η ΔΙΔΑΚΣΙΚΗ΢ ΠΑΡΕΜΒΑ΢Η΢ 

 

΢την προςπϊθειϊ μασ να αξιολογόςουμε  τη διδακτικό παρϋμβαςό μασ θα 

χρηςιμοποιόςουμε τα αποτελϋςματα από τη μελϋτη των φύλλων εργαςύασ που 

αναλύθηκαν ςτην προηγούμενη ενότητα αλλϊ και τα τεςτ: το διαγνωςτικό τεςτ, που 

δόθηκε ςτα παιδιϊ και περιεύχε τα τϋςςερα από τα πϋντε προβλόματα τησ διδαςκαλύασ, 

και το τεςτ αποτύμηςησ  που περιεύχε μια παραλλαγό των ύδιων προβλημϊτων και 

δόθηκε ςτουσ μαθητϋσ ϋνα μόνα μετϊ το τϋλοσ τησ παρϋμβαςόσ μασ. Θϋλουμε να 

ερευνόςουμε αν τα παιδιϊ, μετϊ την ειςαγωγό τουσ ςτην ϊλγεβρα και την εκμϊθηςη τησ 

αλγεβρικόσ επύλυςησ ενόσ προβλόματοσ μϋςα από τη ςυγκεκριμϋνη διδακτικό 

παρϋμβαςη, χρηςιμοποιούν την αλγεβρικό μϋθοδο επύλυςησ ςτα προβλόματα και ςτην 
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περύπτωςη που τη χρηςιμοποιούν, αν τη χρηςιμοποιούν ςωςτϊ. Θϋλουμε να δούμε αν οι 

μαθητϋσ μεταφρϊζουν τισ ποςότητεσ του προβλόματοσ ςε αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ 

(απλϋσ ό ςύνθετεσ), αν ςχηματύζουν την εξύςωςη του προβλόματοσ και πώσ τη λύνουν. 

Θα εξετϊςουμε την ϊποψό τουσ για τη ςταθερότητα του ϊγνωςτου x, την αντύληψό 

τουσ για την ϋννοια τησ αλγεβρικόσ ϋκφραςησ ωσ ποςότητασ, την ικανότητϊ τουσ ςτην 

αντικατϊςταςη μιασ ποςότητασ με μια αλγεβρικό ϋκφραςη, τουσ χειριςμούσ τουσ για 

την επύλυςη τησ εξύςωςησ.  

Ήδη, από τη μελϋτη των φύλλων εργαςύασ φαύνεται καθαρϊ ότι, κατϊ την εξϋλιξη των 

διδακτικών παρεμβϊςεων,  ενιςχύεται η αντύληψη των παιδιών για την αλγεβρικό 

ϋκφραςη ωσ ποςότητα (Πύνακασ 15) και εγκαταλεύπεται η τϊςη που ϋχουν τα παιδιϊ να 

μην θεωρούν ωσ ποςότητα μια αλγεβρικό ϋκφραςη αλλϊ να την προςδιορύζουν με ϋναν 

αριθμό.  Επύςησ παρατηρούμε (ςτον πύνακα 16) ότι η ικανότητα των μαθητών να 

αντικαθιςτούν ϋναν ϊγνωςτο με μια αλγεβρικό ϋκφραςη βελτιώνεται από το 3ο φύλλο 

εργαςύασ προσ το 5ο φύλλο εργαςύασ. Αντύθετα ςτη χρόςη τησ παρϋνθεςησ δεν 

βλϋπουμε να υπϊρχει  βελτύωςη ανϊμεςα ςτο 4ο και ςτο 5ο πρόβλημα, πρϊγμα που 

οφεύλεται ςτην πολυπλοκότητα του 5ου προβλόματοσ που απαιτεύ και παρϋνθεςη και 

αγκύλη (Πύνακασ 17). Και τϋλοσ η τϊςη, που παρουςύαςαν αρχικϊ τα παιδιϊ, να μην 

κρατούν ςταθερό το x κατϊ τη διϊρκεια τησ αλγεβρικόσ επύλυςησ και να αναπαριςτούν 

με  x οποιονδόποτε ϊγνωςτο, εγκαταλεύφτηκε ςταδιακϊ (Πύνακασ 18).  

Ασ δούμε τα αποτελϋςματα από το διαγνωςτικό τεςτ. Από τα 4 προβλόματα μόνο το 

πρώτο ϋλυςαν με ευκολύα οι περιςςότεροι μαθητϋσ και μϊλιςτα χρηςιμοπούηςαν τη 

μϋθοδο τησ αναγωγόσ ςτη μονϊδα. ΢υγκεκριμϋνα τα 39 παιδιϊ ϋλυςαν το πρόβλημα και 

4 ϋκαναν λϊθοσ πρϊξεισ.  

΢το δεύτερο πρόβλημα δυςκολεύτηκαν περιςςότερο απ’ όλα. Δυο  μαθητϋσ 

προςπϊθηςαν να βρουν το κϋρδοσ από την πεντϊδα και 6 εύπαν ότι τα αυγϊ εύναι 12 

πεντϊδεσ δηλ. 60. Κϊποιοι ϋκαναν τυχαύα πρϊξεισ με τουσ αριθμούσ του προβλόματοσ 

5,7,12. Ένασ μόνο ςκϋφτηκε να βρει το κϋρδοσ από το ϋνα αυγό, αλλϊ με δεκαδικό 

αριθμό. 

Σα τρύτο πρόβλημα του διαγνωςτικού τεςτ δόθηκε ςτο τϋταρτο φύλλο εργαςύασ.  Οι 

μαθητϋσ, όταν προςπϊθηςαν να  λύςουν το τρύτο πρόβλημα μόνοι τουσ, εύπαν ότι το 

πρόβλημα δεν λύνεται και μόνο μετϊ από παρότρυνςη κϊποιοι προςπϊθηςαν να 

δοκιμϊςουν διϊφορεσ τιμϋσ για να βρουν τουσ ςωςτούσ αριθμούσ αυτοκινότων και 

μοτοςικλετών. Από τουσ 43 μαθητϋσ οι 13 βρόκαν με δοκιμό τον αριθμό των 

αυτοκινότων και των μοτοςικλετών, οι 3 προςπϊθηςαν να το λύςουν με δοκιμϋσ και 
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δεν τα κατϊφεραν, οι 6 προςπϊθηςαν να το λύςουν με ϊλλουσ τρόπουσ (αριθμητικούσ) 

και δεν τα κατϊφεραν και οι υπόλοιποι 21 δεν ϋκαναν καμιϊ προςπϊθεια. Σο ςημαντικό 

εύναι ότι ακόμα κι αυτού που βρόκαν με δοκιμό τη λύςη δεν θεωρούν ότι η δοκιμό εύναι 

τρόποσ επύλυςησ ενόσ προβλόματοσ. 

Από τα 43 παιδιϊ, ϋλυςαν μόνα τουσ  το τϋταρτο πρόβλημα τα 2, χρηςιμοποιώντασ 

ενϋργειεσ προσ τα πύςω, ξεκινώντασ δηλαδό από τα τελευταύα δεδομϋνα του 

προβλόματοσ και κϊνοντασ αντύθετεσ ενϋργειεσ μϋχρι να φτϊςουν ςτο ζητούμενο. Σα 

υπόλοιπα παιδιϊ  ό ϋκαναν τυχαύεσ πρϊξεισ ό ξεκύνηςαν από την αρχό χρηςιμοποιώντασ 

ϋναν τυχαύο αριθμό ενεργώντασ προσ τα εμπρόσ, δηλαδό εκτελώντασ τισ ενϋργειεσ ϋτςι 

όπωσ περιγρϊφονταν ςτο πρόβλημα. 

Ασ δούμε πώσ ανταποκρύθηκαν οι μαθητϋσ ςτο τεςτ αποτύμηςησ. Μια πρώτη 

παρατόρηςη εύναι ότι όλοι οι μαθητϋσ προςπϊθηςαν να λύςουν με αριθμητικό τρόπο 

όλα τα προβλόματα εκτόσ από το δεύτερο. Αυτό ςυμφωνεύ με τη βιβλιογραφύα. Έχει 

αποδειχτεύ ότι οι μαθητϋσ, ακόμα κι αν ϋχουν διδαχτεύ την αλγεβρικό μϋθοδο επύλυςησ 

ενόσ προβλόματοσ θα ςυνεχύςουν να χρηςιμοποιούν αριθμητικϋσ διαδικαςύεσ επύλυςόσ 

του(Vargas&Guzmán, 2006). Εξαύρεςη όταν τϋςςερισ μαθητϋσ που προςπϊθηςαν να 

λύςουν με την αλγεβρικό μϋθοδο και το τϋταρτο πρόβλημα. Αξύζει να ςημειωθεύ ότι 

αυτού οι μαθητϋσ δεν κατϊφεραν να λύςουν αριθμητικϊ το πρόβλημα ούτε με την 

καθοδόγηςη του φύλλου εργαςύασ που ςημαύνει ότι θεώρηςαν την αλγεβρικό μϋθοδο 

πιο εύκολη. Απ’ αυτούσ μόνο ϋνασ κατϊφερε και να ςχηματύςει την εξύςωςη και να τη 

λύςει (με αριθμητικό τρόπο): 

 

Εικόνα 33 
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Εικόνα 34 

Ένασ ϊλλοσ μαθητόσ δεν χρηςιμοπούηςε εξύςωςη, αλλϊ ςυςχϋτιςε τισ ποςότητεσ του 

προβλόματοσ με αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ ανϊλογο με αυτόν που απαιτεύται για το 

ςχηματιςμό εξύςωςησ.

 

Εικόνα 35 

Ειδικότερα ςτο τεςτ αποτύμηςησ το πρώτο πρόβλημα το ϋλυςαν 40 παιδιϊ και 2 δεν το 

ϋλυςαν. Σο δεύτερο πρόβλημα το ϋλυςαν 10 παιδιϊ με αριθμητικό επύλυςη και 32 δεν το 

ϋλυςαν. Σο τρύτο πρόβλημα το ϋλυςαν ςωςτϊ 4 μαθητϋσ και δεν το ϋλυςαν 38. Σο 

τϋταρτο πρόβλημα το ϋλυςαν ςωςτϊ 17 μαθητϋσ και δεν το ϋλυςαν 26. 

Σα αποτελϋςματα από το διαγνωςτικό τεςτ και το τεςτ αποτύμηςησ φαύνονται ςτο 

παρακϊτω γρϊφημα. Πρϋπει να ςημειωθεύ ότι το γρϊφημα απεικονύζει τισ ςωςτϋσ 

απαντόςεισ των μαθητών ανεξϊρτητα από το ποια μϋθοδο ακολούθηςαν, αριθμητικό ό 

αλγεβρικό. Εξϊλλου, όπωσ φϊνηκε παραπϊνω, η αλγεβρικό ςκϋψη βοηθϊει τουσ 

μαθητϋσ να κατανοόςουν τισ ςχϋςεισ των ποςοτότων του προβλόματοσ και να λύςουν 

το πρόβλημα ςτη ςυνϋχεια με αριθμητικό : 
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Πύνακασ 19. ΢ωςτϋσ απαντόςεισ ςτα δύο τεςτ 

 

Παρατηρώντασ το γρϊφημα μπορούμε να πούμε ότι  υπόρξε  βελτύωςη ςτισ επιδόςεισ 

των μαθητών.  

Επειδό οι μαθητϋσ χρηςιμοπούηςαν ςτην πλειοψηφύα τουσ εξύςωςη ςτο τρύτο πρόβλημα 

του τεςτ αποτύμηςησ, η  μελϋτη λοιπόν του τρόπου που οι μαθητϋσ ςχηματύζουν 

εξύςωςη για να λύςουν ϋνα πρόβλημα θα εςτιαςτεύ ςτο τρύτο πρόβλημα του τεςτ 

αποτύμηςησ: 

Ένασ αγρότησ εκτρϋφει κότεσ και κουνϋλια. Αν όλα τα ζώα μαζύ εύναι 80 και αν όλα μαζύ 

ϋχουν 290 πόδια, πόςεσ εύναι οι κότεσ και πόςα τα κουνϋλια; 

Από τα 42 παιδιϊ τα 5 δεν προςπϊθηςαν να λύςουν το πρόβλημα, τα 11 το ϋλυςαν με 

αριθμητικό τρόπο (9 με δοκιμό και 2 με ϊλλο τρόπο) και τα υπόλοιπα 26 προςπϊθηςαν 

να το λύςουν με αλγεβρικό τρόπο. Από τουσ 26 που εφϊρμοςαν την αλγεβρικό μϋθοδο 

οι 3 χρηςιμοπούηςαν λϊθοσ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ, οι 3 δεν κρϊτηςαν ςταθερό το x, οι 

20 μπόρεςαν να εκφρϊςουν αλγεβρικϊ μια ϋκφραςη με μύα πρϊξη, οι 13 κατϊφεραν να 

ςχηματύςουν μια αλγεβρικό ϋκφραςη με μια αντικατϊςταςη ( μια παρϋνθεςη) και 9 

κατϊφεραν να ςχηματύςουν την εξύςωςη (2 όμωσ την ϋλυςαν ςωςτϊ).  

Για να μπορϋςουμε να βγϊλουμε ςυμπερϊςματα για το πόςο βοόθηςε η διδακτικό 

παρϋμβαςη τουσ μαθητϋσ ςτο να χειρύζονται  τισ διϊφορεσ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ θα 
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ςυγκρύνουμε τα παραπϊνω αποτελϋςματα με αυτϊ τησ πϋμπτησ διδακτικόσ 

παρϋμβαςησ: 

 

 

Πύνακασ 20. Εύδη λαθών ςτο ςχηματιςμό εξύςωςησ 

Παρατηρούμε μια αύξηςη των παιδιών που ϋλυςαν ςωςτϊ τα προβλόματα και μια 

μικρό μεύωςη των λαθών. Η μικρό μεύωςη των λαθών οφεύλεται ςτο ότι οι εςφαλμϋνεσ 

αντιλόψεισ των παιδιών για την παρϋνθεςη, τη ςταθερότητα του x και την 

αντικατϊςταςη εύναι τόςο ιςχυρϋσ που δεν αρκούν μόνο ϋξι διδακτικϋσ ώρεσ ώςτε να 

αλλϊξουν.  

 

3.3  ΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ 

 

Η αρχικό ςκϋψη και προςδοκύα για τη διδακτικό παρϋμβαςη που ςχεδιϊςαμε όταν οι 

μαθητϋσ να χειριςτούν  τουσ μεταςχηματιςμούσ κατϊ την επύλυςη μιασ εξύςωςησ, χωρύσ 

να γνωρύζουν κανόνεσ μεταςχηματιςμού, χρηςιμοποιώντασ την ερμηνεύα των 

ενδιϊμεςων αποτελεςμϊτων  που τουσ παρϋχει η αριθμητικό επύλυςη. Αυτό 

επιτεύχθηκε  και εύδαμε  μαθητϋσ να λύνουν εξιςώςεισ χρηςιμοποιώντασ αριθμητικούσ 

χειριςμούσ χωρύσ να τουσ εύναι απαραύτητοι οι χωρύσ νόημα αλγεβρικού κανόνεσ 

μεταςχηματιςμού, που ςυνόθωσ τα παιδιϊ μαθαύνουν μηχανικϊ. Δηλαδό εύδαμε 

μαθητϋσ να λύνουν εξιςώςεισ χωρύσ να χρηςιμοποιούν ϊλγεβρα ό, για να εύμαςτε πιο 
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ακριβεύσ, να κϊνουν ϊλγεβρα χρηςιμοποιώντασ την αριθμητικό. Όμωσ, από την 

ϊλγεβρα, αναδεύχθηκε η αξύα τησ  εξύςωςησ, όταν αυτό χρηςιμοποιεύται ωσ εργαλεύο 

ςυςχϋτιςησ των δεδομϋνων του προβλόματοσ. Έτςι οι μαθητϋσ χρηςιμοπούηςαν τον 

αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ για να βρουν τη ςχϋςη που ςυνδϋει τισ ποςότητεσ του 

προβλόματοσ και ςχημϊτιςαν εξύςωςη ό απλϊ κατανόηςαν τη ςχϋςη των ποςοτότων 

νοητικϊ και ςτη ςυνϋχεια ϋλυςαν το πρόβλημα, εύτε με εξύςωςη εύτε αριθμητικϊ. Η 

βελτύωςη ςτην επύδοςη των παιδιών φϊνηκε καθαρϊ ςτο τεςτ αποτύμηςησ (Πύνακασ 

19). Σα αποτελϋςματα θα μπορούςε να εύναι πιο καλϊ αν οι επιδόςεισ των παιδιών ςτην 

αριθμητικό όταν καλύτερεσ. Η διδαςκαλύα τησ αλγεβρικόσ επύλυςησ εύχε ςχεδιαςτεύ 

ώςτε να ςτηριχτεύ ςτο αριθμητικό υπόβαθρο των παιδιών. Όμωσ η ικανότητα των 

παιδιών ςτην αριθμητικό επύλυςη προβλημϊτων  όταν πολύ μικρό, ακόμα κι όταν 

δόθηκαν καθοδηγητικϋσ ερωτόςεισ  (Πύνακασ 13). 

Παρατηρόθηκαν επύςησ πολλϊ λϊθη αναπαρϊςταςησ οπότε ςτην πορεύα μελετόςαμε κι 

αυτϊ τα λϊθη καθώσ και την εξϋλιξό τουσ κατϊ τη διϊρκεια των διδακτικών 

παρεμβϊςεων. Σα λϊθη αναπαρϊςταςησ που κϊνουν οι μαθητϋσ κατϊ την ειςαγωγό 

τουσ ςτον αλγεβρικό τρόπο επύλυςησ προβλημϊτων οφεύλονται τόςο ςτη μη 

κατανόηςη βαςικών εννοιών τησ αριθμητικόσ όςο και ςτην αδυναμύα τουσ να 

επανεξετϊςουν και να αναπροςαρμόςουν κϊποιεσ ϋννοιεσ τησ αριθμητικόσ ςτην 

ϊλγεβρα. Κϊθε ϋννοια τησ αριθμητικόσ και κϊθε αριθμητικό διαδικαςύα και κανόνασ 

εύναι απαραύτητη για τη μετϊβαςη από την αριθμητικό ςτην ϊλγεβρα. ΢τη 

ςυγκεκριμϋνη διδακτικό παρϋμβαςη, παρατηρόθηκαν κϊποιεσ μεμονωμϋνεσ 

περιπτώςεισ ϋλλειψησ κατανόηςησ ςε βαςικϋσ αριθμητικϋσ ϋννοιεσ, όπωσ ςτην ϋννοια 

των κλαςμϊτων, ςτην ϋννοια τησ παρϋνθεςησ, ςτισ πρϊξεισ και τισ προώποθϋςεισ τουσ, 

που εμπόδιςαν τουσ μαθητϋσ ςτον αλγεβρικό τρόπο ςκϋψησ. Πιο ϋντονη όμωσ όταν η μη 

κατανόηςη δύο εννοιών, γεγονόσ που δεν εκπλόςςει αφού αυτϋσ οι ϋννοιεσ ϋχουν 

παραμεληθεύ κατϊ τη διδαςκαλύα τησ αριθμητικόσ:  η ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ 

τελεςτόσ και η ϋννοια του κλϊςματοσ ωσ αριθμόσ.    

Σο δεύτερο εύδοσ λαθών που παρατηρεύται ςτουσ μαθητϋσ οφεύλεται ςε ϋννοιεσ που δεν 

εμφανύζονται καθόλου ό εμφανύζονται με διαφορετικό τρόπο ςτην αριθμητικό και 

διαφορετικό ςτην ϊλγεβρα και γι’ αυτϋσ τισ ϋννοιεσ απαιτεύται επανεξϋταςη από τουσ 

μαθητϋσ. Σϋτοιεσ ϋννοιεσ εύναι η ϋννοια του αγνώςτου x, η ϋννοια τησ πρϊξησ – 

αλγεβρικόσ ϋκφραςησ, η ϋννοια τησ ιςότητασ, η ϋννοια τησ αντικατϊςταςησ και η ϋννοια 

τησ παρϋνθεςησ. Ο ϊγνωςτοσ ςτην αριθμητικό εύναι ο αριθμόσ που ψϊχνουμε κϊθε 

φορϊ και αλλϊζει ςε κϊθε βόμα επύλυςησ του ύδιου του προβλόματοσ. ΢την ϊλγεβρα 

όμωσ ο ϊγνωςτοσ x παραμϋνει ςταθερόσ και εκφρϊζει την ύδια ϊγνωςτη ποςότητα κατϊ 
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την επύλυςη του προβλόματοσ. Οι μαθητϋσ τεύνουν να εφαρμόζουν την αριθμητικό 

αντύληψη κατϊ την αλγεβρικό επύλυςη ενόσ προβλόματοσ και να θϋτουν ςαν  x 

διαφορετικό ϊγνωςτη ποςότητα κϊθε φορϊ. Αυτό η αντιμετώπιςη των μαθητών 

φϊνηκε πολλϋσ φορϋσ ςτα φύλλα εργαςύασ και ςυμφωνεύ με τη βιβλιογραφύα (Stacey K., 

2008). Η πρϊξη ςτην αριθμητικό δηλώνει ενϋργεια που θα εκτελεςτεύ για να βρεθεύ το 

αποτϋλεςμα, που εύναι ϋνα ποςό. Η πρϊξη ςτην ϊλγεβρα (αλγεβρικό ϋκφραςη)  εκτόσ 

από ενϋργεια δηλώνει και το αποτϋλεςμα τησ πρϊξησ, δηλαδό μια ποςότητα(Sfard, 

1991). Οι μαθητϋσ τεύνουν να μην μπορούν να  δεχτούν μια αλγεβρικό ϋκφραςη, που 

αποτελεύται από ϋνα ςύνολο πρϊξεων μεταξύ γνωςτών και αγνώςτων, ςαν ποςότητα 

(KieranC. , 1992). Τπϊρχουν απλϋσ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ, που δύνονται με μύα μόνο 

πρϊξη και ς’ αυτϋσ τα παιδιϊ δεν ςυναντούν ιδιαύτερεσ δυςκολύεσ, αλλϊ και πιο 

ςύνθετεσ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ με περιςςότερεσ πρϊξεισ.  ΢την ϋννοια τησ αλγεβρικόσ 

ϋκφραςησ εμπλϋκονται και οι ϋννοιεσ τησ ιςότητασ και τησ αντικατϊςταςησ (Filloy, 

Rojano, &Solares, 2004). Σο ύςον ςτην αριθμητικό δύνει εντολό για πρϊξεισ ενώ ςτην 

ϊλγεβρα, που ϋχουμε γνωςτούσ και αγνώςτουσ και δεν μπορούμε να κϊνουμε πϊντα 

πρϊξεισ, δύνει τη ςχϋςη των ποςοτότων (γνωςτών, αγνώςτων, αλγεβρικών 

εκφρϊςεων) (KieranC. , 1981).  Η αντικατϊςταςη ςτην αριθμητικό εύναι μια πϊρα πολύ 

απλό διαδικαςύα: ΢τη θϋςη ενόσ αριθμού βϊζουμε ϋναν ϊλλον. ΢την ϊλγεβρα όμωσ εύναι 

πιο ςύνθετη διαδικαςύα αφού ςτη θϋςη ενόσ αγνώςτου ύςωσ χρειαςτεύ να βϊλουμε 

ολόκληρη αλγεβρικό ϋκφραςη, οπότε ύςωσ χρειαςτεύ και η παρϋνθεςη.  Σα περιςςότερα 

λϊθη ςτισ αλγεβρικϋσ εκφρϊςεισ ςτα φύλλα εργαςύασ ςχετύζονταν με την 

αντικατϊςταςη μιασ ϊγνωςτησ ποςότητασ από αλγεβρικό ϋκφραςη (Άλλοι μαθητϋσ 

ϋβαζαν x ςτη θϋςη τησ οποιαςδόποτε ϊγνωςτησ ποςότητασ και ϊλλοι  δεν ϋβαζαν 

παρϋνθεςη). Σελικϊ, όμωσ, η διδακτικό παρϋμβαςη ωφϋληςε τα παιδιϊ, ωσ προσ τισ 

αντιλόψεισ τουσ για τισ παραπϊνω ϋννοιεσ, όπωσ φαύνεται από τη μελϋτη των φύλλων 

εργαςύασ (πύνακεσ 15-18) και του  τεςτ αποτύμηςησ (πύνακασ 20).  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

ΔΙΑΓΝΩ΢ΣΙΚΟ ΣΕ΢Σ 

ΟΝΟΜΑ: 

ΘΜΕΡΟΜΘΝΙΑ:                                                          

Να λφςετε τα προβλιματα: 

Πρόβλθμα 1 

Μια γιαγιά ζδωςε ςε κακζνα από τα 7 εγγόνια τθσ το ίδιο ποςό χρθμάτων .  

Αν τα 4 παιδιά μαηί πιραν 240 ευρϊ, πόςα ευρϊ ιταν όλο το ποςό που 

ζδωςε θ γιαγιά;  

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 

Πρόβλθμα 2 

Σο ςοφπερ μάρκετ τθσ γειτονιάσ αγόραςε αυγά από ζναν ορνικοτρόφο 

προσ ζνα ευρϊ τθν επτάδα και τα μεταποφλθςε πουλϊντασ τα ζνα ευρϊ 

τθν πεντάδα. Σο κζρδοσ του ιταν 12 ευρϊ.  Πόςα αυγά είχε αγοράςει;  

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Πρόβλθμα 3 

΢ε ζνα πάρκιγκ ζχουν παρκάρει 50 οχιματα (αυτοκίνθτα και μοτοςικλζτεσ). 

Αν το ςφνολο των τροχϊν των οχθμάτων είναι 140, πόςα είναι τα 

αυτοκίνθτα και πόςεσ οι μοτοςικλζτεσ; 

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

 

Πρόβλθμα 4  

Ένασ επενδυτισ βάηει τα χριματά του ςτο χρθματιςτιριο. Σθν πρϊτθ 

εβδομάδα διπλαςιάηει τα χριματά του, αλλά μετά χάνει 30 χιλ. ευρϊ από 

αυτά. Σθ δεφτερθ τριπλαςιάηει τα χριματά που είχε ςτο τζλοσ τθσ πρϊτθσ 

εβδομάδασ, αλλά μετά χάνει 54 χιλ. ευρϊ από αυτά. Σθν τρίτθ 

τετραπλαςιάηει τα χριματά του, αλλά μετά χάνει 72 χιλ. ευρϊ από αυτά. 

Σελικά μζνει με 48 χιλ. ευρϊ. Με πόςα χριματα μπικε ςτο χρθματιςτιριο; 

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 
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ΦΤΛΛΟ ΕΡΓΑ΢ΙΑ΢ 1 

Μια γιαγιά φίλεψε τα 7 εγγόνια τθσ δίνοντάσ τουσ  χαρτηιλίκι ίδιου ποςοφ.  

Αν τα 4 παιδιά μαηί πιραν 240 ευρϊ, πόςα ευρϊ ιταν όλο το ποςό που 

ζδωςε θ γιαγιά ςτα 7 παιδιά;  

Λφςε το πρόβλθμα: 

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………… 

Αρικμθτικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

1. Γράψε τθν κλαςματικι μονάδα που εκφράηει ποιο μζροσ των 240 

ευρϊ πιρε κακζνα από τα 4 παιδιά.  

 

 

2. Πόςα ευρϊ  πιρε κακζνα από τα 4  παιδιά;    

 

 

3. ΢ε πόςεσ  κλαςματικζσ μονάδεσ  αντιςτοιχεί το ποςό που πιραν και τα 

7 παιδιά μαηί;    

 

4. Πόςα ευρϊ επομζνωσ πιραν και τα 7  παιδιά μαηί;  

 

 

 

5. Μπορείσ να βρεισ το ίδιο αποτζλεςμα κάνοντασ μόνο ζναν 

πολλαπλαςιαςμό; (Χρθςιμοποίθςε το κλάςμα τθσ ερϊτθςθσ 3 που 

εκφράηει το ποςό που πιραν τα 7 παιδιά μαηί) 
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Αλγεβρικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

1. Αν ςυμβολίςουμε με x τα χριματα που θ γιαγιά ζδωςε και ςτα 7 

εγγόνια, γράψε μια κλαςματικι αλγεβρικι ζκφραςθ (χρθςιμοποιϊντασ 

το x) που να δίνει το ποςό που πιρε κακζνα από τα 7 παιδιά.   

 

 

2. Γράψε μια αλγεβρικι ζκφραςθ (χρθςιμοποιϊντασ το ίδιο x) που να 

δίνει το ποςό που πιραν τα 4 παιδιά; 

 

3. Χρθςιμοποιϊντασ τθν ζκφραςθ που βρικεσ ςτθν προθγοφμενθ 

ερϊτθςθ, μετάφραςε ςε μια εξίςωςθ τθν ζκφραςθ: το ποςό που 

πιραν τα 4 παιδιά είναι 240. 

 

 

4. Λφςε τθν εξίςωςθ.  

 

 

 

 

 

 

Αναςτοχαςμόσ 

΢φγκρινε τουσ δφο προθγοφμενουσ τρόπουσ επίλυςθσ του προβλιματοσ. 

Γράψε τισ παρατθριςεισ ςου…………………………………………….. ……………………… 

…………………………………………………………...………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………… 
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ΦΤΛΛΟ ΕΡΓΑ΢ΙΑ΢ 2 

Σο ςοφπερ μάρκετ τθσ γειτονιάσ αγόραςε αυγά από ζναν ορνικοτρόφο 

προσ 1 ευρϊ τθν επτάδα και τα ποφλθςε όλα ςε πελάτεσ προσ  1 ευρϊ τθν 

πεντάδα. Σο κακαρό κζρδοσ του ςοφπερ μάρκετ ιταν 12 ευρϊ.  Πόςα αυγά 

είχε αγοράςει;  

      Λφςε το πρόβλθμα: 

…………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………… 

 

Αρικμθτικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

Διευκρίνιςθ: Όταν θ διαίρεςθ δεν βγαίνει ακριβϊσ ι δεν μπορεί να 

γίνει (όταν είναι αλγεβρικι ζκφραςθ), γράφουμε το πθλίκο με τθ 

μορφι κλάςματοσ 

1. Βρεσ πόςο αγόραςε το ζνα αυγό;  

 

2. Βρεσ πόςο ποφλθςε το ζνα αυγό;  

 

 

3. Βρεσ πόςο  είναι το κακαρό κζρδοσ από το κάκε αυγό;  

 

 

 

4. Χρθςιμοποιϊντασ το ςυνολικό κακαρό κζρδοσ και το κακαρό κζρδοσ 

από το κάκε αυγό, βρεσ πόςα ιταν τα αυγά; 
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Αλγεβρικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

1. Ζςτω ότι ιταν x τα αυγά. Γράψε μια αλγεβρικι ζκφραςθ 

(χρθςιμοποιϊντασ το x) που να δίνει πόςεσ επτάδεσ ιταν τα x αυγά. 

 

 

 

2. Επομζνωσ, πόςα χριματα ζδωςε το ςοφπερ μάρκετ για να αγοράςει τα 

x  αυγά;  

 

3. Γράψε μια αλγεβρικι ζκφραςθ (χρθςιμοποιϊντασ το x) που να δίνει 

πόςεσ πεντάδεσ ιταν τα x αυγά.  

 

 

4. Επομζνωσ, πόςα χριματα πιρε το ςοφπερ μάρκετ όταν ποφλθςε τα x  

αυγά;   

 

 

5. Γράψε μια αλγεβρικι ζκφραςθ  που να δίνει το κακαρό κζρδοσ από τα 

x αυγά. 

 

 

 

6. Μετάφραςε ςε μια εξίςωςθ τθν ζκφραςθ: το κακαρό κζρδοσ από τα x 

αυγά ιταν 12 ευρϊ.                                    
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7. Λφςε τθν εξίςωςθ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Αναςτοχαςμόσ 

΢φγκρινε τουσ  δφο προθγοφμενουσ τρόπουσ επίλυςθσ του προβλιματοσ. 

Γράψε τισ παρατθριςεισ ςου   .…………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………….……………………..………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………… 
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ΦΤΛΛΟ ΕΡΓΑ΢ΙΑ΢ 3 

Οι 105 μακθτζσ τθσ Α’ Γυμναςίου αςχολοφνται με δφο ακλιματα: 

ποδόςφαιρο και μπάςκετ.  Αν με το μπάςκετ αςχολοφνται 17 μακθτζσ 

παραπάνω από αυτοφσ που αςχολοφνται με το ποδόςφαιρο, πόςοι είναι οι 

μακθτζσ που αςχολοφνται με κάκε άκλθμα; 

Λφςε το πρόβλθμα: 

…………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………

……………………………………… 

Αρικμθτικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

 

1. Αν δεν υπιρχαν οι 17 επιπλζον μακθτζσ ςτο ζνα άκλθμα, τότε οι 

μακθτζσ του ποδοςφαίρου και του μπάςκετ  κα ιταν ιςάρικμοι. Βρεσ 

πόςοι κα ιταν ς’ αυτι τθν περίπτωςθ  όλοι οι μακθτζσ; 

 

 

 

2. Βρεσ πόςοι είναι οι μακθτζσ που αςχολοφνται με το ποδόςφαιρο; 

 

 

 

3. Βρεσ  πόςοι είναι οι μακθτζσ που αςχολοφνται με το μπάςκετ; 
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Αλγεβρικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

1. Ζςτω ότι x είναι ο αρικμόσ των μακθτϊν που αςχολοφνται με το 

ποδόςφαιρο. Χρθςιμοποίθςε το δεδομζνο ότι οι μακθτζσ που 

αςχολοφνται με το μπάςκετ είναι 17 παραπάνω από αυτοφσ που 

αςχολοφνται με το ποδόςφαιρο και γράψε μια αλγεβρικι ζκφραςθ 

που να δίνει τον αρικμό των μακθτϊν που παίηουν μπάςκετ. 

 

 

2. Γράψε μια αλγεβρικι ζκφραςθ που να δίνει το ςυνολικό αρικμό των 

μακθτϊν (και αυτοί που παίηουν ποδόςφαιρο και αυτοί που παίηουν 

μπάςκετ). 

 

 

 

3. Μετάφραςε ςε μια εξίςωςθ τν ζκφραςθ: ο ςυνολικόσ αρικμόσ των 

μακθτϊν είναι 105. 

 

 

 

4. Λφςε τθν εξίςωςθ.  
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ΦΤΛΛΟ ΕΡΓΑ΢ΙΑ΢ 4 

Πρόβλθμα 4 

΢ε ζνα πάρκιγκ ζχουν παρκάρει 50 οχιματα (αυτοκίνθτα και μοτοςικλζτεσ). 

Αν το ςφνολο των τροχϊν των οχθμάτων είναι 140, πόςα είναι τα 

αυτοκίνθτα και πόςεσ οι μοτοςικλζτεσ; 

Λφςε το πρόβλθμα: 

………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………….. 

Αρικμθτικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

1. Αν τα 50 οχιματα ιταν μοτοςικλζτεσ, πόςεσ κα ιταν οι ρόδεσ τουσ;  

 

 

2. Όμωσ οι ρόδεσ των οχθμάτων που υπάρχουν ςτο πάρκιγκ είναι 140. 

Βρεσ πόςεσ είναι οι επιπλζον ρόδεσ.   

 

 

3. Που οφείλεται αυτό; ……………………………………………………….…………………… 

 

4. Απ’ τισ επιπλζον ρόδεσ, ποια οχιματα μπορείσ να υπολογίςεισ; 

Τπολόγιςζ τα. 

 

5. Πόςεσ είναι οι μοτοςικλζτεσ και πόςα τα αυτοκίνθτα;   

 

Αυτοκίνθτα                                                     μοτοςικλζτεσ                                                                                                                                                                                                                                          
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Αλγεβρικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

1. Ζςτω ότι είναι x τα αυτοκίνθτα. Να εκφράςεισ με αλγεβρικό τρόπο 

(χρθςιμοποιϊντασ το x) τον αρικμό των μοτοςικλετϊν. 

 

 

 

2. Πόςεσ ρόδεσ ζχουν τα x αυτοκίνθτα; 

 

3. Γράψε μια αλγεβρικι ζκφραςθ  που να δίνει τον αρικμό των τροχϊν 

που ζχουν οι μοτοςικλζτεσ, αν αυτζσ είναι τόςεσ όςεσ λζει θ ζκφραςθ 

που ζγραψεσ ςτθν ερϊτθςθ 1.  

 

 

 

4. Δϊςε μια αλγεβρικι ζκφραςθ, χρθςιμοποιϊντασ το x,  που να δίνει τισ 

ςυνολικζσ ρόδεσ των οχθμάτων.  

 

 

 

5. Να εκφράςεισ με μια εξίςωςθ τθν πρόταςθ:  Οι ςυνολικζσ ρόδεσ των 

οχθμάτων είναι140.   
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6. Λφςε τθν εξίςωςθ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αναςτοχαςμόσ 

΢φγκρινε τουσ  δφο προθγοφμενουσ τρόπουσ επίλυςθσ του προβλιματοσ. 

Γράψε τισ παρατθριςεισ ςου   .…………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………….……………………..………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………… 
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ΦΤΛΛΟ ΕΡΓΑ΢ΙΑ΢ 5 

Ένασ επενδυτισ βάηει τα χριματά του ςτο χρθματιςτιριο. Σθν πρϊτθ 

εβδομάδα, αρχικά, διπλαςιάηει τα χριματά του, αλλά μετά χάνει 30 χιλ. 

ευρϊ. Σθ δεφτερθ εβδομάδα, αρχικά τριπλαςιάηει τα χριματα που του 

ζμειναν, αλλά μετά χάνει 54 χιλ. ευρϊ από αυτά. Σθν τρίτθ εβδομάδα, 

τετραπλαςιάηει τα χριματά τθσ προθγοφμενθσ εβδομάδασ και μετά χάνει 

72 χιλ. ευρϊ από αυτά. Σελικά μζνει με 48 χιλ. ευρϊ. Με πόςα χριματα 

μπικε ςτο χρθματιςτιριο; 

      Λφςε το πρόβλθμα: 

………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………... 
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Αρικμθτικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

1. Αν τθν τρίτθ εβδομάδα ο επενδυτισ δεν είχε χάςει τίποτα ςτο 

χρθματιςτιριο, πόςα χριματα κα είχε;  

 

 

2. Σι ςχζςθ ζχει το ποςό τθσ προθγοφμενθσ απάντθςθσ με το ποςό των 

χρθμάτων ςτο τζλοσ τθσ δεφτερθσ εβδομάδασ; 

……………………………………………………………………………………………………………… 

 

3. Χρθςιμοποιϊντασ τθν προθγοφμενθ απάντθςθ βρεσ πόςα χριματα 

είχε ςτο τζλοσ τθσ δεφτερθσ εβδομάδασ;  

 

 

 

4. Αν τθ δεφτερθ εβδομάδα δεν είχε χάςει κακόλου χριματα, πόςα 

χριματα κα είχε;  

 

5. Σι ςχζςθ ζχει το ποςό τθσ προθγοφμενθσ απάντθςθσ με το ποςό των 

χρθμάτων ςτο τζλοσ τθσ πρϊτθσ εβδομάδασ; 

…………………………………………………………………………………………………………… 

 

6. ΢το τζλοσ τθσ πρϊτθσ εβδομάδασ πόςα χριματα είχε;  

 

7. Αν δεν είχε χάςει τισ 30 χιλ. ευρϊ, πόςα χριματα κα είχε τθν πρϊτθ 

εβδομάδα;  

 

 

 

8. Με πόςα χριματα μπικε ςτο χρθματιςτιριο;  
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Αλγεβρικι επίλυςθ του προβλιματοσ 

1. Ζςτω ότι ο επενδυτισ ξεκίνθςε με x ποςό ςτο χρθματιςτιριο. Να 

εκφράςεισ  αλγεβρικά (χρθςιμοποιϊντασ το x) τθν πρόταςθ: Σθν 

πρϊτθ εβδομάδα διπλαςιάηει τα χριματά του, αλλά χάνει 30 χιλ. 

ευρϊ. 

΢το τζλοσ τθσ 1θσ εβδομάδασ: 

 

2. Να εκφράςεισ  αλγεβρικά (χρθςιμοποιϊντασ τθν ζκφραςθ που βρικεσ 

ςτθν ερϊτθςθ 1) τθν πρόταςθ: Σθ δεφτερθ εβδομάδα τριπλαςιάηει τα 

χριματά του, αλλά χάνει 54 χιλ. ευρϊ.  

΢το τζλοσ τθσ 2θσ εβδομάδασ:      

 

3. Να εκφράςεισ  αλγεβρικά (χρθςιμοποιϊντασ τθν ζκφραςθ που βρικεσ 

ςτθν ερϊτθςθ 2) τθν πρόταςθ: Σθν τρίτθ εβδομάδα τετραπλαςιάηει τα 

χριματά του, αλλά χάνει 72 χιλ. ευρϊ.  

a. ΢το τζλοσ τθσ 3θσ εβδομάδασ: 

 

4. Μετάφραςε ςε μια εξίςωςθ τθν ζκφραςθ: ΢το τζλοσ τθσ τρίτθσ 

εβδομάδασ ζχει 48 χιλ. ευρϊ. 

 

 

 

5. Λφςε τθν εξίςωςθ. 
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ΟΝΟΜΑ: 

ΘΜΕΡΟΜΘΝΙΑ:                                                          

ΣΕ΢Σ ΑΠΟΣΙΜΘ΢Θ΢ 

Να λφςετε τα προβλιματα: 

Πρόβλθμα 1 

Σα 18 παιδιά μιασ τάξθσ μοιράςτθκαν ζνα κουτί ςοκολατάκια. Όλα ζφαγαν 

τον ίδιο αρικμό και δεν περίςςεψε κανζνα. Αν τα 12 από τα παιδιά ζφαγαν 

όλα μαηί 36 ςοκολατάκια, πόςα ςοκολατάκια είχε το κουτί; 

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

Πρόβλθμα 2 

Ένασ ανκοπϊλθσ αγόραςε τριαντάφυλλα από ζνα γεωπόνο προσ ζνα ευρϊ 

τθν πεντάδα και ταποφλθςε όλα ςε πελάτεσ προσ ζνα ευρϊ τα τρία. Σο 

κζρδοσ του ιταν 20 ευρϊ.  Πόςα ιταν τα τριαντάφυλλα;  

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 
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Πρόβλθμα 3 

Ένασ αγρότθσ εκτρζφει κότεσ και κουνζλια. Αν όλα τα ηϊα μαηί είναι 80 και 

αν όλα μαηί ζχουν 290 πόδια, πόςεσ είναι οι κότεσ και πόςα τα κουνζλια; 

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 

Πρόβλθμα 4  

Ένα λεωφορείο ξεκινάει από τθν αφετθρία με κάποιον αρικμό επιβατϊν. 

΢τθν πρϊτθ ςτάςθ, δεν κατεβαίνει κανείσ, αλλά ανεβαίνουν κι άλλοι 

επιβάτεσ οπότε ο αρχικόσ αρικμόσ των επιβατϊν διπλαςιάηεται. ΢τθ 

δεφτερθ ςτάςθ κατεβαίνουν από το λεωφορείο 5 επιβάτεσ και δεν 

ανεβαίνει κανείσ. ΢τθν τρίτθ ςτάςθ, δεν κατεβαίνει κανείσ, αλλά 

ανεβαίνουν επιβάτεσ, οπότε τριπλαςιάηεται ο αρικμόσ των επιβατϊν που 

ιταν ςτο λεωφορείο πριν τθν τρίτθ ςτάςθ. ΢τθν τζταρτθ ςτάςθ κατεβαίνουν 

12 και ζτςι μζνουν ςτο λεωφορείο  μόνον 9 επιβάτεσ. Με πόςουσ επιβάτεσ 

ξεκίνθςε το λεωφορείο; 

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………… 
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