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ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ

Στην παρούσα εργασία μελετάται η μόνιμη, διδιάστατη συναγωγή που δημιουργείται 

μέσα σε μια αβαθή κοιλότητα από ομοιόμορφα κατανεμημένες εσωτερικές πηγές θερμότητας. 

Πιο συγκεκριμένα, η ροή εξετάζεται όταν τα κατακόρυφα τοιχώματα είναι ισοθερμικά και τα 

οριζόντια σύνορα αδιαβατικά. Για κοιλότητες μεγάλης αναλογίας διαστάσεων εύρους προς 

ύψος, ο προσδιορισμός της κρίσιμης περιοχής τιμών του αριθμού Rayleigh όπου κυριαρχούν μη- 

γραμμικά φαινόμενα συναγωγής, οδηγεί σε ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της λύσης για τα πεδία 

ροής και θερμοκρασίας, το οποίο έχει ισχύ στο μεγαλύτερο τμήμα της κοιλότητας (core region). 

Η μέθοδος των ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων εφαρμόζεται και για την περίπτωση που στην 

ανωτέρω ροή επιδρά εξωτερικό μαγνητικό πεδίο, οπότε η αλληλεπίδραση μεταξύ των αριθμών 

Rayleigh και Hartmann είναι αυτή που καθορίζει στην ουσία τα όρια ισχύος της ανάλυσης που 

ακολουθείται.

Στο 1° και 2° κεφάλαιο αναλύονται, αντίστοιχα, βασικές έννοιες φυσικής συναγωγής και 

ηλεκτροδυναμικής, διατυπώνονται οι εξισώσεις της συναγωγής και της μαγνητοϋδροδυναμικής 

και εφαρμόζονται οι εξισώσεις αυτές σε συγκεκριμένα απλούστερα παραδείγματα. Στο 3° 

κεφάλαιο εξετάζονται παραδείγματα εφαρμογής της μεθόδου των ασυμπτωτικών 

αναπτυγμάτων. Οι έννοιες, τα παραδείγματα και τα βασικά μαθηματικά εργαλεία που 

παρουσιάζονται στα ανωτέρω τρία κεφάλαια, συμβάλλουν στην κατανόηση, περιγραφή και 

επίλυση του προβλήματος που αναφέρθηκε στην προηγούμενη παράγραφο και που αποτελεί 

κύριο αντικείμενο μελέτης της παρούσας εργασίας. Η συναγωγή η οφειλόμενη σε εσωτερική 

παραγωγή θερμότητας μέσα σε αβαθή ορθογώνια κοιλότητα, αναλύεται στο 4° κεφάλαιο, ενώ το 

ίδιο πρόβλημα αλλά υπό την επίδραση εξωτερικού μαγνητικού πεδίου, αποτελεί αντικείμενο 

μελέτης του 5ου κεφαλαίου. Στο Παράρτημα I, υπολογίζονται στη Mathematica σχέσεις και 

επιλύονται συστήματα και εξισώσεις του 4ου και 5ου κεφαλαίου, ενώ τα αποτελέσματα για τις 

ροές που μελετώνται στο 4° και 5° κεφάλαιο, απεικονίζονται γραφικά στα Παραρτήματα II και 

III, αντίστοιχα.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1° - ΦΥΣΙΚΗ ΣΥΝΑΓΩΓΗ

1.1 Οι εξισώσεις της συναγωγής

Ο όρος συναγωγή αποδίδεται σε μια γενικότερη κατηγορία ροών στις οποίες εισάγονται 

από εξωτερική αιτία θερμοκρασιακές διακυμάνσεις, που σημαίνει, ότι οι διακυμάνσεις αυτές 

εισάγονται στο σύστημα με κάποια διαδικασία ανεξάρτητη από τη δυναμική της ροής. Δεν 

ενδιαφέρουν, επομένως, διακυμάνσεις θερμοκρασίας που προκαλούνται από τη ροή, 

προκύπτουν δηλαδή από εσωτερικά στο σύστημα φαινόμενα, όπως αδιαβατική μεταβολή του 

όγκου (διαστολή ή συμπίεση) ή ιξώδη σκέδαση. Συνήθως, οι διακυμάνσεις θερμοκρασίας 

εισάγονται από διαφορές θερμοκρασίας μεταξύ των συνόρων ή μεταξύ ενός συνόρου και του 

περιβάλλοντος ρευστού. Επίσης εισάγονται λόγω εσωτερικής παραγωγής θερμότητας που 

μπορεί να οφείλεται σε ποικίλα αίτια, όπως απορρόφηση θερμικής ακτινοβολίας, έκλυση 

λανθάνουσας θερμότητας συμπύκνωσης, κλπ. Η θέρμανση και η ψύξη είτε των συνόρων είτε 

εντός του ρευστού καταλήγουν σε μια συνεχή κατανομή θερμοκρασίας (η θερμοκρασία είναι 

μια συνεχής συνάρτηση της θέσης).

Οι θερμοκρασιακές διακυμάνσεις δίνουν αφορμή για διακυμάνσεις στις ιδιότητες του 

ρευστού, για παράδειγμα στην πυκνότητα και το ιξώδες. Μια ανάλυση που θα συμπεριελάμβανε 

όλες αυτές τις επιπτώσεις, θα ήταν αρκετά πολύπλοκη, γι’ αυτό και οι εξισώσεις που 

περιγράφουν το φαινόμενο της συναγωγής εφαρμόζονται συνήθως σε μια προσεγγιστική μορφή 

(προσέγγιση Boussinesq).

Στην προσέγγιση Boussinesq, διακυμάνσεις σε οποιαδήποτε άλλη ιδιότητα του ρευστού 

εκτός της πυκνότητας, αγνοούνται τελείως. Οι διακυμάνσεις στην πυκνότητα επίσης αγνοούνται, 

εκτός στο βαθμό που αυτές δίνουν αφορμή για επίδραση στην κίνηση της δύναμης βαρύτητας. 

Έτσι, η εξίσωση συνέχειας χρησιμοποιείται στη μορφή σταθερής πυκνότητας (DpjDt- 0):

V u = 0 (1-1)

Ομοίως, στην εξίσωση ορμής ο όρος ρ Du/Dt αντικαθίσταται από τον ρα Duj Dt, με ρα μια

σταθερή πυκνότητα, επιλεγμένη σε μια τυπική θέση. Ο δείκτης “ο” υποδηλώνει τιμή στο 

επιλεγμένο σημείο αναφοράς. Εφόσον, όμως, οι διακυμάνσεις της πυκνότητας είναι σημαντικές 

στον όρο της δύναμης βαρύτητας, ο όρος αυτός γράφεται ως εξής:

Pg = (Po +AP)g Ο'2)
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Οι σωματικές δυνάμεις ασκούνται στα κέντρα μάζας των σωματιδίων του ρευστού και 

είναι ανάλογες είτε της μάζας είτε του όγκου τους. Έστω / η ανά μονάδα μάζας σωματική

δύναμη σ’ ένα ορισμένο σημείο. Σ’ ένα δυναμικό ή συντηρητικό πεδίο -η συντηρητική δύναμη 

εξαρτάται μόνο από τη θέση του σωματιδίου μέσα στο πεδίο και όχι π.χ. από την ταχύτητα του 

σωματιδίου- η ανά μονάδα μάζας δύναμη μπορεί να γραφεί ως η κλίση μιας βαθμωτής 

συνάρτησης Φ(χ, y, ζ) που καλείται δυναμικό ή δυναμική συνάρτηση του πεδίου:

/ = V Φ (1-3)

Αν με / συμβολίσουμε την ανά μονάδα μάζας δύναμη βαρύτητας (/ = dF /dm), τότε αυτή—R —Κ * '

ταυτίζεται με την τοπική επιτάχυνση βαρύτητας g. Επειδή το πεδίο βαρύτητας είναι 

συντηρητικό, ισχύει:

Ζ«=^ = _νφ Ο’4)

όπου Φ - -(χ gx + ygv + ζ g:)

Ο όρος της δύναμης βαρύτητας στην εξίσωση ορμής παίρνει τη μορφή:

(1 -2)λ(1 -4)=^pg = pag + Ap g = -paS7<b + Ap g = -V(pa Φ) + Ap g (1-5)

Η εξίσωση Navier-Stokes γράφεται ως εξής:

Po~£ = -V/7 - V(p00) + Apg + pV2u=> po^= = -V(p + PoΦ) + Ap g + η V2u =>
p

=> Po = -VP + Ap g + ηV2u (1-6)

όπου η είναι το δυναμικό ιξώδες του ρευστού.

Αν Αρ=0, η (1-6) είναι η Navier-Stokes εξίσωση χωρίς τη σωματική δύναμη, εκτός του 

ότι η πίεση Ρ αντικαθιστά την ρ. Υπό τον όρο ότι η πίεση δεν εμφανίζεται ρητά στις συνοριακές 

συνθήκες, αυτή η αλλαγή στην πίεση δε δημιουργεί καμιά διαφορά, απλά και μόνο, θα πρέπει να 

γίνεται διόρθωση για την υδροστατική πίεση (τη διαφορά μεταξύ ρ και Ρ) αν η πραγματική 

πίεση είναι αυτή που απαιτείται. Έτσι επιβεβαιώνεται το συμπέρασμα ότι, αν η πυκνότητα είναι 

ομοιόμορφη, η δύναμη βαρύτητας δεν παίζει σημαντικό ρόλο.

Εφόσον, λόγω θερμοκρασιακών διακυμάνσεων, ενδιαφέρουν περιπτώσεις όπου Αρ # 0, 

θα πρέπει να σημειωθεί το εξής: Ο βασικός λόγος που επιβάλλει την αντιμετώπιση της 

πυκνότητας ρ ως σταθεράς σε όλους τους όρους εκτός από έναν, είναι ότι αυτός ο προτελευταίος 

όρος στην εξίσωση (1-6) μπορεί να έχει σημαντική επίδραση ακόμα κι όταν Αρ /ρα «1. Αυτό

2
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συνεπάγεται ότι όλες οι επιταχύνσεις της ροής είναι μικρές συγκρινόμενες με την τοπική

επιτάχυνση βαρύτητας |g| (δηλαδή \Du/Dt\ « |g|).

Η εξάρτηση της πυκνότητας από τη θερμοκρασία, προκύπτει ως εξής:

β =
1
{5νλ

1 (dp Λ
V UrJ Ρ Ρ UrJ

(1-7)

όπου β είναι ο συντελεστής θερμικής διαστολής και V ο ειδικός όγκος του ρευστού (V=l/p). 

f dp^
Ρ = Ρο + ^ dT 

dT i

(1-7)λ(1-8 )^Αρ = ρ-ρ0=-ρ0β/±Τ [=-ρ0β(Τ-Τ0)]

(1-8)

(1-9)

Η δυναμική εξίσωση Boussinesq είναι:

^ 'VP - g β AT + -%- V2 u
Dt Ρο ~ Ρο

(1-10)

Παραλείποντας το δείκτη “ο” και συμβολίζοντας την πίεση Ρ με ρ, η εξίσωση (1-10) 

παίρνει τη μορφή:

-^=- = ——Vp -g β AT + ν V2w 
Dt ρ ~

(1-10α)

Στο σημείο αυτό, υπενθυμίζονται ορισμένες βασικές έννοιες που αφορούν στην πίεση 

ρευστών σε ηρεμία και σε κίνηση και σχετίζονται με όσα αναφέρθηκαν ανωτέρω στην πορεία 

εξαγωγής της δυναμικής εξίσωσης. Στα ρευστά σε ηρεμία, ο δυαδικός τάσης έχει μόνο κάθετες 

συνιστώσες

=crw =σΖ2 =-ρ, (1-11)

όπου ρ είναι η στατική πίεση. Η (1-11) είναι η εξίσωση ορισμού της πίεσης των ρευστών σε 

στατική ισορροπία. Στα κινούμενα ρευστά, για τον ορισμό της πίεσης χρησιμοποιείται η 

προσεγγιστική σχέση:

σχχ+σπ+σζ

3
(1-12)

Η κατανομή της πίεσης εντός ρευστών σε ηρεμία, προκύπτει βάσει των σχέσεων: dp/dx = 0, 

dp/dy = 0 και dp/dz = pg, =-pg, από τις οποίες συνεπάγεται ότι

dp
Tp-pg

(1-13)
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όπου ζ είναι ο κατακόρυφος άξονας, με θετική φορά προς τα πάνω. Η εξίσωση (1-13) αποτελεί 

το νόμο κατανομής της πίεσης μέσα σε ρευστά που βρίσκονται σε στατική ισορροπία. Για 

ασυμπίεστα ρευστά (ρ = const), έχουμε:

(1-13)=>ρ2 -/?, = -pg(z2 -ζ,)=> ρχ = ρ2 + pgh
λ

όπου h είναι το βάθος του ρευστού κάτω από τη θέση πίεσης ρ?. Σύμφωνα με την ανωτέρω 

σχέση, η πίεση ασυμπίεστου ρευστού σε στατική ισορροπία μεταβάλλεται γραμμικά ως προς το 

βάθος h του ρευστού (υδροστατική κατανομή πίεσης). Αν συμβολίσουμε με ρ0 την πίεση που 

ασκείται στην ελεύθερη επιφάνεια του υγρού {= πίεση αναφοράς = ατμοσφαιρική πίεση στις 

περισσότερες περιπτώσεις), τότε η πίεση σε βάθος h κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια, είναι:

P = P„+pgh (1-14)

Η ανωτέρω σχέση αποτελεί τη θεμελιώδη αρχή υδροστατικής και ρ- ρη(- ρgh) είναι η 

υδροστατική πίεση.

Επανερχόμενοι στις εξισώσεις που περιγράφουν τη συναγωγή, σε ό,τι αφορά την 

εξίσωση για τη θερμοκρασία -σύμφωνα πάντα με την προσέγγιση Boussinesq- θεωρείται ότι το 

ρευστό έχει σταθερή θερμοχωρητικότητα ανά μονάδα όγκου, pcρ και ο όρος pcpDT/Dt δίνει

το ρυθμό θέρμανσης ανά μονάδα όγκου ενός σωματιδίου ρευστού. Αυτή η θέρμανση, 

προκαλείται από μεταφορά θερμότητας από γειτονικά σωματίδια ρευστού με θερμική αγωγή ή 

λόγω εσωτερικής παραγωγής θερμότητας. Οι αντίστοιχοι όροι της θερμικής αγωγής και της 

εσωτερικής παραγωγής θερμότητας που εμφανίζονται στην εξίσωση θερμότητας, είναι 

παρεμφερείς, αντιστοίχως, προς τον όρο ιξώδους και τον όρο της σωματικής δύναμης στη 

δυναμική εξίσωση.

Η θερμορροή όταν έχουμε μοριακή διάχυση (αγωγή), είναι:

Η_ = -kVT (1-15)

όπου k είναι η θερμική αγωγιμότητα του ρευστού.

Η εξίσωση θερμότητας γράφεται ως εξής:

pCp^- = -(VH) + J (1-16)

όπου J είναι ο ρυθμός της εσωτερικής παραγωγής θερμότητας ανά μονάδα όγκου.

Υπενθυμίζεται εδώ, ότι η απόκλιση W F μιας διανυσματικής συνάρτησης F -στην 

προκειμένη περίπτωση της θερμορροής //- παριστάνει από φυσική άποψη την πυκνότητα (ή
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ένταση) του ρυθμού καθαρής εκροής της ποσότητας F από ένα “σημείο” (χ,γ,ζ) του πεδίου 

της ανυσματνκής συνάρτησης F(x,y,z).

Λαμβάνοντας τη θερμική αγωγιμότητα του ρευστού σταθερή, η εξίσωση θερμότητας 

παίρνει τη μορφή:

— + U-VT = icV2T + — 
dt pcp

(1-17)

όπου K = k/pcp είναι η θερμική διαχυτότητα ή -όπως αναφέρεται μερικές φορές- 

θερμομετρική αγωγιμότητα.

Οι εξισώσεις (1-1), (1-1 θα) και (1-17) αποτελούν τις βασικές εξισώσεις συναγωγής στην 

προσέγγιση Boussinesq. Πρόκειται για μία ανυσματική και δύο βαθμωτές εξισώσεις ως προς μία 

ανυσματική και δύο βαθμωτές μεταβλητές, τις u, ρ και ΔΤ. Ο όρος - g β ΔΤ στη δυναμική

εξίσωση είναι γνωστός ως δύναμη άνωσης (buoyancy force). Η ονομασία αυτή χρησιμοποιείται 

ακόμα κι όταν το ΔΤ είναι αρνητικό και ο όρος - g β ΔΤ αντιπροσωπεύει την τάση που 

εμφανίζει το βαρύ ρευστό να κατέλθει. Οι δύο όροι στο δεξί μέλος της εξίσωσης (1-17) 

καλούνται, αντίστοιχα, όρος αγωγής και όρος παραγωγής θερμότητας. Ο όρος w-VT που 

αναπαριστά τη μεταφορά θερμότητας λόγω της κίνησης του ρευστού, καλείται όρος συναγωγής 

(advection term).

Ο συνηθέστερος τύπος συνοριακών συνθηκών για τη θερμοκρασία είναι να δίνεται η 

τιμή της στα σύνορα. Ένας άλλος τύπος, αφορά στον καθορισμό της μεταφοράς θερμότητας 

διαμέσου των συνόρων (γνωστή, δηλαδή, η βαθμίδα θερμοκρασίας).

Αξίζει να σημειωθεί, ότι η θερμική αγωγή παίζει ζωτικό ρόλο στη συναγωγή και 

αποτελεί αναπόσπαστο τμήμα της. Για παράδειγμα, όταν θερμότητα εισάγεται σ’ ένα ρευστό με 

θέρμανση ενός συνοριακού τοιχώματος, δε λαμβάνει χώρα συναγωγή θερμότητας διαμέσου 

αυτού του συνόρου, αλλά η θερμότητα μεταφέρεται στα πρώτα στρώματα του ρευστού κοντά 

στην επιφάνεια μόνο με αγωγή -μακριά από το τοίχωμα η συναγωγή είναι ο κυρίαρχος 

μηχανισμός.

Ανάλογα με τη σπουδαιότητα του ανωστικού όρου σε σχέση με τους υπόλοιπους στην 

εξίσωση (1-1 θα), παρατηρείται ένα ευρύ φάσμα δυναμικών συμπεριφορών. Οι δύο ακραίες 

καταστάσεις, όταν η δύναμη άνωσης είναι αμελητέα και όταν αυτή αποτελεί τη μοναδική αιτία 

κίνησης, ονομάζονται, αντίστοιχα, εξαναγκασμένη συναγωγή και φυσική συναγωγή. Ενδιάμεσες 

καταστάσεις είναι γνωστές ως μεικτή συναγωγή.
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1.2 Βασικές έννοιες φυσικής συναγωγής

Ροή φυσικής συναγωγής προέρχεται από ανωστικές δυνάμεις. Εισαγωγή 

θερμοκρασιακών διαφορών -για παράδειγμα με διατήρηση των συνόρων σε διαφορετικές 

θερμοκρασίες- και οι συνεπακόλουθες διαφορές πυκνοτήτων προκαλούν κίνηση: το ζεστό 

ρευστό τείνει να ανυψωθεί και το κρύο να πέσει.

Σύμφωνα με την προσέγγιση Boussinesq, οι εξισώσεις της συναγωγής για μόνιμες 

συνθήκες, χωρίς εσωτερική παραγωγή θερμότητας, είναι:

ν·Μ = 0 (1-1)

w-Vw = —-V/7 + vV2 u-g β ΔΓ (1-10β)
Ρ

u-VT = kV2T (1-17α)

Οι εξισώσεις (1-1 Οβ) και (1-17α) θα πρέπει να επιλυθούν ταυτόχρονα, καθώς 

περιλαμβάνουν και οι δύο τις ταχύτητες και τη θερμοκρασία. Η κατανομή της ταχύτητας 

ελέγχεται από την κατανομή θερμοκρασίας, αλλά η κατανομή θερμοκρασίας εξαρτάται μέσω 

της συναγωγής (advection) της θερμότητας από την κατανομή των ταχυτήτων. Δεν υπάρχει 

πιθανότητα να καθοριστεί η μία ανεξάρτητα της άλλης, όπως στην περίπτωση της 

εξαναγκασμένης συναγωγής. Για το λόγο αυτό, η φυσική συναγωγή είναι δύσκολο να μελετηθεί 

θεωρητικά και το πλήθος των πληροφοριών προέρχεται από πειραματικές μελέτες.

Σε τέτοιες πειραματικές μελέτες χρειάζεται να είναι γνωστό πότε μπορεί να εφαρμοστεί 

δυναμική ομοιότητα. Από τον καθορισμό μιας κατάστασης φυσικής συναγωγής δεν παρέχεται 

χαρακτηριστική ταχύτητα. Έτσι, δε μπορεί να οριστεί αριθμός Reynolds χρησιμοποιώντας μόνο 

τις παραμέτρους που τίθενται από το πρόβλημα. Το πόσο έντονη θα είναι η κίνηση μπορεί, 

ωστόσο, να ελέγχεται από μια χαρακτηριστική διαφορά θερμοκρασίας Θ.

Εφαρμόζοντας τις μεθόδους της διαστατικής ανάλυσης στις εξισώσεις (1-1), (1-1 Οβ) και 

(1-17α), προκύπτει ότι η δυναμική ομοιότητα εξαρτάται από δύο αδιάστατες παραμέτρους, τους 

αριθμούς Grashof και Prandtl:

Gr^f
V

(1-18)

Pr = — 
κ

(1-19)

Πρόκειται για τους αδιάστατους αριθμούς που ελέγχουν τη φυσική συναγωγή. Μόνον 

όταν και οι δύο είναι ίδιοι σε δύο όμοιες γεωμετρικά περιπτώσεις μπορεί να αναμένεται η ίδια
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μορφή ροής. Ο αριθμός Prandtl είναι μία ιδιότητα του ρευστού και, συνεπώς, η μεταφορά 

πληροφοριών από ένα ρευστό σε ένα άλλο είναι περιορισμένη. Για να μελετηθεί πλήρως μια 

δεδομένη κατάσταση φυσικής συναγωγής, απαιτείται διακύμανση του αριθμού Grashof για 

ρευστά διαφόρων τιμών του αριθμού Prandtl και, εκ των πραγμάτων, μια τέτοια μελέτη είναι 

εκτενέστερη μιας αντίστοιχης που αφορά σε μια κατάσταση, η οποία ελέγχεται από μία μόνο 

αδιάστατη παράμετρο, όπως ο αριθμός Reynolds.

Για δεδομένο ρευστό, ο αριθμός Grashof χαρακτηρίζει τον τύπο της ροής που 

αναμένεται -ποιοι δυναμικοί μηχανισμοί είναι κυρίαρχοι, αν η ροή είναι στρωτή ή τυρβώδης, 

κλπ.- όπως ο αριθμός Reynolds χαρακτηρίζει την εξαναγκασμένη ροή. Παρόλο που ο αριθμός 

Grashof δε μπορεί να εξηγηθεί γενικά και απλά σαν ο λόγος δύο δυναμικών μηχανισμών, 

εντούτοις -όπως θα φανεί στη συνέχεια- υποδηλώνει τη σχετική σημασία των δυνάμεων 

αδράνειας και των ιξωδών δυνάμεων.

Η δύναμη αδράνειας ή η ιξώδης δύναμη ή και οι δύο πρέπει να είναι της ίδιας τάξης 

μεγέθους με την ανωστική δύναμη. Η κίνηση μπορεί να πλησιάσει στη μόνιμη κατάσταση, 

μόνον όταν άλλοι όροι αντισταθμίσουν την ανωστική δύναμη. Από την άλλη πλευρά, εφόσον η 

ανωστική δύναμη είναι η αιτία της κίνησης, αυτοί οι άλλοι όροι δε μπορούν να γίνουν μεγάλοι 

συγκρινόμενοι με αυτήν.

Υποθέτουμε, αρχικά, ότι η αδρανειακή δύναμη είναι της ίδιας τάξης μεγέθους με την 

ανωστική

Μ · V« (1-20)

που σημαίνει

U2/L ~ gP® (1-21)

Η (1-21) δίνει μια χαρακτηριστική ταχύτητα που δείχνει τυπικά πόσο γρήγορα θα κινηθεί 

το ρευστό σαν αποτέλεσμα των διαφορών θερμοκρασίας

U ~ (gP®L)'12 (1-22)

Συγκρίνοντας τις τάξεις μεγέθους των δυνάμεων αδράνειας και των ιξωδών δυνάμεων, 

έχουμε:

u ■ Vm UL (8βθϊ)

V V2m V ν’ J
(1-23)

Από την (1-23) συμπεραίνεται ότι, όταν ο αριθμός Grashof είναι μεγάλος, η ιξώδης 

δύναμη είναι αμελητέα συγκρινόμενη με τις δυνάμεις άνωσης και αδράνειας. Από την άλλη 

πλευρά, για την περίπτωση μικρού αριθμού Grashof δε μπορεί να εξαχθεί αντίστοιχο
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συμπέρασμα, καθώς η φαινομενική πρόρρηση ότι η αδρανειακή δύναμη είναι μικρή, έρχεται σε 

αντίφαση με την αρχική υπόθεση ότι η δύναμη αδράνειας είναι συγκρίσιμη με την ανωστική.

Για να αντιμετωπισθεί η περίπτωση μικρού αριθμού Grashof, υποθέτουμε τώρα ότι η 

ιξώδης δύναμη είναι συγκρίσιμη με την ανωστική

V V2tt £/?ΔΓ (1-24)

που σημαίνει

U ~ gP&L2 /ν (1-25)

Συγκρίνοντας τις τάξεις μεγέθους των δυνάμεων αδράνειας και των ιξωδών δυνάμεων.

εχουμε:

| u · ν«|

V V2w
UL

ν
gfi ΘΖ,3 = Gr (1-26)

Η ανάλυση αυτή δείχνει ότι, μικρός αριθμός Grashof συνεπάγεται αμελητέες 

αδρανειακές δυνάμεις, αλλά δε σχετίζεται με την περίπτωση μεγάλου αριθμού Grashof.

Γενικά, ο αριθμός Grashof είναι ένα μέτρο της σχετικής σημασίας των ιξωδών και 

αδρανειακών επιδράσεων. Επειδή, όμως, στις σχέσεις (1-23) και (1-26) είναι υψωμένος σε 

διαφορετικές δυνάμεις, δε μπορεί να γραφεί μια γενική έκφραση για τον αριθμό Grashof σαν 

λόγο των επιδράσεων.

Σε προβλήματα συναγωγής, πρέπει να είναι γνωστό όχι μόνο ποιοι δυναμικοί μηχανισμοί 

είναι σημαντικοί, αλλά και ποιοι μηχανισμοί είναι σημαντικοί στον καθορισμό της κατανομής 

της θερμοκρασίας.

'Συναγωγή u-VT \ UL 
Αγωγή kV2T I κ

(1-27)

Όταν ο Gr είναι μεγάλος.

και, όταν ο Gr είναι μικρός, 

|wV7l
~ Gr Pr

kV2T\

(1-28)

(1-29)

Όταν ο αριθμός Prandtl είναι περίπου μονάδα -όπως για αέρια και μερικά υγρά- η 

επικράτηση της συναγωγής έναντι της αγωγής συμβαίνει πάντα ταυτόχρονα με την επικράτηση
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των αδρανειακών έναντι των ιξωδών δυνάμεων. Όταν ο αριθμός Prandtl είναι μικρός -όπως στα 

υγρά μέταλλα- ή μεγάλος -όπως σε ιξώδη λάδια και πολλά άλλα υγρά- η ανωτέρω συμφωνία δεν 

ισχύει.

Η ποσότητα

Ra = Gr Pr = 8^&L (1-30)
νκ

που εμφανίζεται στη σχέση (1-29), ο αριθμός Rayleigh, παίζει ένα σημαντικό ρόλο στη μελέτη 

της συναγωγής σε οριζόντια στρώματα.

Οι ποσότητες ULN και UL/κ που εμφανίζονται στις σχέσεις (1-23), (1-26) και (1-27), 

μπορούν να χαρακτηριστούν σαν ένας αριθμός Reynolds και ένας αριθμός Peclet, αντίστοιχα. Ο 

ρόλος τους, εντούτοις, είναι διαφορετικός από αυτόν που έχουν στις εξαναγκασμένες ροές, μιας 

και περιλαμβάνουν τη U που είναι ένα εξαρτημένο χαρακτηριστικό μέγεθος και όχι ανεξάρτητο. 

Επομένως, ο αριθμός Reynolds -ομοίως και ο Peclet- είναι εξαρτημένη αδιάστατη παράμετρος 

και μπορεί να γραφεί:

Re = / (Gr, Pr) (1-31)

Ακόμη μία σημαντική εξαρτημένη παράμετρος είναι ο αριθμός Nusselt, που δείχνει τη 

μεταφορά θερμότητας όπως στην εξαναγκασμένη συναγωγή

Nu=~, (1-32)
κ Θ

όπου Η είναι ο ρυθμός μεταφοράς θερμότητας ανά μονάδα επιφάνειας προς ή από το ρευστό και 

k ο συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας. Η διαστατική ανάλυση δίνει:

Nu - f (Gr, Pr) (1-33)

Στην ανωτέρω σχέση το Θ εμφανίζεται τόσο στον αριθμό Nu όσο και στον Gr. Ενώ στην 

εξαναγκασμένη συναγωγή συμπεραίνεται ότι η μεταφορά θερμότητας είναι ανάλογη της 

θερμοκρασιακής διαφοράς, ένα τέτοιο συμπέρασμα δε βρίσκει εφαρμογή στη φυσική συναγωγή. 

Ο αριθμός Nu πάντα -ή σχεδόν πάντα- αυξάνει αυξανόμενου του Gr, πράγμα που υποδηλώνει 

ότι, όταν όλα τα άλλα μεγέθη παραμένουν σταθερά, η μεταφορά θερμότητας αυξάνει με τη 

διαφορά θερμοκρασίας πιο γρήγορα απ’ ότι θα αυξανόταν αν τα μεγέθη Η και Θ ήταν ευθέως 

ανάλογα. Αυτό συμβαίνει λόγω του διπλού ρόλου της διαφοράς θερμοκρασίας: όσο μεγαλύτερη 

είναι αυτή τόσο μεγαλύτερος είναι ο ρυθμός μεταφοράς θερμότητας μιας συγκεκριμένης 

ταχύτητας ροής, αλλά, επίσης, όσο μεγαλύτερη είναι η διαφορά θερμοκρασίας τόσο μεγαλύτερη 

είναι η ταχύτητα της ροής.
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Μεγάλες τιμές του αριθμού Grashof παρατηρούνται πολύ συχνότερα απ’ ότι μικρές 

τιμές. Για παράδειγμα, τα σχετικά μικρά χαρακτηριστικά μεγέθη διαφοράς θερμοκρασίας και 

μήκους των 1°C και 10'Ίη, αντίστοιχα, δίνουν Gr-ΙΟ3 σε νερό και ~ΙΟ2 σε αέρα. Αυτό 

σχετίζεται με το γεγονός ότι, αρκετά έντονα ρεύματα συναγωγής συχνά εμφανίζονται σαν 

αποτέλεσμα σποραδικών διαφορών θερμοκρασίας σε οποιοδήποτε μεγάλο όγκο ρευστού που 

παραμένει σε ηρεμία.

Όταν ο αριθμός Grashof είναι μεγάλος (και ο αριθμός Prandtl δεν είναι πολύ μικρός), οι 

σχέσεις (1-23) και (1-28) συνεπάγονται την επικράτηση των αδρανειακών δυνάμεων έναντι των 

ιξωδών και της συναγωγής έναντι της αγωγής. Παρόλα αυτά, αυτό βασίζεται στην υπόθεση ότι 

το μόνο χαρακτηριστικό μήκος είναι το επιβεβλημένο, L. Αυτή η υπόθεση θα ακυρωθεί στην 

περίπτωση σχηματισμού οριακού στρώματος. (Στην περίπτωση αυτή, η ροή αναπτύσσει δική 

της κλίμακα μήκους e>, δηλαδή στην περιοχή κοντά στο τοίχωμα το χαρακτηριστικό μήκος κατά 

τη διεύθυνση την κάθετη στο τοίχωμα είναι S«L και οι ιξώδεις όροι δεν είναι αμελητέοι. 

Παρατηρούμε, επίσης, ότι ο όρος αγωγής είναι ο μεγαλύτερης τάξης διαφορικός όρος της 

εξίσωσης (1-17α), ακριβώς όπως είναι ο όρος ιξώδους στην εξίσωση Navier-Stokes). Στη 

συνηθέστερη περίπτωση όπου η ροή παράγεται από τη διατήρηση διαφορών θερμοκρασίας σε 

αδιαπέραστα σύνορα, η θερμική αγωγή ευθύνεται για την εισαγωγή θερμοκρασιακών διαφορών 

στο ρευστό. Χωρίς θερμική αγωγή το ρευστό δίπλα στον τοίχο θα μπορούσε να παραμένει σε 

διαφορετική θερμοκρασία απ’ αυτή του τοίχου' μια υποθετική κατάσταση ανάλογη με τη 

θεωρητική πιθανότητα διαφοράς ταχύτητας ρευστού και τοίχου απουσία ιξώδους. 

Παραλείποντας τη δράση της αγωγιμότητας μεταθέτουμε το πρόβλημα της συναγωγής εξ’ 

ολοκλήρου. Το σωστό συμπέρασμα όταν οι τιμές Gru2 και Gr' 2 Pr είναι μεγάλες, είναι ότι η 

ροή θα έχει χαρακτήρα οριακού στρώματος.

Οι ροές φυσικής συναγωγής υπόκεινται κατά κανόνα σε περιστροφή. Οι ανωστικές 

δυνάμεις παράγουν άμεσα στροβιλότητα (vorticity). Ως στροβιλότητα μιας ροής ορίζεται το 

διπλάσιο του ανύσματος της ταχύτητας περιστροφής του ρευστού, (στροβιλότητα ροής = 

περιστροφή του ανύσματος u της ταχύτητας). Εφαρμόζοντας τον τελεστή περιστροφής στην 

(1-1 Οα), προκύπτει:

-^= = ω -Vu + vS72 ω + /?gx V(AT) (1-34)
Dt -

Απόδειξη της (1-34):
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Ο όρος της επιτάχυνσης μεταφοράς (convective acceleration) (u · V) u είναι στην 

πραγματικότητα μια ψευδο-ανυσματική έκφραση και, είναι βολικό, να γραφεί ο όρος αυτός σε 

πραγματική διανυσματική μορφή:

(μ · V)m = V
V 2 J

- u χ (V χ μ) (1-35)

οπού u είναι το μέτρο του ανύσματος u 

Απόδειξη της (1-35):

du,
u χ (V χ μ) = («/£,) χ ' ijk Λ —k

ν ^ J

du, du ,
= ^ «Ζ -ΓΓ (e, X e*) = % μ, - J- (%„ ) =

dx, dx,

du du
= -(Vklm)ul—em =-(Sa5jm -S,Jjl)ul^-em =

du, du, du, du.
= δ,„δ ,,u. —-e„ -δ,,δ,mu, —-e_ = u, —-e, -h,

* 7/ ' dx" 7 ' ax, 7 ax, ax, ~7
e, =

_a
ax • \ 2 J

e, -
f a Λ

W,---
V teij

Uj*J =V
v 2 y

-(w · V)w

Αναπτύσσοντας τον όρο V2m -η εφαρμογή του διαφορικού τελεστή του Laplace σ’ ένα 

διάνυσμα δεν είναι ίδια με την εφαρμογή του σ’ ένα βαθμωτό μέγεθος- προκύπτει η εξής 

χρήσιμη διανυσματική ταυτότητα:

(1-36)V~u - V(V -w)-Vx(Vxw)

(l-10a)A(l-35)A(l-36)=>  ̂+ V
^ Μ2 ^

ν 2 y

- u χ (V χ u) =

=-----Vp + V
Ρ

V (V-m) -Vx(Vxw)

ασυμπίεστη
ροή

-gfi*T·.

du A u2 ^
dt v 2 y

-uxo) =-----V/7-vV χω-gP AT =>
P

— (V x w) + V x 
dt v 2 y

περιστροφή της κλίσης 
πραγματικής συν / σ7/ζ·

V χ(«χω) = --ν x(Vp)- W x(V χω)- βν x(g&T)

περιστροφή 
της κλίσης 

πραγματικής 
συν / σης
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δω
~dt

u (V · ω) - ω (V · u) + (ω ■ V) u - (u ■ V) ω

= -v[v(V-6j)-V2«]-y9 ν(ΔΓ)xg + AT Vxg
αστρόβιλο
βαρυτικό

πεδίο

δω
dt

Da)
Dt

+ {u · V)<cy u(V ω)-(ω· V)w = -vV(V ■ ω) + \/V2 ω - pV(AT)xg

-m[V-(Vxm)]-(«V)m = -vV[V-(V X«)]+VV2ffl + β g x ν(ΔΓ) :
0

η απόκλιση της 
περιστροφής 

διανυσματικής 
συν / σης

Ο
η απόκλιση της 

περιστροφής 
διανυσματικής 

συν / σης

Da)
Dt

= (ω ■ V)u + ν V2ω + βg χ ν(ΔΓ)

Στον τελευταίο όρο της εξίσωσης (1-34) συνεισφέρουν οι οριζόντιες συνιστώσες της 

κλίσης της θερμοκρασίας ν(Δ7). Η στροβιλότητα που παράγεται είναι, επίσης, οριζόντια, αλλά 

κάθετη στην κλίση της θερμοκρασίας. Το αποτέλεσμα αυτό αναλύεται από φυσική άποψη στην 

ενότητα 1.4, όπου περιγράφεται λεπτομερέστερα η φυσική συναγωγή σε κατακόρυφες και 

οριζόντιες σχισμές. Η στρεπτική ροπή που συνδέεται με την τάση του θερμού ρευστού να 

ανέλθει και του ψυχρού να κατέλθει, παράγει περιστροφή γύρω από έναν οριζόντιο άξονα.

Μια κατάσταση με οριζόντιες κλίσεις θερμοκρασίας -όπως σε μια κατακόρυφη σχισμή- 

δεν επιτρέπει ισορροπία με το ρευστό σε ακινησία, ενώ μια κατάσταση με μόνο μία κατακόρυφη 

κλίση θερμοκρασίας -όπως σε ένα οριζόντιο στρώμα- επιδέχεται τέτοια λύση ισορροπίας (η 

οποία μπορεί να είναι ευσταθής ή ασταθής). Όταν το ρευστό είναι ακίνητο, οι δυνάμεις πίεσης 

ισορροπούν τις ανωστικές. Αν από την εξίσωση (1-1 θα) απαλειφθούν οι όροι στους οποίους 

εμπλέκεται η ταχύτητα, τότε η ισορροπία μεταξύ πίεσης και δυνάμεων άνωσης περιγράφεται 

μαθηματικά από τη σχέση:

--Vp = gβAT (1-37)
Ρ

Εφόσον η περιστροφή της κλίσης της πίεσης είναι εκ ταυτότητος μηδέν (η περιστροφή της 

κλίσης πραγματικής συνάρτησης είναι μηδέν), αυτό απαιτεί:

V χ (&/?ΔΓ) = 0 => -/?^χ Υ(ΔΓ) = 0 (1-38)
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Η απαίτηση της σχέσης (1-38) ικανοποιείται μόνον όταν η κλίση της θερμοκρασίας ν(Δ7) είναι 

κατακόρυφη.

1.3 Παράδειγμα εφαρμογής των εξισώσεων συναγωγής

Θεωρούμε την περίπτωση στρωτής, μεικτής συναγωγής (φυσική και εξαναγκασμένη), 

ανάμεσα σε δύο κατακόρυφες πλάκες. Η ροή είναι διδιάστατη, μόνιμη, και οι ιδιότητες του 

ρευστού σταθερές εκτός από τη μεταβολή της πυκνότητας στον ανωστικό όρο της εξίσωσης 

ορμής. Το ρευστό έχει ομοιόμορφη ανοδική κατανομή ταχύτητας στην είσοδο του καναλιού που 

σχηματίζουν οι κατακόρυφες πλάκες. Οι πλάκες θερμαίνονται σε ομοιόμορφη θερμοκρασία, 

αλλά οι θερμοκρασίες των πλακών εν γένει είναι διαφορετικές μεταξύ τους.

Θεωρούμε, επίσης, αναπτυσσόμενη ροή και, λαμβάνοντας την κύρια διεύθυνση της ροής 

κατά τον κατακόρυφο άξονα χ (με θετική φορά του χ προς τα πάνω), οι εξισώσεις οριακού 

στρώματος που περιγράφουν το πρόβλημα είναι:

— + — = 0 (συνέχεια) (1-39)
dx dy

Τ
ν
dy

du du 
u — + v — 

dx dy

= 0 (μ-ορμή)

dp' d2u
— -pg + n-r-j (*-ορμη) 
dx dy

(1-40)

(1-41)

(
PCr

dT dT 
u— + v — 

dx dy

λ
- k

J

drT

W'
(ενέργεια) (1-42)

όπου με p' συμβολίζεται η στατική πίεση. Επίσης, στις ανωτέρω εξισώσεις, έχουμε υποθέσει

, du du dT dT , , , α.
οτι — « — και — « —, ενω εχει αγνοηθεί ο ορος των τριβών η 

dx dy dx dy
από την εξίσωση

ενεργειας.

Στην εξίσωση (1-40), ο όρος
dx -PS γράφεται ως εξής:

dp' dp' (| 9) dp'
-~f--pg = -—-(p-Po)s-p0g = -~r~ Pog + PofiW ~To)g = dx dx dx

dp'+^L+ pJ(T - T„ )g = -d<-P'.T.eD. + gPp0 (7'-70) = -~ + φ-p„ (T - T„)
dx dx dx dx
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όπου ρ” είναι η υδροστατική πίεση, η πίεση αν η θερμοκρασία ήταν Τ0 παντού. Ο δείκτης “ο ” 

υποδηλώνει τιμή στην είσοδο του καναλιού, δηλαδή στη θέση χ=0.

Παραλείποντας το δείκτη “ο ” από την πυκνότητα, η εξίσωση (1-40) παίρνει τη μορφή:

f du du ^
U---- l· v —

dx dy
= ~~ + SPP(T -TJ + η^- (χ-ορμή) 

ox dy
(l-40a)

Οι εξισώσεις (1-39), (l-40a), (1-41) και (1-42) μπορούν να αδιαστατοποιηθούν 

εισάγοντας τις ακόλουθες αδιάστατες μεταβλητές:

Τ-Τ
U = ± V = v±, X = Y = t Re = ^, P = XUL

u0 v bRe b ν pu2
θ = ·

Τ -Τ12 1 ο

όπου U είναι η αδιάστατη αξονική ταχύτητα, V η αδιάστατη εγκάρσια ταχύτητα, b η απόσταση 

μεταξύ των πλακών και ν το κινηματικό ιξώδες. Ο δείκτης “1” υποδηλώνει τιμή στον κρύο 

τοίχο, δηλαδή στη θέση y = 0, ενώ ο δείκτης “2 ” υποδηλώνει τιμή στο ζεστό τοίχο, δηλαδή στη 

θέση y = b.

(1-39): «„ ) 5U +
iv] dv-0=> r«. v) dU f v) dV

^0Rey dx U2J dY l b Uob) dx ' U2J dY

du dv n
--------+ — = 0
dX dY

(1-43)

(l-40a)=> p

u™ +
dx

v Re

v u<>b j

( 2 >u dU (mu λ dU ( 2 > dP f rtuo ΛU-----+ V — = — — + gPp(T2 - Tn )θ +
UReJ dX lb2 J dY l^Re J ox l bl )

d£ = _d^+gP(T2-T0)bRc 
dY dX

Θ +
η Re Λd2U

dY2

jj dU ( vdU dP | gP(T2-Tn)b2M 0 | d2U
dx dY dx (uGb)M2 dY2

u^+v™
dX dY

dP Gr n d2U
-----+ —Θ + —-
dX Re dY2

dY2

(1-44)

Ορίζεται η παράμετρος: Gr =
gP(T2 - To)b3 

„2
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(1-45)

(l-42)=>
\u0(T2~TM

υ™ +

I

1 
■ 

>ι___ V — -

1-----
E?1

1___

6Re ex b2 dY b2

u„b jj 8Θ
v Re ΘΧ

+ V 30
dY

ίκλδ2θ _ ττδθ δθ 1 δ2θU \ v —
UJsr2" " δΧ ' ' δΥ Pr δΥ2

(1-46)

Οριακές συνθήκες:

Για X=0, 0<Y<1: U=l, V=0, θ=0, P=0 

Για X>0, Y=0: U=0, V=0, 0=rT, όπου rT=(TI-T0)/(T2-T0)

Οι ανωστικές επιδράσεις γίνονται 

αισθητές πολύ κοντά στην είσοδο του καναλιού. 

Η άνωση προκαλεί αυξημένη ροή μάζας κοντά 

στα τοιχώματα, και καθώς η συνολική ροή μάζας 

είναι σταθερή, οι ταχύτητες του ρευστού κοντά 

στον άξονα μειώνονται. Εφόσον η άνωση οδηγεί 

σε αυξημένες ταχύτητες κοντά στα τοιχώματα, το 

προφίλ της ταχύτητας αποκτά ένα κοίλο σχήμα 

κοντά στο κέντρο και το κοίλωμα αυτό γίνεται
Σχ. 1-1 Προφίλ ταχύτητας για rT=l και rT=0,5

-Εξάρτηση από την παράμετρο Gr/Re 7110 έντονο καθώς αυξάνει ο λόγος Gr/Re

(Σχήμα 1-1).

Όταν ττ= 1, για οποιαδήποτε τιμή του Gr/Re, το κοίλωμα τελικά εξαφανίζεται και, σε 

μεγάλη απόσταση από την είσοδο, το προφίλ αποκτά το παραβολικό σχήμα το προβλεπόμενο 

από τη θεωρία της πλήρους ανεπτυγμένης ροής. Για ασύμμετρες θερμοκρασίες τοιχωμάτων (ττ 

<1), το κοίλωμα ποτέ δεν εξαφανίζεται τελείως. Επίσης, το προφίλ της ταχύτητας εμφανίζει μια 

λοξότητα προς το ζεστό τοίχωμα (Υ = 1), η οποία είναι τόσο μεγαλύτερη όσο μικρότερος είναι ο 

λόγος των θερμοκρασιακών διαφορών των τοιχωμάτων rj. Η παραμόρφωση στο προφίλ της 

ταχύτητας ελαττώνεται, ωστόσο, σε αυξημένη απόσταση X.

Για Χ>0, Y=l: U=0, V=0, Θ=1
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1.4 Φυσική συναγωγή μεταξύ παραλλήλων τοιχωμάτων

Θεωρούμε ένα στρώμα ρευστού ανάμεσα σε παράλληλα τοιχώματα, τα οποία 

διατηρούνται σε διαφορετικές θερμοκρασίες, και αντιπαραβάλλουμε τις ροές που σχηματίζονται 

σε κατακόρυφα και οριζόντια στρώματα (Σχήμα 1-2). Το βασικό χαρακτηριστικό σ’ αυτή την 

αντιπαράθεση είναι ότι, για το κατακόρυφο στρώμα, κίνηση θα υπάρχει πάντα -αν και δεν 

ξέρουμε πάντα τι μορφή θα υιοθετήσει- ενώ για το οριζόντιο στρώμα, το πρώτο ερώτημα που 

τίθεται είναι πότε το ρευστό κυκλοφορεί.

Σχ. 1-2 Κατακόρυφες και οριζόντιες σχισμές (slots)

Υποθέτουμε ότι η απόσταση d μεταξύ των τοιχωμάτων που διατηρούνται σε 

θερμοκρασίες Τι και Τ2 είναι μικρή συγκρινόμενη με τις άλλες διαστάσεις του στρώματος. Έτσι, 

τα άλλα τοιχώματα θα έχουν σχετικά μικρή επίδραση σ’ αυτά που συμβαίνουν στο στρώμα. 

Θερμότητα άγεται στο ρευστό από το θερμό τοίχωμα, μεταφέρεται μέσω του στρώματος και 

αποβάλλεται με αγωγή στο ψυχρό τοίχωμα. Αν αντί του ρευστού στο χώρο υπήρχε στερεό, τότε 

η μεταφορά θερμότητας διαμέσου του στρώματος αυτού θα γινόταν, επίσης, με αγωγή. Η 

θερμοκρασία θα έπεφτε γραμμικά από τη θερμή προς την ψυχρή πλάκα. Όταν ο χώρος 

καταλαμβάνεται από ρευστό σε κίνηση, η κατανομή θερμοκρασίας είναι περισσότερο 

πολύπλοκη, αλλά κι εδώ, το ρευστό κοντά στο θερμό τοίχωμα είναι θερμότερο από αυτό που 

βρίσκεται κοντά στο ψυχρό τοίχωμα. Συνδεδεμένες με αυτές τις θερμοκρασιακές διακυμάνσεις 

είναι διακυμάνσεις στην πυκνότητα -το θερμότερο ρευστό είναι ελαφρότερο- και η αιτία της 

κίνησης είναι η διαφορετική βαρυτική δύναμη ανά μονάδα όγκου που δρα σ’ αυτές τις διαφορές 

πυκνότητας. Το ρευστό θα παρέμενε ακίνητο, αν Γ/ = Γ? ή αν η πυκνότητα παρέμενε 

αμετάβλητη με τη θερμοκρασία ή αν δεν υπήρχε πεδίο βαρύτητας.

Ο αριθμός Rayleigh -στην περίπτωση της φυσικής συναγωγής δε μπορεί να οριστεί ένας 

αριθμός Reynolds μιας και δεν υπάρχει χαρακτηριστική ταχύτητα από τα δεδομένα του 

προβλήματος- δίνεται από τη σχέση:
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Ra = Gr Pr = (1-47)
gP(T2-Tx)d3

\IK

Σε ό,τι αφορά τη ροή όταν το στρώμα είναι κατακόρυφο 

και, καθώς το ρευστό στην αριστερή πλευρά είναι θερμότερο 

από αυτό στη δεξιά, περιμένουμε το ρευστό να ανέλθει από τα 

αριστερά και να κατέλθει από τα δεξιά, όπως χαρακτηριστικά 

φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Δεν υπάρχει πιθανότητα το ρευστό 

να παραμείνει σε ακινησία όταν 7) # Τι.

Για αρκετά χαμηλό αριθμό Rayleigh, η ροή πράγματι 

συνίσταται σε μια απλή κυκλοφορία, όπως αυτή στο Σχήμα 1-3. 

Όμως, όπως συμβαίνει με την αύξηση του αριθμού Reynolds, 

έτσι και η αύξηση του αριθμού Ra οδηγεί σε μια σειρά αλλαγών 

στη ροή. Μια πλήρης μελέτη του φαινομένου πρέπει να γίνεται για διάφορες τιμές του αριθμού 

Prandtl, ενώ πρέπει να εξετάζεται και η επίδραση του λόγου h/d, καθώς μια ροή που εκτείνεται 

από την κορυφή μέχρι τη βάση, όπως αυτή στο Σχήμα 1-3, επηρεάζεται από το λόγο h/d, 

ακόμα κι όταν ο λόγος αυτός είναι μεγάλος.

Σχ. 1-3 Η απλούστερη μορφή 
ροής όταν έχουμε συναγωγή 

σε κατακόρυφη σχισμή

Μ

Σχ. 1-4 Κατανομή της 
κατακόρυφης ταχύτητας 

στο μέσον του ύψους

Το διπλανό σχήμα δείχνει αλλαγές στην κατανομή 

-εγκάρσια στη σχισμή- της κατακόρυφης ταχύτητας, ενώ 

συνολικά, η γεωμετρία της ροής εξακολουθεί να συνίσταται σε μία 

και μοναδική κυκλοφορία (όπως αυτή στο Σχήμα 1-3). Αρχικά όλο 

το ρευστό παίρνει μέρος στην κυκλοφορία. Καθώς ο αριθμός 

Rayleigh αυξάνεται, η κίνηση εστιάζεται προοδευτικά σε “οριακά 

στρώματα” κοντά στο θερμό και κρύο τοίχωμα, αφήνοντας σχεδόν 

ακίνητο ρευστό στην περιοχή κοντά στο κέντρο. Στο Σχήμα 1-4, 

τα προφίλ της ταχύτητας μετρήθηκαν στο μέσον του ύψους, 

εγκάρσια σε κατακόρυφη σχισμή που περιείχε παραφίνη, για 

διάφορες τιμές του αριθμού Rayleigh: (a) 3,1 ΙΟ4, (b) 2,95 ΙΟ5, 

(c) 6,6 ΙΟ5, (d) 3,6 ΙΟ6. Η θερμοκρασία στην περιοχή κοντά στο 

κέντρο ήταν σχεδόν σταθερή σε κάθε οριζόντιο επίπεδο, αλλά 

υψηλότερη στην κορυφή της σχισμής απ’ ότι στη βάση.

Σε επόμενο στάδιο εξέλιξης της ροής -με περαιτέρω 

αύξηση του αριθμού Rayleigh- αυτή η μία και μοναδική 

κυκλοφορία που καταλαμβάνει όλο το ύψος της σχισμής γίνεται
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ασταθής και καταστρέφεται, ενώ δημιουργείται ένας αριθμός μικρότερων περιοχών 

κυκλοφορίας σωρευμένων κατακόρυφα η μία πάνω στην άλλη. Η κίνηση μπορεί να 

χαρακτηριστεί ως “cellular”. Η κατεύθυνση της κυκλοφορίας είναι ίδια σε κάθε κελί - πυρήνα 

(cell) κι έτσι το ρευστό ανέρχεται πάντα από τη θερμή πλευρά και κατέρχεται από την ψυχρή.

Η μορφή αυτή της κίνησης προϋποθέτει μεγάλες κλίσεις 

ταχύτητας ανάμεσα σε γειτονικά κελιά. Σα συνέπεια αυτού, μπορεί 

να θεωρηθεί το αμέσως επόμενο στάδιο εξέλιξης της ροής. Μικρά 

κελιά ανάστροφης κυκλοφορίας εμφανίζονται μεταξύ των κύριων 

κελιών και ενεργούν, κατά μία έννοια, ως “ενδιάμεσοι τροχοί ή 

γρανάζια” στις κύριες κυκλοφορίες. Τα μικρά κελιά δεν 

εκτείνονται προς το θερμό και ψυχρό τοίχωμα και είναι σχεδόν 

ισοθερμικά.

Η ροή όπως περιγράφηκε ανωτέρω, και παρότι εμφανίζεται 

αρκετά περίπλοκη, εντούτοις παραμένει μέχρι στιγμής μόνιμη. Για 

πολύ μεγάλες τιμές του αριθμού Rayleigh γίνεται μη-μόνιμη και η 

“cellular” γεωμετρία διαταράσσεται. Στο Σχ. 1-5, απεικονίζονται 

σχηματικά τα κύρια χαρακτηριστικά της συναγωγής υψηλού 

αριθμού Rayleigh (> ~106) σε κατακόρυφη σχισμή.

Αν το ρευστό ανάμεσα στα τοιχώματα είναι ακίνητο, η 

κατανομή θερμοκρασίας είναι η γνωστή γραμμική κατανομή που 

δίνει η μεταφορά θερμότητας με αγωγή:

. „ σ2-Γ,)ζ
d

όπου ζ είναι η απόσταση από το τοίχωμα θερμοκρασίας Γ2.

Αν το στρώμα είναι οριζόντιο (οριζόντια σχισμή), η σχέση (1-48) δε συνεπάγεται 

οριζόντιες διακυμάνσεις στη θερμοκρασία και, κατ’ επέκταση, στην πυκνότητα., οπότε δεν 

παρατηρείται η κυκλοφορία που περιγράφηκε στη συναγωγή σε κατακόρυφη σχισμή -ανοδική 

κίνηση ρευστού από τη θερμή πλευρά και καθοδική από την ψυχρή. Στην περίπτωση συναγωγής 

σε οριζόντια στρώματα, το ρευστό βρίσκεται σε ισορροπία κι αν, μάλιστα, είναι Τγ< Τι, όπου 

Γ? η θερμοκρασία στην επιφάνεια της βάσης, τότε το ρευστό θα παραμένει πάντα ακίνητο. Από 

την άλλη πλευρά, όταν 7γ> Τι, βαρύ κρύο ρευστό βρίσκεται πάνω από ελαφρύ θερμό ρευστό. 

Αν το πρώτο κινηθεί προς τα κάτω και το δεύτερο προς τα πάνω, απελευθερώνεται δυναμική 

ενέργεια και η έκλυση αυτή παρέχει κινητική ενέργεια για την κίνηση. Ενδέχεται, επομένως, η

Σχ.1-5 Κύρια χαρακτηριστικά 
της συναγωγής υψηλού Ra

(1-48)
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ισορροπία στην οποία βρίσκεται το ρευστό να είναι ασταθής. Έτσι, όταν το ρευστό ρέει, αυτό δε 

συμβαίνει λόγω έλλειψης ισορροπίας (δηλαδή λόγω έλλειψης λύσεων των εξισώσεων που 

περιγράφουν το πρόβλημα με το ρευστό σε ακινησία), αλλά γιατί η ισορροπία είναι ασταθής. Η 

δυναμική κατάσταση ενός οριζόντιου στρώματος ρευστού θερμαινόμενου από κάτω και 

ψυχόμενου από πάνω είναι γνωστή με το όνομα Benard (ή Rayleigh - Benard).

Η ανισότητα Τ2 > Τ/ αποτελεί αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει κίνηση, αλλά όχι και 

ικανή. Στην αστάθεια αντιτίθεται η τριβική δράση του ιξώδους. Επίσης, αντίθετη είναι και η 

επενέργεια της θερμικής αγωγιμότητας, η οποία τείνει να εξαλείψει τη θερμοκρασιακή διαφορά 

ανάμεσα στις θερμές και ψυχρές ζώνες που ακολουθούν, αντίστοιχα, ανοδική και καθοδική 

πορεία. Κίνηση παρατηρείται, μόνον όταν η αποσταθεροποιητική επίδραση της διαφοράς 

θερμοκρασίας είναι αρκετά ισχυρή ώστε να υπερνικήσει τις ανωτέρω αντίθετες δράσεις και, κάτι 

τέτοιο συμβαίνει, όταν ο αριθμός Rayleigh είναι αρκετά μεγάλος. Σημειώνουμε εδώ, ότι οι 

παράγοντες που ωθούν την κίνηση -ο συνδυασμός θερμοκρασιακής διαφοράς, επακόλουθης 

θερμικής διαστολής και βαρύτητας- είναι στον αριθμητή του κλάσματος της εξίσωσης (1-47), 

ενώ οι παράγοντες που αναφέρθηκαν ανωτέρω ως αντίθετοι, είναι στον παρονομαστή.

Αστάθεια παρατηρείται, όταν ο αριθμός Rayleigh υπερβεί μια κρίσιμη τιμή γύρω στο 

1700, ανεξάρτητα από τον αριθμό Prandtl. Κάτω από αυτή την τιμή το ρευστό παραμένει 

ακίνητο. Πάνω από την κρίσιμη τιμή, το ρευστό εμφανίζει θερμές ανυψούμενες ζώνες και 

ψυχρές κατερχόμενες, με οριζόντια κίνηση στην κορυφή και τη βάση για τη διατήρηση της 

συνέχειας, όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 1-6. Το ανερχόμενο ρευστό χάνει τη θερμότητά του 

με θερμική αγωγή, όταν φτάνει κοντά στο ψυχρό τοίχωμα της κορυφής και κινείται ξανά προς 

τα κάτω. Όμοια, το ψυχρό καθοδικό ρευστό θερμαίνεται κοντά στο τοίχωμα της βάσης και 

ανέρχεται ξανά. Όταν η ροή είναι μόνιμη, η συνεχής απελευθέρωση δυναμικής ενέργειας -που 

παρέχεται από τη θέρμανση στη βάση και την ψύξη στην κορυφή- αντισταθμίζεται από την 

ιξώδη διάχυση μηχανικής ενέργειας.

-r / ///////////////////// /.

: ΟΟΟΟΟΟΟ
Tj ΤΤΤΓΓΤΤ 77 7 ΤΤΤ7 ΤΓΓΓΓΓΓΤΤ

Σχ. 1-6 Σχηματική απεικόνιση της συναγωγής Benard 
για Ra λίγο πάνω από την κρίσιμη τιμή

Όπως με τη συναγωγή σε κατακόρυφη σχισμή, αλλαγές στη ροή παρατηρούνται όταν 

μεταβάλλονται οι αριθμοί Rayleigh και Prandtl. Επιπρόσθετα, η ροή είναι ευαίσθητη σε 

μεταβολές των ιδιοτήτων του ρευστού -κυρίως του ιξώδους- με τη θερμοκρασία.
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Για τιμές του Ra όχι πολύ πάνω από την κρίσιμη τιμή, η συναγωγή εμφανίζει πάντα μια 

μόνιμη ή σχεδόν μόνιμη γεωμετρία, όπως υποδηλώνεται από το Σχήμα 1-6. Τα επιμέρους 

χαρακτηριστικά τμήματα μιας τέτοιας γεωμετρίας είναι γνωστά ως κελιά συναγωγής (convection 

cells ή Benard cells). Αύξηση του αριθμού Rayleigh έχει ως τελικό αποτέλεσμα τυρβώδη 

κίνηση.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2° - ΜΑΓΝΗΤΟΫΔΡΟΔΥΝΑΜΙΚΗ

2.1 Βασικές αρχές και έννοιες ηλεκτρομαγνητισμού

Υπάρχουν ηλεκτρικά φορτία: 

σημειακά q (Cb), και

χωρική πυκνότητα φορτίου p(r,t) (Cb/m3)

Η κίνησή τους συνεπάγεται, αντίστοιχα: 

νηματοειδές ηλεκτρικό ρεύμα ; (Α), και 

χωρική πυκνότητα ρεύματος J (A/m2)

Αν το εσωτερικό γινόμενο J · ds αντιστοιχεί στα φορτία που περνούν από τη στοιχειώδη 

επιφάνεια ds σε χρόνο dt, τότε ισχύουν οι σχέσεις:

Δυνάμεις:

Coulomb μεταξύ ακίνητων φορτίων ή

Laplace μεταξύ παράλληλων νηματοειδών ρευμάτων

Ενδιάμεσα μεγέθη που διευκολύνουν (αντί των δυνάμεων):

Πεδία E(r,t) και B(r,t) ως ενδιάμεσα μεγέθη 

Ε :ένταση ηλεκτρικού πεδίου (Volt/m)

Β :πυκνότητα μαγνητικής ροής ή μαγνητική επαγωγή (Tesla=Wb/m2) 

F = q(E + uxB) :η δύναμη σε φορτίο q που κινείται με u 

dF = (ρΕ + J χ B)dV :η δύναμη σε μικρό όγκο dV 

Αντιστοιχίες: q <-> pdV και qu<^> ,/dV

(Ρ,Ι) Maxwell ΗΚ, Β) = my εξ. κίνησης Ηθέση, ταχύ τητα)

► Αγώγιμα υλικά Ε => J(E)

3 συνιστώσες: Jx (Ex, Ey, EJ

Jy (Εχ, Ey, Ed

Jz (Εχ, Ey, Ed
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Το ηλεκτρικό πεδίο προκαλεί την εμφάνιση ρεύματος

Μικροσκοπικός v.Ohm: J = σ Ε +>I = —U 
R

σ :ειδική αγωγιμότητα (S/m ή Ω''/m)

► Διηλεκτρικά υλικά Ε => ττόλωση Ρ(Ε) 

σωτης >F = qE

D = εαΕ + Ρ(Ε) διηλεκτρική μετατόπιση (Cb/m2) 

D = εΕ

ε διηλεκτρική σταθερά ή επιτρεπτότητα (Farad/m)

► Μαγνηπκά υλικά Β => μαγνήτιση Μ(Β)

*σωτης >F = quxB

σε όλα τα υλικά εκτός των σιδηρομαγνητικών (Fe, Co, Ni)

Η = — Β - Μ_(Β) : ένταση μαγνητικού πεδίου (A/m)
Μο

μ

μ ιμαγνητική διαπερατότητα (H/m), μ0=4π ΙΟ'7H/m

Από πειράματα ε0μ0 = —y, ca = 3 ΙΟ8 m/sec (ταχ. φωτός σε κενό)

1 ΙΟ’9 F
£° ~ 2 _ isc μ 36/γ ϊϊιο r*o

' D) = ε 'Ε'
Β = μ Η

X = σ Λ,
(.../m2) σταθερές(...ι m) 

υλικου

Στα κεφάλαια 2.2 έως και 2.4 εισάγονται οι βασικές έννοιες και οι νόμοι που διέπουν την 

κλασική θεωρία ηλεκτρομαγνητικών φαινομένων. Η συνοπτική παρουσίαση των εξισώσεων του 

Maxwell εστιάζεται στην εφαρμογή τους σε μακροσκοπικά συστήματα. Όσον αφορά δε την 

κίνηση φορτισμένων σωματιδίων, εδώ και στη συνέχεια, θεωρείται ότι οι ταχύτητές τους είναι
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μικρές σχετικά με την ταχύτητα του φωτός, ώστε η κίνησή τους να περιγράφεται ικανοποιητικά 

από τη Νευτώνια μηχανική χωρίς “σχετικιστικές” διορθώσεις.

2.2 Ηλεκτροστατικές Δυνάμεις

Θεωρούμε ένα σύστημα φορτισμένων σημειακών σωματιδίων τα οποία χαρακτηρίζονται 

από τη μάζα mk και το ηλεκτρικό φορτίο qk, καθώς και τα διανύσματα rk και uk που δηλώνουν, 

αντίστοιχα, τη θέση και την ταχύτητα του k σωματιδίου (k=l,2,...).

Στο σημείο r του χώρου μπορούμε να ορίσουμε, χρησιμοποιώντας τη γενικευμένη 

συνάρτηση S του Dirac, δύο (μικροσκοπικά) μεγέθη: την πυκνότητα pm του ηλεκτρικού φορτίου 

Pm(L,t) = YjgkS{r-rk(t)) (2-1)
k

και την πυκνότητα J_m του ηλεκτρικού ρεύματος

= (2-2)
k

Η διατήρηση του φορτίου συνεπάγεται την ταυτότητα:

dlPm(L,i) + V-Jm(r,t) = 0 (εξίσωση της συνέχειας) (2-3)

Οι αλληλεπιδράσεις των φορτίων προσδιορίζονται από το νόμο του Coulomb. 

Συγκεκριμένα, η δύναμη F_q (r) που ασκείται σε ένα φορτίο q στη θέση r από άλλα φορτία qk

στις θέσεις rk είναι:

Fq{r) = qEm{r_) (2-4)

όπου το ηλεκτρικό πεδίο Em(r) δίνεται από τη σχέση:

EJD 1 y<lk(r-Lk)
4πε0 k Ir-rk 3

(2-5)

Οι δυνάμεις είναι μακράς εμβελείας -αντιστρόφως ανάλογες της απόστασης δύο 

φορτίων- και ισχύει η αρχή της επαλληλίας. Χρησιμοποιείται το διεθνές σύστημα μονάδων (SI) 

και για το λόγο αυτό εισάγεται στην (2-5) η διηλεκτρική σταθερά ή επιτρεπτότητα ε0 του κενού. 

Σημειώνεται, ακόμη, ότι ο νόμος του Coulomb αυστηρά ισχύει για ακίνητα σωματίδια, είναι 

όμως πολύ καλή προσέγγιση στην περίπτωση κίνησης με μικρές ταχύτητες.

Το ηλεκτρικό πεδίο -ακριβέστερα το ηλεκτροστατικό πεδίο- είναι αστρόβιλο
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Vx£m(r) = Ο (2-6)

και, κατά συνέπεια, μπορεί να γραφεί ως η κλίση ενός βαθμωτού πεδίου, συγκεκριμένα του 

ηλεκτρικού δυναμικού

Em(r) = ~VUm(r), Um(t) (2-7)

Το δυναμικό ικανοποιεί την εξίσωση του Poisson:

[ν21/„( Γ)^ΔΙ/.(Γ) = -·^ά ον·£.(τ) = ρΛι) (2-8)

2.3 Μακροσκοπικά Μεγέθη

Εάν υποθέσουμε ότι τα σημειακά φορτία της προηγούμενης ενότητας είναι ηλεκτρόνια
ο ο

και ιόντα και τα μεταξύ τους διαστήματα της τάξης των 10' m [=\ A (angstrom) ], τότε σε 

μακροσκοπική κλίμακα ενδιαφέρει η προσέγγιση των μικροσκοπικών μεγεθών με πιο ομαλές 

συναρτήσεις. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιείται μια (θετική) συνάρτηση K(r), που ουσιαστικά

μηδενίζεται για |r| > d -όπου d είναι ένα εξαιρετικά μικρό διάστημα (π.χ. d της τάξης 10'6m)- το 

δε ολοκλήρωμά της ισούται με τη μονάδα:

K(r) > 0, \K(r)dr = 1 (2-9)

Το “μακροσκοπικό” μέγεθος f(r) ορίζεται συναρτήσει του “μικροσκοπικού” μεγέθους 

fm(r) από τη σχέση (συνέλιξη):

f{r)=\dr! K(r-rJ)fm(r_') (2-10)

Πρόκειται για ένα μέσο όρο τηςγξ, σε έναν όγκο d3 με κέντρο το σημείο r .

Εφαρμόζοντας την (2-10) στην (2-3) προκύπτει η εξίσωση συνεχείας

d,p(r,t) + V-J(r,t) = 0 (2-11)

που συνδέει τα “μακροσκοπικά” μεγέθη της (μέσης) πυκνότητας ηλεκτρικού φορτίου p(r,t) και 

της (μέσης) πυκνότητας ηλεκτρικού ρεύματος J(r,t).
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Επίσης, το μέσο ηλεκτρικό πεδίο E(r) ικανοποιεί εξισώσεις αντίστοιχες των 

μικροσκοπικών, δηλαδή

ρ(όV · E(r) = (2-12)

V χ E(r) = 0

Για το ηλεκτρικό δυναμικό U(r) έχουμε:

U(r) = -±- \r^\dr' και 
4πεο J |r — r |

[v2U(r) =1 Δ£/(γ) = £(r) = -VC/(r)

(2-13)

(2-14)

(2-15)

Σημειώνεται ότι η (2-14) είναι ειδική λύση της εξίσωσης του Poisson, η γενική λύση της 

οποίας είναι U(r) + O(r), όπου O(r) είναι τυχούσα λύση της εξίσωσης του Laplace ΔΦ = 0.

Χρησιμοποιώντας τα θεωρήματα των Gauss και Stokes, είναι δυνατόν οι εξισώσεις για 

το ηλεκτρικό πεδίο να διατυπωθούν σε ολοκληρωτική μορφή:

(2-16)

(2-17)

Στην (2-16) Q είναι το συνολικό φορτίο (αλγεβρικό άθροισμα των φορτίων) στο χώρο V που 

περικλείεται από την επιφάνεια S.

Υπενθυμίζεται ότι:

- απόκλιση = ροή /μονάδα όγκου

- στροβιλισμός = κυκλοφορία /μονάδα επιφάνειας

2.4 Κλασική Ηλεκτροδυναμική

Στην περιοχή της ρευστομηχανικής που χαρακτηρίζεται ως μαγνητορευστοδυναμική, 

εξετάζονται, σε συνδυασμό με την ηλεκτροδυναμική, φαινόμενα ροής αγωγίμων ρευστών υπό 

την επίδραση μαγνητικού πεδίου. Από την αλληλεπίδραση ροής και πεδίου εμφανίζονται
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ηλεκτρικά ρεύματα στο ρευστό, αναπτύσσονται ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις που επηρεάζουν 

τη ροή και προκαλούνται μεταβολές στο μαγνητικό πεδίο.

Για την περιγραφή ηλεκτρομαγνητικών φαινομένων εισάγονται τα δύο βασικά 

διανυσματικά μεγέθη: το ηλεκτρικό πεδίο E(r,t) και η μαγνητική επαγωγή B(r,t). Ειδικά, η 

δύναμη που ασκείται σε ένα φορτισμένο (σημειακό) σωμάτιο μάζας m και φορτίου q, στη θέση 

r με ταχύτητα u είναι:

Ο πρώτος όρος είναι η συνήθης ηλεκτροστατική δύναμη, ενώ ο δεύτερος, γνωστός ως 

δύναμη Lorentz, εμφανίζεται μόνο για κινούμενα σωμάτια.

Σημειώνεται ότι ο τύπος (2-18) δεν είναι απόλυτα ακριβής και ισχύει για ταχύτητες πολύ 

μικρότερες αυτής των ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων ( |μ| « c).

Στη μακροσκοπική θεωρία του ηλεκτρομαγνητισμού τα πεδία Ε και Β προσδιορίζονται 

από την πυκνότητα του ηλεκτρικού φορτίου pel (r,t) και την πυκνότητα του ηλεκτρικού ρεύματος 

Jel(r,t) με βάση το σύστημα των (διαφορικών) εξισώσεων του Maxwell. Επειδή ενδιαφέρουν 

φαινόμενα σε συνεχή μέσα -και όχι στο κενό- είναι χρήσιμη η εισαγωγή των εξής 

διανυσματικών μεγεθών: της μετατόπισης D(r,t) και του μαγνητικού πεδίου H(r,t), τα οποία 

είναι συναρτήσεις των Ε και Β , αντίστοιχα. Οι εξισώσεις της ηλεκτροδυναμικής γράφονται 

στη μορφή:

Eem =q E(r,t) + quxB(r,t) (2-18)

VD = pel (Coulomb-Gauss) (2-19)

Vx^ = Je, +d,D

Vx £ = -d,B

WB = 0 (μη ύπαρξη μαγνητικών μονοπόλων)

(Ampere-Maxwell)

ηλεκτρικό ρεύμα => μαγνητικό πεδίο

δ, D :όταν ηλεκτρομαγνητικά κύματα

(Faraday)

μεταβάλλεται το μαγνητικό πεδίο => ρεύμα 

Β αλλάζει => £ => J(E)

(2-20)

(2-21)

(2-22)

Από τις εξισώσεις (2-19) και (2-21) προκύπτει η διατήρηση του ηλεκτρικού φορτίου:

d,Pe, +V'lei= ° (2-23)
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Είναι συνθήκη για τη συμβατότητα των εξισώσεων της ηλεκτροδυναμικής. Μάλιστα, για 

την ικανοποίηση της (2-23) ο Maxwell πρότεινε την τροποποίηση του (πειραματικού) νόμου του 

Ampere με την προσθήκη του όρου 5, D, του λεγομένου ρεύματος μετατόπισης.

Απόδειξη της (2-23):

(2-19 )=>^ = Pel 
οχ,

/ΟΟΙΛ 3Η> J 50’/(2-21)=» eklm —— em = J , e, + — e.
dx. el J - J dt

(2-19a) 

(2-2 la)

(2-19a):

'“"dp.

dPe, d
dt dt

dD, 

y dx, j

d (dD,dPe
dt dx, l dt

dt

dPel dJ

d_
dx. dt dx,

dH,) dJelJ
'kli dx,

el A d ( dH 3 dH2

dt dx. dx. V dx2 dx
+ -

3 J dx.
dHL_dH1 

\dx 3

k J 

\

dx,

dx
+ -

i J dx
dH2 dH,

3 V dx, dx2 J

d,pel+y-Jel =
d2H, d2 H, d2H, θ2//, d2H, a2//,
abc,ax2 dx^dx2 dx2dx2 dx2dx^ dx2dx{ dx2dx2

d.Pe, +V-lel =0

Οι ανωτέρω εξισώσεις πρέπει να συμπληρωθούν από τις “συστατικές σχέσεις” με τις 

οποίες τα μεγέθη D και Η_ εκφράζονται συναρτήσει των Ε και Β. Είναι πειραματικό 

δεδομένο ότι στο κενό

0 = ε0Ε, Β = μαΗ (2-24α, β)

όπου ε0 = 8,85 ΙΟ'12 F m' είναι η ηλεκτρική επιτρεπτότητα του κενού ή διηλεκτρική σταθερά, μ0 

= 4π 10'17 Η ml η μαγνητική διαπερατότητα του κενού και (εα μ0)~ι = C2 με c την ταχύτητα του 

φωτός στο κενό, c = 299.792.458 m s'1 ακριβώς!

Στα προβλήματα που ενδιαφέρουν εδώ, αρκεί να θεωρήσουμε ότι ισχύουν οι γραμμικές 

σχέσεις της μορφής (2-24) με σταθερές ε και μ που χαρακτηρίζουν το υλικό.

D = sE καλή προσέγγιση

Β = μ EL για μικρές ταχύτητες (σε σχέση με c)
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Γενικά, όμως, τα ε και μ είναι συναρτήσεις διαφόρων μεγεθών, ειδικά δε της συχνότητας 

στην περίπτωση ταλαντώσεων. (Εδώ δεν ενδιαφέρουν οι ταχύτητες των ηλεκτρομαγνητικών 

κυμάτων).

Για τη φαινομενολογική περιγραφή των μακροσκοπικών φαινομένων σε υλικά μέσα, 

χρειάζεται να έχουμε τη σχέση της πυκνότητας ρεύματος J_el με τα πεδία Ε και Β. Θεωρούμε 

ότι η σχέση είναι γραμμική και δίνεται από τον (τοπικό) νόμο του Ohm:

Let = E'(r,t) (2-25)

όπου σ είναι η ειδική αγωγιμότητα του υλικού και Ε' το ηλεκτρικό πεδίο σε ένα σύστημα 

αναφοράς ως προς το οποίο το υλικό μέσο -στην προκειμένη περίπτωση το ρευστό- είναι 

(στιγμιαία) ακίνητο. Για τον προσδιορισμό του E'(r,/) είναι αναγκαίο να μετασχηματιστούν οι 

εξισώσεις (2-19) έως και (2-22) σε ένα νέο σύστημα αναφοράς που κινείται ως προς το αρχικό 

με ταχύτητα u(r,t), την ταχύτητα του ρευστού στη θέση r τη χρονική στιγμή t. Το πρόβλημα 

αυτό δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολο, αλλά χρειάζεται να διερευνηθεί με προσοχή, διότι οι 

εξισώσεις του Maxwell είναι συναλλοίωτες ως προς τους μετασχηματισμούς του Lorentz και όχι 

αυτούς του Γαλιλαίου. Προκύπτει, πάντως, ότι για μικρές ταχύτητες (μη-σχετικιστική 

προσέγγιση, |w| « c) έχουμε τη σχέση Ε'= Ε + u x Β και, κατά συνέπεια, ο νόμος του Ohm για 

κινούμενο μέσο είναι:

Lei (£,0 = σ \E(r,t) + u(r,t) χ (2-26)

Επισημαίνεται η ομοιότητα της εξίσωσης (2-26) με την εξίσωση (2-18) για τη δύναμη 

του Lorentz.

Σχετικά με εφαρμογές στη μαγνητορευστοδυναμική, επιτρέπεται συχνά η απλοποίηση 

των εξισώσεων της ηλεκτροδυναμικής για δύο λόγους. Ο ένας είναι ότι, σε κάθε οσοδήποτε 

μικρό αλλά μακροσκοπικό όγκο του αγώγιμου μέσου οι πυκνότητες θετικών και αρνητικών 

φορτίων είναι πρακτικά ίσες. Άρα στην εξίσωση (2-19) η πυκνότητα του ηλεκτρικού φορτίου 

μπορεί να θεωρηθεί μηδενική (pei ~ 0, μέσο “οιονεί ουδέτερο” (quasi - neutral)). Ο δεύτερος 

λόγος είναι ότι, επειδή η αγωγιμότητα είναι μεγάλη, πρέπει το ηλεκτρικό πεδίο |£| ~ |μ| |£| -δεν

ενδιαφέρουν εξωτερικά ηλεκτρικά πεδία- και, για μικρές ταχύτητες και ταλαντώσεις με μικρές 

συχνότητες, στην εξίσωση (2-21) μπορεί να παραληφθεί το ρεύμα μετατόπισης του Maxwell.
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2.5 Μαγνητοϋδροδυναμική

Εξετάζεται η σχετικά απλή περίπτωση ασυμπίεστου αγώγιμου ρευστού, στο οποίο 

ασκούνται δυνάμεις που επάγονται από εξωτερικό μαγνητικό πεδίο. Η περιοχή αυτή 

χαρακτηρίζεται ως μαγνητοϋδροδυναμική (magnetohydrodynamics - MHD), ενίοτε όμως, ο όρος 

χρησιμοποιείται και για συμπιεστά ρευστά. Το πεδίο της ταχύτητας u(r,t) του ρευστού είναι 

σωληνοειδές και ικανοποιεί την εξίσωση των Navier - Stokes (Νευτώνειο ρευστό):

V· u(r,t) = 0 (2-27)

ρ \d, u + (μ · V)m]= -Vp + η V2w + f (2-28)

όπου ρ είναι η πυκνότητα του ρευστού, ρ η πίεση, η ο συντελεστής ιξώδους και / η— cm

ηλεκτρομαγνητική δύναμη (ανά μονάδα όγκου). Έχουν αγνοηθεί άλλες δυνάμεις που τυχόν 

δρουν στο ρευστό, ειδικά δε η δύναμη της βαρύτητας που είναι γενικά αμελητέα (εκτός 

ορισμένων προβλημάτων αστροφυσικής).

Η έκφραση της / προκύπτει εύκολα από την εξίσωση (2-18), διότι είναι ο μέσος όρος— em

των ηλεκτρομαγνητικών δυνάμεων που ασκούνται στα φορτισμένα σωμάτια σε ένα στοιχειώδη 

όγκο δν. Εάν <amjCI> συμβολίζει το μακροσκοπικό “μέσο όρο” ενός μικροσκοπικού μεγέθους, 

τότε οι (μακροσκοπικές) πυκνότητες ηλεκτρικού φορτίου και ρεύματος ορίζονται αντίστοιχα 

από τις σχέσεις:

(2-29)

Τα αθροίσματα περιλαμβάνουν όλα τα σωμάτια μέσα στον όγκο δ¥ γύρω από τη θέση που 

ορίζεται από το διάνυσμα r. Προφανώς, οι σχέσεις (2-29) είναι «ακριβείς» στο όριο dV—> 0, 

αλλά δεν είναι αναγκαίο εδώ να διερευνηθεί αυστηρά αυτό το σημείο. Επομένως:

fem = Pei K + JelxB (= Jel x B) (2-30)

όπου η απαλοιφή του όρου pel Ε στηρίζεται στη συνθήκη της “οιονεί ουδετερότητας” ρει ~ 0

του ρευστού. Χρησιμοποιώντας το νόμο του Ampere (εξίσωση (2-21) χωρίς το ρεύμα 

μετατόπισης του Maxwell), έχουμε τελικά:
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(2-31)/ = — (V χ β) χ β = —— -V|5|2-(BV)B
~ μ μ L2

Απόδειξη της (2-31): 

(2-21 )=> Vx// = Je/

Β = μΗ^Η = -Β
μ

(2-21β)Λ(2-32Η!/ε/ = — V χ β
μ

(2-21β) 

(2-32)

(2-33)

(2-30) => / = - (V X Β) X Β = - ε,„ (V χ Β), BJ e„ = - «„ ε„ —βΖ,ί, 
— μ μ μ οχ,

Έστω η συνιστώσα της δύναμης για k=3:

s 1 η dBm 1
fi ~ ειβεUm Bj - —μ οχ, μ

D D 3Β2 δΒ, δΒ,
£m£mB2 Λ + ^123^132-^2 - + £2U£213^1 - + £2\3^231 Β\ ~Γ~ν α*2 3*3 3*, δχ, j

μ

]_

μ

Β.
dB,
δχ-.

Β,

δΒ, δΒ, 5β,"
β. 2 +β β,

δχ3 ' 3c, 3*3 ,

1 <5(βΑ)1 1 1 δ|β|2

2 δχ, y β 2 δχ.

μ
Β

8Β, 
δχ,

-Β,
δΒ,

δχ3 J

-(β·ν)β3

Η ροή όμως -πιο σωστά το ηλεκτρικό ρεύμα στο ρευστό- επηρεάζει το πεδίο. Από τους 

νόμους του Ohm και Ampere, εξισώσεις (2-26) και (2-21), υπολογίζουμε την περιστροφή V χ J

VxJ = ct[Vx£ + Vx(«xZ?)] = -Vx(VxZ?) (2-34)
μ

και χρησιμοποιώντας ταυτότητες του διανυσματικού λογισμού, λαμβάνοντας υπόψη τις 

εξισώσεις (2-27) και (2-20), έχουμε

V x £ =---- -S72B-(BV)u + (uV)B (2-35)
σ μ

Απόδειξη της (2-35):

(2-34) => V χ £ = —ί— V χ (V χ β) - V χ (μ χ β) (2-34α)
σ μ

Ισχύουν οι ταυτότητες:

V χ (V χ β) = V(V · β) - V2 β
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v X (u x B) = u (V · B) - B ('V · u) + (B · V)w - (w · V)5

(2-34α)=> V χ £ - 1 V(V ■ Β) - V2 Β _ u (V · Β) - Β (V · U) + (Β ■ V)K - (u ■ V)B
σ μ =ο

1 1__

1 ,
=>Vx£ =--------V2 B - (B ■ W)u + (u ■ V)B

σ μ

(2-28)λ(2-31)=> p [d,u + (u · V)w]= -Vp + ηV2u - — V|5|2 + — (B ■ V)B
2μ μ

dtu + {u· V)m = -
1

Vp + —v|5|2 
. 2μ

+ mV2u + -^—(B-V)B.
μρ

dlu + (u-V)u = - — V 
P

P + —\B\2 
2//'-'

+ vV2w + — (B-V)B
μρ

(2-22)λ(2-35) ^>-d,B = —— V2 B - (B · V) u + (u ■ V) B =>
σ μ

^d,B = (BV)u-(u-V)B + — V25 
σ μ

Συνοψίζοντας, οι εξισώσεις της μαγνητοϋδροδυναμικής ασυμπίεστου ρευστού είναι:

(2-27)

(2-36)

(2-37)

(2-38)

(2-20)

όπου ν είναι ο συντελεστής κινηματικού ιξώδους, ρ η πυκνότητα του ρευστού, μ η μαγνητική 

διαπερατότητα και σ η ειδική αγωγιμότητα του υλικού.
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Σημειώνεται ότι το γινόμενο (σ μ)'1 καλείται συχνά συντελεστής μαγνητικής διάχυσης, ενώ 

στην εξίσωση (2-36) η συνολική πίεση Ρ είναι το άθροισμα της πίεσης ρ και της λεγομένης

μαγνητικής πίεσης \β\2 /2μ. Ο λόγος της ρ προς τη μαγνητική πίεση β = 2μ ρ/\β\ είναι μία

βασική παράμετρος, γνωστή ως β-αριθμός (β-number), που χαρακτηρίζει τις διατάξεις 

μαγνητικής συγκράτησης πλάσματος.

Προκειμένου να γραφούν οι εξισώσεις της μαγνητοϋδροδυναμικής σε αδιάστατη μορφή, 

έστω ιι0, 10 και Β0 είναι, αντίστοιχα, τα χαρακτηριστικά μεγέθη της ταχύτητας, του μήκους και 

της μαγνητικής επαγωγής. Κατά συνέπεια, ta = lQ / uQ και ρ„ = ρ u0 . Τα αδιάστατα μεγέθη 

συμβολίζονται με αστερίσκο και είναι:

» u . χ . Β . t . ρ
u = —, X =7=-. Β = — , t = —, Ρ =------Υ

Uo 1ο Βο to pu„
(2-39)

(2-27)= V* u =0 (2-40)

du _ d(u uG) _ du 

~dt~
= u

du dt du 1
= u..

° dt dt " dt * t
du
~dt

f.. \

V K j

du
~dJ

d2u d du d ( au0 du d ( aU„ du dx u0 d2u 1

dx,dx, dx, dx, Jo dx, Jo dx' y dx /„ dx, dx, l„
V2 ^ tL ^

i \ ( \
Uo V7*2 *V u => V2u = u„ A* ·Δ u

U2J Jo2)

(2-36)=

^ du ( 2 Λ
■ +

J dt < v
(u -V )u =-

r 2 λ
PUp
pK

VP +
Ju ^

Δ u +
V lO )

f Bp2 Λ
PPh

(Β -V’)P

(P* V*)P* =>

(2-41)
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(2-3T)^>P = pu.1p+^-
2μ

Β P . 1
------2=P +T
PUo

ί 5«2 1
*

52

. , Rh
P = p +

2
B (2-42)

(2-38)=
f B, Λ

V to j

SB ( B„u λ
dt

(B · V*)m -
V lo J

( L λ dB

\KUo J dt
- = {B -V )u — (w -V )B +

fw 5 Λ

Κ J

1

(μ ·ν )5 + f Β„ λ

\°ΜΚ j

Δ* Β’

{σμΙη“ο)
Δ* 5*

ο 13 * * * * * * 1**ι
^- = (β ·ν )w -(μ -V )5 + — Δ Β 
dt R„. ~

(2-43)

(2-20)= V* Β =0 (2-44)

Παραλείποντας τον αστερίσκο, οι εξισώσεις της μαγνητοϋδροδυναμικής ασυμπίεστου 

ρευστού σε αδιάστατη μορφή, γράφονται ως εξής:

(2-40)

(2-41)

ν·Μ = 0

d,u + (u- V)w = -VP + -V2u + Rh(B-V)B
Re

(2-45)

(2-46)

(2-47)

(2-48)

(2-49)

Ορίζονται οι παράμετροι:

Re = —— αριθμός Reynolds
ν
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Rm =σμ/„Μ„

ρμιι02

μαγνητικός αριθμός Reynolds 

αριθμός μαγνητικής 7ΐίεσης

2.6 Παράδειγμα εφαρμογής των εξισώσεων μαγνητοϋδροδυναμικής

Μια απλή εφαρμογή των εξισώσεων της μαγνητοϋδροδυναμικής (σε αδιάστατη μορφή) 

είναι η περίπτωση μόνιμης ροής σε παράλληλες μονωτικές πλάκες, Πι και Π2 και ομογενές 

εξωτερικό πεδίο Βα. Είναι η ροή Poiseuille στην υδροδυναμική που μελετήθηκε από τον 

Hartmann για αγώγιμα ρευστά. Σχηματικά έχουμε τη διάταξη:

Π,

Π2

λ/ \

+1

r1!Ζ ) >

(|s,|=i)

i

Β„

i -1

Το εξωτερικό πεδίο είναι κάθετο προς τις πλάκες και ο άξονας χ είναι κατά την 

κατεύθυνση της ροής. Η ροή θεωρείται αναπτυγμένη, δηλαδή από μαθηματική άποψη οι πλάκες 

είναι απείρων διαστάσεων (ως προς χ και ζ). Για λόγους συμμετρίας τα μεγέθη -που εξ’ 

υποθέσεως δεν εξαρτώνται από το χρόνο- είναι συναρτήσεις μόνο της συντεταγμένης y, με 

εξαίρεση την πίεση που εξαρτάται (γραμμικά) από το χ.

Για τις συνιστώσες uy, Β}, και Jy έχουμε: 

du (y)
(2-45)=> V · u = 0 => = ο => u = C,

dy

dBy
(2-49)=>V ·β = 0 => —- = 0=> Βν =C2

ty

dJy(2-23)=> V · J_el = 0 => —— = 0=> Jv =C3
dy

Οι σταθερές C/, C2, C3 προσδιορίζονται από τις οριακές συνθήκες:
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u(y - ±1) = Ο => Cx =0 

By{y>\) = B0=\^>C2=Bc=\

J y (.y = ±1) = 0 => C3 = 0

Η τελευταία σχέση προκύπτει από το ότι εξετάζουμε την περίπτωση μονωτικών πλακών.

Προβάλλοντας την εξίσωση (2-46) στους τρεις άξονες, έχουμε:

Λ dP 1 d~u dBx
0 = + * +Rh x

dx Re dy2 dy
(2-5 0a)

dP
0 =------ => P = P(x)

dy
(2-50β)

dy
(2-50γ)

Ομοίως από την εξίσωση (2-48):

Q-dux , 1 ά'Βχ
dy Rm dy2

(2-5 la)

0 = 0 (2-51β)

o= 1 **■ 
K dy2

(2-51γ)

(2-50α),(2-50β)=>— = — C (σταθερά) 
dx Re

(2-52)

.. . 1 d2ur „ dBr 1
(2-50α)Λ(2-52)=> x + Rh x = C

Re dy dy Re
(2-53)

To πρόβλημα τελικά ανάγεται στο σύστημα (ux=u, Bx=b):

(2-53)=> ^ U +ReRhdb =C 
dy2 dy

(2-54)

_ ^, . d2b „ du
(2-51a)=> 2 +Rm =0

dy dy
(2-55)

Οριακές συνθήκες: 

u(y=±l) = 0, b(y=±l) = 0

Η πρώτη οριακή συνθήκη είναι η συνθήκη μη-ολίσθησης της υδροδυναμικής. Η δεύτερη, 

προκύπτει από το νόμο του Ampere (χωρίς το ρεύμα μετατόπισης) και το γεγονός ότι σε
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μονωτικό τοίχωμα δεν έχουμε ηλεκτρικό ρεύμα. (Για τα αγώγιμα -μεταλλικά- τοιχώματα το 

πρόβλημα των οριακών συνθηκών για το μαγνητικό πεδίο απαιτεί λεπτομερέστερη ανάλυση).

Η σταθερά C προσδιορίζεται από χαρακτηριστικό της ροής, π.χ. μέση ταχύτητα της ροής, 

u = — £ u(y) dy, δηλαδή τη συνολική ροή (ανά μονάδα πλάτους).

Η ταχύτητα δίνεται από τη συνάρτηση:

cosh R - cosh(R y)
^ R cosh R - sinh R

με u = 1 και R=Ha, τον λεγόμενο αριθμό του Hartmann 

R = Ha = ^/Re Rh Rm

Η μαγνητική επαγωγή είναι:

... 1 R2 sinh R
b{y) =

Re R,, R cosh R - sinh R
sinh(/£ y) 

sinh R

Για R = 0 (=> sinh R = 0 και cosh R = 1 και, εφαρμόζοντας τρεις φορές τον κανόνα του 

L’ Hospital) η ταχύτητα είναι

u(y)\R=0=^(i-y2),

η γνωστή παραβολική μορφή της ροής Poiseuille.

Το διάγραμμα που ακολουθεί δίνει την κατανομή ταχύτητας για διάφορες τιμές του 

αριθμού Hartmann, όπως αυτή υπολογίστηκε με τον κώδικα DIAN3D σε μελέτη για 

αναπτυσσόμενη ροή σε πεπερασμένες πλάκες.
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2.7 Παράδειγμα εφαρμογής των εξισώσεων μαγνητοϋδροδυναμικής και συναγωγής

Θεωρούμε την περίπτωση μόνιμης, ασυμπίεστης και στρωτής ροής ηλεκτρικά αγώγιμου 

ρευστού (με σταθερές φυσικές ιδιότητες), το οποίο βρίσκεται μέσα σε διδιάστατη τετράγωνη 

κοιλότητα με μήκος πλευρών H(=lm). Η πάνω και κάτω επιφάνειες της κοιλότητας είναι 

πλήρως μονωμένες, ενώ οι κάθετες πλευρές βρίσκονται σε σταθερές θερμοκρασίες Τη και Tc, 

αντίστοιχα. Εφαρμόζεται ομογενές εξωτερικό μαγνητικό πεδίο έντασης Βα, παράλληλο προς τις 

μονωμένες πλευρές της κοιλότητας. Οι δυνάμεις που επιδρούν στο ρευστό είναι η δύναμη άνωσης 

και η ηλεκτρομαγνητική δύναμη Lorentz (δύναμη υστέρησης). Το φαινόμενο Joule και η ιξώδης 

διάχυση θεωρούνται μηδενικά.

Η επίδραση του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου εισάγεται στις εξισώσεις της κίνησης 

σύμφωνα με τον όρο Jel χ Β, το εξωτερικό γινόμενο της πυκνότητας του ηλεκτρικού ρεύματος

και της έντασης του μαγνητικού πεδίου (δύναμη Lorentz).

(2-30)λ(2-3 1 )=> Jd χ Β = — ('V x Β) χ Β = -V ' 1 'β\2^
2μ'

+ -(ΒΛ/)Β
μ

Ο πρώτος όρος της ανωτέρω εξίσωσης μπορεί να συμπεριληφθεί στον όρο της πίεσης, ενώ 

λαμβάνεται υπόψη και το εσωτερικό μαγνητικό πεδίο που δημιουργείται λόγω της κίνησης του 

ρευστού. Επειδή, όμως, στα προβλήματα φυσικής συναγωγής οι ταχύτητες του ρευστού είναι 

σχετικά μικρές, η επίδραση του υπαγόμενου εσωτερικού μαγνητικού πεδίου μπορεί να παραληφθεί 

(μοντέλο χαμηλού RfJ.

Οι εξισώσεις ροής και μεταφοράς στην κοιλότητα έχουν τη μορφή:

dii dv .— + — = 0 (συνεχεία) 
dx dy

du du 1 dP
u — + v— =------------+ V

dx dy p dx
rd2u d2uΛ

dx2 dy μρ

(
B.

dB dB,

V
+ Bvdx - dy

dv dv 1 dP
U------1- V— =------------- h V

i d2v d2v^ (

dx dy p dy ^cbr dy‘ y
- + - + gpAT + -

μρ
Br

dB

(χ-ορμή)

55.Λ

P = p +
2μ'

\B\

dBx dB du n du 1
u—— + v—- = Bx — + BV— + — 

dx dy dx dy σμ
fd2B, d2B λ

dx2
+ -

dy2

(2-27a) 

(2-56)

Ο-ορμή) (2-57) 

(2-37)

(μαγνητικό πεδίο, x-δ/νση) (2-58)

-21 +
dx dy
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(μαγνητικό πεδίο, ^-δ/νση) (2-59)
dBy dB dv dv 1

u —+ v—= Br — + B, — + -
( ^2

dx

dBx dBv 
—- + —— 
dx dy

Pcr\

dy dx dy σμ

d B„ d B2 D Λ

dx2
■ + ·

^2

= 0 (μη ύπαρξη μαγνητικών μονοπόλων)

(ενέργεια)
( dT dTλ ( d2T d2T^

U------ h V---- = k —- +—-
^ dx dy J [dx1 dy2)

(2-20α)

(2-60)

όπου ν είναι ο συντελεστής κινηματικού ιξώδους, ρ η πυκνότητα του ρευστού, μ η μαγνητική 

διαπερατότητα και σ η ειδική αγωγιμότητα του υλικού.

Οι εξισώσεις ροής και μεταφοράς μπορούν να αδιαστατοποιηθούν εισάγοντας τις 

ακόλουθες αδιάστατες μεταβλητές:

χ =
Η y Η

uH νΗ
u = V = T =■

τ-τ0
Θ

Β. =■Β,
Β„

β'-Β>
Β* ~τ

Ρ = ρΜΙ
ρ\ι2

Η ανωτέρω αδιαστατοποίηση για τις συνιστώσες της ταχύτητας αποτελεί φυσική επιλογή όταν 

δεν υπάρχει χαρακτηριστική ταχύτητα -όπως συμβαίνει σε ροές φυσικής συναγωγής. Έτσι, για 

την αδιαστατοποίηση των συνιστωσών της ταχύτητας χρησιμοποιούνται το χαρακτηριστικό 

μήκος Η και η μοριακή διαχυτότητα ορμής \i[=]m2/s. Επίσης, Θ (στην εξεταζόμενη περίπτωση 

Θ = Τη - Τ0) είναι η χαρακτηριστική διαφορά θερμοκρασίας που χρησιμοποιείται για την 

αδιαστατοποίηση του ΔΤ = Τ-Τ0.

(2-27α)=>

> du
t +

( v ^ dv*
—r = 0 =>

du* dv*
—r + —r = 0

\H ) dx [h2j dy dx dy
(2-61)

(2-56):
1 ( . du * du ^ 1 {A 2 Γ

— u , +v =----- —

H ^ dx dy j P UJ H
dP
dx

■ +

+ ν
j/_j_
Η Η:

d2u d2u 
+

Λ

dx*2 dy'2
+
ί β2Υ

ρμΗ
_ . dB „ . dB. 
Β. —Υ + Β,

dx dy

( ν2 ν , du * du ^ 
u —— + V

V dx* dy'

( .,2 Λ dP
dx

■ +

ν#3;

V a2 * a2 *d u d u
-----T ------ ~
dx* dy

+
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+
kPV11 Λ

η 'Μ* ,η*^,
Β· ~^Γ+Β- W

* du* . du* dP*
'U —— + v —- =------ +

dx dy dx

^2 * ^2 ♦o u o u
*2 + -

dx dy
+
f B2H2Y n,dB* n . as/λ

PPV

r)P
(u* ■ V*)u* = -^ + A*u* +Rh(B* Λ7*)ΒΧ 

dx
(2-62)

(2-57): '_v_V_j_
// J //

^ . dv* . dv* ^
■ + v

P

Y „ λ2
P

+ v
h~t?

dx* dy*

+ gp®T* +

H
dP
dy*

+

a2 * a2 * d v 5 v
- + -

dx ’ dy

' B.2 Y.. as;

Λν
s.

dx
+ 5,

.dB * Λ

Φ'

^ v2 Υ ♦ dv* . dv

A

*Y
+ v

dx dy 

+ gp®T* +

Y ..2 Λ ap

ί B2 ^

v pph j\
B.

J

. dB

dy
■ +

f^YdW d2v*λ
H3

dx
y +B'SBy

+ B’ V

Acbt’2 + dy’2

* Λ

+

* dv . dv dP
>u —jr + v —- =-----— +

dx dy dy

' B2H2^

κρμν2 A

Y a2 * -,2 * )5 v d v ( g/?0//Y
ydx*2 dy*2) v! J

T +

+
. dBy . dBv 

B ~dc^+ y ~d/

(u V*)v* ~ + ^v +GrT* +Rh(B* V*)By* 
dy

(2-63)
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(2-37 )=>P = f v^2
p'+^-B,,2

2μ
B PH2 . 1

—r = p + — 
/9V‘ 2

f Β2Η2λ
B

ρμΜ

P'=p+^ 
2

* 2
5 (2-64)

(2-58): XvY . 55 , 55
M  -i—h V

*λ

dx dy
BJL
H2

V
B

* du * du

A Sx * + 5y*
+

+
5. V

σμΗ'
525^ + 525Λ

A dx

. 55t . 55
> u —^- + v

dx 5y*
1 »·&' . .βιι')
s' a7+s' V)

+ -
1 V5* 525.

(σμν)
+ -

5x* 5y*

(«■•V)S;=(5'V)«,+-J-A,S1 (2-65)

<2-59HtfJ
55 55 * Λ

V dx
y +v* ^

f 5.,vv
//2

5.
5v*

+ 5
5v * Λ

cbc* ' φ;*

+
5. V λ2 2 η ‘ Λ525μ 5 5ν

dx
,2

dy
.2

55

dx

, 55 ^
' +ν* ' η *gv ι Ρ ,gV

' 5χ* * 5ν*

λ 5 5„ 5 52 η *Λ
+ ■

J (σμΜ)\ dx
.2 - + -

dy’

(«••ν·)Β;=(ΐ··ν·)ν·+7-Δ·β;
Λ!

(2-66)
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(2-67)(2-20α)= V
Η)

(dB'x δΒν'λ 
+ y

dx' dy
= 0:

J

(2-60)=
νΘ 

Η2
.δΤ ,δΤ 

u —— + ν
♦Λ

cbc* dy*

IV VI = 0h*«6

κ-Θ^Ιίδ2Τ* δ2Τ* 
------- +----- --

V" J

1
(w -V )T = —Δ T

Pr
(2-68)

Ορίζονται οι παράμετροι:

Gr = gp®H!_

Rm =^V

Bq2h2

ρμ"2

αριθμός Grashof 

μαγνητικός αριθμός Reynolds

αριθμός μαγνητικής πίεσης

Pr =
ν
κ

Ra = Gr Pr =
gpQH'

v/r

αριθμός Prandtl 

αριθμός Rayleigh

Ο αριθμός Gr, που αποτελεί μια σημαντική αδιάστατη ομάδα μεταβλητών στη φυσική 

συναγωγή, εκφράζει την επίδραση των ανωστικών δυνάμεων σε σχέση με τις δυνάμεις ιξώδους 

που επιδρούν στο ρευστό. Ο αριθμός Pr εκφράζεται από το λόγο του κινηματικού ιξώδους 

(διαχυτότητα ορμής) προς τη θερμική διαχυτότητα κ. Ο αριθμός Rayleigh που συναντάται στα 

φαινόμενα φυσικής συναγωγής, σχετίζεται με την εμφάνιση μιας μεταβατικής κατάστασης από 

στρωτή σε τυρβώδη ροή, η οποία εξαρτάται από το σχετικό μέγεθος των δυνάμεων άνωσης και 

ιξώδους στο ρευστό. Σε προβλήματα φυσικής συναγωγής, αν ισχύει Ra< ΙΟ9 r\ ροή είναι στρωτή. 

Οι συσχετίσεις για τυρβώδη ροή στηρίζονται κατά κανόνα σε πειραματικά αποτελέσματα.

Σε πολλές εφαρμογές η θερμοκρασιακή διαφορά Θ δεν είναι γνωστή, αλλά μπορεί να 

μετρηθεί η σταθερή ροή θερμότητας Q που περνάει από κάποια πηγή. Για παράδειγμα, σε ένα 

πρόβλημα που μελετάται το φαινόμενο της φυσικής συναγωγής γύρω από μια θερμαινόμενη 

γραμμική πηγή, μπορεί είτε να μετρηθεί η θερμοκρασιακή διαφορά μεταξύ της πηγής και του 

περιβάλλοντος ρευστού μακριά από αυτή, είτε να προσδιοριστεί η ποσότητα της σταθερής

41
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 02:58:45 EEST - 3.147.51.31



θερμορροής που εκλύεται από τη γραμμική πηγή. Σε περιπτώσεις, λοιπόν, που η ροή θερμότητας 

του προβλήματος είναι γνωστή και, όταν η θερμορροή εκφράζει το ρυθμό θερμότητας ανά 

μονάδα μήκους (W/m), οι αριθμοί Ra και Gr τροποποιούνται ως εξής:

Ra = Gr?r = ^Q~- , Gr = 8^^H 
pcrMK pcr\l κ

Όταν η θερμορροή εκφράζει το ρυθμό θερμότητας ανά μονάδα επιφάνειας (W/m2), οι σχέσεις 

που δίνουν τους αριθμούς Ra και Gr παίρνουν τη μορφή:

Ra = Gr?r -
pCpMK2 ’

Gr =
pcpv2K

Ο αριθμός Hartmann που συναντάται στα προβλήματα μαγνητοϋδροδυναμικής ορίζεται 

ως εξής:

Ha2 = Rh Rm
σΒ2Η2 

ρ\ι

Έτσι, οι αδιάστατες εξισώσεις της ορμής μπορούν να γραφούν χρησιμοποιώντας τον αριθμό 

Hartmann (αντί του αριθμού μαγνητικής πίεσης Rh)·

(2-62α)

(2-63α)

2.8 Η ηλεκτρομαγνητική δύναμη χωρίς εξωτερικό ηλεκτρικό πεδίο

Η ηλεκτρομαγνητική δύναμη (δύναμη Lorentz), δίνεται από τη σχέση:

/ =le,*l _ am —— (2-30)

Από το νόμο του Ohm για κινούμενο μέσο και, θεωρώντας ότι δεν έχουμε εξωτερικό 

ηλεκτρικό πεδίο, προκύπτει:
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(2-26α)Lei = σ(ΗΧ 5)

(2-30)Λ(2-26α)=> A = a(ux Β)χ ΐή=>/^ = σ [(«· Β)Β-{Β· B)u]--

=> / m = cr [(μ · 5) 5 - |_β|2 ΜJ (2-69)

Έστω w και μ± οι συνιστώσες του διανύσματος της ταχύτητας «, η παράλληλη προς το 

διάνυσμα της μαγνητικης επαγωγής και η κάθετη στο Β, αντίστοιχα. Επίσης, συμβολίζουμε με 

eH το μοναδιαίο διάνυσμα κατά τη διεύθυνση της μαγνητικης επαγωγής.

(2-69 )=>/ =σ Β\ |«|cos(w,5) B-\B\u => / = σ

/ m = σ(|7?|2 It/Jeg -|β|2«)=> f m - σ(|5|2Μ|| -|5|2w): /= -σ β Μι (2-70)

Η ανωτέρω σχέση αποτελεί εναλλακτικό τρόπο έκφρασης της ηλεκτρομαγνητικής 

δύναμης και, είναι αυτή που θα εφαρμοστεί στη μελέτη της επίδρασης του μαγνητικού πεδίου σε 

συναγωγή οφειλόμενη σε εσωτερική παραγωγή θερμότητας μέσα σε αβαθή ορθογώνια 

κοιλότητα.

Αν χρησιμοποιηθεί η σχέση (2-70) στο παράδειγμα της προηγούμενης ενότητας, τότε η 

εξίσωση που δίνει π.χ. την^-ορμή, η (2-57), γράφεται ως εξής:

dv dv
U------h V----

dx dy
1 dp (

-------i- + V
d2v d2v 

+
λ

p dy ydx dy
+gfiAT-

1
ctB uLy

J
(2-71)

Για την αδιαστατοποίηση της (2-71), εισάγεται επιπλέον και η ακόλουθη αδιάστατη μεταβλητή:

UL,yH
*x.y

(2-71),
^2 1 f . dv . dv * 1 1

i V]
2 1— u —r + v —— =----- p —

H ( dx dy ) P [h ) H
dp
dy

+

+ ν lla.
Η Η7

d2v d2vΛ
- + -

dx dy'
+ gp&T* v Λ

P H
B ‘-L ,y
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ίν2 V . dv , dv 
u —- + V

* Λ

ν//3Α” cbt* φ* 

+ gpQT'~

ί ..2 Λ φ’

y D 2 λσ Β,, ν

Ρ Η
Β

dy

li-,y

+
λ ν2 V

\Η* J

a2 * a2 * λ δ ν ον
■ + ■

dx'2 dy*2

. av , δν 
‘U —Γ + ν

ax
___dp_

dy dy
+

av av
------;r +------r
dx dy

+
8βΘΗ 3 Λ

Τ' -
raB,2H2\ .ι2

pv
5 w

Gr Ha1

(w -V )V
φ;

φ*
+ Δ v +GrT - Ha ‘ B

*x,y (2-72)

Η χρησιμοποίηση της εναλλακτικής έκφρασης (2-70) βολεύει όταν εφαρμόζεται το 

μοντέλο χαμηλού Rm, δηλαδή όταν το εξωτερικό μαγνητικό πεδίο που εφαρμόζεται επηρεάζει τις 

ταχύτητες του ρευστού, άρα και τη ροή του, ενώ, αντίθετος, οι ταχύτητες του ιονισμένου 

ρευστού δεν επιδρούν στη συνιστώσα του μαγνητικού πεδίου. Στην περίπτωση αυτή, η u± στη 

σχέση (2-70) είναι η συνιστώσα της ταχύτητας u η κάθετη στο εξωτερικό μαγνητικό πεδίο. 

Επίσης, όταν εφαρμόζεται το μοντέλο χαμηλού Rm, η (2-72) παίρνει τη μορφή:

(2-72)=>|(w* · V*) ν* = + Δ*ν* +GrT* - Ηα2 ν
Φ

(2-73)

Για διδιάστατη ροή (με x και y να συμβολίζονται αντίστοιχα η οριζόντια και κατακόρυφη 

διεύθυνση) και, θεωρώντας ισχυρό εξωτερικό μαγνητικό πεδίο κατά την κατακόρυφη διεύθυνση 

Βη(0, Β0), χωρίς να λαμβάνεται υπόψη το εσωτερικό μαγνητικό πεδίο που δημιουργείται λόγω 

της κίνησης του ρευστού -σχετικά μικρές ταχύτητες ρευστού και η επίδραση του επαγόμενου 

εσωτερικού μαγνητικού πεδίου μπορεί να παραληφθεί- έχουμε:

χ-δ/νση:

_μ-δ/νση:

(2-70)= J f = —σ Β uIJ em.x ο

(2-70)=>|/eiBJ, = 0

(2-70α)

(2-70β)
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3° - ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΩΝ 

ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΩΝ (PERTURBATION EXPANSIONS)

3.1 Διάχυση με ασθενή συναγωγή

Πολλά προβλήματα εξαρτώνται από μικρή παράμετρο ε «1. Το πρόβλημα της 

διάχυσης με ασθενή συναγωγή, στο οποίο θεωρούμε ότι ο αριθμός Peclet είναι πολύ μικρός (π.χ. 

σφαιρίδιο), περιγράφεται από την εξίσωση:

— + w-Vc = ©V2c=>w-Vc = ®V2c (3-1)
5/ ~
ο

όπου c είναι η μαζική ή γραμμομοριακή συγκέντρωση και © η διαχυτότητα.

Η εξίσωση (3-1) σε αδιάστατη μορφή γράφεται ως εξής:

Pemu W =V*V (3-2)

όπου Pem = —— = Re Sc 
m CD

Αν στη θέση της αδιάστατης συγκέντρωσης έχουμε την αδιάστατη θερμοκρασία Τ*, τότε 

η αντίστοιχη της (3-2) εξίσωση που θα πρέπει να επιλυθεί, είναι:

Peh u ·ν*Γ* =V*V (3-3)

όπου Pe, = = Re Pr

Παραλείποντας τον αστερίσκο από τα αδιάστατα μεγέθη και για ε = Pe, η (3-2) γράφεται 

τελικά ως εξής:

V2c = su · Vc (3-4)

Εφόσον ε =Pe «1, δοκιμάζουμε λύση της μορφής:

c(x) - c0(χ) + εc{(x) + ε2 c2(x) + ... (3-5)

όπου οι όροι cn (x), c, (x), c2 (x) είναι τάξης 1.
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Η ιδέα είναι να βρεθεί η λύση επαναληπτικά. Αντικαθιστώντας το ανάπτυγμα της (3-5) 

στην (3-4), έχουμε:

V2(cf) +fc, + ε2 c2 + ...) = eu- V(c„ +εc, + ε2 c2 + ...)=>

=>V2c„ +£V2c, +ε2 V2c2 +... = sU‘Vc0 + ε2 u-Vc] + ... (3-6)

Εξισώνουμε όρους τάξης ε , όπου k = 0, 1, 2,...

Ο(ε0): V2ca =0 (3-7)

0(ε'): V2c, = w-Vc„ (3-8)

0(ε2): V2c2 =u- Vc, (3-9)

Ακολουθεί διαδοχική επίλυση. Επιλύεται η (3-7), η λύση που προκύπτει για την c0(x) 

αντικαθίσταται στην (3-8) κ.ο.κ.

Ως μία γενικότερη παρατήρηση, θα πρέπει να αναφερθεί στο σημείο αυτό, ότι η μέθοδος 

των ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων συχνά χρειάζεται διόρθωση (ιδιόμορφα αναπτύγματα), π.χ.

(α) όταν η μικρή παράμετρος πολλαπλασιάζει τη μεγαλύτερη παράγωγο - οριακά στρώματα,

(β) όταν μικρές αποκλίσεις συσσωρεύονται αθροιστικά - πολλαπλά αναπτύγματα σε αργή / 

γρήγορη μεταβλητή.

Επίσης, σημειώνουμε εδώ, ότι η μέθοδος των ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων εφαρμόζεται 

και για την ασυμπτωτική περιγραφή ενός συνόρου. Στην περίπτωση λεπτής “αεροτομής”

h
διαστάσεων h «L, είναι ε = — «1 και απλοποιούμε τις συνοριακές συνθήκες αναπτύσσοντας

L

γύρω από το βασικό σχήμα.

3.2 Ιδανική ροή πάνω από τοίχωμα με μικροατέλειες

Θεωρούμε την περίπτωση ιδανικής ροής (ν = 0) πάνω από τοίχωμα με μικροατέλειες. Αν 

χ είναι ο οριζόντιος άξονας -κύρια διεύθυνση της ροής- και y ο κατακόρυφος, τότε το τοίχωμα 

βρίσκεται στη θέση y = ε h(x) με ε «1, όπου h(x) είναι η συνάρτηση που περιγράφει τη 

γεωμετρία του τοιχώματος, π.χ. h(x) = sinkx

Η ροϊκή συνάρτηση ψ(χ,γ) ορίζεται από τις σχέσεις:
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δψ δψ
u = —— και ν =---- —

dy δχ
(3-10)

Στην περίπτωση ιδανικής ροής, για τη ροϊκή συνάρτηση ψ ισχύει η διαφορική εξίσωση:

(3-11)V> = 0

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος είναι:

ψ(χ,γ) = ΰ για y = eh(x) με ε «1 (Σ.Σ. στο τοίχωμα)

ψ(χ,y) = Uy για y —► +<x>

(3-12)

(3-13)

Δοκιμάζουμε λύση της μορφής:

ψ(χ,y) = ψσ(χ,γ) + εψχ(χ,y) + ε ψ2(χ,y) +. (3-14)

Η συνάρτηση ψ[χ, ε h(x)] μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά Taylor γύρω από τη θέση

(χ,Ο):

ψ[χ, ε h(x)\ = ψ(χ, 0) + ε h(x) 

^ Μ,=£Α(*) = (^),=ι0+£h

(δψλ , e7[h(x)f (

C
Nο

II W)
+ ...

f δψλ

ν dy / =0
f2h2

+ -
ίδ2Ψλ

\dy2
+ ... (3-15)

Έτσι, η συνοριακή συνθήκη (3-12) παίρνει τη μορφή:

(ψ),.0+£h
(δψλ

[dy J

£2h2
+-------

2
(δ2ψλ

U2J

οII+
ο

(3-16)

Αντικαθιστώντας το ανάπτυγμα της (3-14) στη συνοριακή συνθήκη (3-16), έχουμε:

ε2Η2
(ψο + εΨ\ +£2y/2)y=o+£h\-^(y/o + εΨ\ +ε2Ψι) + ■

J y=0

d2 ι
dy

ψο+εψ,+ε ψ.2 1το + ... = 0:

Jy=0
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ϊψοU + ε(^, U + ε2 (ψι U+ *Λ Λ +ε(5ψ'λ

e2h2 ^Ψο

ν yy=0
+ ε

5>,
dyν ^ J y=ο

(r.U«*i^

2

'\ „2, 2 / η2.„ Λ

δψρ

V Φ 7>=0

d>2 
5y2

+ £■ 2
v ‘ν yy=o

v 5y yr=0

+ ... = 0:

ίδψ^

V ^ Jy=0
+

+ ■
f2/*2

2ν=0

5>0

v y,=0
+ ... + ε My=0+£h{δψ\λ

V dy yy=0
+ //ΟΓ +

+ ε’ Ϊψ\λ+μοτ\=0 (3-17)

Μηδενίζουμε όρους τάξης ε*, όπου k = 0, 1, 2,...

<V):kL,= 0

Ο(ε'): *λ 

0(^2):

^ +«(r,U-o=»(r,L
V Φ Λ=ο 

2 ;.2 /a2... Λ
2. £ A 3>β

ν ^ y

(l^Lo =~h

+ S2h
y=o V ft Jy=0

V yr=0

+ ε2(ψ2)ν=0=0

(δψΛ h2 ί32ψ° 1
{dy) 2 l^v2 J

(3-18)

(3-19)

(3-20)

Με βάση το ανάπτυγμα της (3-14), η συνοριακή συνθήκη (3-13) παίρνει τη μορφή: 

lim ψ0~υy (3-21)
_y—>+00

lim ψ, =0
y->+οο

lim y/2 =0
y-*+co

(3-22)

(3-23)

Αντικαθιστώντας το ανάπτυγμα της (3-14) στη διαφορική εξίσωση (3-11), έχουμε: 

ν2{ψα + εψχ +ε2 ψ2 + ...) = 0 => VV0 + ε^2ψ\ + ε2 V2ψ2 + ... = 0 (3-24)

Εξισώνουμε όρους τάξης ε*, όπου k = 0, 1, 2,... 

Ο(ε0):ν2ψο= 0 

Ο(ε'): V>, =0

(3-25)

(3-26)
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0(ε2): V>2 =0 (3-27)

Σημειώνουμε εδώ ότι, με την εφαρμογή της μεθόδου των ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων 

στο συγκεκριμένο πρόβλημα δεν απλοποιείται η διαφορική εξίσωση αλλά οι συνοριακές 

συνθήκες. Ακολουθεί διαδοχική επίλυση. Επιλύεται το πρόβλημα (διαφορική εξίσωση (3-25) με 

όρους τάξης I και αντίστοιχες συνοριακές συνθήκες) για την ψα (x, y), η λύση που προκύπτει

χρησιμοποιείται για την επίλυση του προβλήματος με όρους τάξης ε' κ.ο.κ.

Ο(ε0): V>o=0 (3-25)

OIIo
II5s

o (3-18)

lim ψ„=υy
y->+oo

Οι ανωτέρω εξισώσεις δίνουν:

(3-21)

i//0(x,y) = Uy (3-28)

Απόδειξη της (3-28):

βψ (3-18) (3-21)
—^ = μ => ψ 0 = uy + c^>y/0=uy^y/0=Uy 

dy

0(ε'): V>, =0

= -λ δψο
dy 7 ν=ο

(3-26)

(3-19)

lim \j/^ = 0 (3-22)
y->+οο

Επίλυση του συστήματος των ανωτέρω τριών εξισώσεων:

(3-1 9)λ(3-28)=>(ι//] )^=0 =-h(x)U (3-19α)

Δοκιμάζουμε λύση της μορφής (εφαρμογή μεθόδου χωριζομένων μεταβλητών):

Ψ\ (x,y) = Uh(x)f(y) (3-29)

(3-26)λ(3-29)=
d7h(x) d2f(v\ M*)=sin kx

'Uf(y)——— + Uh(x)——— = 0 => -f(y)k2 sin kx + f”(y) sin kx = 0
dxl dy1
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(3-22) (3-19«)

>f'-k2f = 0=*f(y) = ciek>'+c2e-k>'=* f(y) = c2e-k’''=*'f(y) = -e-ky (3-30)

(3-29)=>|ψχ (x,y) = -Ue ky sin kx (3-31)

(3-1 4)λ(3-28)λ(3-3 1 )=>!^(jc,y) = Uy- εU e~ky sin kx + 0(ε1)

3.3 Απλοϊκό οριακό στρώμα

Διαφορική εξίσωση με άγνωστη μεταβλητή την y(x):

ε y" + y' + y = 0 (3-32)

Συνοριακές συνθήκες:

.y(O) = 0 λ: e [0,1]

y(\) = b

(3-33)

(3-34)

Έστω .y(x) = yn (χ) + ε yx (χ) + ε2 y2 (χ) +... (3-35)

Αντικαθιστώντας το ανάπτυγμα της (3-35) στη διαφορική εξίσωση (3-32), έχουμε:
η tt t t

ε\ y„ +*yi +■■■]+{ y„ + £» +^2>'2 +···]+(λ+ε^2 + ···)= 0 (3-36)

Εξισώνουμε όρους Ο(ε0):

(3-34)

y„ +y„ = 0^ y„(x) = cxe-x => \y0(x) = be \-x (3-37)

Δεν ικανοποιείται, όμως, η δεύτερη συνοριακή συνθήκη (3-33). Το ερώτημα που τίθεται 

είναι: τι συμβαίνει κοντά στο χ = 0. Αν αναπτύσσεται στο πρόβλημα χαρακτηριστικό μήκος 

δ « 1, τότε η σωστή αδιάστατη Jt μεταβλητή θα είναι η ξ = χ/δ.

Έστω ξ = xjε"'\ (όταν ξ = 0(1), χ « 1).
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(3-38)
, dy ,

y =ir^y =ax
' dy'f άξN 
κάξ){άχ,

y

=> y =—y
em

y = ■
d f1 Λ » i " d r dyN \(άξλ
dx U ) ε

1

\dx) r -prJ- (3-39)

Αν υπάρχει μια περιοχή (οριακό στρώμα) όπου:

£ 1
~ >>' => -γ-y = —>> £]~2m = e~m => m = 1 (στη σωστή κλίμακα y~y), τότε σωστή

ε εη

εσωτερική μεταβλητή για να περιγράψουμε τι συμβαίνει στο x = 0, είναι η ξ = χ/ε 

Ξαναδιατυπώνουμε το πρόβλημα ως προς ξ = χ/ε:

£ 1 ---------------------
(3-32)=> —y +—y + y = 0 => y + y + εy = 0 

ε ε ---------------------
(3-40)

At) = yoW + eyA& + e2y2(& + - (3-41)

Αντικαθιστώντας το ανάπτυγμα της (3-41) στη διαφορική εξίσωση (3-40), έχουμε:

+ε2 Ϋι ···)+(>’„ +ελ + ε2}>2 +—)+e{y0 + syx +···) = ° (3-42)

Εξισώνουμε όρους Ο(ε0):

Λ(0)=0

ya +ya = 0 =>>>„(£) = c2<Tf +c3 => y0(£) = c2(e~{ -1) (3-43)

Ταίριασμα (matching) των δύο αναπτυγμάτων: 

linage (*) = lim y0tf)=> be = -c2jr->0 £->+oo
(3-44)

(3-43)a(3-44)=>|ya (x) = b e (1 - e χΙε) (εσωτερικό ανάπτυγμα) (3-45)

Σύνθετη λύση: yn(x) = be( 1-e xU) + be' x-be
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4° - ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΥΝΑΓΩΓΗΣ ΜΕ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΑ 

ΑΝΑΠΤΥΓΜΑΤΑ

4.1 Συναγωγή οφειλόμενη σε εσωτερική παραγωγή θερμότητας μέσα σε αβαθή 

ορθογώνια κοιλότητα

Η μόνιμη, διδιάστατη συναγωγή που δημιουργείται μέσα σε μια αβαθή κοιλότητα από 

ομοιόμορφα κατανεμημένες εσωτερικές πηγές θερμότητας, αναλύεται για την περίπτωση 

ισοθερμικών κατακόρυφων τοιχωμάτων (end walls) και αδιαβατικών οριζόντιων συνόρων. Οι 

αριθμοί Rayleigh συνυπολογίζονται για την περίπτωση όπου τα πεδία ροής και θερμοκρασίας 

βρίσκονται υπό την επήρεια μη-γραμμικών φαινομένων. Οι λύσεις λαμβάνονται 

χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των συνδυασμένων ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων (matched 

asymptotic expansions).

Κινήσεις ρευστών οφειλόμενες σε εσωτερική παραγωγή θερμότητας απαντώνται σε 

ποικίλες τεχνολογικές εφαρμογές στις οποίες η ροή λαμβάνει χώρα σε μια περιοχή μεγάλης 

οριζόντιας έκτασης και, ως ένα απλουστευμένο μοντέλο αυτού του φυσικού προβλήματος, 

μπορεί να θεωρηθεί η διδιάστατη ορθογώνια κοιλότητα μεγάλης αναλογίας διαστάσεων L 

εύρους προς ύψος (λ: cavity aspect ratio = width / height). Αρκετές θεωρητικές, αριθμητικές και 

πειραματικές μελέτες μιας τέτοιας γεωμετρίας σχετίζονται με περιπτώσεις όπου τουλάχιστο μία 

από τις οριζόντιες επιφάνειες είναι ισοθερμική και παρατηρείται μια ασταθής διαστρωμάτωση 

(unstable stratification), η οποία για αρκετά υψηλούς αριθμούς Rayleigh ενισχύει τη 

“multicellular” συναγωγή.

Στο κεφάλαιο αυτό, όπως προαναφέρθηκε, η μόνιμη ροή η παραγόμενη από μια 

ομοιόμορφη κατανομή πηγών θερμότητας, εξετάζεται όταν τα κατακόρυφα τοιχώματα είναι 

ισοθερμικά και τα οριζόντια σύνορα αδιαβατικά. Στην περίπτωση αυτή, τα κατακόρυφα 

τοιχώματα (end walls) της κοιλότητας, γενικά, παίζουν ένα σημαντικό ρόλο. Σημειώνουμε, ότι 

έχει μελετηθεί το πρόβλημα που αφορά στο ανώτατο όριο του αριθμού Rayleigh για μια 

κοιλότητα πεπερασμένης αναλογίας διαστάσεων εύρους προς ύψος, όπου η ροή ελέγχεται από 

τα οριακά στρώματα στα κατακόρυφα τοιχώματα.

Το κύριο χαρακτηριστικό της ροής με ισοθερμικά κατακόρυφα τοιχώματα και 

αδιαβατικά οριζόντια σύνορα είναι μια συμμετρική double-cell κυκλοφορία, με ρευστό να 

ανέρχεται στο κέντρο της κοιλότητας και να ακολουθεί καθοδική πορεία κοντά στα κατακόρυφα 

τοιχώματα. Στη ροή οριακού στρώματος με κυρίαρχο μηχανισμό τη συναγωγή, η ροή στο
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κεντρικό τμήμα της κοιλότητας (core flow) εμφανίζει κατακόρυφη διαστρωμάτωση, ενώ για 

αρκετά χαμηλούς αριθμούς Rayleigh αναμένεται η επικράτηση κοντά στις πλευρές της αγωγής, 

η οποία οδηγεί σε μια οριζόντια κατανομή στρωμάτων. Καθώς ο αριθμός Rayleigh αυξάνει, 

κυριαρχούν μη-γραμμικά φαινόμενα συναγωγής και τροποποιούν αυτήν την κατανομή 

στρωμάτων οδηγώντας σε μια οικογένεια από διαφορετικές γεωμετρίες ροής και πεδία 

θερμοκρασίας. Για αβαθείς κοιλότητες, αυτή η οικογένεια μπορεί να προσδιοριστεί αναλυτικά. 

Ο προσδιορισμός της κρίσιμης περιοχής τιμών του αριθμού Rayleigh οδηγεί σε ένα 

ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της λύσης, το οποίο έχει ισχύ απ’ άκρη σ’ άκρη στο μεγαλύτερο τμήμα 

της κοιλότητας (core region), αλλά κοντά στα κατακόρυφα τοιχώματα θα πρέπει να 

αντικατασταθεί από τοπικά αναπτύγματα που περιγράφουν την κίνηση.

4.2 Μαθηματική διατύπωση του προβλήματος

Οι εξισώσεις που περιγράφουν το πρόβλημα της μόνιμης, ασυμπίεστης, διδιάστατης 

ροής (με χ και z να συμβολίζονται αντίστοιχα η οριζόντια και κατακόρυφη διεύθυνση), είναι οι 

εξής:

dudv ,
— + — = 0 (συνεχεία) 
dx dz

du du
— + v — 
dx dz

dp
= —— + η

dx
( d2u d2u^

dx1 dz'

dv dv
u — + v — 

dx dz
dp

= —— + η
dz

( d2v d2vλ
■ + ■

dx2 dz1

(χ-ορμή)

+ gPp Δλ (ζ-ορμή)

Pc,
dT dT — + v — 
dx dz

- kV2T + Σ (ενέργεια)

(4-1)

(4-2)

(4-3)

(4-4)

όπου p είναι μια μέση πυκνότητα (mean density), η το δυναμικό ιξώδες του ρευστού, β ο 

συντελεστής θερμικής διαστολής (volumetric expansion coefficient), Σ ο σταθερός ογκομετρικός 

ρυθμός παραγωγής θερμότητας (volumetric heat generation rate).

Από τις εξισώσεις (4-2) και (4-3) με απαλοιφή των όρων της πίεσης προκύπτουν οι 

εξισώσεις της στροβιλότητας και της ροϊκής συνάρτησης. Η ροϊκή συνάρτηση είναι αυτή που
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ενδιαφέρει για την περιγραφή της γεωμετρίας του πεδίου ροής. Παραγωγίζοντας τις (4-2) και 

(4-3) ως προς z και χ αντίστοιχα, προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις:

du du d2u dv du d2u
------------h U--------- 1------------- l· V——
dz dx dzdx dz dz dz2

1 d" p d3u oh+ v------- + v-

du dv d2v dv dv----------μ u--- - _|--------- -
dx dx dx2 dx dz

d2v

p dzdx 

1 d2p

dzdx

d3v+ v—- + v

dz3 

d3v
dxdz p dxdz dx + gp

dT
dxdz2 dx

(4-5)

(4-6)

(4-5):
duf du dv 

Kdx dzdz
d2u d2u 

+ u------ + v-
1 d2 p d3u d3u + V------- + v-

dzdx dz2 p dzdx dzdx2 dz3

d2u
U--------- 1- V

(εξ.συιέχειας)

d2u 1 a2
dzdx dz p dzdx dzdx

1 dLp d3u d u+ v----- ^ + v—-
dz3

(4-5a)

<4'6)=>l;dx
du dv 
dx dz

+ u-
d2v d2v
dx2

+ v-
dxdz

1 d2p d3v d3v dT
---------— + V-----+ V------- - + £/?---- :
p dxdz dx3 dxdz" dx

d v
u—- + V

(εξ.συ\έχειας)

d2v
dx2 dxdz

1 d2p d3v d3v ndT
--------— + V----- + M------- τ + gP-----
p dxdz dx3 dxdz2 dx

(4-6a)

Αφαιρώντας την (4-6a) από την (4-5a) έχουμε:

dlu dLv
dzdx dx2

dx

+ v
d2u δ2νΛ
dz2 dxdz

i a3
= V

du d u dv dv
dzdx2 dz3

' du dv' d ' du dv' c

ydz dx,
+ ν— 

dz Kdz dx y
-- V

V

d3u d3u 
■ +

dx3 dxdz2 

d3v d'v

-gP
J

3- Λ

5Γ
dx

dx2dz dz3 dx3 dz2dx
RdT (4-7)

Η ροϊκή συνάρτηση ψ(χ,ζ) συνδέεται εξ’ ορισμού με τις συνιστώσες ταχύτητες u και ν 

βάσει των σχέσεων:

du/
και

d\p
dz dx

(4-8)
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Αντικαθιστώντας τις ταχύτητες u και ν στη σχέση (4-7) όπως αυτές δίνονται συναρτήσει 

της ψ από τις σχέσεις (4-8), προκύπτει:

δψ d
dz dx

''ay , δψ e_(a2Ψ t ay) J »4
v dz2 dx2 j dx dz y dz2 dx2 j

ay ay sy Λ
dx2 dz2 dz4 ax4 az23x

+ - · + ■ 2a..2

RdT
-gP*

δψ a λ

dz dx

2..Λay ay
v ax2 az2 y

a^ a
ax az

^a> l ayWay+2_ay_+a4^
v ax2 az2 y

vV

ax4 ax az az

4„Λ ar
-gfi dx

vV

^a(v^_^a(vV) = vv4 ar
az ax ax az ax

(4-9)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (4-4) της ενέργειας τις ταχύτητες w και ν όπως αυτές 

δίνονται συναρτήσει της ψ από τις σχέσεις (4-8), προκύπτει:

δψδΤ δψδΤ _κγ2Γχ Σ 
az ax ax az pcp

(4-10)

όπου ν είναι το κινηματικό ιξώδες και κ ο συντελεστής θερμικής διαχυτότητας.

Οι εξισώσεις της ροϊκής συνάρτησης (4-9) και της ενέργειας (4-10) μπορούν να 

αδιαστατοποιηθούν εισάγοντας τις ακόλουθες αδιάστατες μεταβλητές:

TpcpK

/22Σ

όπου h είναι το ύψος της κοιλότητας.

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να σημειωθούν τα εξής: Για την αδιαστατοποίηση των 

συνιστωσών της ταχύτητας θα χρησιμοποιούσαμε το χαρακτηριστικό μήκος h και τη μοριακή

H h ν h
διαχυτότητα ορμής v[=]/w/s. Δηλαδή, θα είχαμε: U = — και V = —. Έχει ήδη αναφερθεί σε

ν ν

προηγούμενες ενότητες, ότι η ανωτέρω αδιαστατοποίηση για τις συνιστώσες της ταχύτητας
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αποτελεί φυσική επιλογή όταν δεν υπάρχει χαρακτηριστική ταχύτητα -όπως συμβαίνει σε ροές 

φυσικής συναγωγής.

1 δψ
(4-8)= ν ν = 1 9ψ

h h δΖ
U =

v δΖ

Από την ανωτέρω σχέση συμπεραίνεται ότι, προκειμένου να αδιαστατοποιηθεί η ροϊκή 

συνάρτηση ψ[=]ηι2/ς, θα πρέπει να διαιρεθεί με έναν όρο, ο οποίος πολλαπλασιαζόμενος με το 

1/ ν, να δίνει μια αδιάστατη παράμετρο. Ο ζητούμενος όρος είναι ο συντελεστής θερμικής
Λ

διαχυτότητας tc[=]m /s.

κ
(4 -10) => — 

η
5Ψ δΤ δΨ δΤ
δΖ δΧ δΧ δΖ

= -^ν2Τ + —
h pc

Pcpk

h Σ
fflP δΤ 5Ψ δΤ 
δΖ δΧ δΧ δΖ

Pcpk

Λ2Σ
ντ+ι (4-11)

Από την ανωτέρω σχέση συμπεραίνεται ότι, προκειμένου να αδιαστατοποιηθεί η θερμοκρασία

Γ, θα πρέπει να διαιρεθεί με τον όρο
h2Z 

PCρΚ '

.. ιη δΘ δΨ δΘ(4-11 )=>------------------------
δΖ δΧ δΧ δΖ

V20 +1 Υ2Θ +1 3(Θ,Ψ)
δ(Χ,Ζ)

(4-12)

(4 - 9) =>
h

d(V2vP) δΨ 5(ν2Ψ) 
δΖ δΧ δΧ δΖ

ΜΚ h2Z δΘ 
pcpKh δΧ

' κ

ΟΑ
Pr_l

5(ν2Ψ) d(V2vP) 
~δΖ δΧ δΧ δΖ

= ν4ψ-
λ

yPCpVK j

δΘ
δχ

ΡΓ-^(ν2ψ>ψ)-ν4ψ
δ(Χ,Ζ) δΧ

ν4ψ = ΡΓ- 5(ν2Ψ,Ψ)+^θθ 
δ(Χ,Ζ) δΧ

(4-13)

ν gPZh5 , . · ι
όπου Ργ = — είναι ο αριθμός Prandtl του ρευστού και R =---------- - ο αριθμός Rayleigh

κ PcpVK

βασιζόμενος στο ύψος h της κοιλότητας.
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Συμβολίζοντας τις αδιάστατες συντεταγμένες, την αδιάστατη ροϊκή συνάρτηση και την 

αδιάστατη θερμοκρασία με jc, z, ψ και Τ αντίστοιχα, οι αδιάστατες εξισώσεις (4-13) του πεδίου 

ροής και (4-12) της ενέργειας γράφονται τελικά ως εξής:

vV = Pr-|a(VW) + jijI
d(x,z) dx

ό>ν ο 5V 5V _ ρ -ι ~diy 3(V V) δψ 3(V>) + RdT
dx4 " dx2dz2 dz4

1

δ* 9* Q
j

N

1__
_ dx

και

VT +1 =
3(7»
d(x,z)

d2T d2T 9ψ dT δψ dT

dx2 dz2 dz dx dx dz

(4-14a)

(4-14β)

(4-15a)

(4-15β)

Οι συνοριακές συνθήκες στις οριζόντιες επιφάνειες είναι:

ψ(χ,\/2) = ψ(χ,-1/2)= 0 (4-16)

dz dz
(4-17)

f»)»,-l/2)=0 (4-18)

και στα κατακόρυφα τοιχώματα: 

^(0,z) = ^(L,z) = 0 (4-19)

£Μ-£Μ-0ατ ax:
(4-20)

Γ(0,ζ)=Γ(Ι,ζ) = 0 (4-21)

όπου L είναι ο λόγος των πλευρών (εύρος / ύψος) της κοιλότητας που υποθέτουμε ότι είναι 

μεγάλος.
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Οι ανωτέρω συνοριακές συνθήκες, καθώς και η γεωμετρία του προβλήματος φαίνονται 

χαρακτηριστικά, στο σχήμα που ακολουθεί.

v=0<=>cty/3c=0
ψ=0

Τ=0

Αναμένεται ότι οι λύσεις των εξισώσεων (4-14), (4-15) και των αντίστοιχων συνοριακών 

συνθηκών (4-16) έως και (4-21) θα ικανοποιούν τις σχέσεις συμμετρίας:

ψ{χ,ζ) = -ψ{1-χ,ζ) (4-22)

T(x,z)-T(L - χ,ζ) (4-23)

Για αρκετά μικρούς αριθμούς Rayleigh, στο πεδίο της θερμοκρασίας κυριαρχεί η αγωγή 

(παραμένουν οι όροι στο αριστερό μέλος της εξίσωσης ενέργειας) και η αντίστοιχη λύση που 

ικανοποιεί τις θερμικές συνοριακές συνθήκες

δΤ
δζ

-Τ(0,ζ) = Τ(L, ζ) = 0, είναι:

(4-15β)=> r = ^ JC(Z - JC) (4-24)

Το ερώτημα που προκύπτει αφορά στο πόσο μεγάλος πρέπει να είναι ο αριθμός Rayleigh 

ώστε αυτή η δευτέρου βαθμού ως προς jc μορφή του πεδίου της θερμοκρασίας να τροποποιηθεί 

από τις επιδράσεις της συναγωγής. Η ροή που παράγεται στην κοιλότητα από τον ανωστικό όρο 

ΘΤR— (εξίσωση (4-14β)) έχει μια ροϊκή συνάρτηση τάξης RL, η οποία με τη σειρά της παράγει 
δχ

μια κατακόρυφη κλίση θερμοκρασίας τάξης RL2 (εξίσωση (4-15β)). Η ολοκλήρωση της 

εξίσωσης (4-15 β) εφαρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες
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,=Η
δψ _δΤ _ δΤ

2 'Ζ=-2 δζ Ζ=Ι δζ . ί δζ 2=1 δζ
= 0

z=— 
2

στα αδιαβατικά οριζόντια σύνορα, δίνει:

1/2 r\2n-< 1/2 1/2 1 /2 ^ 1/2 ^ο / , r 5 Τ , r . r οψ ST f οψ 5Τ
θχ

-1/2 -1/2
(4->5β)- ί£χ*+ /£*+ /*' I-1/2 -1/2 cbc _,J2 δχ δζ

ί/ζ :

W2 52Γ

-1/2 δχ2
fife +

δΓ
δζ

ίι/2 1/2 a / δ7Λ , ’7 δ2Γ '7 δψ δτ

δζδχ |'2 δχ δζ
+ 1= ί — ψ—~ dz - f ψ^-dz- ί

J δζ \ δχ ^ rlrrbr J-1/2 -1/2 V ι'Λ /
</ζ

-1/2

'7 δ2Γ
J δχ21/2 Ι/Λ

ι/ζ +1 = ψ
δΓ
δχ

1/2 1/2 λ a2

- ί
-1/2 -1/2'

δ Τ δ^ δΓψ —— + —------
δχδζ δχ δζ

</ζ :

1/2 a2r δ2Γ , , '7 δ ( δΓΛj *+,=.
-1/2 δχ2

-1/2 δχ ν δζ
ι/ζ (4-25)

-«α/

Το δεύτερο μέλος της ανωτέρω εξίσωσης είναι τάξης R2L2 και, συνεπώς, όταν το R είναι 

τάξης L'1, η δευτέρου βαθμού ως προς χ μορφή του πεδίου της θερμοκρασίας παύει να ισχύει. 

Έτσι, στην επίλυση που ακολουθεί ο αριθμός Rayleigh είναι τάξης L'1 καθώς L—>oo. Η 

παράμετρος (scaled Rayleigh number):

R\= RL (4-26)

είναι τάξης 1 καθώς L->oo.

4,3 Εφαρμογή της μεθόδου των ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων - Κεντρικό τμήμα 

της κοιλότητας (core region)

Η μικρή παράμετρος ε « 1 από την οποία εξαρτάται το συγκεκριμένο πρόβλημα, είναι 

ο αντίστροφος του λόγου των πλευρών (εύρος / ύψος) της κοιλότητας, δηλαδή ε = L1 « /.

Στο μεγαλύτερο τμήμα της κοιλότητας (core region), η λύση εξαρτάται από τα 

χαρακτηριστικά μήκη (length scales):
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ζ = χ! L ζ = ζ (4-27)

Δοκιμάζουμε λύσεις της μορφής:

Ψ = ε° Ψ0(ξ,ζ) + ε' Ψι(ξ,ζ) + ε2 ψ2(ξ,ζ) + ,

Ψ = Ψο (ξ> z) + L~' ψ\ (ξ, ζ) + λ"2 ψ2 {ξ, ζ) + (4-28)

Τ = ε-2Τ0(ξ,ζ) + ε-'Τ](ξ,ζ) + ε°Τ2(ξ,ζ) + ε'Τ2(ξ,ζ) + ,

Τ = L2 Τ0(ξ,ζ)+ ΙΤ,(ξ,ζ) + Τ2(ξ,ζ) + L~' Τ2(ξ,ζ) + .. (4-29)

καθώς L—>oo.

Οι όροι ψ0 (ξ, ζ), ψλ (ξ, ζ), ψ2 (ξ, ζ), Τ0 (ξ, ζ), Γ, (.ξ, ζ), Τ2 (ξ, ζ), Τ3 (ξ, ζ) είναι τάξης 1.

Αλλαγή μεταβλητής από χ σε ξ:

δχ δξ δχ δξ

δ2(·) δ ,-,3Θ
δχ2 δχ L δχ2 δξ

52(·)_ Γ-2 ^2(·)
^ δχ2 δ£2

δ δ3(·)
δ!,

δ2(·)
δχ 5# δχ3 δχ4 δξ δχ2

34(·) Γ-4 θ4(·)

δτ4 δξ4

(4-30)

(4-31)

(4-32)

(4-15β)Λ(4-30)Λ(4-31 )^ r2 0 + 0 +1 - Ι"1 δψ δΓ
δζ δξ

δ^/δΓ 
δξ δζ

ζ.2δ^+δ^ + 1 = Γ,δ(^)
δ£2 δζ2 δ(ξ,ζ)

(4-33)
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Αντικαθιστώντας τα αναπτύγματα των σχέσεων (4-28) και (4-29) στη διαφορική 

εξίσωση (4-33), έχουμε:

( ζ2',γ)1Τ
L2^- + HOT

Λ

V

= Γ

+
J δζ2 δζ2 δζ2

L2 d(T0,ψ) + L θ(Γ,,Ψ) + ΗΟΤ 
δ(ξ,ζ) δ(ξ,ζ)

δξ2 δζ2 δζ2 δζ2 δ(ξ,ζ) δ(ξ,ζ)
+ ...

,2 δ% δ% δ2Τ0 δ% ,
I —J- + L—τ- + —f + —f- + l + ...= 

δζ2 δζ2 δξ δζ2

= L 3(Wo) , ri 3(Γ0,^,) ( }ΙΟΤ + δ{Τ"ψ«\ΗΟτ
δ(ξ,ζ) δ(ξ,ζ) . 9(ξ,ζ)

τ2 δ2τη „ a2r, f a2rn aX
5ζ2 δζ2

+ °+^ + 1
ax az2

+ _Ld(T0,r0) |
δ(ξ,ζ)

d(W.) 1 ^σ,^ο) 
a(^,z) a(^,z)

+.

(4-34)

Εξισώνουμε όρους τάξης ελ, όπου & = -2, -7, 0, 

Όροι τάξης L2:

2 d2T0 _
δζ2

= 0:
ax
az2

= ο (4-35)

(4-35) ^ ^ = c, (ξ) ^ Γ0 (ξ, ζ) = c, (ξ) ζ + c2 (ξ) 
δζ

Σ.Σ.:

Q
j δτ0

δζ .j az 2
12

= 0p>c1 (<ξ) = 0

(4-36)

(4-36)=>Τ0(ξ,ζ) = ο2(ξ)^ Τ0=θ0(ξ) (4-37)

όπου #ο(ξ) είναι μια αυθαίρετη συνάρτηση του ξ.
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Όροι τάξης L:

Ld% _Ld(T0,¥o) 
δζ2 δ(ξ,ζ)

δ2τ; 
dz2

δψ0 δΤ0 δψ0 δΤ0 _ ay δΤ0 δψ0
δζ δξ δξ δζ δζ2 δξ δζ

0

(4-38)

Όροι τάξης 1:

a2r0 | ay n | δ{τ„Ψο)_

δξ2 δζ2 δ(ξ,ζ) δ(ξ,ζ)

_ a2r0 | δ% 11 = a^, ar0 a^, ar0 | a^0 ar, a^0 ar,
δξ2 δζ2 δζ δξ δξ δζ δζ δξ δξ δζ

δ2Τ2 ^ ] δ2Τ0 [ δΤ{ δψ0 | 5Γ0 5^, δΤχ δψ0 
δζ2 δξ2 δξ δζ δξ δζ δζ δξ

(4-39)

(4-14β)Λ(4-30)Λ(4-31 )λ(4-32)=> LT
ay
δξ4

+ 21-
ay + ay

ayaz2 δζΑ

= Pr“
a^ a
δζ δξ

l_2 ay + ay
ay az2

a^ a
δξ δζ

-2 a ψ a ψ
δξ2 δζ2

+ RL
ar
5#

(4-40)

Αντικαθιστώντας τα αναπτύγματα των σχέσεων (4-28) και (4-29) στη διαφορική 

εξίσωση (4-40), έχουμε:

Γ4^+2Γ’
δξ4

dyo , yyo+r, ay,
ayaz2

+
Λ

δζΑ δζ4
+ HOT

= pr-i l-3 δ(δ2ψ0/δξ2 ,ψ0)_

δ(ξ,ζ)

+ ΡΓ1 ΖΓ1
δ(δ2ψ0!δζ2,ψ 0)+Ηητ

+ R, Γ2 y a7’»+is7'>+//ori
δ(ξ,ζ) 1 )
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...+
dVo +ri 9>,
524 5z4

Pr -i d(d2y/Jdz2 ,ψq) 97^
5(^,2) ' 9ξ

+ /?,
57;

H
λ- ...

(4-41)

Εξισώνουμε όρους τάξης ek, όπου k = 0, 1,... 

Όροι τάξης 1:

aVo . R dT0
5z4 ' δξ

(4-42)

Όροι τάξης1 ■ , 2 \ 9^

ri?>L=L-'Pr ------- 0δί)L 0ζ4 L

5V, _ ρ -1 " 5'Vo δψο δ2ψ0δψ0' + R δΤ1
&< “ΡΓ κδξδζ2 δζ 5ζ3 δξ

(4-43)

4.4 Επίλυση των εξισώσεων

Επίλυση ως προς (<ξ, ζ):

(4-42): 9>ο
9ζ 4 - RA

d ψ0
δζ

2

= Λ,^ο *+ £,(£);
9 Vo
522

' 2
= *Α —+ C1(^)2 + C2(5):

^ = V.' X + C, «)^ (ί).ζ + .C, (ξ)
5ζ 6 2

(4-44)

Σ.Σ.: 5^ο _ 9^ο - 0
5ζ . ι δζ 1

2 2
Ρ^2(ξ) =---- — Λ C^) = ~-24 8

(4-44): δψ,
5ζ

2 °Λξ)
24 8

Ψο(ξ’ζ) = κΑ ^T + c,(£)^--*i0o ~r-c,(^)~ + c4(£)
ζ4 ο 4ο ο

(4-45)
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Σ.Σ.: Ψο\(ξΧ-
ζ,2 J

= ^0 ξ,-^ομαΜ-Ο Λ c4(£) *Α
384

(4-45) => ψ0(ξ,ζ) = R\0O Z--RA ^ + ^

ψ0(ξ,ζ) = Κ]θ0'~ 4 * 1ζ------+ —
2 16

Ψο = Κ\θο F(z) (4-46)

όπου F(z) = — 
24

(4-47)

Η συνάρτηση F είναι αυτή που δίνει στην πραγματικότητα το προφίλ της ροϊκής συνάρτησης 

στο κεντρικό τμήμα της κοιλότητας (core stream function profile).

Επίλυση ως προς Jj (ξ,ζ):

(4-38): d2T 'δψ,^θχ
dz2

= θ,
dz dz2

= R,\ θ,
'\2(ζ2 ζ Λ

1 ^0 6 24 J

dT,
dz

1 =Λ, θ, 'χ2(ζ* ζ2-----------+ c, (ξ)
ν24 48

Σ.Σ.: dT,
dz

dTi
z=l dz 

2

= 0 =>Cj (ξ) =
1

16-24

4 Ζ2 1 Λ
z------+ —

v 2 16

»\2
Γ, (£*) = *, θ0 24

'V z z (t\
v 5 6 16 2 ,

(4-48)
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^ζ5 ζ3 + Ζ

ν 5 6 16y + *,(£) r, =Λ1^0'^2σ(ζ) + έ9,(^)

G(z)

(4-49)

όπου θ/(ξ) είναι μια αυθαίρετη συνάρτηση του ξ και

ί —5
G(z) =

24
ζ ζ ζ 
5~~~6+Ϊ6

(4-50)

Η περιττή συνάρτηση G είναι αυτή που δίνει στην πραγματικότητα το προφίλ της θερμοκρασίας 

στο κεντρικό τμήμα της κοιλότητας (core temperature profile).

Σημειώνουμε, επίσης, ότι ισχύει:

G(z) = — 
24

4 ^Ζ------+ —_1
16

\2

241

---- ζ - F(z) (4-51)

Επίλυση ως προς ψ] (ξ, ζ):

δΛψ, ί
(4-43) => —= Pr“ 

δζ

ί ^35 Ψο δψο δΎο δΨο
δξδζ2 δζ δζ3 δξ

„ δτ, 
+ R,—

S^,=pr-, A
δζ4 δξ

+ /?,

'<ν _J_’

2 24
• R\9q

/_3

ν

ζ' ζ 

6~_ 24

\ \ 2 , „ ί -2
—/?, θ0 θ0 ζ

ζ" 1
ζ’------ +—

2 16

Μ

1 f ft V z3 λ
7 t

—Rx90Θ0 
12

------------1------- +
,5 6 16 J

ν,

d>i
δζ4

= Pr"
ί »7 _5 _3

*, *0 ^0

+ #0 #0
^ζ5 ζ3 ζ 

--------+

ζ ζ ζ 

12 _36 + 576

Λ

λ
-Κθ0θϋ

^ζ5 ζ3 + ζ

24 _ 48 + 384
+

60 72 192 + *,0,

5>!
δζ

4 ~ @0 &0

7.5
Pr

ζ ζ' ζ 

24 _144 _ΤΪ52
^ ^ζ5

+
ζ3 ζ ^ 

------- +
60 72 192

+ R,0,
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δζ

ί -6

Pr -ι .2 Λ

144 576 2304

( .6 ζ4 ζ2 ^ 
■ +

360 288 384
+ Ri0] Z + C,(ξ):

οζ

' ζ

Pr" f ζ7 .3 Λ

1008 2880 6912

( _7
+

ζ5 ζ3 Λ 
+

2520 1440 1152

+ RA y + ο,(ξ)ζ + ο2(ξ)·.

η 2

dz
= *, θ0 θ0 Pr" ' ζ8 .4 λ

8064 17280 27648

ί _8
+

ζ6 ζ4 Λ 
· +

20160 8640 4608
+

+ RA — + <?,(£) —+ c2(£)z + c3(£)
ο λ

(4-52)

Σ.Σ.:
dz

δψ,
ί δζ Ζ=-----2

2 η Ί τλ_-1 83-0 =>c, (ξ) =-8c■,(<!;) + R, θ0 θ0 Pr
370

3870720 3870720

R AΛ 02(ξ) = —
24

(4-52 )=>^!- = *,2β>0' 
δζ

ί .8
Pr

ζ4 83ζ 
+

2 λ

r ζ8 τ6ζ ζ 
■ +

8064 17280 27648 7741440

185ζ2 ^
20160 8640 4608 3870720

+ RA ^T~RA ~ ~ ^c3 (<£) ζ2 + c3 (ξ) ■
6 24

Ψ\(ζ,ζ) = R^90 θ0 Pr
( S ζ5 83ζ

- +
3 λ

f ζ9 ζ7 ζ5 
+

72576 120960 138240 23224320

3 Λ-185ζ
181440 60480 23040 11612160

+

+ RA
V _ζ^

24 48
4ζ3

c3(£)y- + C3(^)z + C4 (£):

y/^,z) = Ri θ0 θ0
ί _9

Pr
3456

3 λζ' ζ ζ 83ζ
2ΐ 35 40 6720

+
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i r z9

72
z7 z5 

· + ■
37 z 3 λ

2520 840 320 32256
+

+ R]0]
24

z4-*
2 A

^ξ)^- + ο,(ξ)ζ + ο,(ξ)

Σ.Σ.: ξ1 \ = Ψ\ ξ,-^ = 0\=>α3(ξ) = ^θοθ0
Pr 17 1 1

+ -
A

3456 8960 72 6144

Rι*ιΛ C4(^) = -
384

(4-53) => y/,(ξ,ζ) = Rt290 θ0
ί ν

Pr -ι
3456

ζ ζ ζ' 83ζ 68ζ
+-------+ -

17ζ
21 35 40 6720 26880 8960 j

( _9

+ ■
72

ζ7 ζ5 
■ + ■

37ζ3 4ζ ζ
· + ·

2520 840 320 32256 18432 6144
+

+ RA — 
' 1 24

1 ί 4 Ζ2 1
ζ------+ —

2 16

yrl(£,z) = Ri θ0 θ0 Pr -ι 1 fz9 ζ7 ζ5 5ζ3 17ζ λ
3456 L 21 35 40 ' 336 8960 J

+

f,(r)

f -9

+ ·
72

ζ7 ζ5 11ζ3 ζ 
■ +----------------+ ·

2520 840 320 8064 6144
G,(z)

^ =i?1XVb1(z) + Pr-' F,(z)]+*,0|V(z)

όπου οι περιττές συναρτήσεις (7/ και F/ είναι

G,(z) =
^ ζ9 ζ7 ζ5 11ζ

72
+ ■

3 ζ Λ
■ + ■

2520 840 320 8064 6144

(4-53)

(4-54)

(4-55)
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και

Fx{z) =
3456

^ζ9 ζ7 ζ5 + 5ζ3 17 ζ
21 35 40 336 8960

(4-56)

Ολοκλήρωση ως προς ζ της εξίσωσης (4-39):

■I - β," + + β,'Ίξτ5- + -
d2T

(4-39) =>
δζ2 V 1 υ υ V & ° & Λ, 0Ο I G /?,6>0 F=i>

f ff
. /Λ ^Ψ\

Ό I ' *'Λ'Ί'Ό *'0 w -"Ί ^0 j w0 U1 1 "I fc ^ W0 ^^4l+«,'V2i,0,'e^-/!,!|«. ] e„ CFt«, +
0Z2

δ2τΊ 2 ίΛ'ΫΛ"^Γ. „2^'νΛ"Λ^ . ,,'^Ο , ζ,'θ^ι&2 =-(ΐ+«ο') + 2Λ,'^„ J 0. GF-*,‘(0. j 0Ο GF + 0, ^- + 0Ο ^ (4-57)

(4-57)=

δΤ2
δζ

— — I 1 + θ0 ζ + R] θ0 θ0
t \4 ,1

\2GF dz - jGF dz +6»/ ι/ζ + 0O' dz + c, (ξ)
o yo^z 0 &

t \2 „(

-—---[l+#0 )ζ + Λ,-|0ο | 0O

ar’

z z

2[GF]; - 2 JGF Jz- IGF Jz + #1 ^0+6»0 + C,(£):
o y

0Z
2 G(z)F(z) - 3 jG(z)F(z) Jz 

o "7(77*
+ (9, ^O+0O ^|+Cj(#):

^- = -(l+0a")z + i,1(0o')*0o,'r2GF-3^F2 dz
v o y

+ 0, ί^ο +^o Ψ\ + c,(£) (4-58)

Σ.Σ.:
δΤ2 δΤ2

= 0
1δζ , ι δζ

2 2
(4-59)

Αντικατάσταση των τιμών που δίνουν οι ανωτέρω συνοριακές συνθήκες στην (4-58):
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/ "\ 1 , / ' \2 " X
-['+0° J-+*,[θο ) θ0 2G(y2)F(/2)-3jF2dz

V 0 ' 0
+0| Μ>Ο+0ο νήΟ0+^(£)

Ο ο

o = -li+0, Ι^-Λ,'Ιβ.Ί’β.
Λ \

3 \F2dz
κ ° y

+^(ξ) (4-60)

2 f -y \
(4-58)^O = (u0o")I + ^2(V) θ" 2G{~y2)F^-3\F2dz

V ο 0 j
+ θ\ t^OO+^o Ψιϋβ + ^{ξ)

ο ο

0=11+^0 \γΚ\θϋ ] θ0
r\t ft ( -X ή

3 (F’dz
V 0 )

■οΛξ) (4-61)

(4-60)-(4-61)=>Ο = - \+θ0 -R* θ0 0Ο
, \ ^ η ( Ά -% Λ

3\F2cJz-3 \F2dz
^ Ο Ο

·θ = -π + 0ο -Λ, 0Ο θ0
r\* η ( X ο

3j>2Jz + 3 Jf2i/z 
ο -X )

0 = 1 1+^0 ] + /?/[ <90'V^0"
f Ά \

3 \F2dz
. -'λ j

θ0 + aR^\ θ0 1 θ0 +1-0 (4-62)

X
όπου a = 3 JF(z)2dz 1

-X 120960
(Παράρτημα I) (4-63)

Από την ολοκλήρωση ως προς ζ της εξίσωσης (4-39) με εφαρμογή των συνοριακών 

συνθηκών (4-59), προκύπτει ότι η εξίσωση (4-39) έχει λύση μόνον αν η θο(ξ) ικανοποιεί τη μη- 

γραμμική εξίσωση

0o"+a/?,2(y)V+l = O, (4-62)

η επίλυση της οποίας θα δώσει, τελικά, το πεδίο της θερμοκρασίας στο μεγαλύτερο τμήμα της 

κοιλότητας (core temperature field). Σημειώνουμε εδώ, ότι ο δεύτερος όρος στην εξίσωση (4-62)
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παριστά την επίδραση της συναγωγής στο πεδίο της θερμοκρασίας. Μόλις η θο(ξ) βρεθεί από 

την (4-62) με εφαρμογή των αντίστοιχων συνοριακών συνθηκών, ο πρωταρχικής σημασίας όρος 

του αναπτύγματος της ροϊκής συνάρτησης, δηλαδή ο όρος ψ0 (ξ, ζ), θα προσδιοριστεί από την 

(4-46).

4.5 Η λύση στο κεντρικό τμήμα της κοιλότητας (core solution)

Θέτουμε: θ,'=^-=θ(ξ)
άξ

(4-64)

(4-62)λ(4-64)= θ' + αΙΙ,2θ2θ' +1 = 0 (4-65)

Σ.Σ.: ^(/Κ) = 0 (συμμετρία) (4-66)

Η επίλυση του συστήματος των (4-65) και (4-66) γίνεται στη Mathematica (Παράρτημα 

I) και η λύση που προκύπτει για τη θ(ξ), είναι:

m=
_ {3α2(1-2£)/?,4 + Λja2Rl(,[\6 + 9a(l-2ξ)2 R2]]' * *

22Πa R2

*2/3

3α2 (1 - 2ξ)/?,4 + ^/α3/?,6 [l6 + 9α (1 - 2ξγ ^
(4-67)

(4-67) => θ(ξ) =

(\ λ (1 )
2 “ 1/2

6α2/?,4 -~ξ + α3/2/?,3 16 + 36 α/?,2 ~~ξ
U Ί [2 V

(4α2 R^

11/3

•6 a2Rl4fl-£ I At
N
J

__
__

1 1/2

+ α3/2/?,3 16 + 36 aR,2
{2 J J

1/3
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θ(ξ)= -a'R~2 
2 '

--ξ
2

+ ίΓ3/2/?,~3 1 + -aR2 
4 1

ί λ2
-|1/2 1/3

-a2Rx4 
2 1

Μ Λ
Λ

V-
+ a2l2R2

9 2
1 + -αΛ,2 

4 '

-|Ι/2

V

1/3

1/3

(α“3/2/?,"3)13·
f 1 Ί
—ξ + \ + -aR2^--]

2 1 U ) 4 Γ V _

-,1/2

(α3/2Λ|3), 3· -a'l2Rx
(\ Λ
--ξ + 9 21 + -αΛ,

r η
ί —

2

2 1 U J 4 1 Γ 2J
φ "V"

ω

-1/3

—11 / 2

• θ(ξ) = a~V2Rx~'{φ + ω)'η -α”1'2/?,"1 + ω)-'/3

^) = α-,/2/?,-'
1/3

(φ + ω)'η-(φ-ω)'η

9tf) = a-'l2Rx-'
ν 1 / 3

^ ____ χ ι / 3 , (Φ~ω)
(·Φ + ω) + 772---- 7^ΤΤ73“(φ'-ω'Υ

9^) = a-'l2R;' (,φ + ω)υ2 +
1/3

ίΓ9 2 (\ Λ
2"

9 „2 r η 2“'
-aR2 --ξ -1- — aR, £—

IL4 U J 4 1 1 2

1/3

9tf) = a-'/2Rx~'
1/3

(, + „)■«+» = -L
-(-I)1'3
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^θ(ξ) = α~ν^;χ[(φ + ω)'η+(φ-ω)'η}^

>θ(ξ) = α-,/2/?Γ' [ F+ (ξ) + F-(&]Je0'=a-U2R-'[F+& + F-(&] (4-68)

όπου F*(£) = -a'nR\--4
2 12

+ 9 2
1 + -aR. 

4 1

ί ι Λ2

v ^y

1/2 1/3

(4-69)

Η ευθεία - φ =—αχηR ξ - i j ταυτίζεται με το υπερβολικό ημίτονο μιας μεταβλητής

y, όταν η μεταβλητή αυτή παίρνει τιμές κοντά στο μηδέν. Δηλαδή για y = 0(1) η παράσταση

3 1/2 ~ ~ 1ΛaulR,
V 2 y

μπορεί να αντικατασταθεί από το υπερβολικό ημίτονο της y:

ί 0 c=> = sinh 1
r n
ξ-=τ2 1 2J _2 l 2y

(4-70)

Ολοκληρώνοντας την (4-68) και με αλλαγή της μεταβλητής ολοκλήρωσης από ξ σε 

sinhy, προκύπτουν τα εξής:

(4-68)»0ο =a-'nR;'[\F'tf)d4 + + c=>
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θ0=α '!1Κλ 'jjj-sinh y + (l +sinh; yj/2 J d 

+ j[-sinh ^ - (l + sinh2 y)1'2 J' ’

f 2 sinh y ^ 
v3a1/2/?, j

+

+ C :

1 J

=>^o -sinh^ + (l + sinh2 j)l/2J i/(sinh.y) +

+ J3 JiR ~ sinhy-(l + sinh2 ^)'/2J rf(sinhj;)| + c (4-71)

Ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων της (4-71) γίνεται στη Mathematica (Παράρτημα I) 

και η λύση που προκύπτει για τη θο, είναι:

(4-71)=>0ο = a~'l2R]
(cosh y - sinh >>)'13 (cosh y + 3 sinh y)

4aU2R,

(- cosh y - sinh >>)'13 (cosh y - 3 sinh >>)
4 a',2R,

+ c ■

trrV + e~y +3ey -3β~γλ
(*r

V + e~y -3ey +3e~y'

■ + ■

■ θ0 = a'R~2
(e~y)m(2ey -e-y) | (ey)'n(2e~y - ey)

4 + 4
+ C :

(2elyn -e-*yn +2e~2yn -e*yn]

, 4

θ0 =a~' R] 2
(e2yn+e~2yn \e4yn+e~*yn^

2 2

=> θ0 =q-'r;2
2 1 4

cosh — v — cosh — v
3 2 3

+ c (4-72)
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Σ.Σ.: θη ξ=ο = θ° ξ~\ = °

Για ξ = \ => y = sinh (3
4

aι/2Λ, (4-72)=>c = -a_li?, cosh — vn - — cosh — yn 
3 2 3

Λ

^0
,2 1.4 ,2 1 ,4cosh— v—cosh—v-cosh—vn +—cosh—vn 

3 2 3 3 2 3 ° >
(4-73)

(4-72)=> Μo Γ . 2 4 ^
sinh — v - sinh — v 
l 3 3

Υπενθυμίζεται ότι:

(4-74)

sinh 1 x = In x + -s/x2 +1

d(sinh 1 x) 1

dx Vl + x2

(4-75)

(4-76)

φ 3a'12 R

2
9 21 + — a/?,2 
4 1

ξ--
V 2 ,

λ2

sinh 2 >>

-1/2

3a]/2R, 3 all2R

2(l + sinh2 y2 2(cosh2 _y)' 2

dy 3 aU2R
άξ 2 cosh y

(4-77)

dO0
άξ

ί άθη V dy 3

v dy j

<4-74> άθ,
(4-77) άξ

— = a~' 2R1/2 D ->
sinh — _y - sinh — _y

coshj

άθ0 _U2 e2"3 - ίΓ2^3 - e42"3 + e“4>,/3
= a a,vi ey + e y
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(4-78)

άθ„ _ „-ι/2 „ -i e^e-^-e^+e-'^-e'13=>—"- = a~'lzRt
άξ

l
ey+e~y

= a-',2Rl-'(e-yn-eyn)--

-1/2 D 1#0 =-2a R] sinh — y

Για τη ροϊκή συνάρτηση ψΰ(ξ,ζ), έχουμε:

(4-46)λ(4-78)= ψ0 =-2a l/2F(z)sinh — y (4-79)

Η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας στο κέντρο της κοιλότητας, είναι:

ν0(£»ζ) = -
δψ± = _δψ±( dy} 
δξ δγ\άξ

(4-77) coshS
=> ν0 = /?, F(z)----------- =>

(4-79) coshj (Παράρτημα l)

R] F(z) Λ, F(z) Λ, F(z) _ Λ, F(z)

1 + 2cosh ^ = -1 + = 1 + - 2)= , + (ew> . f =>
3

R], F{z) Rx F(z)
-ο - I ~

l + 4sinh2 —y 1 + α/?,2
Μ

2 (4-80)

Στο κέντρο της κοιλότητας, όπου θ0 =0, η ν0 είναι γραμμική συνάρτηση της

1 R,
παραμέτρου R\ και δίνεται από τη σχέση: ν0 — ,0 =----- . Τα προφίλ των θ0, ψ0 και ν,

12 / 384

παρουσιάζονται, αντίστοιχα, στα Σχήματα 4-1, 4-2 και 4-3 του Παραρτήματος II.
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4.6 Σχολιασμός αποτελεσμάτων

Μια ασυμπτωτική περιγραφή της μόνιμης ροής που παράγεται μέσα σε μια αβαθή, 

διδιάστατη κοιλότητα από ομοιόμορφα κατανεμημένες εσωτερικές πηγές θερμότητας, 

επιτυγχάνεται για αριθμούς Rayleigh R τάξης L'1. Σ’ αυτήν την περιοχή τιμών, στα πεδία ροής 

και θερμοκρασίας στην κοιλότητα, επιδρούν φαινόμενα συναγωγής που οδηγούν σε αλλαγές στο 

σχήμα και την ταχύτητα της κύριας double-cell κυκλοφορίας. Στα Σχήματα 4-4 του 

Παραρτήματος II, απεικονίζονται οι ροϊκές γραμμές (core streamlines) που λαμβάνονται από τη 

σχέση (4-79) για διάφορες τιμές του αριθμού R\ = R L. Για μικρές τιμές του R\, στη ροή 

κυριαρχεί η αγωγή και η ταχύτητα της προς τα άνω κίνησης στο διπλό πυρήνα κυκλοφορίας 

είναι ουσιαστικά ανεξάρτητη της πλευρικής διεύθυνσης.

Καθώς ο αριθμός R\ αυξάνει και η συναγωγή γίνεται πιο σημαντική, η προς τα άνω 

κίνηση στη διπλή κυκλοφορία γίνεται εμφανώς πιο σθεναρή προς το κέντρο της κοιλότητας 

-όπως χαρακτηριστικά φαίνεται στο Σχήμα 4-3 (Παράρτημα II)- ενώ παραμένει σχετικά ασθενής 

μακριά από το κέντρο, κοντά στα κατακόρυφα τοιχώματα. Τελικά, η κίνηση στο κέντρο οδηγεί 

σε μια νέα τοπική δομή εκεί, όταν ο αριθμός R είναι τάξης 1 (και ο R\ τάξης L). Η εσωτερική 

αυτή περιοχή κοντά στο κέντρο έχει εύρος συγκρίσιμο προς το ύψος της κοιλότητας και οι 

τοπικές, τάξης I μεταβολές στη ροϊκή συνάρτηση και τη θερμοκρασία περιγράφονται από το 

πλήρες μη-γραμμικό σύστημα των (4-14) και (4-15). Στο εσωτερικό χαρακτηριστικό μήκος

ζ ~~ = °(Α '), η αγωγή παραμένει σημαντική.

Ανακεφαλαιώνοντας, η ανάλυση που ακολουθήθηκε μέχρις εδώ, είναι έγκυρη για 

μεγάλες αναλογίες διαστάσεων εύρους προς ύψος L » 1 και αριθμούς Rayleigh R\ « L.

2
Όταν /?, ~ — a~U2L « 232 L -σχέση (4-70)- σχηματίζεται ένα κεντρικό πλούμιο (central plume)

σε μια περιοχή χαρακτηριστικού πλευρικού μήκους (lateral scale) χ ~ 1, συγκρίσιμου προς το 

ύψος της κοιλότητας. Η ανωτέρω τάξη μεγέθους του αριθμού R\ αποτελεί μια πρώτη ένδειξη για 

το άνω όριο ισχύος της προκείμενης ανάλυσης, για την περιοχή κοντά στο κέντρο της 

κοιλότητας.

76
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 02:58:45 EEST - 3.147.51.31



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5° - ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΥΝΑΓΩΓΗΣ ΥΠΟ ΤΗΝ ΕΠΙΔΡΑΣΗ 

ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ ΜΑΓΝΗΤΙΚΟΥ ΠΕΔΙΟΥ

5.1 Συναγωγή οφειλόμενη σε εσωτερική παραγωγή θερμότητας μέσα σε αβαθή 

ορθογώνια κοιλότητα υπό την επίδραση εξωτερικού μαγνητικού πεδίου

Η μεταφορά θερμότητας με φυσική συναγωγή μέσα σε διδιάστατη ορθογώνια κοιλότητα 

μεγάλης αναλογίας διαστάσεων L εύρους προς ύψος, αναλύεται για την περίπτωση 

ασυμπίεστου, ηλεκτρικά αγώγιμου ρευστού, υπό την επίδραση εξωτερικού μαγνητικού πεδίου. 

Η μόνιμη ροή η παραγόμενη από μια ομοιόμορφη κατανομή πηγών θερμότητας, εξετάζεται όταν 

τα κατακόρυφα τοιχώματα είναι ισοθερμικά και τα οριζόντια σύνορα αδιαβατικά. Οι λύσεις 

λαμβάνονται εφαρμόζοντας ασυμπτωτικά αναπτύγματα.

Θεωρείται ισχυρό εξωτερικό μαγνητικό πεδίο κατά την κατακόρυφη διεύθυνση 

Β()(0, Βη), χωρίς να λαμβάνεται υπόψη το εσωτερικό μαγνητικό πεδίο που δημιουργείται λόγω 

της κίνησης του ρευστού -σχετικά μικρές ταχύτητες ρευστού και η επίδραση του επαγόμενου 

εσωτερικού μαγνητικού πεδίου μπορεί να παραληφθεί. Στην περίπτωση αυτή, η uL στη σχέση 

(2-70) που δίνει την ηλεκτρομαγνητική δύναμη (δύναμη Lorentz) όταν δεν έχουμε εξωτερικό 

ηλεκτρικό πεδίο, είναι η συνιστώσα της ταχύτητας η κάθετη στο εξωτερικό μαγνητικό πεδίο.

5.2 Μαθηματική διατύπωση του προβλήματος

Για διδιάστατη ροή (με χ και z να συμβολίζονται αντίστοιχα η οριζόντια και κατακόρυφη 

διεύθυνση), οι συνιστώσες της ηλεκτρομαγνητικής δύναμης δίνονται από τις σχέσεις:

Οι εξισώσεις που περιγράφουν το πρόβλημα της μόνιμης, ασυμπίεστης, διδιάστατης 

ροής, έχουν ως εξής:

x-δ/νση: femx = -aB02u 

z-δ/νση: fem z = 0

(2-70α)

(2-70β)

δη δν ,
— η-----= 0 (συνεχεία)
δχ δζ

(5-1)
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(5-2)
( du du\

p u — + v—
( dx dz )

( dv dv\
p U----- h V-----

^ dx dz )

dp
-— + η 
dx

(d2u d2u^
■ + -

Φ
dz

+ η

dx1 dz1

rd2v d2vλ
+ ■

dx dzz

-<jB0 u (χ-ορμή) 

+ gPpAT (ζ-ορμή)

Pc,
dT dT 
— + v— 
dx dz

= kS/2T + Z (ενέργεια)

(5-3)

(5-4)

όπου p είναι μια μέση πυκνότητα (mean density), η το δυναμικό ιξώδες του ρευστού, β ο 

συντελεστής θερμικής διαστολής (volumetric expansion coefficient), Σ ο σταθερός ογκομετρικός 

ρυθμός παραγωγής θερμότητας (volumetric heat generation rate), σ η ειδική αγωγιμότητα του 

ρευστού.

Από τις εξισώσεις (5-2) και (5-3) με απαλοιφή των όρων της πίεσης προκύπτουν οι 

εξισώσεις της στροβιλότητας και της ροϊκής συνάρτησης. Η ροϊκή συνάρτηση είναι αυτή που 

ενδιαφέρει για την περιγραφή της γεωμετρίας του πεδίου ροής. Παραγωγίζοντας τις (5-2) και 

(5-3) ως προς z και χ αντίστοιχα, προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις:

du du d2u dv du d2u
—---- 1-u-------- V--------+ V——
dz dx dzdx dz dz dz1

du dv d2v dv dv d2v
--------+ u—- +-------- + V-------
dx dx dx~ dx dz dxdz

1 d2 p d3u d3u σΒ du-------— + v----- - + v——---------------
p dzdx dzdx2 dz3 p dz

1 d2 p d3v d\ adT
-------—+ v—- + v----- x + g/? —
p dxdz dx3 dxdz2 dx

(5-5)

(5-6)

du
(5 - 5) => — 

dz
du dv
----- 1-----
dx dz

+ u
d2u d'u
------ + v—-
dzdx dz2

o
(εξ.συνέχειας)

1 d2 p d3u d3u σ B du
------- — + v----- ^ + v— -------- -------=>
p dzdx dzdx“ dz3 p dz

d2u d2u 1 d2p d3u d3u σΒ 2 du
=> U---------+ V------ Γ- =------------- — + V--------- Z- + V----- ------------------------

dzdx dz2 p dzdx dzdx2 dz3 p dz
(5-5a)

(5-6):
dv

dx
du dv
----- 1-----
dx dz

v0
(εξ .συνέχειας)

+ U~
d2v d2v

dx2
· +v-

dxdz
1 d2p d3v d3v dT

-------— + v—7 + v------x + gP— =>
p dxdz dx3 dxdz2 dx

=> u
d2v
dxdz

1 d2 p d3v d3v dT
-------— + v—r + v----- τ + gP —
p dxdz dx3 dxdz2 dx

(5-6a)
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Αφαιρώντας την (5-6α) από την (5-5α) έχουμε:

(
u

V

d2u
dzdx

r\2 λ 
Ο V

dx2 J
+ ν

^ d2u
ΊΡζ2

λΟ V
dxdz ^

d3u
dzdx2

g3v a3v "
dx3 dxdz2 }

σΒ2 du 
p dz -gP

dT[ 
dx

d (du gv^ d (du
u—-----------+ v— —

dx v dz dx) dz\dz
dvN 
dxy

d3u 
dx2 dz

+ d3u 
dz3

a3v a3v "
dx3 dz2dxJ p dz dx 

(5-7)

Η ροϊκή συνάρτηση ψ(χ,ζ) συνδέεται εξ’ ορισμού με τις συνιστώσες ταχύτητες u και ν 

βάσει των σχέσεων:

dy/ 
u = —— και

dy/ 
ν =---- —

dz dx
(5-8)

Αντικαθιστώντας τις ταχύτητες u και ν στη σχέση (5-7) όπως αυτές δίνονται συναρτήσει 

της ψ από τις σχέσεις (5-8), προκύπτει:

dy/ d (d2y/ d2yP 
dz dx vdz2 dx2 ,

dy/ d (d2y/ d2yP 
dx dz y dz2 dx2 y

d4y/
dx2dz2

gy gy gy "
gz4 gx4 dz2dx2 y

oy/gy
yO gz2

PdT-gp—^>dx

dy/ d (d2y/ d2y/^ gy/ g ( d2y/ d2yP
= V

dz dx ( dx2 dz2 y gx: dz vgx2 gz2 y V

gy f 2_gv , a>
gx4 gx2gz2 gz4

v> v> vV

σ^02 gy
p dz2 -gP

dT
—- => 
dx

g^g(vy) g^g(vy) vvV cr^gy gr
gz gx: gx gz p dz2 dx

(5-9)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (5-4) της ενέργειας τις ταχύτητες u και ν όπως αυτές 

δίνονται συναρτήσει της ψ από τις σχέσεις (5-8), προκύπτει:
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(5-10)
5ψ dT 9ψδΤ_κ^2τ^ Σ 
dz dx dx dz pcp

όπου v είναι το κινηματικό ιξώδες και κ ο συντελεστής θερμικής διαχυτότητας.

Οι εξισώσεις της ροϊκής συνάρτησης (5-9) και της ενέργειας (5-10) μπορούν να 

αδιαστατοποιηθούν εισάγοντας τις ακόλουθες αδιάστατες μεταβλητές:

= ί Ζ =—, Ψ=^, Θ = 
h h κ /ζ2Σ

(5-11)

όπου h είναι το ύψος της κοιλότητας.

(5-10)
κ/ι2Σ 

pcpxh2
ao

KdZ dX
δΨ δθΛ 

dX dZ,

Kh2Z

pc„Kh2
V20 +

δΨ_δΘ_3Ψ_ΘΘ 
dZ dX dX dZ

V20 +1 V20 +1 δ(θ, Ψ) 

d(X,Z)
(5-12)

(5-9)
ΘΨ d(V2Ψ) 
dZ dX

δΨ δ(ν2Ψ)1 _ mk 4 σ B2k δ2Ψ h2Z 50 
dX dZ J /?4 ph2 5Z2 8P pcpKh~dX

( κ

Ιλ
Pr_l

5Ψ δ(ν2Ψ) 5Ψ 5(V2T)
5Z dX dX dZ

= ν4ψ-
PV

δ2Ψ
λ ^,5^

5Z2 /?c νκ2
50
δΖ

Pr
δ(ν2Ψ,Ψ)

d(X,Z)
= ν4Ψ - Ha δ Ψ 50

- R
5Ζ2 5Χ

V4vP = Pr-1 «Σ!*22+*,»8!*+λ»
δ(Α’,Ζ) δΖ2 δΧ

(5-13)
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ο αριθμός Rayleighόπου Pr = — είναι ο αριθμός Prandtl του ρευστού, 
κ

2 7.2

βασιζόμενος στο ύψος h της κοιλότητας και Ηα2 = ° Bo h 
ρ\ι

R gfi*hs
pcp\K2 

ο αριθμός Hartmann.

Συμβολίζοντας τις αδιάστατες συντεταγμένες, την αδιάστατη ροϊκή συνάρτηση και την 

αδιάστατη θερμοκρασία με χ, ζ, ψ και Τ αντίστοιχα, οι αδιάστατες εξισώσεις (5-13) του πεδίου 

ροής και (5-12) της ενέργειας γράφονται τελικά ως εξής:

V> = Pr"
9(ν2ψ,ψ) + Ηα2 θ2ψ „5Τ

δ(χ, ζ)
, +R

δζ2 δχ
(5-14α)

δ'ψ λ , δΛψ _ ρ ι 'δψ δ(ν2ψ) δψ a(v V) ι Ηα2 δ2ψ ι RdT
cbc4 ~ δχ2δζ2 δζ4

1

Q
j

Ν

ι__
_

δζ2 δχ
(5-14β)

και

,2,.., 3(7»ν2Τ +1 =
δ(χ, ζ)

(5-15α)

δ Τ | δΓΤ | χ _ δψ δΤ δψ δΤ
δχ2 δζ2 δζ δχ δχ δζ

(5-15β)

Οι συνοριακές συνθήκες στις οριζόντιες επιφάνειες είναι:

ψ(χ, 1/2) = ψ(χ, -1/2) = 0 (5-16)

£(*.(/2)=£(*,-</2)=0 
δζ δζ

(5-17)

f(x,l/2) = f(x,-l/2)=0 
δζ δζ

(5-18)

και στα κατακόρυφα τοιχώματα: 

^(θ,ζ) = ^(λ,ζ) = θ (5-19)

£(Μ-£Μ-οδχ δχ
(5-20)

Τ{θ,ζ)= T(L,z)= 0 (5-21)
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όπου L είναι ο λόγος των πλευρών (εύρος / ύψος) της κοιλότητας που υποθέτουμε ότι είναι 

μεγάλος.

Οι ανωτέρω συνοριακές συνθήκες, καθώς και η γεωμετρία του προβλήματος φαίνονται 

χαρακτηριστικά, στο σχήμα που ακολουθεί.

v=0<=>(ty/ck=0
ψ=0

τ=ο

Αναμένεται ότι οι λύσεις των εξισώσεων (5-14), (5-15) και των αντίστοιχων συνοριακών 

συνθηκών (5-16) έως και (5-21) θα ικανοποιούν τις σχέσεις συμμετρίας:

i//(x,z) = -y/(L-x,z) (5-22)

T(x,z) = T(L-x,z) (5-23)

Στην επίλυση που ακολουθεί ο αριθμός Rayleigh είναι τάξης L'1 καθώς L—>oo. Η 

παράμετρος /?,=/?/. (scaled Rayleigh number) είναι τάξης 1 καθώς L—>oo, ενώ ο Ηα2 επίσης 

λαμβάνεται τάξης 1.

5.3 Εφαρμογή της μεθόδου των ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων

Η μικρή παράμετρος ε « 1 από την οποία εξαρτάται το συγκεκριμένο πρόβλημα, είναι 

ο αντίστροφος του λόγου των πλευρών (εύρος / ύψος) της κοιλότητας, δηλαδή ε = L' « 1.

Στο κεντρικό τμήμα της κοιλότητας (core region), η λύση εξαρτάται από τα 

χαρακτηριστικά μήκη (length scales):

ξ-x/L , ζ = ζ (5-24)
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Δοκιμάζουμε λύσεις της μορφής:

Ψ = ε° ψ0(ξ,ζ) + ε' ψχ (ξ,ζ) + ε2 ψ2{ξ,ζ) + ..

Ψ = Ψο (ξ>2) + L~' Ψ\ (£2) + L~l Ψ2 (ξ,2) + ■ (5-25)

Τ = ε~2 Τ0(ξ,ζ) + ε~' Τλ(ξ,ζ) + ευ Τ2(ξ,ζ) + ε' Τ3(ξ,ζ) +,-1

Τ = L Τ0{ξ,ζ) + ΙΤΧ(ξ,ζ) + Τ2{ξ,ζ) + L Τ3(ξ,ζ) + . (5-26)

καθώς L—>oo.

Οι όροι ψ0 (ξ, ζ), ψχ {ξ, ζ), ψ2 (ξ, ζ), Τ0 (ξ, ζ), Τ, (ξ, ζ), Τ2 (ξ, ζ), Γ3 (ξ, ζ) είναι τάξης 1.

Αλλαγή μεταβλητής από χ σε ξ:

(5-15β)=> Γ2^- + ^ + \ = Ι7 
δξ2 θζ2

δψ δΤ , δψ δΤ
δζ δξ δξ δζ

δξ2 δζ2 δ(ξ,ζ)
(5-27)

Αντικαθιστώντας τα αναπτύγματα των σχέσεων (5-25) και (5-26) στη διαφορική 

εξίσωση (5-27), έχουμε:

δ%
δξ2

= 17

λ
+ HOT

J

ετ s^+exHOT
δζ2 δζ2 δζ2

+ 1 =

δ(Τ0,ψ) | ^ δ(ΤΧ,ψ) 
δ{ξ,ζ) δ(ξ,ζ)

■+ HOT

δ2τ, δ Τη , δ2Τ, δ2Τ;
a#

l+L2^±+l^j±+i^±+1 + _ 
2 δζ2 δζ2 δζ2

= ιδ(Τ0,ψ) | 5(Γ,,^) | 
5(^,ζ) 3(£,ζ)

5ζ2

δ2Τ, δ2Τη δ2ΤΊ
+ L—± + 0 +---- 2_ + 1 + .

5ζ2 a<f δζ2
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L 3(Τ0,ψ0) , £-ι 3(Γ0,ι/,) ( Π0Γ + δ(Γ],ψ°\ΗΟτ
δ(ξ,ζ) δ(ξ,ζ) . δ(ξ,ζ)

=>

r2 d% d%=> Ll —r~ I- L—f +
δζ2 dz2

fd% d%_ ,λ 

K S42 &2 j

+ _^(Γρ#ο) |
δ(ξ,ζ)

δ{Τ0,ψ,) | δ{Τ„ψ0) 
5{ξ,ζ) δ(ξ,ζ)

(5-28)

Εξισώνουμε όρους τάξης ε , όπου k = -2, -1, 0, 

Όροι τάξης L2:

δ2Τ
L2-Α = 0^ 

δζ2

δ2Τη
δζ2

= 0 (5-29)

(5-29) => ^ = c, (ξ) => Γ0 (£ ζ) = c, (ξ) ζ + c2 (ξ) 
δζ

(5-30)

(5-31)

όπου 0ο(ς) είναι μια αυθαίρετη συνάρτηση του ξ.

Όροι τάξης L: 

L d2T\ _ r 5(Γ0,^0) 
δζ2

δ2Γ, δψ0 δΤ0 δψ0 δΤ0
δ(ξ,ζ) δζ δζ δξ δξ δζ

δ2Τ^ δΤ0 δψ0
δζ2 δξ δζ

(5-32)

Όροι τάξης 1:

δ% | δ2Γ2 | 3(7·0,y,) ,
δξ2 δζ2 3(ξ,ζ) ό(ξ,ζ)

2γγ δ2ί
f + —Χ + \ = -
2 a-2 δζ δ<ξ δξ δζ δζ δξ δξ δζ

δ2Τη διΤΊ , δψλ δΤ0 δψ\ δΤ0 + δψϋ δΤ} δψ0 δΓ,

δξ δζ'
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(5-33)
d2T2 _ t δ2Τ0 | 5Γ, δψ0 | δΤ0 δψ, ar, a^0 
5z2 δξ2 δξ δζ δξ δζ δζ δξ

(5-i4»^r‘^+2r’-?X+aV
a<f a^2az2 δζ4

= Pr L-\ δψ δ 'l-2 δ2ψ ( δ2ψ" j-\ δψ δ V2 δ2ψ aV|
δζ δξ 1 az2 J δξ δζ 1 δ^2 az2 J_

+

+ Ha 2 5V , o r-1

az2
+ /? a

δ£

r4aV,V δ> 5V l-3 δ{δ2ψ/δξ2 ,ψ) ( r, δ(δ2ψ/δζ2 ,ψ)
1 a<f a^2az2 1 az4 _Pr δ(ξ,ζ) δ(ξ,ζ)

+

+ Ha
δ2ψ

~δ?~
+ r, r2 —

a^
(5-34)

Αντικαθιστώντας τα αναπτύγματα των σχέσεων (5-25) και (5-26) στη διαφορική 

εξίσωση (5-34), έχουμε:

r_4 dVo 2rz a>0
:2 a_2
4·" , r-l δ>,

a<r a<razJ
+ + r1 —^ + //or

az4 az4
= Pr"1 r3

δ(δ2ψ0/δξ2 ,ψ0)

J δ(ξ,ζ)
+

+ Pr"1 r1
δ{δ2ψϋ/δζ2 ,Ψο) |

+ Ηα2
' δ2ψΙ) , a2u/,

V +1 v+z/or
δ(ξ,ζ) [ az2 az2 J

+

+ R, L~ L2El + LEl + H0T
δξ δξ

d Vo ,-l 5 Vl. + —^- + L —V-+
az4 az4

Pr-i d{d2y/Jdz2,Ψϋ) | ay, | ^ a^_ 
5(^,z) az2 1 a^

+

+ Ha 2 52^0 drV
-» I iV|

az2 1 a^
+... (5-35)
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Εξισώνουμε όρους τάξης ε*, όπου k = 0, 1,...

Όροι τάξης 1:

3Vo rj2 5Vo - 37n
θζ4

■ = Ηαι
dz 2 +Ri

3Vo m2 3>0
az4

-Ha1
dz' 8ξ

Όροι τάξης L

r-l 3>,

dz4
= r Pr"

d(d2V0/dz2 ,ψ0) 

9(ξ,ζ)
+ Ha 2 £V|_

5z2
+ /?,

0Γ,
3£

ττ 2 δ2ψ\ _ ρ -1 ( 3>0 5Ψο dVo 3^ο Ί n 3Γ.i P 1λ η H » — π
az4 dz2 ^d£dz2 dz dz3 a£

i A,
3£

(5-36)

(5-37)

5.4 Επίλυση των εξισώσεων

Επίλυση ως προς (<ξ, ζ):

(5-36) => ^ΓΓ = Λ A’ => η"’ - «ι1 Λ = *,β.' (5-38)
az az

Γενική λύση ομογενούς: ψ0Μοχη(ξ,ζ) = v4(£)cosh//az + 5(£)sinh//az + C(£)z + 7)(£)

Μία μερική λύση είναι: ψ0 (ξ,ζ) = -
RA
Ηα2 2

Άρα η γενική λύση της (5-38) είναι:

R θ ζ1
ψ0 (ξ, ζ) = Α(ξ) cosh Ηαζ + Β(ξ) sinh Ηαζ + 0(ξ)ζ + ΰ(ξ)-----—----- (5-39)

Ηα 2

r

(5-39) => ^^- = Α(ξ) Ηα sinh Ηαζ + Β(ξ) Ηα cosh Ηαζ + €(ξ) - ^1^°.- ζ 
dz Ηα
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Σ.Σ.: S ΔίΡ\ W/rcinl·, . (I)

Σ.Σ.: (Π)

Σ.Σ. ^ofe»K)=0
/fa . /fa C(£) £,6>0

- Α(ξ) cosh — + Β(ξ) sinh — + -ψ- + Ω{ξ) -
1 11 o Ha

= 0 (III)

----------------------- HiΊ Hn
Σ.Σ.: ,Ks')c(,Sh-j- fl(f)sinh~

8/fa2
= 0 (IV)

(I)+(II)^C(£) = -Β(ξ) Ha cosh -γ- (V)

(I)-(II)=> Λ(£) Ha sinh
Ha RA

2/fa2
Λ(£) ='

R\G0

2//a sinh
/fa (VI)

(ΙΙΙ)+(ΓV)^ £>(£) = -Λ(ξ) cosh ^
Z O/itf

£>(£) = -
Λ,0Ο coth

Ha

2 Ha3
■ + RA

8 Ha2
(VII)

(III)-(IV)=>C(£) = -25(£)sinh
Ha
2

(VIII)

(V)a(VIII)=> Β{ξ) Ha cosh ^- - 2Β{ξ) sinh ^ Β(ξ)ψ=Β(ξ)ί3τύχψ:

Β(ξ) tanh
Ha Ha

= 0^ Β(ξ) = 0

(V)v(VIII)=>C(£) = 0

(5-39): (5-40)
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(VI)

(5-40)=>M^) =
R\0O Rfl0 coth

2Ha2 sinh
Ha

cosh Haz - -
2Ha3

Ha
2 , RA

8 Ha2
RA z1
Ha2 2

ψ (C - Wo
( uHa λ

cosh Haz COt 2 ! 1 2

2 Ha2 Ha Ha 4//a sinh
l 2 J

, RA 1 
ψΛξ·ζ)=Ί^Ί

. Ha
cosh Haz COt 2 1 2------------ --------------- — + — z2
„ · .Ha Ha 4 Ha sinh — ----------„---------'

J
f(z)

(5-41)

όπου /(z) =
cosh Haz coth

Ha sinh Ha Ha

Ha
2 1 2^ ■ +— z

4
(5-42)

Επίλυση ως προς Γ, (ξ, ζ):

(5.32)^^.-β; ‘S1’ A --
dz2 dz dz2 Ha2 dz

-\2 f \
sinh Haz

dz2 Ha2 2 sinh —
2

■ — z

ar, M*·
dz Ha 2 sinh

//a
Jsinh Hazdz -

V

+ C,(£):

sr, _ T°
dz Ha2 2//asinh

Ha
jsinh (Haz)d(Haz) - — + *,(£):
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dTt *■(*.
f λ

cosh Haz ,
dz 2 Ha2 Ha sinh —— 

2

- z + *,(£) (5-43)

Σ.Σ.
ar,
dz

ar,
1z= 2

dz
= 0U>c,(£) = -

2 Ha7

r , //a 
coth — ,
_____2__I

Ha 4

(5-43) => —=
dr R] θ{

dz 2 Ha
cosh Haz

Ha sinh
Ha

■-z

, Ha Λ 
coth ,
-------- 2_ + I

//a 4

3Γ, _ ) l
dz Ha2 2

, Ha
cosh Haz COt 2 1 2^ +---- z

λ

„ · , Ha Ha 4 Ha sinh —
2

/(->

»\2

2Ha2 Ha sinh

.Ha Λz coth 3r 9 z z
—— cosh Haz dz----------- — +----------
Ha J Ha 4 3 + ε2(ξ)

Τχ(ξ,ζ) = ·
R\ θ0

2 Ha2 Ha2 sinh
Ha

jcosh (Haz)d(Haz)~

. Ha
z coth — 3

2 z z
~~Ha +4~T

+ 02(ξ):

RA0,
Ά(ξ,ζ) = ·

Ha1

2 f

'2
sinh //az zcoth

Ha

Ha2 sinh
Ha Ha

z z 
+ 4_T + *,(£)

V
«(*)

(5-44)
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όπου θ/(ξ) είναι μια αυθαίρετη συνάρτηση του ζ και

g(z) =

, Ηα
. , ττ zcoth 3

sinh Haz 2 z ζ
2 Ηα Ha + 4 Τ Ha sinh

(5-45)

Σημειώνουμε, επίσης, ότι ισχύει:

έ(ζ) =
cosh Ηαζ 

Ha sinh
2

coth

Ηα

Ηα
2 1 2 
^ · + —-ζ = /(ζ) (5-46)

Επίλυση ως προς ψ] (ξ,ζ):

δ*ψχ—Ηα2 92ψ'
δζΑ δζ2

= Pr 5>0 δψ0 3>0 δψ0
δξδζ2 δζ δζ3 δξ

+ R,
δΓ,

~&ί
(5-37)

Παράγωγοι ως προς ζ της ψ0 (ξ, ζ):

( λ

(5-41):
δψϋ Λ,0Ο
δζ Ηα2

<3 Vo Rfl ο

sinh Ηαζ

2 sinh Ηα
— ζ

V y

δζ3 Ηα2

ί λ
Ηα2 sinh Ηαζ

2 sinh —
2 7

5 Vo

λ λ
Ηα cosh 7/αζ

δζ2 //α2 2 sinh
Ηα

-1

Εύρεση του παράγοντα στον όρο του γινομένου με τον Pr' :

d>0 δ>0 δψϋ _ δ

1

>3 ο

( V

Ηα cosh //αζ ^

f \
sinh Ηαζ

δξδζ2 δζ δζ3 δ£ δ£ Ηα2 2 sinh —
1 2 7

<Ν

--------
1

2 sinh —
1 2 )
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RX0O

( \

Ha2 sinh Haz δ

1

>3

' Ha V
cosh Haz COth 2 1 _2

Ha2 2 sinh 770
l 2 )

δξ 2 Ha2 u Ha Ha 4Ha sinh —
l 2 )

(
dVo δψ0 δ3ψ0 δψ0 tf,26>06>0
δξδζ2 dz dz3 δξ Ha4

//a cosh Haz

2sinh
Ha

-1
sinh Haz

2sinh Ha
- z

(

ΚΘo ^0
2HaA

Ha2 sinh Haz

2 sinh Ha
Ύ )

Ha

2 j 

\

cosh Haz COt^ 2 1 2------------ --------------- —+ --z2
„ . , Ha Ha 4 Ha sinh —

V

dVo δψο 3Vo Λ 0O 6»0
δξδζ2 δζ δζ3 //α4

Ha cosh Haz sinh //αζ 7/αζ cosh Haz sinh Haz

4 sinh 2 Ha 2sinh— 2sinh — 
2 2

■ + z

*0 *0
2//a4

Ha sinh Haz cosh Haz
Ha coth sinh Haz

λ

2 Ha
2 sinh “ — 

2
2 sinh

Ha
■ + ■

Ha sinh Haz z Ha sinh Haz

8 sinh
Ha

2 sinh 7/0 
2

dVo δψ0 δ3ψ0δψ0 Rx-00Θ0
δξδζ2 δζ δζ3 δξ ΗαΑ

sinh Haz Haz cosh Haz

Z_2sinh"?~ 2sinh"“
V 2 2

+
Ha coth sinh Haz 

2

Λ

4 sinh
Ha

Ha2 sinh Haz Ha2 z2 sinh Haz 
- +-------

16 sinh
Ha

4 sinh
Ha

d'Vo δψο 5Vo
δξδζ2 δζ δζ3 δξ

R\ θο
ΗαΑ

Haz cosh Haz sinh Haz
z-------------- —------ 1-----

' u , Ha Ho coth — jj 2 
2 Ha

2 sinh
Ha

2 sinh Ha 8
-1 +

Ha2z2

(5-47)
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Υπολογισμός του τελευταίου όρου της (5-37):

(5-44) => R] = 2Κ\Θ°Θ° g(z) + R&
δξ Ηα2

R,
*Τχ _ 2*Γ0„ θ0 1 

Η a2 2

. Ηα
. , jj zcoth----  3sinh 7/αζ 7 ζ ζ

Δ ■ +-----
//„ ΊιιΙ- 4 3

+ *Α

R, 5Γ, Λ, Λ

Ηα4
sinh//az rr ,
--------—---- Τζαζ coth----- +-----

. , Ηα 2 4sinh —

Ηα Ηα2ζ Ηα2ζ3

Λ ar,
δ£ ΗαΑ

2 _3Ηα ζ ί
— ζ Ηα coth

Ηα Ηα 2 λ

2 4
+

sinh 7/αζ
• ι_ Η a sinh —

2

+ ^1^1 (5-48)

Β’ μέλος της (5-37) = ΡΓ
( a3,„ a.,, a3„, Λ

δξδζ2 dz δζ3 a^

^ A θ0
Ha4

Pr"
Haz cosh //az sinh //az

z-------------- —-----1—

f „ , HaHa coth
2

2 sinh— 2 sinh —
2 2

Ha
1 +

Ha2z2

2 _3Ha z ί ΎΎ , Ha Ha
Ha coth-------------

2 4
sinh Haz

■ i Hasinh
2

+ *■*. ~

R\ θ0 θ0
Ha4

Ha2 3 ^
-z + Pr l-//<acoth:Li::--i-

Ha Ha

V 2 4
2 ^ Pr 1 Haz cosh Haz 

Z-------------------------------------+

2 sinh —
2

sinh Haz

2 sinh —
2

2 Pr 1 Ha coth
Ha

„ „ , Pr-1 Haz “ ...........  7 Pr'1/faV2-Pr 1---------------+--------------------^- +--------------- + *.*.
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Λ, 0„ θο
Ηα4

Ηα2
■ζ + D -, Ηα Pr + Ηα

- Ηα coth 
4 2 + RA +R' θ°<°

Ηα4
Pr 7/α

2sinh//-
2 J

cosh Haz +

+ R\ θ0 θ0
Ha4

Pr Ha1 2 
■z +

4sinh
Ha

1 Pr Pr-1 Ha2 Pr //a coth Ha

. .Ha Ha Ha
sinh — 2 sinh 16sinh —

2 2 2

■ + ■
Λ ■ UHa4 sinh — 

2

sinh Haz =

f

Ha2 3 ( . Ha2 Ηαλ t
c ---------z + Pr“ + - Ha coth —— z + R£. +C

3 l 4 2 J
/, V

Pr 1 Ha

2 sinh
Ha
2 J

cosh Haz +

+ C
Pr"1 Ha2 2

4 sinh
Ha

z +
1 Pr' Pr-1 Ha 2 Pr 1 Ha coth

Ha

. .Ha Ha Ha
sinh 2 sinh— 16 sinh —

2 2 2

■ + ■
4 sinh Ha

sinh Haz =>

h

=> Pr"1 ' d>0 δψ0 
κ5ξθζ2 dz

d'Vo 8ψ0Λ 
dz3 δξ J

+ R]
δΤχ

w
- f\ + f2 + f3 (5-49)

(5-37)a(5-49)= ^-//a2^ = /1+/2+/3 
dz dz

(5-50)

Θέτω (5-51)

(5-50)λ(5-51)=
δ2ψ
dz1

Ηα2ψ = /, + /2 + /3 (5-52)

Χαρακτηριστική εξίσωση: X(k) = k2 - Ha2 = 0 <=> k = ±Ha

Άρα γενική λύση ομογενούς της (5-52): y/hom (ξ, ζ) = Α(ξ) cosh Haz + Β(ξ) sinh Haz

(5-53)
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Εύρεση ειδικής λύσης της: \ψ - Ηα ψ = /,!=>

=> ψ - Ηα2ψ = C
Ηα2 3 ( ι Ηα2 £

---------ζ + Ργ"' + - Ηα coth---- ζ
3 1 4 2 J + /?,#,

ψ - Ηο2ψ = ύ0ζ3 +b\Z2 + b2z + b2 (5-54)

όπου: b,= 0, b2=C\
' -i Ha2 „ , //ύΛPr H-----------Ha coth-----

4 2 J
b,=R,0{

//a4

Αν ο συντελεστής του ψ στην (5-54) είναι ^ 0, τότε η ειδική λύση της (5-54) είναι της 

μορφής: ψ['ρ 1 = α0ζ3 + α,ζ2 + α2ζ + α3 με άγνωστα τα αο, «ι, «2 και a3.

ψΐρ =3α0ζ2 +2α,ζ + α2 

ΨΪ'ρ = 6α0ζ + 2α,

Αντικαθιστώ στην (5-54): ψ[ρ - Ηα2ψ['ρ - /,

6α0ζ + 2α, - Ηα α0ζ - Ηα α^ζ - Ηα α2ζ - Ηα α3 = ύ0ζ' + ά,ζ + ά2ζ + ά3 =>

(- //α2α0)ζ3 + (-//α2α,)ζ2 +(όα0 - Ηα1 α2 )ζ + (2α, - Ηα2 α2 )= ά0ζ3 +ά,ζ2 + b2z + b2
(5-55)

L
(5-55)=>α0 =----- = —

//α2 ° 3

(5-55) => -Ηα2α, -b] => α, =0

(5-55)=>6α0 - Ηα2α2 -b2 =>6^~ Ηα2α2 -C
η Ηα ττ Ηα
Pr +--------- //acoth —

4 2

=> α2 = C

, Ηα λ
Pr" 2 cothT I----- +----- +-------- ^--------
//a2 Ηα2 Ηα 4

J
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(5-55)=>2α, - Ha2 a3 =b3 =>a3 V.'
//a2

Άρα ψ',^Ϋ+c
Pr" coth

Ha

+ -
Ha1 Ha2

■ + ·
Ha 4

M.
Ha2

v

(5-56)

Εύρεση ειδικής λύσης της: ψ - Ηα2ψ = /.

^ - Ηα2ψ = C

λ Λ

Pr'1 Ηα

2 sinh
//a
2 7

cosh Ζ/αζ => ^ - Ηα2ψ -b0 zcosh Haz
>’(z)

ψ - Ηα2ψ - /*(z)cosh Haz (5-57)

όπου:
Pr'1 Ha

K =-c
2 sinh

Ha ’
C =

Ha4

u,(//) =Y sp ------ V-r- z cosh Haz +
A Ha2

bp | &Q _2 
,8//a3 4//a

\
sinh 7/az

)
(Παράρτημα I) (5-58)

Εύρεση ειδικής λύσης της: ψ - Ηα2ψ = /3

ψ - Ηα2ψ = C
Pr'1 Ηα2
λ · ι Ηα 4 sinh — 

2

ζ2 +
1 Pr" Pr'1 Ηα

_ _ι „ , Ηα
2 Pr Z/acoth----

. , Η a _ . , Η a . , . , Η a
sinh — 2 sinh — 16 sinh —

2 2 2
, . , Ηα 4 sinh

2 7

sinh Haz

ψ -Ηα2ψ = (ύ0ζ2 + ύ, ζ + b2) sinh Haz => ψ - Ηα2ψ = (b0z2 + 62) sinh//αζ:
nr)

ψ -Ηα2ψ - />(z)sinh Haz (5-59)
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όπου: bn =C
ΡΓ1 Ha2

4sinh
Ha ’

b2=C
Pr -1 Pr"1 Ha1 Pr Ha coth Ha

sinh
Ha

2 sinh
Ha

16 sinh
Ha

+ -
4 sinh —

2

C =
//a4

(5-59)=
6 Ha

-z3 +
2 Ha AH a7.

cosh Haz - -
4 Ha2

b^z + 62 ■+■
2Ha2

sinh //oz

(Παράρτημα I) (5-60)

Τελικά για την ψ\

¥&z) = ^m+K)+<)+<n

ψ{ξ,ζ) = Λ(£) cosh //αζ + Z?(£)sinh//az + yz3 +C

, Ha
Pr'1 | 2 | COth Y 1
Ha2 Ha2 Ha 4

v

z -Ml
Ha2

)

------ 2— z cosh //az +
4 Ha2

b,

0 , "0 2 
■ H----------- Z

8Ha3 4//a 2

0 z3 + f——I———~ |z
6 Ha 2 Ha 4 Ha'

cosh Haz -

sinh Haz + 

1 (

4 Ha1 V
b0z +b2 Η--------γ

2 Ha2
sinh Haz

ψ(ξ,ζ) = ^(^)cosh Haz + 5(^)sinh Haz +

4 Ha2
(K - b0Ha)z2 + b-, +

2 Ha2 2 Ha
sinh Haz (5-61)
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Ολοκλήρωση ως προς ζ της εξίσωσης (5-33):

(5-33)λ(5-41)λ(5-44)=>4τ- = -1-^0" +
λ 2Λ, ' " Λ

Ηα

dzL

( Λ, β" Λ 
Έ^θ· f

Ηα
γθο θ0 g + θ, +θ '

dz dz

d%
~d^~

dz dz

2 R,2f„'V„" ·. R2 , _' dy/0 α'δψ]
Η'+θ’Ί+ϋ^{β’) θ°'έΐ+θί-γτ+θ« dz

(5-62)

(5-62):
dT2
dz = -(i+e.')

R<2 { '\2 „ "(\
Z+—hr Θ,

Ha44 I ^0 I "0
VO 0 J
figfdz- \gf dz 1 + 6», 1 ~fo~dz + e0 l^-dz + c,(£)

5^,
&

dT-
dz

/?,2 / 'V2 „ "
2 =-l 1+^o 2 + ΤΓτΙ6,ο θ0

Ha*
2[gfX~2\kfdz - \gf dz + 6», ψ0 +θ0 ψχ +ΰχ(ξ):

0 )

1

II

rS

κ: *,2 
ΙΖ+ Ηα* κ)V 2g(z) /(ζ) - 3 ]>(ζ)/(ζ) </ζ + 6>, + 0Ο + c, (ξ) =>

ο "ΤαΓ
1

II

is * :■·*')z+hiΗ a* Λ)
2 "( 

0ο
*. ή >

2gf -3 )f2dz +0, V'o +0Ο Ψ\ +αι(ξ)
ο )

(5-63)

Σ.Σ.:
dT2

I

C
D Ή

K>
 J

= 0
1dz . ι dz

2 2
(5-64)

Αντικατάσταση των τιμών που δίνουν οι ανωτέρω συνοριακές συνθήκες στην (5-63):

°=-η+*. ir^K)V 2«(Κ)/(Χ)-3)/!Α + 0, £οΟΟ + 0ο + <ί(£):
ο ο
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0=11+"" 'r^KK 2g(-K)/(-X)-3 \f2dz + Θ, y/0(~/2) + e0 ψχ(-/2) + c,(ξ)

0=ll+fl“")r^ie· i*·
f 1 'l

3 J/Vz
V 0 J

+ <?,(£) (5-66)

(5-65)-(5-66) => 0 = -[ 1 + #0 0O 0O
Ha ' '
/? 2 - ,\2 ,/ X -X Ί

3 j/Vz-3 J/2Jz

/? 2 / »\2 </
=>° = -[1 + 6>° ]-^0J 0O

X o
3 J/Vz + 3 J/2i/z

. 0 -'/ι )

am

θϋ + α„ + 1 = 0 (5-67)

όπου η παράμετρος am είναι συνάρτηση του αριθμού Hartmann και δίνεται από τη σχέση:

X X
«... =·

//α4 -X "° -X Η

cosh Ηαζ

//asinh Ηα
V

.Ηα Λcoth ,
------------2-+J--Z1

Ηα 4
ι/ζ (5-68)

Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος της (5-68) γίνεται στη Mathematica (Παράρτημα I), 

οπότε η παράμετρος am είναι:

10//a(-3 + //a2)sinh Ηα)) (5-69)
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Ισχύει: lim α =----------= α (Παράρτημα I)
«-»ο m 120960

Από την ολοκλήρωση ως προς ζ της εξίσωσης (5-33) με εφαρμογή των συνοριακών 

συνθηκών (5-64), προκύπτει ότι η εξίσωση (5-33) έχει λύση μόνον αν η θο(ξ) ικανοποιεί τη μη- 

γραμμική εξίσωση (5-67), η επίλυση της οποίας θα δώσει, τελικά, το πεδίο της θερμοκρασίας, 

ενώ ο όρος ψ0{ξ,ζ) θα προσδιοριστεί από την (5-41).

5.5 Η λύση στο κεντρικό τμήμα της κοιλότητας

Θέτουμε: (5-70)

(5-67)λ(5-70)= θ' + a R,202θ' + 1 = 0m ι (5-71)

Σ.Σ.: θ{/2) = 0 (συμμετρία) (5-72)

Η επίλυση του συστήματος των (5-71) και (5-72) γίνεται στη Mathematica (Παράρτημα 

I) και η λύση που προκύπτει για τη θ(ξ), είναι:

m=
{30.;(1-2^,,+Λ/α.'Λ,'1[ΐ6 + 9α.(1-2^);Λ,ί])''1

2!'3α. Λ,2

>2/3

{3α„2(1 - 2f)Λ/ + 6|ΐ6 + 9α. (1 - 2£)!Λ,!]}
(5-73)

Ακολουθώντας την ίδια πορεία με αυτήν που περιγράφηκε στο 4° κεφάλαιο για το 

μετασχηματισμό της σχέσης (4-67), η σχέση (5-73) γράφεται, τελικά, στη μορφή:
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=>θ(ξ)-αιη~'12 /?, ' \Fm+ (ξ) + Fm (ξ)\- θ0 =am~V2R;' Ρ.*(ξ) + Ρ.-(ξ) (5-74)

όπου Fm (ξ) = 3 1/2 η— α„, R.
2 m 1 '\-ξJ

+ 9 21 + -am R,2 
4 m 1 ξ--

V 2

—11 / 2 1/3

(5-75)

Για ym = 0(1) η παράσταση 2 ^ι
r η
£ — μπορεί να αντικατασταθεί από το

V 2J

υπερβολικό ημίτονο της _ym:

3 1/2—am 
2

( n 
ξ-τ <^ym =sinh_1 3 1/2 „

-am

1

1

H
ji

V 2) 2
(5-76)

Ακολουθώντας την ίδια πορεία με αυτήν που περιγράφηκε στο 4° κεφάλαιο για την 

ολοκλήρωση της σχέσης (4-68) και τον υπολογισμό της θο, η σχέση (5-74) ολοκληρώνεται με 

αλλαγή της μεταβλητής ολοκλήρωσης από ξ σε sinhym και η λύση που προκύπτει τελικά για τη 

θο, είναι:

= «■,"' Λ,
V

cosh — -cosn— ν. ~ S m (5-77)
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f
όπου για ξ = 1 => ym - sinh -ι

ν
3 1/2 „— am R.
4 m '

ym. o

Αντίστοιχα προς τη σχέση (4-78), είναι:

θο =~2am~'12 R\~' sinh^m (5-78)

Για τη ροϊκή συνάρτηση ψ0(ξ,ζ), έχουμε:

(5-41)λ(5-78)=

Ισχύει: lim = F(z) = — 
° Ηα2 24

/ι Λ2
---- ζ2

V4 j
(Παράρτημα I)

(5-79)

Η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας στο κέντρο της κοιλότητας, είναι:

(<?,*) = -
δψο
δξ

f(z) R] f(z)
—

Η a2 ( ι Ί1 + 4 sinh2 — ν** J m
\ j )

Ηα2 1 + 0. R,2
Μ

2 "1
J

(5-80)

Στο κέντρο της κοιλότητας, όπου θ0 =0, η ν0 είναι γραμμική συνάρτηση της 

παραμέτρου R\ και δίνεται από τη σχέση:

R,
-,ο

Ηα-A tanh

SHa

Ha
(

ενώ lim vn
Ha->0 Vr°)

JL
384

(Παράρτημα I).

Τα προφίλ των θ0, ψ0 και ν0 για Ha = 1, παρουσιάζονται, αντίστοιχα, στα Σχήματα 5-1, 5-3 

και 5-5 και για Ηα = 25, στα Σχήματα 5-2, 5-4 και 5-6 του Παραρτήματος III.
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5.6 Σχολιασμός αποτελεσμάτων

Μια ασυμπτωτική περιγραφή της μόνιμης ροής που παράγεται μέσα σε μια αβαθή, 

διδιάστατη κοιλότητα από ομοιόμορφα κατανεμημένες εσωτερικές πηγές θερμότητας και υπό 

την επίδραση εξωτερικού μαγνητικού πεδίου, επιτυγχάνεται για αριθμούς Rayleigh R τάξης L'1 

και Ηα τάξης 1. Σ’ αυτήν την περιοχή τιμών του R και σ’ ό,τι αφορά την επίδραση φαινομένων 

συναγωγής, ισχύουν αντίστοιχα συμπεράσματα με αυτά που διατυπώθηκαν στο 4° κεφάλαιο, 

στην ενότητα 4.6 του Σχολιασμού των αποτελεσμάτων. Στα Σχήματα 5-7 και 5-8 του 

Παραρτήματος III, απεικονίζονται οι ροϊκές γραμμές (core streamlines) που λαμβάνονται βάσει 

της σχέσης (5-79) για διάφορες τιμές του αριθμού R\= R L και για Ηα= 1 και 25, αντίστοιχα. 

Για μικρές τιμές του R\, στη ροή κυριαρχεί η αγωγή και η ταχύτητα της προς τα άνω κίνησης 

στο διπλό πυρήνα κυκλοφορίας είναι ουσιαστικά ανεξάρτητη της πλευρικής διεύθυνσης.

Καθώς ο αριθμός R\ αυξάνει και η συναγωγή γίνεται πιο σημαντική, η προς τα άνω 

κίνηση στη διπλή κυκλοφορία γίνεται εμφανώς πιο σθεναρή προς το κέντρο της κοιλότητας 

-όπως χαρακτηριστικά φαίνεται στο Σχήμα 5-5 του Παραρτήματος III- ενώ παραμένει σχετικά 

ασθενής μακριά από το κέντρο, κοντά στα κατακόρυφα τοιχώματα. Επειδή το μαγνητικό πεδίο 

“φρενάρει” τη ροή, δηλαδή μειώνει τις ταχύτητες και επιβραδύνει τους μηχανισμούς μεταφοράς 

θερμότητας, η αύξηση του αριθμού Hartmann επιτρέπει τη μελέτη της ροής σε υψηλότερους 

αριθμούς Rayleigh (σύγκριση των διαγραμμάτων π.χ. του Σχήματος 5-5, για Ηα = 1, με αυτά του 

Σχήματος 5-6, για Ηα = 25). Υπάρχει, επομένως, αλληλεπίδραση μεταξύ του αριθμού R\ και του 

αριθμού Ηα.

2
Όταν am 2L -σχέση (5-76)- σχηματίζεται ένα κεντρικό πλούμιο (central plume)

σε μια περιοχή χαρακτηριστικού πλευρικού μήκους (lateral scale) χ ~ 1, συγκρίσιμου προς το 

ύψος της κοιλότητας. Η ανωτέρω τάξη μεγέθους του αριθμού R \ αποτελεί μια πρώτη ένδειξη για 

το άνω όριο ισχύος της προκείμενης ανάλυσης, για την περιοχή κοντά στο κέντρο της 

κοιλότητας. Αυτό το άνω όριο ισχύος της ακολουθούμενης ανάλυσης, αυξάνει με την αύξηση

του αριθμού Ηα λόγω της αντίστοιχης εκθετικής αύξησης του όρου am -η μεταβολή του 

αντιστρόφου της παραμέτρου am παριστάνεται γραφικά στο Παράρτημα I, όπου και 

υπολογίζεται η παράμετρος βάσει της σχέσης (5-68).
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mil]:

Out[l] 

In[2]:

In[3]:= 

In[4] : =

Out [4] =

In[5] : =

Υπολογισμός του ολοκληρώματος της σχέσης (4 - 63)

"3.Π(π
1

120960

α =.

Επίλυση του συστήματος των (4-65) και (4-66)

DSolve[{Dt [θ [ ξ] , ξ] +aRl"2 (θ [ ξ] ) Λ 2 Dt [θ [ ξ] , ξ] + 1 « 0, θ [1 / 2] - 0} , θ, ξ] ; 

θ[ξ] /. %

6 21/3

324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14 + \/186624 a3 R16 + (324 a2 R14 - 648 α2 ξ Rl4):

324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14 + λ/ 18 6624 a3 R16 + (324 a2 R14 - 648 α2 ξ Rl4) ‘, _______________________

, 1/3

1/3

η 2'' ■ a R12

3 21/3 (1 + ί λ/3~)

324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14 + λ/ 186624 a3 R16 + (324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14)'
ι

1/3

(ΐ - i V3F) [324 a2 R14 - 64 8 α2 ξ R14 + λ/186624 a3 R16 + (324 a2 R14 - 64 8 α2 ξ R14)' 
______________  ______________________________________________________________________________

1/3

12 21/3 a R12

3 21' ' (1-ι VJ)

324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14 + V 186624 a1 R16 + (324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14)2
ι

1/3

(l + ί VT) 324 a2 R14 - 648 cr ξ Rl4 + V 186624 a3 R16 + (324 a2 R14 - 648 α2 ξ RlV
, 1/3

12 21/3 a R12

%[[!]]
6 21/3

' I '
324 a2 R14 - 648 α2 ξ Rl4 + V 186624 a3 R16 + (324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14)

ι

Γ--------  ■ Γ\
324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14 + . 6 1 λ Rlb + (324 a2 R14 - 648 α2 ξ R14)

ι _______ ____________________________________ ί

1/3

1/3

Ρΐ2.χ R1

Out[5]=
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In [61: = 

Out[6]=

In[7] : = 

Out[7] =

In[8]:=

In[9]:=

Out[9]=

In [10] : = 

Out [10]1

In[ll] :■ 

In [12] 

Out [12] =

FullSimplify[%]

_____________________________ 2^___ _________________

(3 a* I 2 (1-2 ξ) Rl4 * + Va3 Rl6 (i R + 7 a (1 - 2 ξ)2 Rl2) )1/3

(3 a2 (1 - 2 ξ) Rl4 + Va3 Rl6 (]t,*9a(J - 2 ξ)2 Rl2) )1/3 

22'3 a Rl

Υπολογισμός των ολοκληρωμάτων της (4 - 71)

fl = (-Sinhfy] + (1 + (Sinh [y] ) Λ 2) Λ (1 / 2) ) Λ (1 / 3)

|-Sinh[y] + yj 1 + Sinh[y] 2 J

r 2 fi
---------------- <JSinh[y] ;

J 3 Va" Rl

FullSimplify[%]

(Vcoshfy]2 -Sinhfy]) (Vcoshfy]2 + 3 Sinhfy])

4 Va" Rl

f2 = (-Sinh[y] - (1 + (Sinhfy]) Λ2) Λ (1 / 2) ) Λ (1 / 3)

I----------------- 1
I-Sinh [y] - \j 1 + Sinh [y] 2 j

r “ “ “ η
Integratel----------------, Sinhfy] J ;

3 vAa" Rl

FullSimplify[%]

(Vcoshfy]2 -3 Sinhfy]) (-Vcoshfy]2 - Sinhfy])

4 Rl

Επεξεργασία κλάσματος κατά την πορεία ε ξ αγωγής της (4 - 80)
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In[13]:= 

Out[13]=

Cosh [ -I- y]
TrigFactor ---------------------

L Cosh[y] J

1
-1 + 2 Cosh [ ]

Εύρεση ε ιδ ικής λύσης της (5-57) - σχέση (5-58)

In [14] := DSolve [Dt [ψ [ζ] , (ζ , 2}] - Ha Λ 2 ψ[ζ] ==b0 (ζ Cosh [Ha ζ] ) , ψ, ζ] ; 

In[15] := ψ[ζ] /. %;

In[16] := FullSimplify[%]

Out [16]= fc~Haz cm I cHaz C [ 21 I b° (S-; :'h ndJil Ha z (-Cosh [Ha z] + Ha z Sinh[Ha z] ) )
* l J l J g Ha3 J

In [17]: =

Out [17] =

bO (Sinh [Ha z] + 2Haz f-Cosh[Ha z] + Ha z Sinh [Ha z] ) ) 
FactorTerms ------------------------------- ------------------------------------------------------------------

L 8 Ha3

1 ( 2 bO z Cosh [Ha z] bOSinh[Haz] 2 bO z2 Sinh[Ha z] )
8 ( -Ha2 + Ha3 + Ha j

Εύρεση ειδικής λύσης της (5-59) - σχέση (5-60)

In[18] := DSolve [Dt [ψ [ζ] , {ζ, 2}] -HaA2i|i[z] == (b0zA2+b2) SinhfHaz], φ, ζ] ; 

In [19] := ψ [ζ] / . %

Out[19]= {--
-Ha z / b2 z bO z3 2 Ha z / bU + ?. b2 Ha2 bO z bO z2 \ \

\ 2 6 + e l 8 Ha3 4 Ha2 + 4 Ha j /
2 Ha

PHa z / b2 z . bO z3 _-2 Ha z / be +2 b2 Ha2 bO z I b0 z2 \ )
\ 2 1 6 1 C \ 8 Ha3 + 4 Ha^ + 4 Ha / /

2 Ha + e“Haz C[ 1 ] + eHaz C[2]}

_Ha z / b2 z bQ z~ 2 Ha z / bO+2 b2 Ha^ bO z bO zr
In [20] := FullSimplify

/_ b2 z 
\ 2 e

8 Ha3 4 Ha2 4 Ha ))

Haz / b2 z bO z3
2

2 Ha
2 Ha z / bO + 2 b2 Ha·' bO z bO s^ b°4

8 Ha3 4 Ha2 4 Ha ))
2 Ha

1
24 Ha4
(2 Ha z (6 b2 Ha2 + bO (3 + 2 Ha2 : ) ) Cosh [ Ha z ] - 3 (bO + 2 b2 Ha2 + 2 bO Ha2 z2) Sinh [Ha z ] )

Out[20] =
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In[21]: 

Out[21]

In[22]: 

Out[22]

In[23]: 

Out[23]

In[24] : 

Out[24]

In [25 ] : 

Out[25]

In [26] : 

Out[26]

In [27] :

ExpToTrig[%]

bO z Cosh[Ha z] b2 z Cosh[Ha z 
4 Ha3 + 2 Ha

bO Sinh[Ha z] b2 Sinh[Ha r 
8 Ha4 4 Ha2

i0 z3 Cosh [Ha z ] 
6 Ha

z Sinh [Ha z]
■1 Ha2

Υπολογισμός του ολοκληρώματος της σχέσης (5 - 68)

= FullSimplify[ -
Cosh[Ha z ] 

^ Ha Sinh [ -y-

Coth[f-] i
------------------  +------ z Λ 2

Ha ‘21

(Ha - 4 Ha z2 - 4 Coth [ ψ ] + 4 C 
64 Ha2

Csch [ ψ ] ) ‘

/-Λ/2

am = FullSimplify [
HaA4

(Ha 4 Ha z2 -4Coth[^y] +4Cosh[Haz] Csch[-y·])'

-1/2
64 Ha2

cD z ]

1
80 Ha8

iesch [ ] 2 (240 + 60 Ha2 - Ha ; +30 Ha2 + Ha4) Cosh [Ha] - 10 Ha (-3 + Ha2) Sinh [Ha] )

Limit [am, Ha -» 0]

1
120960

% II N

8.2672 x 10'6

am/.Ha-»l//N

7.8808 x 10~6

Plot[am, (Ha, 0, 100}];
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In[28]:

In[29]: 

Out[29]

In[30]: 

Out[30] 

In[31] :

= Plot[l/am, {Ha, 0, 100}, PlotRange -» All] ;

Όριο του όρου £[*]
Ha2

της σχέσης (5-79) για Hoc-»0

= Limit[
2 HaA2

Cosh [Ha z] 

Ha Sinh [ ·5£· ]

Coth[ -γ- ]

Ha
------ z Λ 2 Ha ■ °J

384
(1 - 4 z2)2

Όριοτης v0 (1/2, 0) - σχέση (5-80) - γιαΗα-»0

FullSimplify[ -
2HaA2 I Ha Sinl.i '

Ha - 4 Tanh [ ψ ] 

8 Ha3

Ha - 4 Tanh [ — ]
= Limit Γ-------------------------------, Ha -> 01

1 8 Ha3 J

1

Cothl-γ·] i
------------------------ + ---

Ha 4 ]

Out[31]=
384
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Προφιλτωνθο, ψο , νο κα ι ροϊκές γραμμές γ ια συναγωγή οφε ιλόμενη 
σε εσωτερική παραγωγή θερμότητας μέσα σε αβαθή ορθογών ια κοιλότητα

In[1]:= F [ζ] Λ 2 ;

In [2] := F0 = F [ ζ ] / . ζ -> 0

Out[2] =
1

384

pl/2
Ιη[3] := a = 3 F[z] Λ2 dz

J-l/2

Out [3]= ------—------
120960

In[ 4] : = y = ArcSinh[ (3 / 2.) αΛ (1 / 2) R1 (ξ - 1 / 2) ] ;

In[5] := yO = ArcSinhf (3 / 4 . ) αΛ (1 / 2) Rl] ;

In [6] := Θ0 = αΛ (-1) R1A (-2)
(Cosh[ (2 . /3) y] - (1/2) Cosh[(4/3) y] -Cosh[(2/3) yO] + (1/2) Cosh[(4/3) yO]) ;

In [7] := pll = Plot[80 / . Rl -» 1, {ξ, 0, 1}, PlotPoints -> 600] ;

In [8] := pl2 = Plot[0O / . Rl -» 200, {ξ, 0, 1} , PlotPoints -♦ 600] ; 

ln[9]:= pl3 = Plot[Θ0 /. Rl-> 1000, {ξ, 0, 1], PlotPoints -» 600] ; 

In[10] := pl4 = Plot[60 /. Rl -» 3000, { ξ , 0, 1}, PlotPoints-» 600] ; 

ln[U]:- pl5 = Plot[60 / . Rl -> 5000, (ξ, 0, 1], PlotPoints -* 600] ; 

In[12]:= Show[pll, pl2, pl3, pl4, pl5, AxesLabel -* {"ξ", "θ0"}];
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In [13]:

In [14] :

In [15] : 

In [16] : 

In [17]: 

In[18] : 

In [19] :

= Show[%, Graphics[Text["^=1", {0.3, 0.115}]],
Graphics[Text["200", {0.38, 0.108}]], Graphics[Text["1000", {0.43, 0.092}]], 
Graphics[Text["3000", {0.48, 0.065}]], Graphics[Text["5000", {0.5, 0.049}]]];

θο

Σχ.4 -1 Προφίλ του πεδίου της θερμοκρασίας (core temperature field) θ0
για διάφορες τιμές του R/

= φ0 = -2. αΛ (-1 / 2) F0 Sinhf — 1 ;
3 J

= pll = Plot [ψ0 / . R1 -» 1, {ξ, 0, 1}, PlotPoints -» 600] ;

= ρ12 = Plot[ψΟ / . R1 -> 200, {ξ, 0, 1} , PlotPoints -» 600] ;

= ρ13 = Plot [ψΟ / . R1 -> 1000, {ξ, 0 , 1} , PlotPoints 600] ;

= ρ14 = Plot[φ0/.Rl-» 3000, {ξ, 0, 1}, PlotPoints -» 600] ;

= ρ15 = Plot [ψΟ / . R1 -» 5000, { ξ , 0 , 1} , PlotPoints -» 600] ;

In [20]:= Show [pll, pl2 , pl3, pl4, pl5, AxesLabel-+ { " ξ " , "ψο(ξ,Ο)"}];
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In[21] : = Show[%, Graphics[Text["Rj=1", {0.12, -0.2}]],
Graphics[Text["200", {0.16, 0.3}]], Graphics[Text["1000", {0.18, 0.9}]], 
Graphics[Text["3000", {0.19, 1.5}]], Graphics[Text["5000", {0.21, 1.9}]]];

ψο(ξ,Ο)

Σχ.4 —2 Προφίλ του πεδίου της ροϊκής συνάρτησης (core stream function field) ψο 
στο μέσον του ύψους της κοιλότητας, ζ = 0, 

για διάφορες τιμές του Κι

R1 F0
In [22] : = νΟ = ---------------------------------------;

1. + 4 (Sinh[y ]) Α2

In[23] := pll = Plot [νΟ / . R1-» 1, {ξ, 0, 1}, PlotPoints -> 600] ;

In [24]:= pl2 = Plot [νΟ /. R1-» 200, { ξ , 0 , 1}, PlotPoints-» 600] ;

In [25] := pl3 = Plot [vO /. R1 ^ 1000, {ξ, 0, 1}, PlotPoints -+ 600] ;

In [26] := pl4 = Plot [vO /. R1 3000 , {ξ, 0, 1}, PlotPoints -> 600] ;

In [27] := pl5 = Plot [vO /. R1-» 5000, { ξ , 0 , 1}, PlotPoints -> 600];

In[28]:= Show[pll, pl2, pl3, pl4, pl5, AxesLabel -» {"ξ", "ν0(ξ,0)"}, PlotRange-» All] ;
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In [29] := Show[%, Graphics[Text["Rx = 1" , {0.3, -0.5}]],
Graphics[Text["200", {0.35, 1.}]], Graphics[Text["1000", {0.4, 2.8}]], 
Graphics[Text["3000", {0.51, 6.2}]], Graphics[Text["5000", {0.61, 8.5}]]];

ν0(ξ,0)

Σχ.4 -3 Προφίλ της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας (core vertical velocity) Vo 
στο μέσον του ύψους της κοιλότητας, ζ = 0, 

για διάφορες τιμές του R,

In[30] : = y = ArcSinh[ (3 / 2. ) αΑ (1 / 2) R1 (χ/5-1/2)];

In [31 ]ψ0 = -2. αΛ (-1/2) F[z] Sinh ί — 1 ;l 3 J

In[32]:= ψΐ = ψΟ / . R1 -» 1 ;

In [33]:= ContourPlot[i|jl, {x, 0, 5}, {ζ, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.4 —4a Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για Rt = I icaiL = 5

In [34] : = ψ2 = ψ0 / . R1 -» 200 ;
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In [35]:= ContourPlot[t|r2, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.4 —4b Ροϊκές γραμμές w ore streamlines) για R, =200 icaiL =5

In[36] : = ψ3 = ψ0 / . R1 -> 1000 ;

In[3 7]:= ContourPlot[>|r3, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400 , AspectRatio 1/5];

Σχ.4 —4c Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για Rt = 1000 καιL =5

In[38] : = ψ4 = ψ0 / . R1 -* 3000 ;

In [39]:= ContourPlot[i(r4, {x, 0, 5}, (z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio-» 1 / 5] ;

Σχ.4 — 4 (l Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, =3000 και L =5

In[40] := ψ5 = ψ0 / . R1 -* 5000;
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In [41]:= ContourPlot[i|r5, (x, 0, 5), {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.4 — 4e Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για Λ, - 5000 icaiL =5

In [42]:= ψ6 = ψ0 /. R1 -» 10000 ;

In[43]:= ContourPlot[ψ6, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio-» 1/5];

Σχ.4 —4f Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 10000 καιL =5

In[44] : = ψ7 = ψ0 / . R1 -» 20000;

In [ 45 ] : = ContourPlot [ψ7 , {x, 0, 5}, (z, -1/2, 1/2},
ContourShading^ False, PlotPoints -» 400, AspectRatio-» 1 / 5] ;

Σχ.4 —4g Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R/ - 20000 kouL =5
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Προφίλ των θ0 , ψο ,
νο και ρο ϊ κές γραμμές γ ι α συναγωγή οφε ι λόμενη σε εσωτερική παραγωγή θερμότητας 

μέσα σε αβαθή ορθογών ια κο ιλότητα υπό την επί δράση ε ξωτερικού μαγνητ ικού πεδίου

In[l]:= f[z] = — 
2

( Cosh[Ha ζ] Coth[-y-] 1 
1 --------- ---------i--------------------- -— +------ζ Λ 2
[ Ha Sinh [ -ψ ] Ha

In[2] : = FullSimplify[f[z] A2] ;

In[3] := am=FullSimplify[
HaA4

(Ha - 4 Ha z2 - 4 Coth[-y-] + 4 Cosh [Ha z] Cschf-γ-] ) 

64 Ha2
dz]

0ut[3] =
Csch [ -y- ]2 (24 0 + 60 Ha2 - Ha4 · (-2 4 0 - 30 Ha2 + Ha4) Cosh [Ha] - 10 Ha (-3 + Ha2) Sinh [Ha] )

80 Ha8

In[4] := fO = f[z] / . z-» 0

Out[4]=

ln[5]: =

1 ( l Coth[4p] Csch [- ^
Ύ (T Ha + Ha " j

ym = ArcSinh [ (3 / 2 .) amA (1 / 2) R1 (ξ - 1/2)];

In[6] := ymO = ArcSinh[ (3 / 4 . ) amA (1 12) Rl] ;

In [7] : = Θ0 = amA (-1) Rl A (-2) (Cosh[ (2. / 3) ym] -
(1 12) Cosh [ (4 / 3) ym] - Cosh [ (2 / 3) ymO] + (1/2) Cosh[ (4 / 3) ymO] ) ;

In [8] := pll = Plot [Θ0 / . (Rl -» 1, Ha -> 1} , (ξ, 0, 1}, PlotPoints -* 600] ;

In [9] := pl2 = Plot[90 / . (Rl -»200, Ha -» 1} , (ξ, 0, 1}, PlotPoints -» 600] ;

In[10] := pl3 = Plot[90 / . {Rl 1000, Ha -» 1} , {ξ, 0, 1}, PlotPoints 600] ;

ln[ll] := pi 4 = Plot[90 / . {Rl -> 3000, Ha -> 1} , {ξ , 0, 1} , PlotPoints -> 600] ;

ln[12]:= pl5 = Plot [ Θ0 / . {R1^ 5000, Ha-»1], {ξ, 0, 1}, PlotPoints -» 600] ;

In[ 13] : = pllO = Plot [Θ0 / . {Rl -> 1, Ha -» 25} , { ξ , 0 , 1} , PlotPoints -> 600] ;

In[14]:= pl20 = Plot [ Θ0 / . {Rl -> 5000 Ha-4 25}, (ξ, 0, 1}, PlotPoints -> 600] ;

In[15] := pl30 = Plot[0O / . {Rl-» 10000, Ha-)25], {ξ, 0, 1}, PlotPoints-» 600] ;

In [ 16 ] : = pl40 = Plot [Θ0 / . {Rl-* 30000, Ha->25], {ξ, 0, 1}, PlotPoints-> 600] ;

In [17] := pl50 = Plot[90 / . {Rl -> 50000, Ha -» 25} , { ξ, 0, 1} , PlotPoints -> 600] ;

In[18]:= Show[pll, pl2 , pl3, pl4, pl5, AxesLabel-» { " ξ" , "θο"}];
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In[19] := Show[%, Graphics[Text["R!=1", {0. , 0.115}]],
Graphics[Text["200", {0.38, 0.108}]], Graphics[Text["1000", {0.43, 0.092}]], 
Graphics[Text["3000", {0 48, 0.065}]], Graphics[Text["5000" , {0.5, 0.049}]]];

θο

Σχ.5 — 1 Προφίλ του πεδίου της θερμοκρασίας (core temperature field) Of, 
για διάφορες τιμές τον R, και Ha = 1

In [20] := Show[pi10, ρ120, ρ130, ρ140, ρ150, AxesLabel-» {"ξ", "θ0"}];
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In[21] := Show[%, Graphics[Text["Ri=1", {0.3, 0.115}]],
Graphics[Text["5000", {0.44, 0.113}]], Graphics[Text["10000", {0.46, 0.103}]], 
Graphics[Text["30000", {0.48, 0.075}]], Graphics[Text["50000", {0.5, 0.059}]]];

θο

Σχ.5 — 2 Προφίλ του πεδίου της θερμοκρασίας (core temperature field) θο 
για διάφορες τιμές του It/ και Η a = 25

In[22]:=

In [23 ] : = 

In[24]:= 

In[25] : = 

In [26] : = 

In [27]: = 

In[28]:= 

In[29]:= 

In[30]:= 

In[31] : = 

In[32]:=

f o r y™ i
ψ0 = -2 . am Λ (-1 / 2) ----------  Sinhf----- ;

HaA2 L 3 J

pll = Plot [ψ0 / . {R1 -» 1, Ha -> 1} , { ξ, 0, 1} , PlotPoints -♦ 600] ;

pl2 = Plot [ψ0 / . {R1 -» 200 , Ha-»1}, { ξ , 0, 1}, PlotPoints-» 600];

pl3 = Plot [ψ0 / . {Rl-» 1000, Ha -> 1} , {ξ, 0, 1}, PlotPoints-» 600] ;

pi 4 = Plot [ψ0 / . {R1 -» 3000, Ha-tl), {ξ, 0, 1}, PlotPoints -> 600] ;

pl5 = Plot [ψ0 / . {R1 -» 5000, Ha-»1}, {ξ, 0, 1}, PlotPoints-» 600] ;

pllO = Plot [ψ0 / . {R1 -> 1, Ha-* 25} , { ξ , 0, 1} , PlotPoints -> 600] ; 

pl20 = Plot [ψ0 / . {R1 -* 5000 , Ha-^25}, {ξ, 0, 1}, PlotPoints-* 600] ;

pl30 = Plot [ψ0 /. {R1 -* 10000, Ha -» 25} , {ξ, 0, 1} , PlotPoints -» 600] ;

pi40 = Plot[ψ0 /. {R1 -* 30000, Ha ^ 25} , {ξ, 0, 1} , PlotPoints -» 600] ;

pl50 = Plot [ψ0 / . {R1 50000, Ha -> 25} , {ξ , 0, 1} , PlotPoints -* 600] ;

In[33]:= Show[pll, pl2 , pl3, pl4, pl5, AxesLabel-* {" ξ" , "φο(ξ,Ο)"}];
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In[34] := Show[%, Graphics[Text["Ri = 1", {0.12, -0.2}]],
Graphics[Text["200", {0.16, 0.3}]], Graphics[Text["1000", {0.18, 0.9}]], 
Graphics[Text["3000", {0.19, 1.5}]], Graphics[Text["5000", {0.21, 1.9}]]];

Ψο(ξ,θ)

Σχ.5 —3 Προφίλ του πεδίου της ροϊκής συνάρτησης (core stream function field) ψο 
στο μέσον του ύψους της κοιλότητας, ζ = 0, 

για διάφορες τιμές του Κ, και Ha = 1

In [35] Show[pll0, ρ120, ρ130, ρ140, ρ150, AxesLabel -> {"ξ" , "ψο(ξ,Ο)"}];
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In [36] := Show[%, Graphics[Text["Rj=1", {0.10, -0.1}]],
Graphics[Text["5000", {0.14, 0.38}]], Graphics[Text["10000", {0.16, 0.65}]], 
Graphics[Text["30000", {0.18, 1.18}]], Graphics[Text["50000", {0.20, 1.53}]]];

Ψο(ξ,θ)

Σχ.5 —4 Προφίλ του πεδίου της μυϊκής συνάρτησης (core stream function field) ψο 
στο μέσον του ύψους της κοιλότητας, ζ = 0, 

για διάφορες τιμές του /ί, και Η a = 25

In [37] : =

In[38]:= 

In[39]:= 

In [40] : = 

In[41] : = 

In[42]:= 

In[43]:= 

In[44] : = 

In[45]:= 

In [46] : = 

In [47] : =

R1 fO
v0 = ------------------------------------------------------- ;

HaA2 (1. +4 (Sinh[ ] ) Λ2)

pll = Plot [vO / . {R1 -> 1, Ha -» 1} , { { , 0, 1} , PlotPoints -> 600] ;

pl2 = Plot [vO / . {R1 -> 200, Ha -> 1} , {{,0,1}, PlotPoints -> 600] ;

pl3 = Plot [vO / . {R1 -» 1000, Ha -> 1} , {{,0,1}, PlotPoints -> 600] ;

pl4 = Plot [vO / . {R1 -> 3000 , Ha -t 1} , { { , 0, 1} , PlotPoints -> 600] ;

pl5 = Plot [vO / . {R1 -» 5000, Ha -> 1} , { { , 0, 1} , PlotPoints -> 600] ;

pllO = Plot [vO / . {R1 -» 1, Ha -> 25} , { { , 0, 1} , PlotPoints -» 600] ; 

pl20 = Plot [vO / . {R1 5000 , Ha -* 25} , {{ , 0, 1} , PlotPoints -» 600] ;

pl30 = Plot [vO /. {R1 -» 10000, Ha -> 25} , {{, 0, 1} , PlotPoints -> 600] ;

pl40 = Plot [vO / . {R1 -> 30000, Ha->25}, {{, 0, 1}, PlotPoints -> 600] ;

pl50 = Plot [vO /. {R1 -> 50000, Ha -> 25} , {{, 0, 1} , PlotPoints -> 600] ;

In[48]:= Show[pll, pl2 , pl3, pl4, pl5, AxesLabel->{"{", "ν0(ξ,0)"}, PlotRange-> All];
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In[49] := Show[%, Graphics[Text["Ri = 1", {0.3, -0.5}]],
Graphics[Text["200", {0.35, 1.}]], Graphics[Text["1000", {0.4, 2.8}]], 
Graphics[Text["3000", {0.51, 6.2}]], Graphics[Text["5000", {0.61, 8.5}]]];

νο(ξ,Ο)

Σχ.5 —5 Προφίλ της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας (core vertical velocity) Vo 
στο μέσον του ύψους της κοιλότητας, ζ = 0, 

για διάφορες τιμές του R, και Η a = I

In[50] Show[pllO, ρ120, ρ130, ρ140, ρ150, AxesLabel -♦ {"ξ", "ν0(ξ,0)"}, PlotRange-» All];
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In[51] :

In[52] :

In [53] :

In[54] : 

In[55] :

= Show[%, Graphics[Text["Rj=1", (0.3, -0.3}]],
Graphics[Text["5000", {0.3, 1.}]], Graphics[Text["10000", {0.4, 1.9}]], 
Graphics[Text["30000", {0.51, 4.2}]], Graphics[Text["50000", {0.61, 6.8}]]];

νο(ξ,Ο)

Σχ.5 —6 Προφίλ της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας (core vertical velocity) Vg 
στο μέσον τον ύφους της κοιλότητας, ζ = Ο, 

για διάφορες τιμές τον R, και Ηa =25

= ym = ArcSinhf (3 / 2 .) ounA (1/2) R1 (x/5-1/2)];

f[z] ym
= ψΟ = -2 . am Λ (-1/2) ----------  S inh [ 1 ;

HaA2 L 3 J

= ψΐ = φΟ / . {R1 -» 1, Ha -» 1} ;

= ContourPlot^l, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio-* 1 / 5] ;

Σχ.5 — 7a Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 1, Ha = 1 καιL = 5

In[56] := ψ2 = ψ0 / . {R1 -> 200, Ha -» 1} ;
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In [5 7] := ContourPlot[i|r2, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading -> False, PlotPoints-» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 - 7b Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 200, Ha = 1 καιL = 5

In[58] := ψ3 = ψ0 / . {R1 -» 1000, Ha -> 1} ;

In [59] := ContourPlot[i(r3, {x, 0, 5}, (z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 — 7c Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 1000, Ha = 1 καιL =5

In[60] :- ψ4 = ψ0 / . (R1 -» 3000, Ha -> 1} ;

In[61]:= ContourPlot[ψ4, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -> 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 — 7d Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 3000, Ha = 1 KaiL = 5

In[62] := ψ5 = ψ0 / . {R1 -» 5000, Ha -> 1} ;
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In[ 63] ContourPlot[ψ5, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 - 7e Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 5000, Ha =1 καιL =5

In[64]:= ψ6 = ψ0 / . {R1 -» 10000, Ha -> 1} ;

In[65]:= ContourPlot[ψ6, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading -» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 -7/ Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 10000, Ha = 1 καιL =5

In [ 66] := ψ7 = ψ0 / . {R1 ^ 20000, Ha -> 1} ;

In [ 67 ]: = ContourPlot [ψ7, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -> 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 -7g Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 20000, Ha = 1 καιL -5

In [ 69 ] : = ψ10 = ψ0 / . {R1 -> 1, Ha -» 25} ;
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In[70] : = Contour Plot[>|rl 0, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},

ContourShading-» False, PlotPoints-» 400, AspectRatio -* 1 / 5] ;

Σχ.5 - 8a Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για Rt = 1, Ha = 25καιΐ = 5

In[72] : = ψ20 = ψ0 / . {R1 -> 5000, Ha -» 25} ;

In[73]:= ContourPlot[>|r20, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},

ContourShading -» False, PlotPoints -» 400 , AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 - 8b Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 5000, Ha -25 καιL = 5

In[75] := ψ30 = ψ0 / . {R1 -» 10000, Ha -» 25} ;

In [76]:= ContourPlot [φ30, {x, 0, 5), {z, -1/2, 1/2},

ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 —8c Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, = 10000, Ha =25 KaiL =5

In [ 78 ] : = ψ40 = ψ0 / . {R1 -» 30000, Ha -» 25} ;
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In [ 79]:= ContourPlot [ ψ40 , {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},

ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

2λ'.5 - .V(l Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, =30000, Ha =25 icaiL =5

In[81] := t|;50 = ψ0 / . {R1 -> 50000, Ha -> 25} ;

In[82]:= ContourPlot[ψ50, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -> 400, AspectRatio-» 1/5];

Σχ.5 -Re Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R/ =50000, Ha =25 ko.iL =5

In [84] := ψ60 = ψ0 / . (R1 -* 100000, Ha ^ 25} ;

In [ 85 ] : = ContourPlot [ψ60, {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},
ContourShading-» False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1 / 5] ;

Σχ.5 - 8 f Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R/ = 100000, Ha =25 koiL =5

In [87] : = ψ70 = ψ0 /. {R1 -» 200000 , Ha -» 25};

Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
21/05/2024 02:58:45 EEST - 3.147.51.31



Παράρτημα Ill.nb 126

In [88 ] : = ContourPlot [ψ70 , {x, 0, 5}, {z, -1/2, 1/2},

ContourShading -> False, PlotPoints -» 400, AspectRatio -» 1/5] ;

Σχ.5 - Sg Ροϊκές γραμμές (corestreamlines) για R, =200000, Ha = 25 καιL = 5
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